G.P. Bevz, V.G. Bevz

Algebra

Manual pentru clasa a 9-a institutiilor
de Tnvatamant general
cu limba romana de predare

Recomandat de Ministerul invatamantului si $tiintei al Ucrainei

JlbBiB
BungaBHnutBo «CBIiT»
2017



Y[K 512(075.3)
536

MepeknajeHo 3a BUAAHHAM:
Bes .M. Anre6pa : nigpyy. 4nsa 9 kn. 3aranbHoOOCBIT. HaBy. 3ak/. / [.I. beBs,
B.l'. beB3. - K. :BugaBHuuuin gim “Ocsita”, 2017.

PekomeHao0BaHO MiHICTepCcTBOM OCBITH i HAYKN YKpaTHu
(Hakaz3 MOH YkpaiHn Big 20.03.2017 Ne 417)

BriaHo 3a paxyHOK [ep>XXaBHUX KOWTIiB. [Mpojax 3a60pOHEHO

EkcnepTtn, ki 3giicHUNN eKCcnepTu3y faHoro nigpyyHmka
nig yac NnpoBeAeHHs KOHKYPCHOTO Big6opy NpoeKTiB NigpyyHMKIB
Ans 9 knacy 3arajibHOOCBITHIX HaBYa/lbHUX 3aKajiB
i 3pO06MNN BUCHOBOK MPO AO0UiINbHICTb HAAAaHHA NigPYYHUKY rpuca
«PekomeHao0BaHO MiHICTEPCTBOM OCBITW i HAyKN YKpaiHn»:

CTawueHko M. O., 3aBigyBau Kadeapn MeHegKMeHTy 0CBiTM BonnHckbkoro MO,
KaHanaat pisnko-mMmaTemMaTuyHUX HayK, AOLEHT;

CemeHo/1. O., meToguct MMKynpaBniHHst ocBiTU M0NTABCbKOTO MiCbKBUKOH-
KOMY, BYNTENb-METOAMUCT;

MopaukB. O., yuntens K3 «ynaininbcbkuii koneriym «J/ligep» MynsiininbcbKoi
painoHHOi pagn 3anopisbkoi obnacrTi.

PeyeH3eHT

BoBKC. I, yuntens mateMaTukun 3miiBcbkoro niueto Nel imeHi 3. K CnocapeHka
XapkiBCbKOi 061acTi, BUMTENb BULLOI KaTeropii, BUNTEIb-MeTOL4UCT

Bess3 IM.I1.
b 36 Anrebpa :nigpyy. gna 9 Kn. 3aranbHOOCBIT. HaBY. 3aK/. 3 HaBY.

pymyHcbKoto moBoto / I'.IM. bess, B.I'. beB3 ; nep. LW.I. Hasaposuuy,
I.lU0. Hazaposuu. - HeBiB : CBiT, 2017. - 272 c. :in.

ISBN 978-966-914-067-8
Y[IK512(075.3)

© bes3l /1., bess B.I",, 2017
ISBN 978-966-914-067-8 (pym.) © BupgasHuunin gim “Ocsita”, 2017
ISBN 978-617-656-750-9 (ykp.) (© Hasaposuu LL.I., Hazaposuyu I".LL,
nepeknag pymMyHcbKow MoBsoto, 2017



STIMATI ELEVI DIN CLASA A 9-al

A Tnceput noul an scolar si voi cu puteri noi continuati studierea algebrei - o
componenta interesantd si importantd a matematicii. Tnsusirea acestei stiinte este o
garantie pentru Tnsusirea cu succes a altor obiecte n viitor, pentru o viata deplina n
societatea actuala.

Valoarea algebrei pentru om au dezvaluit-o matematicienii renumiti:

» Algebra extinde si perfectioneaza ratiunea omului (L. Poinsot).

» Oamenii, care nu cunosc algebra, nupotsa-si imagineze acele lucruri neobisnuite,
care potfi realizate cu ajutorul stiintei indicate (G. Leibniz).

Tn acelasi timp cu acest manual voi terminati studierea algebrei in scoala de baza.
Dar pentru a va inchipui ce loc apartine materialului din clasa a 9-a, examinati temele
enumerate maijos. Cu culoare este evidentiat materialul care-1 veti studia anul acesta.
ALGEBRA (clasele 7-9)
Expresii intregi. Expresii rationale.

Functiitj/ =kx +b, y = % y =x° y = fty)

Ecuatii liniare si sistemele lor.
Radacini patrate. Numere reale.
Ecuatii patrate.

Inegalitati.
Functii patrate.
Siruri numerice.
Bazele combinatoricii. teoriei probabilitatilor si statisticii

Notiunile matematice «inegalitate», «functia patratda» si «sir numeric» reprezinta
corelatiile, care au un rol important in lumea reald. Pe baza acestor notiuni si a
proprietatilor lor se bazeaza multe metode ale stiintei actuale si se efectueaza cercetarea
diferitor fenomene si procese ale naturii si activitatii umane.

Azi algebra patrunde aproape toate domeniile de cunostinte si este limba cu care
«vorbesc, scriu si gdndesc» alte stiinte. Este greu de imaginat domeniul de activitate,
in care nu se aplicd matematica. Cu ajutorul modelelor matematice se descriu procese
reale. Aplica metode matematice sociologii si inginerii, juristii si biologii, arhitectorii si
muzicienii. Doar pentru a deveni specialist Tn viitor, a obtine studii de valoare si a fi cu
succes Tn viatd maturd, este necesar de aplicat multe eforturi. lar studierea algebrei este
una din treptele spre succes in calea voastra. Sorbiti cunostintele algebrice, largind si
complectand experienta obtinutd Tn anii precedenti.

Speram, ca acest manual va fi un ajutor bun Tn Tnsusirea algebrei, in obtinerea noilor
cunostinte, priceperi si experiente, Tn dezvoltarea armonica a personalitatii voastre.

Va dorim succese la Tnvatatura!
Autorii



Cum de lucrat cu manualul

Dragi elevi din clasa a 9-a si colegi!

Tineti in maini manualul nou de algebra. Autorii spera ca aceasta carte va deveni
pentru voi un ajutor de nadejde si un sfatuitor.

Un motiv ponderabil si un stimul bun pentru Tnvatatura trebuie sa fie datele despre
matematicienii remarcabili si premii matematice, fondate in cinstea lor. Opiniile
matematicienilor pot fi pentru voi indrumator nu numai in instruire, dar si pe drumul

vietii.
La Tnceputul fiecdrui capitol este datd o prezentare scurtd a continutului  n limbile
romana si engleza. Q

Fiecare paragraf se Tncepe cu rubrica «Aplicam competentele obtinute» (1).
Materialul acestei rubrici va accentua atentia la cunostintele principale - definitiile,

. ! — DORITI SA STITI MAI MULT 2nememememememememememememenens
Aplicdm competentele obtinute - ) . .
Rezolvarea celor mai simple inecuatii cu moduli se reduce la

Pentru a intelege si a insusi tema noi rezolvarea inegalitatilor liniare.

— Cum se noteaza multimile Rezolvam inecuatiile:
— Ce este submultime OUI<2: 0 uis05
Multiinea K este o parte din multin : >
Ke M K este submulfimea
— Pe baza cror proprietali se rezolva ir cat-5 ji numnul 0. O astfel de multime <
— Cum se reprezinta solutiile inecuatiei ble-5 <z< 5. Pe axa numericaacestei mult
— Ce semnifica Tnscrierile a < b si a > figura 16, a. Numerele 5 fi -5 nu apartin
a<h  inecuatia /x/< 5 o satisfac (fig. 16, b) h 6
b) Inecuatia /r/> 3 o satisfac toate nur
a<baGoa=b
ici decat-3 (fig. 17)

129. Problemé deschisa. Compuneti inegalitati, solutiile carora sunt reprezentate pe

§ 1 O Transformarea graficelor figura 18.
FUNCTIILOR Fig. 18

Alcituim tabelele valorilor functiilor a)y= £ i

b)y =-jt, definite pe multimea D= {-3, -2, -1,0, \ / Efectusm Tmpreuna!
% 32 1 0 1 2 3 \ / Q Rezolvali inecuafia 2x +3<2 (x+3)
9 4 1 0 1 4 9 + Rezolvare 2x + 3 < 2x +6,
b 3 2 1 0 1 2 3 \ 2x- 2x<6- 3,
., 9 4 10 1 o4 -9 / ox< 3.
. N Inecuatia Ox < 3 este adevrata pentru fiecare valoare a lui a
in general, valorile functiei y = - £ Rispune. (. £0, 69
sunt opuse valorilor respective ale functieiy 427 < . puns. (- co; co).
= A De aceea graficele acestor funcii sunt
simetrice fata de axa x (fig. 76). O astfel de 7
at functity=A11 o * Pot explica ce este intersectia si reuniunea multimilor.
proprietate e funcliiy= A1) siy= - -
Intersectia multimilor Reuniunea multimilor
O Gralicele functiilor j»=J[x) sij»= ~J{x) sunt /
simetrice fafa de axaar. Comparamincé func- ArW ALA
fiile y= 2/4n) si y= j{x). Pentru a obfine o va- / \

loare oarecare a primei din ele trebuie valoarea

respectiva a functiei a doua de ofnmultitcu 2. G 2 (2 5 )

v Stiua reprezenta intervalele numerice, definite prin inegalitati (p. 45)

Stiu a rep pe axa de reuniunea si
lepart al litatii adevirate de nmul 1 si acel Denerice
leparti ale inegalitdti adevrate deTnmuliit cu unul si acelasi v'stiua scrie cu simboluri si cu inegalitati intervalele numerice date grafic

mrDoresc s& Tnvat a scrie solutiile totalitatii de inecuatii in forma de reuniune a

O le parti ai inegalitatii adevarate de inmultit cu unul si acelasi
intervalelor respective.

v si de schimbat semnul inegalitatii in opus, atunci obtinem o

proprietatile, afirmatiile, pe care voi trebuie sa vi le aduceti aminte pentru perceperea

efectiva si insusirea materialului nou.
Studiind materialul teoretic, atrageti atentia la cuvintele tiparite cu aldin cursiv,

acestia sunt termenii algebrici noi. Trebuie sa-i percepeti si sa-i memorizati.

0]
Propozitiile marcate cu caracter aldin (2), notate cu sageti sunt definitii fundamentale.



Textul aldin Tn paranteze patrate (3) sunt proprietatile, regulile si alte afirmatii
importante. Trebuie de stiut a le formula (se poate cu cuvinte proprii) si a le aplica la
rezolvarea exercitiilor si problemelor propuse. Q

In fiecare paragraf al manualului este rubrica «Doriti sa stiti mai mult?» (4). Ea
contine material suplimentar, destinat elevilor care se intereseaza.

Manualul contine exercitii de diferite niveluri de complexitate: pentru rezolvare orala
sinivelurile A si B. Rezolvarea «Problemelor deschise» (5) atribuie dezvoltarii gandirii
logice, perceperilor de cercetare si creative.

In rubrica «Efectudam Tmpreuna» (6) sunt date modele de rezolvare a exercitiilor
de cele mai importante tipuri. Este util sa va familiarizati cu ele Tnainte de a efectua
sarcinile de acasd, numerele cdrora sunt evidentiate cu culoare albastra.

Folosind rubrica «Comoara succeselor» (7), <re se afla la sfarsitul fiecarui paragraf,

se poate analiza, percepe, repeta si imbunatati cunostintele si priceperile obtinute.

Rubrica «Clarificam succesele» (8) este alcatuitd asa, ca sa aveti posibilitate sa va

pregatiti pentru evaluarea independenta externa. 0 <D
La sfarsitul cartii sunt rubricile «Stiri istorice» (9) si «Esentialul Tn capitol» (10).
(0]

Atrageti atentia la «kxANEXE» (11) si completarea lor. Speram ca veti obtine satisfactie
de la rezolvarea problemelor si lucrul asupra proiectelor de instruire.

Va dorim succese in studierea algebrei!



Capitolul 1

MITROPOLSKII lurii Olexiiovici
(1916-2008)

Matematician si mecanic ucrainean,
academician ANS a Ucrainei (1961),
academic-corespondent strdin al
Academiei de stiinte in Bolonia (ltalia,
1971), Erou al Ucrainei, activist emerit
de stiinte al Ucrainei, doctor in stiinte
tehnice, membru activ al societatii de
Stiintd T. G. Sevcenko din Uviv.

«Matematica e ca poezia. Aceasta asemanare nu este numai in frumuseatea
formelor, in severitatea rafinata a teoriilor matematice, dar si in puternica
influenta a matematicii asupra altor stiinte».

«Strabatand prin formulele matematice seci, gandul omenesc se transforma

PREMIUL in numele lui
lu. 0. MITROPOLSKII

Se decemeaza Tn Sectia matematica
ANS a Ucrainei pentru lucrari
stiintifice remarcabile in domeniul
matematicii si mecanicii neliniare.
Fondatd de Academia Nationalda de
stiinte a Ucrainei Tn anul 2008

ntr-un cantec eroic al lucrului creativ».
lu. O. Mitropolskii

LAUREATII PREMIULUI:

Samoilenko A. M.
Boiciuk 0. A.
Egorova I.E.
Cosmanenko V. D.
Koroliuk V. S.



INECUATII

Inecuatiile se aplicd tot asa de frecvent ca si egalitatile.

Ca si egalitatile inecuatiile sunt numerice sau cu variabile.

Unele din ele se demonstreaza, altele se rezolva.

Cu ajutorul inecuatiilor este comod de modelat situatii si procese reale, mai cu seama
relatiile mai mare - mai mic, mai scurt - mai lung etc. Un rol important inecuatiile
il au in studierea functiilor: determinarea celor mai mari si celor mai mici valori ale
functiilor pe un interval oarecare, determinarea intervalelor de crestere si descrestere

ale functiilor, etc.

in acest capitol vom examina urmatoarele teme:

Cunostinte generale despre Reuniunea si intersectia
inecuatii multimilor. Intervale numerice

§ 1 General Information About § 5 Combination and Section.
Inequalitie Numeric Intervals
Proprietatile inegalitadtilor Sisteme de inecuatii cu o
numerice variabila

§2 §6

Properties of Numerical Systems of Inequalities

Inequaliti With One Variable
Inegalitati duble Demonstrarea inegalitatilor
Double Inequalities Inequalities Proof

Rezolvarea inecuatiilor cu o
variabila

§4

The Solution to Inequalities
With One Variable

Proiectul de Tnvatamant Nr. 1
«Inecuatii interesante»
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Aplicam competentele obtinute

Reamintim cum se compar numerele pentru a intelege si a insusi bine tema noua.

Cunoasteti deja ca:

Din doud numere pe dreapta de coordonate mai mare este acela, care este amplasat

mai la dreapta, iar mai mic este acela care este amplasat mai la stanga.

H—+—hH—————————»
-6 -3,6-2012 4
-3,5 < -2, -6 <4

CUNOSTINTE GENERALE
DESPRE INEGALITATI

Permanent noi comparam ceva: vitezele intemetului, pretul calatoriei, diagonalele
monitoarelor, Tnaltimile cladirilor, rezultatele intrecerilor, cantitatile punctelor EIE, etc.
Modelul matematic al relatiilor «mai mare» si «mai mic» este inegalitatea. De exemplu,
distanta de la Kiev pana la Harkiv (7/, = 407 km) este mai mare decat distanta de la Kiev
pana la Lutk (d2= 368 km). Aceasta se scrie astfel:

407 > 368 sau dx>d2

Daca numarul a este mai mic sau mai mare decat numarul b, atunci se scrie respectiv
a<bsau a>b. De exemplu,

3 <5,-7 >-13.

Continutul corelatiilor «mai mare» si «mai mic» se poate dezvalui prin definitia
urmatoare:

A Numadrul a e mai mare decat b daca diferenta a - b este numar pozitiv;
numarul a e mai mic decat b daca diferenta a- beste numar negativ.
Deoarece diferenta a - b poate fi pozitiva, negativa sau egald cu zero, pentru orice

valori reale ale numerelor a si b se realizeazd una si numai una din trei corelatii:
a>b, a<bsau a=bh.



Inecuatii 9

Folosind definitia de mai sus, se pot compara numerele, adica se poate stabili care

din ele este mai mare si care - mai mic. De exemplu, pentru a compara fractiile —

i — , aflam diferenta:
oy t
4 11 _4-25-11-9_ 1
9 25_ 9-25 ~225
11
Diferenta fractiilor date este un numar pozitiv, deci 9> o5
>

Pe axa de coordonate numarului mai mic 7i corespunde un punct, care se afla la stinga
de punctul care i corespunde numarului mai mare. De exemplu, figura 1 corespunde

corelatiilor urmatoare:
c<a, a<bh, c<h

Fig. 1
Inegalitatea este modelul matematic abstract al relatiilor mai mare - mai mic, mai
jos - mai sus, mai scurt - mai lung, mai ingust - mai larg, mai subtire - mai gros, mai
ieftin - mai scump, mai tanar - mai in varsta si a multor altor. Afara de semnele < (mai
mic) si > (mai mare) se folosesc des si semnele: <- mai mic sau egal (nu este mai mare),
> - mai mare sau egal (nu este mai mic).

Tnscrierea a < b semnificd, cd a<bsau a=h.
Tnscrierea a > b semnificd, cd a >bsau a=h.

De exemplu, se poate afirma cda 2 <5, 4 > 4, --0,5.

Semnele < si > se numesc semnele inegalitatii stricte. Ele sunt opuse una alteia:
daca a <b, atunci b >a si invers. Semnele < si > tot sunt opuse, ele se numesc semnele

inegalitatii nestricte. Oricare din semnele <, >, < si > se numeste semn al inegalitatii.

Q Doua expresii unite cu semnul inegalitatii formeaza o inegalitate.

Exemplu de inegalitati: 3<s/I0, a2+ b2>2ab, 3x - 5> 0.

Expresia care este Tn partea stanga sau in cea dreapta de semnul inegalitatii se
numeste respectiv partea stanga sau dreapta a inegalitatii. De exemplu, partea stanga a
inegalitatii 5v + 4 < 8 este expresia 5v+ 4, iar cea dreptd - numarul 8 (orice numar se
considera tot expresie).

Daca ambele parti ale inegalitatii sunt expresii numerice, ea se numeste in-
egalitate numerica. Astfel de inegalitdti pot fi adevarate sau false. De exemplu, din
inegalitatile 2 < 3, ;2 > 1, -3 < -5 primele doud sunt adevarate, iar a treia falsa,
deoarece numarul -3 este mai mare decét -5.
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Inegalitdtile cu variabile pentru unele valori ale variabilelor pot fi adevarate, iar
pentru altele - false. De exemplu, inegalitatea 2v+ 3 > 5 este adevarata daca veste egal
cu 2, 3, 4, 5, iar daca veste egal 1, 0, -1, -2 este falsd. Se spune ca valorile 2, 3, 4, 5
satisfac inegalitatea datd, iar 1, 0, -1, -2 nu o satisfac.

DORITI SA STITI MAI MULT?

Afarda de semnele indicate ale inegalitdtii (<, >,<,>) des se aplicd si semnul
® (nu-i egal). Daca, de exemplu, corelatia «nu e mai mare» (a < b) denotd a < b sau
a = 6, atunci corelatia «nu-i egal» (a ®b) semnificia < bsaua > h.

Relatia «nu-i egal» se deosebeste principial de «nu e mai mare». Pentm toate relatiile
egalitatii si inegalitdtii pe care le indica semnele =, <, >, < > se Indeplineste proprietatea
tranzitiva, adicd din a < b si b <c reiese ca a < c. Dar pentm relafia «nu-i egal» aceasta
proprietate poate sd nu se realizeze: din a @ b si b ®c nu totdeauna reiese cd a dc. De
exemplu, 2 ®3 si 3 d 2 dar relatia 2 ® 2 este falsa, incorectd. De aceea, Tn continuare,
vorbind despre inegalitdti, vom avea in vedere doua numere sau expresii unite prin orice
semn <, >, < >, dar nu cu semnul ¢p

Verificati-va

Conform carei conditie numarul a este mai mare decéat c?
Ce este inegalitate?

Ce feluri de inegalitati sunt? Dati exemple.

Care inegalitdti se numesc stricte, iar care - nestricte?

Ce Tnseamna inscrierile a< b, a> LU Cititi-le.

Ok WD

Efectuam impreuna

Care din numerele a si b este mai mic, daca:
a)a- b=(-1)2b)a=b- 3;c)a- 5=hbl
* Rezolvare, a) a- b =(-1)2= 1 (numar pozitiv), deci, b < a; b) aflam diferenta
numerelor a si b: a - b =-3 (numar negativ), deci, a < b\
c) a- b=5 (numar pozitiv), deci, b <a
Raspuns, a) b<a;b) a<b\c)b<a
@] Care este conditia ca expresia 4 - (2v + 3)2 sa obtind cea mai mare valoare?

» Rezolvare. Expresia datd are cea mai mare valoare daca scazatorul este cel mai
mic. lar expresia (2v + 3)2 are cea mai micd valoare, daca 2v + 3 = 0, adica
pentru v = -1,5.

Raspuns. Daca v= -1,5.



Inecuatii 1u

@] Care diferentd este mai mare si de cate ori:

20172018- 20172017 sau 20172017 - 201720167

« Rezolvare. 2017208 - 20172007 = 20172072017 - 1) = 2016 »2017207;
20172007~ 20172006 = 20172062017 - 1) = 2016 «20172016;
(2016 +20172017) : (2016 +20172016) = 2017.

Raspuns. Prima diferentd este mai mare decat a doua de 2017 ori.
Efectuati oral

1. Care din numerele vsi jeste mai mic, daca:
a) x-y=1 b)x-y= -1; c)y-x=2; d)y-5=x7
2. Punctele K, L, M eu coordonatele k. 1, m sunt situate pe axa de coordonate asa, cum

este aratat pe figura 2. Comparati numerele:

K(k) L1 M(m)

-10 1
Fig. 2
a) k si m; c)m si I e) k si I
b) ki 1; d) 0o si (; fim si -1.
3. Oare este adevarata inegalitatea:
a) 2> 2; b) -3 < -5; c) 3<2; d) -5 <-2?
4. Comparati numerele:
1 5
a) 1,28 si b) 0,02 si 1 —; c) — i -0,33;d) 16 si —
) A ) S =0 ) s 3 ) o2
5. Comparati fractiile:
5 s 6 13

CY b) i 57

6. Oare totdeauna valoarea I;x e mai mica decat valoarea respectivd a lui x.
a) -; b) 4x7
X
7. Problema deschisda. Ca simbol al pierderii unei parti din piata sau al altor probleme

financiare sau economice se folosesc diagramele circulare in forma de copaci verzi
cu frunze care cad (fig. 3). Compuneti probleme dupa figurile 3, a si 3, b.

Fig. 3
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NIVELUL A

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Care din numerele a si b este mai mare, daca:

a) a-b=0,01; c)a=2,3+hb; e)a-b=0;
bya -b=-3,7; d)b- a=(-3)2 fyb=a+1?
Comparati numerele m si n, daca:

aym -n =0,5; c)m - 4 =n;

by n -m =5; dm+3=

Comparati numerele x si y dacé:

a)y - x =-1; c) X =y - 3;

b)x-y =17; d)y-x =0.

Care inegalitate este adevarata:

a) -7 > -5; c) V5<n; e) ~>1,5;

b) 4,3 > -3,4; d) OA5 >0,5; f) n<3,14?

Capitolul 1

Punctele cu coordonatele a, b, ¢ sunt situate pe axa de coordonate astfel, cum
este aratat pe figura 4. Care din numerele a, b, ¢ este cel mai mare, care — cel

mai mic? Oare sunt adevarate inegalitatile:

a) a <b; c) ¢ <a;
b) b <c; d) b >c?
A(@)  C() B(b)
Fig. 4
Comparati numerele:
a)410 i19_ c)48 i 0.98: e).2.i9 _
11 V20 29 VT 5 17
.28 . 29 7 .9 .
by — si —; dy — si —; —5 5 1,
)29530 )9§7 5753
Aranjati in ordinea descrescatoare numerele:
3,1; a; VIio; 2+V2; 5-T3.
Aranjati Tn ordine crescdtoare numerele:
2, V5; -12; 2-; 0; -3n.
y 29 T = = .
Care numar 1,5; 1—; — vI10:2; v7 0,5 —e cel mai mare?

50 2

Comparati valorile expresiilor 2x + 3 si 3x - 2, daca:
a) x=-1; b) x = 0; c) x = 5;

d) x = 7.
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18.

19.

20.
21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.
33.

Comparati valorile functiei y = 2 x - 1, dacé:
a) x=1ix=2; by x =-1 ix=-2; c)x=0,11ix=0,2.

Comparati valorile functiei y = V2 dacé:
a) x=-20ix=20; b)yx=-2ix=-1; c) x =-8 ix=0.

Demonstrati, cd 1011 - 1010 > 1010 + 109.

Este oare adevadrata inegalitatea 3x - 2 < 7, dacéa:

a) x =4; b) x = 3; c) X = 2; d) x = 0?
Care inegalitate este adevarata in cazul cand x= 10:

a) 0,5x +1>3; b)-7x + 3<x; c)3 - x>x-17?

Oare este adevaratd inegalitatea pentru toate valorile reale ale lui c:

a) c2+3>0; b) (c + 2)2> 0; c)(c- 1)2>07?
Demonstrati, ca pentru fiecare valoare a lui n:

a) nd+1>0; b) (n - 5)2>0; c)n2- 2n + 1> 0.

Selectati céteva valori ale variabilei x care satisfac inecuatia:

a) 2x +3<0; b)3 - x2> 0; c) X +—<1.

Scrieti numerele Tn ordine crescatoare:
(-a)2; V2; -12;1]|; -73; (-2)3; -5; (-3)°.
Scrieti numerele Tn ordine descrescdtoare:

-2n; nlio; 297°; f-~1 t-\ 0297, (-2)5; n;
;3 10
Comparati valorile expresiilor 5m + 1 si 19 - 3m, daca:
a)y m = 2; b) m =-j7; c) m=1-V2; d m=1+n/3.

12
Comparati valorile functiilor y = 12 + 45x si y =— , daca:
X

s 1 2 2
=— b =—: =—:d =—
aj x c ) X A c) X A ) "X :

Care diferenta este mai mare si de céte ori:
20192020 - 20192010 um 20192010 - 201920187

Demonsrati, ca inegalitatea este adevarata pentru fiecare a
a) (a- 3)2+2>0; c) 4a2- 4a + 1> 0;
b) (2a + 1)2+ 0,5 > 0; d) 9a2+ 2 > 6a.

Ce este mai mare: pdtratul sumei a doua numere pozitive sau suma patratelor lor?

in ce conditie expresia 1 + (2x- 3)2 are cea mai micd valoare?
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. Tn ce conditie expresia 1- (2x - 3)2 are cea mai mare valoare?

. Cum sunt situate pe axa de coordonate punctele A(a), B(b), C(c) si D(d), daca:
a) a>bh,a+b=2dib+d=2c

b) a<b,2a=b+ci2d=a+bl

. Selectati cateva valori ale variabilei n care satisfac inecuatia:
a) 3n- 2>2n- 3; b) 5n + 8 < 8n - 1.

. Suma a doud numere inverse este egalda cu 2,5. Aflati cel mai mare numadr din
ele:

: : .2 :
Se va méri sau se va micsora valoarea fractiei FY dacad la numaratorul si nu-

mitorul ei se va aduna unul si acelasi numar natural? Dati exemple.
Care din numerele a si b este mai mare, daca:

a)a+ 7,8 =b+ 3,5; c)85 - a=73- b;
bya- 45=Db- 2,3; dy2a +35=Db- 3,5?
Care din numerele pozitve X si y este mai mare, daca:

a) 2,5x = 3,2y; c)x : 3,8 =y:26;
b) 5,3 :x=7,1:y; d)2x - 3y =5,4?

. Sapte caiete costd mai scump decat 9 creioane. Ce este mai scump: 12 caiete
sau 15 creioane?

. Patru prietene - Domnica Gherman, Elena Cazacu, Jana Cerchez si Zina Cos-
tas Tmpreuna cu fratii lor au venit la patinoar.
Fiecare frate era mai Tnalt decat sora. Ei s-au
impartit in perechi si au Tnceput a patina. S-a
constatat, cd Tn fiecare pereche «cavalerul» era
mai Tnalt decat «domnisoara» i nimeni nu pa-
tina cu sora sa. Cel mai Tnalt intre prieteni era
Andrei Gherman, iar cea mai joasa - Domnica.
Se stie ca Jana si Victor Cerchez sunt mai nalti
decat lonel Costas, dar mai mici la statura decat
Elena. Cu cine patina Vasile Cazacu?

. Comparati valorile expresiilor:

a) a2+ 36 i 12a; c)b2+2i2b+ 1,
b) 4(x + 1) i (x +2)2d) (y - 3)2i(y- 2)
Yy ~ 4).

. Comparati numerele nenegative a si b, daca:
a) a2> b2; by b- a=a- b;

Examinati toate cazurile posibile.
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Exercitii pentru repetare

Calculati (45-47).

" A2l 1
45.2) (1 14957
U 1o 155 15°
1 i, 1"1,2 3
by + ’
) [/ 3 4

46. a) 213+0,513;
b) 257+0,047,

c) 0,512 « (-2)13;
d) -53 0,232

47. a) 9b2-42; c) V32+42;

b) n/is2- 122; d) V21,82-18,2

Aduceti la forma cea mai simpla expresiile (4
48. a) (c - 5)(c + 2) + 3c + 10;
b) (x2+ax +a2 (x - a) +a3;
c) (a2- a+1)(a+1) - a3

1 1".3
v8 2y 4

. LN l"

d) :
v3 8y

€) 0,1 21«10 20;
f) 0,2 41 +(-0,5) &
e) V45.82-44,22;
2 f) >/8,22-1,82.
8-50).

e) (c3- 2c) (2c + ¢3) + 4c2;

d) (x2-y) (X - y2) - yA+xy;
f) (x2- 6x +9)2- (x - 3)4

49. a) q2-1 Fan—1- 1. Gudopl  Tap—- 1
a3+l v a-u f a /
n az2-ab?2
b) 1.
\ab-bz az-ab) a2+b2
50. a) Véa+V4a+-v/9a; d) (VI5+2)2-V240;

b) 7n/x - VIx +V25x;

c) Wl -S f +S0;

e) n/6+n/20 -n/6-n/20;
f) V5+V24 -V5-V 24,

51. Rezolvati ecuatiile:
a) x2+8x + 15 = 0; d) 22- 92 + 14 = 0;
3x-I x-3
b) x2+ 10x + 21 = 0; g) —-----=2-
3x+1 X+3
A +2c-9 =
c)y2- 7y - 18 =0;
)y y 3c-2 2c-5
52. Rezolvati sistemele de ecuatii:
4 1 3
2 y—6 -0 3
X - y X +
a) b) y
4 5
3 - - -2 =1
Xx+5 y-3 x— y+1

15
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53. Construiti graficele functiilor:

a)y =3 - x; b) y =—; C)y =Xx2; dy =-s[x.
X

Aflati domeniul de definitie si codomeniul valorilor fiecariei functii.

54. Amintiti-va, care proprietdti ale functiilor ati examinat in clasele precedente.
Privind graficul functiei (fig. 5), explicati, pe care intervale ea creste, descreste,
pe care este pozitiva, negativa. Indicati valoarea cea mai mare a functiei.

Fig. 5

55. Intr-o solutie care contine 40 g de sare s-au turnat 200 g de apd, dupd ce con-
centratia ei s-a micsorat cu 10 %. Care era concentratia solutiei la Tnceput?

Comoara succeselor

S Stiu ca:

a > b, dacd a - b este numar pozitiv
a<b, daca a- b este numar negativ

S Stiu ca: o L
inscrierea a < b, semnificd, cd a<bsaua=>b
inscrierea a > b, semnifica, caa >bsaua=b

S Stiu sa deosebesc si se dau exemple de astfel de inegalitdti:

Stricte Nestricte Numerice Cu variabile
12>7,x<y -3 <5,a>a 3>0,15<51 2x-5<1 a=>la

S Doresc sa ma invat a aplica cunostintele care se referd la inegalitati pentru
demonstrarea inegalitdtilor
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Aplicam competentele obtinute

Pentru a intelege si a insusi bine tema noua, ne amintim:
- Ce este inegalitatea numerica (p. 9).
- In ce conditie numarul a este mai mare decat b\

a >b, daca a- beste numar pozitiv,

- In ce conditie numarul a este mai mic decét b\

a < /= dacd a - b este numdr negativ.

- Proprietatile functiilor y =Vx iy :Y'

Proprietatile inegalitatilor
numerice

Examinam o situatie din viatd. O familie tanara a hotdrat sa depuna lunar o suma
oarecare Tn banca sub procente. Sotia a aflat, cd cota in procente pentru depozit in banca
A este mai micd decat Tn banca B, iar soful stia, cota in procente pentru depozit in banca
C este mai mica, decat Tn banca A. Care banca, dupa parerea voastra, va alege aceasta
familie pentru pastrarea resursele banesti, dacd toate celelalte conditii ale depozitului Tn
bancile A, B si Csunt identice?

Raspunsul la aceastd intrebare se poate argumenta, aplicand teorema 1

Examinam proprietatile inegalitatilor numerice si le demonstram pentru inegalitétile

care contin semnul «<».

Teorema 1. Dacd a<bsi b <c, atunci a< c.

Demonstratie.Daca a< bsi b< c, atunci numerele a-bsi h-c sunt negative. Suma
lor (a- b)+(b-c) =a-c tot este numdr negativ. lar daca a -c e numar negativ, atunci
a <c. Aceasta si trebuia de demonstrat.

......

Exemplu. intrucat ~1,9 <n/2 si V2<1,42, atunci >/1,9 <1,42.

Teorema 2. Dacd la ambele parti ale inegalitatii adevarate de adunat unul si
[acelagi numar, atunci obtinem o inegalitate adevarata.
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De exemplu, daca a <hsi ¢ este un numar real arbitrar, atunci a +¢ <b +c.
Demonstratie. Daca a < b, atunci a - b e un numar negativ. Deoarece a- b = (a +
c)-{b+ c), atunci diferenta (a +c) - (b +c) tot e un numar negativ. Aceasta inseamna

cdia+c<b+c.

Teorema 3.

Daca ambele parti ale inegalitatii adevarate de inmultit cu unul si acelasi
numar pozitiv, atunci obtinem o inegalitate adevarata.

Daca ambele parti al inegalitatii adevarate de Tnmultit cu unul si acelasi
numar negativ si de schimbat semnul inegalitatii in opus, atunci obtinem o
inegalitate adevarata.

Demonstratie. Fie a <b si c un numar pozitiv arbitrar. In acest caz numerele a- b,
(a- b)c sunt numere negative, adicd, ac < bc.

Daca a < b si c este un numdr negativ arbitrar, atunci produsul
(a- b)c, deci si diferenta ac - bc sunt numere pozitive. De aceea ac > bc.

Exemple, a) 3<4si5>0,deaceea3 *5<4+5sau 15<20;b)3<4si-2<0,de
aceea 3 ¢(-2) >4 +(-2) sau -6 > -8.

Deoarece impartirea poate fiinlocuitd prin inmultirea cu numarul invers Tmpartitorului,
atunci Tn teorema 3 cuvantul «inmultit» poate fi inlocuit cu cuvantul «impartit».

: .a_b . , . a
Dacaa<bsic>0, atunci —<— dacda<bsic<0,atunci —<—;
cc cc

Teorema 4. Inegalitatile cu aceleasi semne se pot aduna parte cu parte.

De exemplu, dacd a <bsi ¢c < <gatuncia+c<b+ d
Demonstratie. Daca a < b si ¢ < g atunci dupateoremaa2-aa+c<b+csib+c
< b +d. de unde dupd teorema 1a+c <b +d.

Exemplu. 2 <3si5<7,deaceea2+5<3+ 7sau7< 10

Teorema 5. Inegalitdtile cu aceleasi semne se pot Tnmulti parte cu parte,
[ daca partile lor din stanga si din dreapta sunt numere pozitive.

De exemplu, dacd a <b,c <dsinumerele a, b, ¢, <fsunt pozitive, atunci ac < bd.

Demonstratie. Fie a < bsi ¢ <d, iarnumerele ¢ si b- pozitive. Conform teoremei nr.
3 ac <bc si bc <bd, de unde dupa teoremanr.lac < bd.

Remarca. Teoremele nr. 4 si nr. 5- sunt adevdrate si pentru trei sau mai multe
inegalitdti. De exemplu, dacd a < b,c < <Gi n<m, atunci a +c +n< b+ d+ m.

Demonstratia teoremelor nr.1-5 pentru inegalitdti cu semnul «<« aproape cuvéant cu
cuvant se pote repeta pentru inegalitatile asemdnatoare cu semnul «>«, «>» sau «<».
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DORITI SA STITI MAI MULT?

Oare se pot ridica la patrat sau la cub ambele parti ale inegalitatii? Fie a si b numere
pozitive; Tnmultim parte cu parte inegalitatile a <b si a < b. Obtinem a2 < Ir. Tnmultim
partile ultimei inegalitdti cu a < b si obtinem a3< b3s. a. m. d. Deci, daca numerele a si b
sunt pozitive, iar n. natural, atunci din inegalitatea a < brezultd an<//".

Dacad cel putin unul din numerele a si b este negativ, atunci din inegalitatea a < b nu
totdeauna rezulta an < //'. De exemplu -3 < 2, dar inegalitatile (-3)2< 22 (-3)4< 24sunt
false.

Expresia «daca numerele a si b sunt pozitive si a < b» poate fi scrisd mai pe scurt:

«daca 0 < a < 6».

Cercetafi dacd totdeauna este adevarata afirmatia:

«dacd0<a<6 atunci W/a <Jb».

Verificati-va

1. Formulati si demonstrati teorema despre tranzitivitatea inegalitatilor.

2. Formulati si demonstrati teorema despre adunarea la ambele parti ale inegalitatii a
unuia si aceluiasi numar.

3. Formulati teorema despre Tnmultirea ambelor parti ale inegalitdtii cu unul si acelasi
numar.

4. Formulati teorema despre adunarea partilor inegalitatii cu aceleasi semne.

5. Formulati teorema despre Tnmultirea partilor inegalitatilor cu aceleasi semne.

Efectuam impreuna

Se stie ca numerele a si b sunt pozitive si a < 3, b < 6. Demonstrati ca ah <
20.

* Rezolvare. Deoarece numerele a si b sunt pozitive, inegalitdtile
a< 3sib< 6 sepotinmultii a mb < 3 6, sau ab < 18. Dacd ab < 18, iar

18 < 20, atunci ab < 20.

0] Oare rezultd din inegalitdtile a 3 si b 0 inegalitatea ah ~ 20, daca cel putin
unul din numere a si b este negativ?

» Rezolvare. Dacd unul din numerele a si b este negativ, iar al doilea - pozitiv,
atunci produsul ab este negativ. In acest caz inegalitatea ab < 20 este adevarata.
Daca ambele numere a si b sunt negative, atunci inegalitatea ab < 20 poate fi atat
adevaratd, cat si falsa. De exemplu, dacd a =-1, b =-2, atunci
(-D ¢ (-2) < 20, deci, inegalitatea este adevarata. Daca a = -7, b = -10, atunci
inegalitatea (-7) «(-10) < 20 este falsa.
Raspuns. Nu.
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56.
57.

58.

59.

60.

61.

62.
63.

64.

65.

66.

67.

Capitolul 1

Se stie, ca m > - 5. Valoarea expresiei -3m - 20 este pozitiva sau negativa?

Rezolvare. Tnmultim ambele parti ale inegalitdtii m > -5 cu -3, obtinem -3m <
15 (proprietatea 4). Adunam la ambele parti ale acestei inegalitati numarul -20:
-3m - 20 < 15 - 20 (proprietatea a 2-a), de aici -3m - 20 < -5, deci -3m - 20
< 0.

Raspuns. Negativa.

Efectuati oral

Care din numerele a si ¢ este mai mare daca: a) a- c < 0;b) a- ¢ > 2?
Privind figura 6, spuneti, valoarea carei expresii este mai mare: a sau a + 2b\ >
sau b - 2a ‘ | >
Bd &
Comparati numerele x si z. dacé: Fig 6

a) x <ysiy<z;b)x >ysiy>z;c)x <aiac<z

Numarul n este pozitiv sau negativ, daca:
a) 3n <3,5n; b) -1,5n > -n; c) 0,2n <-n?

Care din fractiile —si N este mai mare, daca b <a < 0?
a

X if
Care din doud fractii negative — si N este mai mica, dacd |vj <!yP-
y

Numarul a > 1. Ce numar este: 3a, -a, 1- a, 1+ 2a?

Numarul x < -\. Ce numar este: 5x, 5 - x, x4, 2 + xI?

Comparati numerele a si b daca diferentele:
a) a- csic- bsuntnumere pozitive;

b) b- csic- asuntnumere negative;

c) a- nsin- bsuntnumere nenegative.

Comparati numerele a si b daca:
a)a-c>0sib-c<0;b)a- x<0six- b<0.

Indicati cum sunt situate pe axa de coordonate punctele cu coordonatele a, b,
csid dacdaa<c b>c d>h

Scrieti inegalitatea adevarata, formatd in rezultatul:
a) adunarii la ambele parti ale inegalitatii 12 < 18 a numarului 5;
b) scaderii din ambele parti ale inegalitdtii 12 < 18 a numarului 77;
c¢) inmultirii ambelor parti ale inegalitatii 12 < 18 cu 3; cu -5;
d) Tmpadrtirii ambelor parti ale inegalitatii 12 < 18 la 3; la -6.
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68. Problema deschisa. Compuneti cateva probleme, care ilustreaza proprietatile
inegalitatilor numerice si se refera la activitatea omului.

69.Se stie ca a > b. inlocuiti * cu semnul inegalitati

*
a) 2a * 2b; c)-a * - b; ef —1a*—1b;
2 2
b) 1,5a * 1,5b; d)-3a * -3b; f) 2a3 * 2b3.
70. Numadrul a este pozitiv sau negativ, daca:
a) 2a < 3a; b) 0,5a > a; c) -5a < -4a?

71. Adunati partile respective ale inegalitatilor:
a) 5<12si 7< 8; €)5<6six <z;
b) 3<6si-3 < -2; da<bsix <z

- . .. L - «Matematica este stiinta
72. inmultiti termenii respectivi ai inegalitatilor:

11 care cere cea mai multa
a) 2<3si5<8; €) —<—Tsi —< — fantezie ».

3 5 5 S. V. Kovalevska
b) -4 <-1 si-5<—4;d)5<7si -7< "

. .. C .cC y .
73. Comparati numerele pozitive — si b dacd a <bic>0.
a

74.Se stie ca m <n. Comparati numerele:

aym+7sin+7; d)1- msil- n;

b) -0,Im si-0,In; e) 5m - 1si 5n - 1;
-1fn; f)y-2n - lsi-1-2m.
>z. inlocuiti * cu semnul inegalitatii:

1
c) (i-V 2)x*(i-V 2)y; e) ~ * I
X Yy
b) x2 * xy; d —*1 f) o
X y--X
Se stie, cd v < 0. Tnlocuiti * cu semnul inegalitatii:
a) x3*y2; C) 4-X e) Xy
X-y X-y
b) -x * 10y; )RR f) x+1 * Y+1
X Yy Xy Xy

77. Demonstrati, daca:

a) X>ysi—>— atuncix >0 siy <O0; b) a <bsi ab <0, atunci —<F
X 'y a



22

78.

79.

80.

81.

82.

84

Capitolul 1
VA . . 1 i i 1 .
Aranjati Tn ordine crescatoare numerele ] C. d daca ele toate sunt
a ,
pozitive si a <c, d<bsi d >c.
o . 5 [ T T | .
Aranjati in ordine crescdtoare numerele s Cy g4’ acd ele toate sunt
a a’

negative si a >c, d >bsi d <c.

Demonstrati, daca:
a) a< 6si b<c, atunci a<gc;
b) a<bsic >0, atunci ac <bc;

c) a<bsic<0,atunci ac > bc.
Oare este adevarat, ca pentru valori pozitive ale lui a si b\

a) din a <brezultd a2< /r:
b) din a2< /r rezultd a < 6;

c)dina<brezultaVa<
d) din Va<Va rezultd a < bl

Sarcina practicd. 1) Construiti un trapez si un paralelogram. Masurati laturile
si diagonalele fiecdrui din aceste patrulatere. Clarificati, daca este adevarata afir-
matia: «Perimetrul patrulaterului este mai mare decat suma diagonalelor lui». 2)
Demonstrati, ca: a) diagonala patrulaterului este mai mica decat semiperimetrul
lui; b) suma diagonalelor patrulaterului este mai mica decat perimetrul lui. Exa-

C B
Fig. 7
. Adunarea inecuatiei -12 < 9 cu inecuatia data A-12< 10
Tmpértirea ambelor parti ale inecuatiei date la 3 B-13 <7
Scaderea inecuatiei 5 < 8 din inecuatia data C-30<6

2 D-26< 10
fnmultirea ambelor parti ale inecuatiei date cu 3 E6>-5

Folosind identitatea x-y =(Va-va)(Vx +U x>O0siy >0,

demonstrati: daca Va >y[y, atunci x >vy.



Inecuatii 23

85. Demonstrati, daca:

aj"m >n > B, atunci i<L;
m n
b) m <n <0, atunci — >—.
m n

86. Oare este adevarat ca pentru valori arbitrare ale lui a si b\

a) din a > b rezultda —< —;
a b

b) din a < b rezultd lai > 161?

Exercitii pentru repetare

87. Sunt date punctele A (-3; 14), B (3; 14), C (-2; 20), D (2; 20). Oare trece
graficul functieiy = - 5x + 6 prin aceste pucte?

88. Pentru care valori ale lui n graficul functieiy = / - 3x + n trece prin punctul
M (3; 7)? Prin punctul K (-2; 3)?

89. Descompuneti in factori trinomul:

a) X2+ 2x - 35; 2 4 3 7
b) 6x2- x - 1, 54 3 2
c) 6a2+a - 2; 7 3 5 8
d) c2+V2c-4. 9 6 3
90. Jocul sudoku. Copiati tabelul in caiet (fig. 8. S 3 6 15 42
Completati patratelele libere cu cifre de la 1 péana 9 3 7
la 9 astfel, ca in fiecare rand, in fiecare colonitd 6 1 9
si in fiecare patrat 3x3 evidentiat, fiecare cifra sa 7146
fie Tnscrisd numai o datd. 3 7 8 4 5
FtgrS
Comoara succeselor
J Cunosc proprietatile inegalitdtilor numerice si pot sa le demonstrez.
Dacd a<bsi b <c, atunci a< c Dacd a<bhsic >0, atunci ac <bc
Daca a<batuncia+c<b+c Dacd a < bsi ¢ <0, atunci ac >hc

J Stiu sa aplic proprietatile inegalitdtilor numerice.

12>7,3>0 12>7,-2<0
36 >21 -24 <-14

'A Doresc sa ma Tnvdt a aplica proprietdtile inegalitatilor numerice pentru
demonstrarea inegalitatilor.
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Aplicam competentele obtinute

Pentru a intelege si a insusi bine tema noua, ne amintim proprietatile inegalitatilor
numerice. Dacd

a<bsib<c, atunci a <c;

a < hsi ¢ este un numar arbitrar, atunci a + c <b +c;

a<bsic>0,atunci ac <bc;

a<bsic<0, atunci ac > bc;

a<bsic<d atuncia+c<b+ d\

a<b,c<dsia, b, ¢, Isunt numere pozitive, atunci ac <b

Inegalitati duble

Ucraina este o tara cosmica. Vitezele cosmice sunt vitezele minime ale aparatului
cosmic, dupa care el:
poate deveni satelit al Pamantului (prima viteza cosmica: L, = 7,9 km/s);
poate Tnvinge atractia gravitationald a Pamantului (viteza a doua cosmica
V2= 11,2 km/s);
poate parasi sistemul Solar, in care se afla Paméantul (viteza a treia cosmica
V3> 16,67 km/s).
Corelatia dintre aceste viteze se poate scrie astfel:
Vi<v2<
Daca inegalitatile a <x si x < b sunt adevdrate, atunci ele pot fi scrise Tn forma de
inegalitate dubla. a< x< b. Inegalitatea dubla are trei parti: stanga, din mijloc si drepta
si doua semne de inegalitate. Exemple de inegalitati duble:
3 <v< 4 (veste mai mare decat 3 si mai mic decéat 4);

2a+3<x+ 3<5c (x+ 3emai mare decat 2a + 3 si nu-i mai mare decat 5c).

Teorema 6. Daca la fiecare parte a inegalitatii duble adevarate de adunat
[ unul si acelasi numar, atunci vom obtine o inegalitate dubla adevarata.

Demonstratie. Dacd a < x < b, atunci sunt adevarate inegalitatile a < x si x <h.
Conform teoremei a 2-a pentru orice numar real ¢ sunt adevarate inegalitatile
a+c<x+csix+ c<b+c Deci,a+c<x+c<b+c
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Numarul ¢ poate fi pozitiv, dar si negativ. De exemplu:
daca 2,5 <x- 3<2,6sic=3,atunci 5,5 <x< 5,6;
daca 0,7 <x+ 1< 1,2sic=-1, atunci -0,3 <x< 0,2.

In mod similar se pot demonstra urmatoarele afirmatii:

» dacd a< x< bsik> 0, atunci ka <kx <kb;
» dacd a <x< bsik<0, atunci kb <kx <ka;
e dacd a<x<bsic< y< d, atunci:
at+tc<x+y<b+d;
a- d<x-y< b-c;
ac <xy< bd(cand a> 0si c > 0);

b
i<x— (cand a>0sic > 0).
d y ¢

De exemplu, daca m
4+2<Xx+j<6+3 saub<x+y< 9,
4e2<x-y< 6e3sauB8<x-y< 18,
4 - 3<x-y< 6-2 saul<x-y< 4
4 X 6 4 x
—<— sau—< —<3’
3y 2 3y

Atrageti atentia la scaderea si Tmpartirea inegalitatilor duble! Din termenul mai mic al
primei inegalitati se scade termenul mai mare al celei de a doua, iar din cel mai mare - cel
mai mic. Termenul mai mic al primei inegalitati se Tmparte la termenul mai mare al celei
de a doua, iar cel mai mare - la cel mai mic.

Proprietatile studiate dau posibilitatea de a aduce la o forma mai simpla inegalitatile
duble. De exemplu, in locul inegalitatii duble 16 < 3x- 2 < 19 se poate examina inegalitatea
18 < 3x< 21 sau si mai simplu: 6 <x< 7.

Este potrivit de folosit inegalitatile duble pentru aprecierea valorilor marimilor sau
expresiilor. Valoarea marimilor, la fel ca masa, distanta, timpul si altele totdeauna sunt
aproximative. Este dificil, bundoara, de derminat indl{imea copacului cu exactitate pana la
un decimetru. De aceea se indica, de exemplu, cd ea este mai mare decat 9,2 m, dar mai
mica decat 9,4 m. Aceasta se scrie Tn forma inegalitdtii duble: 9,2 < h < 9,4,

Atrageti atentia la fragmentul etichetei care este amplasata pe sticla cu ulei

(fig- 9).

masa Nnetosoonog.

Aceasta Tnscriere semnifica ca masa uleiului din sticla nu poate fi mai
mica decat 790 g si mai mare decat 810 g. Cu ajutorul inecuatiei duble masa
uleiului (m) fard sticla poate fi scrisd asa: 790 g <m < 810 g.
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Aplicand proprietatile inegalitdtilor duble, se pot aprecia si valorile expresiilor

X
X +Y, X -y, Xy, —

Yy
Fie, de exemplu, 3,5 <x< 3,6 5i 2,1 <y <2,2. Atunci 3,5 + 2,1 <x+ y< 3,6 + 2,2 sau
5,6<v +j<5,8 (fig. 10). 35 * 36
0
21 Y 2.2
56 x +y 5,8
4 ; ; ; ; Y R A H
0 1 2 3 4 5 7

Fig. 10

35-22<x-y<36-21,sau 13<x-y<l1,5;
3.5 21 <xy <3,6 «2,2, sau 7,35 <xy <7,92;

3.5 3,6 LA .

----- <2< 22 sau 1,59 < X<172.

22 y 2,17 y

DORITI SA STITI MAI MULT?

Cu ajutorul inegalitatilor duble se poate scapa de modul Tn inecuatiile de tipul /x/ <asi
X <a, unde a>0.

De exemplu, inegalitatea /x/< 3 este satisfacuta de toate valorile lui vcare au modulul mai
mic decét 3. Astfel de numere sunt numerele pozitive mai mici decét 3, numerele negative
mai mari decat -3 si numarul 0. Aceasta mulfime de numere poate fi scrisa cu ajutorai
inegalitdtii duble astfel: -3 < v< 3.

Asemanator poate fi scrisa inegalitatea /x/< 3: -3 <x< 3,

Atrageti atentia! Orice inegalitate de tipul \M\ <a, unde a > 0 i A/- 0 expresie oarecare
poate fi scrisa Tn fonna de inegalitate dubla: -a <M <a.

Dar, de exemplu, inegalitatea /n/ > 3 nu poate fi scrisd in fonnd de inegalitate dubld. De

ce?

Verificati-va
1. Dati exemple de inegalitati duble.
Ce Tnseamna «a aprecia valoarea marimii»?
3. Cum, cu ajutorul inegalitatilor duble, se poate aprecia valoarea aproximativa
sumei sau a produsului a doud valori ale marimii?
4. Cum, cu ajutorul inegalitatilor duble, se poate aprecia valoarea aproximativa

diferentei (catului) a doua valori ale marimii?

N
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Efectuam impreuna

Se stie, ca 10 < x < 12. Ce valori poate obtine expresia:
a) 3x - 5;b) x2?

* Rezolvare, a) Tnmultim toate partile inegalitatii cu 3:
3 ¢10< 3 ex< 312 sau 30 < 3x< 36.
Scadem din toate partile inegalitatii 5:
30-5 <3x-5<36-5 sau25<2x-5<31L
b) Deoarece toate partile inegalitatii date sunt pozitive putem sa le ridicam la
patrat: 100 < Xi < 144
Raspuns, a) 25 < 3x- 5<31; b) 100 < x2< 144.

@] Apreciati valoarea expresiei 0,2a - bdacd 5<a< 15si2<b< 7.

* Rezolvare. Daca 5 < a < 15 atunci 1< 0,2a < 3.
Daca2 <b< 7, atunci-2 >-b >-7 sau-7 <-b< -2.
Adunam partile respective ale inegalitatilor obtinute: -6 < 0,2a- b< 1
Raspuns. -6 <0,2a- b< 1

Efectuati oral

91. Cititi inegalitatea dubla:
a)d<a<T7; b)0< 0,5 <1; c)-3 <x < 3.

92. Oare sunt adevarate inegalitatile duble:
a) -7 <0<, b) 0 <5< 10; c)-1 <-2 <-3?

93. Oare satisfac valorile x = 3 si x = -3 conditia:
a) 0 <x <2x; b) -x < x2< 3x; C)-X <Xx2<-x3

94. Care valori intregi ale lui a satisfac inegalitatile duble:
a) -1 <ac<l; b) -2 <a <2 c)0,1 <a<1?

g 6
95. Oare exista valori ale lui v mai mari decétg—, dar mai mici decat ??

96. Aflati perimetrul triunghiului echilateral, daca latura lui este mai mare decét
1,8 m si mai mica decat 2,1 m. Poate oare aria unui astfel de triunghi fi egala
cu n/3 m2

97. Scrieti in forma de inegalitate dubla corelatiile:
a) x<12six > 3; b) x >-2 si x < 2; c) x < 30 si x > -0,3.

98. Oare exista valori ale lui c care sunt: a) mai mici decat -3 si mai mari decat
—v/I0; b) mai mari decat 10~2 si mai mici decat 102? Daca sunt scriefi inegalita-

tea dubla respectiva
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99. Se stie, cd 4 < n < 5. Aflati valoarea expresiilor:

a) n + 3; b) n - 5; c) 2n; d) -3n; e)n2.
100. Stiind ca 1,7<-\/3 <1,8, aflati valoarea expresiilor:
a) 2+n3; by Va-I; ¢) ->/3; d) 273,
101. Latura patratului este egald cu a cm, unde 4,2 < a < 4,3. Aflati perimetrul si
aria lui.

102. Problema deschisa. Studiati eticheta de pe borcanul cu sos de tomate (fig. 11).
incercati sa Tmbunadtatiti caracteristicele numerice pe ea, folosirirl nivimTip
de inegalitati.
ermenul de valabilitate:
3 ani de la data producerii.
Conditii de pastrare: la tde la0 ° pana la 25
si umiditatea relativa a aerului nu > 75 %
Produsul deschis de-1 pastrat in frigider.
De dorit a-1 consumain decurs de 7 zile.

Data producerii si numarul lotului
sunt indicate pe capac.

Fig. 11

103. Aflati valoarea diferentelor x -y, daca;

a) 12 <x< 13si 5 <y <6;

b) 0,32 <x < 0,33 5i 0,25 <y< 0,27.

104. Aflati valoarea produselor xy. daca;

a)3<v< 4sib<y< 7;

b) -2 <x<- 1si- 3<y<-1.

105. Aflati valoarea caturilor v :y dacg;

a) 12<x< 15si 5<y< 6;

b) 6<x< 8si2<y< 3.

106. Se stie, ca - 3 <v< 5. Ce valori pot primi expresiile:

a) 2x+3; b)0,lv-2; c)2-x, d)10-0,lv?

107. Dupa masurarea lungimii asi latimii bale dreptunghiului (Tn metri) s-a constatat,
ca 13<a< 14, 0,6 <b<0,8. Aflati perimetrul si aria acestui dreptunghi.

108. Lungimea muchiei cubului este ¢ mm si 1,53-102< ¢ < 1,54 « 102 Aflati: a) suma
lungimilor tuturor muchiilor cubului; b) aria suprafetei cubului; c¢) volumul cubului.
Rezultatul rotunjiti-1 pana la zecimi.

109.1) Pe figura 12 este reprezentat planul unui apartament. Se stie, catot apartamentul,
la fel si salonul au forma patrata. Aflati aria salonului, dormitorului si a apartamentului,
daca 4,9 m<x<51m,29m<y< 31m.

2) Problema deschisa. Efectuati masurdrile necesare si aflati aria S si
perimetrul P: a) camerei in care locuiti; b) ferestrei din aceasta camera.
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Fig. 12

110. Se stie, cd 1,4<>/2<1,5 si 2,2<n/6<2,3, Aflati:
a) V2+V5; b) n/6  n/2; c)2-n/2; d) n/érn/2.

111. Fie a si |3 unghiurile unui triunghi, 62°<a<63°; 95°< [1<96°. Aflafi ma-
sura unghiului al treilea.

112. Se stie, ca 3,14 <n< 3,15. Aflati lungimea circumferintei si aria cercului,
dacd raza este mai mare decat 2,5 dm si mai micad decat 2,6 dm.

113. Se stie, ca 10 < x< 12. Ce valori ntregi pot primi expresiile:

X2 12
a) 2x; b) — ; c)3x - 5; d)—?
5 X
114. Se stie, ca 3 <v<4si 12 <y < 13. Ce valori intregi pot primi expresiile:
a) (x +y)z b) Ixy; c)y2- x; d)- +-?
Xy
) .. .. 3x=2 .
115. In ce limite se afld valoarea expresiei - , daca:
X
a) 1<x <4 b) -5 < x < 0; c) -10 < x < 10?

3 5
116. Se stie, ca 2 <m <g si 3 <n <10. Ce valori pot primi expresiile:

a) 2m + 3n; b)4m - n; c)m +n2; d)yn2- m?

117. Catetele a si b ale triunghului dreptunghic sunt astfel ca 8,4 < a < 8.5,
6,5 < b < 6,6. Aflati aria acestui triunghi si perimetrul lui.
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118. Sarcina practica. Scrieti Tn forma de inegalitate
dubla valoarea ariei figurii reprezentate pe figura 13.
119. Demonstrati afirmatiile:
a) daca a <x< b, atunci -b<-x< -a\
1

X a

b)4dacé’ a<x< bLg ia> On, atunci

c) dacd a<x<bsia>0, atunci a2<jT < |If.
120.D trati afi iile: .

emonstrati afirmatiile X Fig. 13
aj daca a < b, atunci a< E_Q" <b;

b) dacd 0 < a < b, atunci a <\fab <bh.

121*. Scrieti inegalitatile cu moduli in forma de inegalitati duble:
a) |x|<3; b) |x|<5; c) 2|x|<n; d) |xl—+<-6.

122*. Scrieti inegalitatile cu moduli Tn forma de inegalitati duble si aduceti-le la
forma cea mai simpla:

a) [2x-1|<3; b) |2-0,5x|<2,5; ) |u/x-6|<1.

Exercitii pentru repetare

123. La ora 10 din orasul A spre orasul B a plecat un motociclist, iar la 11 la fel
din A spre B - un automobil. La ce ora automobilul va ajunge din urma moto-
ciclistul, daca el a sosit in B la ora 13, iar motociclistul la ora 14?

124. Scrieti in forma standard masa:

a) Lunii 73 500 000 000 000 000 000 t;

b) Soarelui 1990 000 000 000 000 000 000 000 0001
Ix 2 2 =12>
. .. \x2-y2=8,
125. Rezolvati sistemele de ecuatii: a) \ y
[x+y=6; \x-y =2.

Comoara succeselor

'A Pot da exemple de inegalitdti duble.

A Tnteleg cum se scriu si se citesc inegalitatile duble.
A Stiu:

- aefectua operatii cu inegalitati;

- aaduce la formé mai simpld inegalitatile duble; 3<x+1<7
- saaflu valoarea marimilor;

o - +-I<y<l|
- sdaflu valoarea expresiilor

2<x+y+1<8
I<x+y<7
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Aplicam competentele obtinute

Pentru a intelege si Tnsusi bine tema noud, ne amintim:

- Continutul relatiilor «mai mare», «mai mic», «nu mai mare», «nu mai mic».
- Tipurile inecuatiilor (stricte, nestricte, numerice, cu variabile)

- Proprietatile inecuatiilor numerice (p. 17, 23).

- Cum se rezolva ecuatiile liniare (p. 255).

- Care ecuatii se numesc echivalente (p. 255).

Rezolvarea inecuatiilor
cu o variabila

Din clasele precedente stiti ca egalitatile cu variabile sunt de doua tipuri: identitati si
ecuatii. Identitatile se demonstreaza, ecuatiile - se rezolva. La fel se deosebesc doua tipuri
de inegalitdti cu variabile: inegalitati identice si inegalitati cu necunoscute. Inegalitatea
cu necunoscute se numeste inecuatie. Inegalitatile identice se demonstreaza (vezi §7),
iar inecuatiile se rezolva.

Examinam inecuatia 5x- 2 > 8 cu variabila x. Daca vom substitui vcu numarul 1vom
obtine o inegalitate numerica falsa 5 - 2 > 8. Se spune cd valoarea x= 1inecuatia data
nu o satisface. Daca n locul lui v vom inlocui numarul 3, atunci obtinem o inegalitate
adevarata 5 «3 - 2 > 8. Valoarea x= 3 inecuatia datd o satisface, numarul 3 este solutia
inecuatiei 5x- 2 > 8.

Q Solutie a inecuatiei cu o variabild se numeste valoarea acestei variabile care
satisface aceastd inecuatie.

A rezolva o inecuatie Tnseamnad a determina toate solutiile ei sau a demonstra ca ele
nu sunt.

La rezolvarea inecuatiei ea se inlocuieste cu alte inecuatii mai simple si echivalente
cu cea data.

Doua inecuatii se numesc echivalente daca ele au unele si aceleasi solutii,
adica, daca fiecare solutie a primei inecuatii o satisface pe a doua, iar fiecare solutie
a inecuatiei a doua o satisface pe prima. Inecuatiile care nu au solutii de asemenea
se considera echivalente.

De exemplu, inecuatia 5x- 2 > 8 este echivalenta cu frecare din inecuatiile:

5v> 2 + 8, 5v> 10, x> 2.
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Inecuatiile au multe proprietati asemanatoare cu proprietatile ecuatiilor.

1. Daca dintr-o parte a inecuatiei vom trece in alta un termen cu semnul
opus, vom obtine o inecuatie echivalenta cu cea data. ,
- -
2. Daca ambele parti ale inecuatiei le Tnmultim sau le Tmpartim la unul si
acelasi numar pozitiv, obtinem o inecuatie echivalenta cu cea data.

3. Daca ambele parti ale inecuatiei le Tnmultim sau le Tmpartim la unul si
acelasi numar negativ, schimband semnul relatiei in opus, obtinem o inecuatie
echivalenta cu cea data.

Aceste proprietati ale inecuatiilor rezulta din teoremele demonstrate in § 2. Folosind
aceste proprietati, inecuatiile pot fi rezolvate ca si ecuatiile.

Exemplul . Rezolvati inecuatia 5x< 2x+ 15.

Rezolvare. Trecem termnul 2vin partea stdnga a inecuatiei:

5x- 2x< 15.
Reducem termenii asemenea:
3x< 15.
impartim ambele parti ale inecuatiei la 3:
x< 5.

Raspuns. Fiecare numar real mai mic decéat 5 satisface inecuatia.
Exemplul 2. Rezolvati inecuatia 7(2 - x) <3x+ 44.

Rezolvare. 14-7v< 3v+44,
-Ix- 3x< -14 + 44,
-10v< 30,
x> -3.

Raspuns. Inecuatia satisface fiecare numar nu mai mic decat -3.

Remarca. Multimea solutiilor inecuatiilor este comod de a o scrie Tn forma de
intervale. Multimeatuturor numerelor reale mai mici decét 5 se numeste intervalul de la
minus infinit pana la 5 si se noteazad (- <»; 5). Pe figura 14 acest interval este marcat prin
hasurare, valoarea 5 care nu apartine multimii solutiilor este marcata printr-un cerculet
deschis.

PEEEEEEEEEr gt r i innrrfi >,
0 5
Fig. 14

Multimea tuturora numerelor reale nu mai mici decat -3 se numeste intervalul de la
-3 pana la infinit, care include si -3. El se noteaza [-3; /). se reprezinta intuitiv cum
este ardtat pe fig. 15; valoarea -3 care apartine multimii de solutii este marcata printr-un
cerculet negru.
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-3 0
Fig. 15
Deci, raspunsurile inecuatiilor rezolvate se pot scrie si cu ajutorul intervalelor: (- /:

5), [-3; 00).
Dupad cum stiti din toate ecuatiile cele mai simple sunt cele liniare de forma ax = h.

Cele mai simple inecuatii cu o necunoscuta tot sunt liniare.

~  Dacd asi b sunt numere date, iar creste variabila necunoscuta, atunci fiecare
din inecuatiile
ax <b, ax> b, ax<b, ax>b *
se numeste inecuatie liniara cu o variabila x.
Exemple de inecuatii liniare:
2x< 3, -Ix> 14, 0,5v< 1, 9x> 0.
Ecuatiile liniare se scriu uneori si astfel:
ax-b< 0, ax-b> 0, ax-b< 0, ax-b> 0.

Dacanumadrul aeste diferit de zero, fiecare din inecuatiile (*) are o multime de solutii,
careiali corespunde o semiaxa numerica nesfarsita (sau semidreapta fara varf).

Dependenta solutiilor inecuatiei liniare de valoarea coeficientului variabilei si a
semnului inecuatiei este data n tabel:

ax >b ax <b
Daca a > 0, atunci Daca a >0, atunci
x>b—, Xe(b ] xég, Xer b
a \a 7 a v a
o/IIIIITY Ny >
b b
a a
Dacd a < 0, atunci Daca a <0, atunci
x<£, Xe Od?b x'>£, X € b,ml'l
a v a, a La
w
b
a a

Daca a =0, fiecare inecuatie (*) sau nu are solutii (de exemplu, 0x> 5), sau multimea
solutiilor ei este multimea tuturor numerelor reale (de exemplu, 0x< 5).

Atrageti atentia! Reprezentarea intervalelor numerice se poate face si prin alt procedeu
- cu arcuri - cum sunt reprezentate pe figurile 16-17.
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— DORITI SASTITI MAI MULT? e L

Rezolvarea celor mai simple inecuatii cu moduli se reduce la
rezolvarea inegalitatilor liniare.

Rezolvam inecuatiile:

a) |x|<5; b) |x|>3; C) X <— d) |x| >-8,5.

a) Toate valorile lui x, modulul cdrora sunt mai mici decét 5, satisfac inecuatia.
Acestea sunt toate numerele pozitive mai mici decat 5, toate numerele negative mai mari
decat -5 si numarul 0. O astfel de multime de numere pot fi scrise cu ajutorul inegalitatii
duble -5 < x< 5. Pe axa numerica acestei multimi de numere 1i corespunde intervalul ilustrat
pe figura 16, a. Numerele 5 si -5 nu apartin acestui interval, ele nu satisfac inecuatia data,
dar inecuatia /-v/<5 o satisfac (fig. 16, b).

b) Inecuatia M > 3 o satisfac toate numerele mai mari decét 3 si toate numerele mai

mici decét -3 (fig. 17).

Fig. 17
¢) Modulul fiecarui numar este numar nenegativ, el nu poate fi mai mic decat numarul
negativ -2 sau egal cu -2. De aceea inecuatia nu are solutii.

d) Fiecare numadr nenegativ este mai mare decét -0,5. De aceea inecuatia datd o
satisface fiecare numar real.

Verificati-va

Dati exemple de inecuatii.

Ce se numeste solutie a inecuatiei?

Cate solutii poate avea inecuatia cu o variabild?
Cum se scriu multimile solutiilor inecuatiei?

A

Efectuam impreuna!

Rezolvati inecuatia 2x + 3 < 2(x + 3).

* Rezolvare 2x + 3 < 2x + 6,
2X - 2Xx <6 - 3,
Ox < 3.
Inecuatia Ox < 3 este adevaratd pentru fiecare valoare a lui x.
Raspuns. (- oo; 00).
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) Rezolvati inecuatia 62 + 7 > 2(32 + 4).
* Rezolvare. 62 +7 > 62 + 8,
62 - 62 >8 - 7,
o2 > 1.
Inegalitatea Oz > 1 nu este satisfacuta de nici o valoare a lui z.

Raspuns. Solutii nu are.

X-5
Rezolvati inecuatia 6 H------- > mmee 1.

* Rezolvare. Tnmultim ambele parti ale inecuatiei cu 6 (cel mai mic multiplu
comun al numerelor 6, 3 si 2):
X - 5+ 2(x- 8)>3e+5x - 6,
X - 5+2x - 16 > 15x - 6,
X +2x - 156x > -6 + 5 + 16,
- 12x > 15,

x <-1,25.
Raspuns. (-°°;-1,25).
Rezolvati inecuatia dublda: -2<10x-3<5.

* Rezolvare -2 + 3 <10x -3 +3<5 + 3,
1 < 10x < 8,
0,1 <x<0,8.
Raspuns. [0,1; 0,8].

Efectuati oral

126. Care din numerele 0, 1, 2, 3, 4, 5 satisfac inecuatia::

a) 2x - 5> 0; b) 4x + 1 < 13; c) 3x +4 > 5?
127. Rezolvati inecuatiile:

a) 2x < 6; c) 0,5z > 2; e) x+3<x;

b) -3x >9; d) ly<10; f) x-3< x.

128. Cate solutii au inecuatiile:
a) x2+ 1<0; c) X <0; e) 10x < 207?
b) x| <0; d) -\I2x >2;
129. Problema deschisa. Compuneti inegalitati, solutiile cdrora sunt reprezentate pe
figura 18.

Fig 18 a /111> v 1T, < U, -
-3 2 - 1 1
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130. Reprezentati pe axa de coordonate in formd de intervale multimea de numere
care satisfac inecutiile:

a) X <4 b) x >-1; c) x <0,5.
Rezolvati inecuatiile (131 - 134).
131. ) x + 2 > 5; C)2 +X>3: e) 4y < 36;
b) x - 4 >0; d) 3x > 15; f) 52 > 35.
132. a) 3x > 15; c) 2x - 5>0; e) x - 1,5 <0;
b) x + 7 >0; d) -4x > 20; f) 10 + 5x < 0.
133. 3) -x < 5; C) -X <o0; e) -3x > -3;
b) -2 >-4; d) -5x < 15; f) 52 < -1.
134. a) 3x + 2 < 5; c) 9x + 5 > 5; e) 62 +1>22;
b) 7x - 4 > 8; d) 5x - 4 < 3x; f) Y+ 5 < 2y.

135. Oare sunt echivalente inecuatiile
a) 2X + 3> X +8 si X > 5;
b) 2x - 3> 2si 2x - 4 > 1]
c) 3 - 5Xx <X si6x >3
d)3x - 1<6-2x35i1-3x<2x-56?

Rezolvati inecuatiile (136 - 139).

136. a) 8x - 3 > 5x + 6; g) 3+Xx >2x - 3;
b) 7y - 13 <5y - 9 f)5-2y<y+8;
c) 2Xx - 3 <3x - 8; e)3-5x>4-5x;
d) x - 15 > 4x + 3; g) 8 +62 <13 +62.
137. a) 6x + 21 <5x + 38 e) X - 15 <6x - 10;
b) 3X + 7 < 7x + 3; f) IIx:—3 <8x —15;
c) 7X-5>3x + 7, e) 18 - 7x > 5x + 30;
d) 2x - 9 > 9x + 5; e) 17 - x> 10 - 6x.
138. a) 3(x + 1) > x + 5 d) 3(x +2) - 4>x+ 2;
b) 2(x - 1) +4 <X +7; e) 2(x +3) > 5x - 9;
c) 4(x - 2) <x + 1 f) 4(x +3) - 3x <x -5
139.a) - 5(x - 1) <3 - 7x; d) - 3(2 + x) + 5x < 2x
b) 2(3 - X) - X <7 + 3x; e)8-3(x-2)>4x;
€) 32 - X)>x - 6; f) by <12 - 4 (y +5).

140. Tn ce conditie expresiile obtin valori negative:

a) 7 + 5x; b) 10 - 0,5x; c) V2 -2x?
141. in ce conditie expresiile obtin valori nenegative

a) 2,5 + 0,5x; b) 3,9 + I,5x; c) 1,2 - 3x?



Inecuatii 37

142 in ce conditie valorile expresiilor date este mai mare decat 10:

a) 3+ 7x; b) 5,4 - 2,3x; c) 12-x\/2?

143. in ce conditie valoarea expresiei 3x - 7 este mai mare decat valoarea expresiei
respective:
a) 2x + 1; b) 5x - 2; c) 3x - 5?

Rezolvati inecuatiile (144 - 147)

e . 2x+5_Q
144. a <3; c) 0>—; --<1: g) A ST3
) . ) T &) -5 )
b) —<5; d) — >-3; o~ 2 ef1 X3,
4 5
O 6x +1
145. a) — >2; cfl & <-4 g) - >3; e x-4)> 12,
) c )*3 ) 3 )E( )
4 17x 4 x-11
H)—X<4, d) 0>-A; f) - - - < 0;
146. a) (x + 2)2> 5x + Xx2; c)4 - (x - 2)2>x - X2
b) (x +3)2- 2x > 5x + x2; d) (7 - x)2- x2<x - 11.
147. a) (x - 3)2<x2- Xx; c)1- (x+2)2<5- x2
b) (x - 2)2+ 7x <x2- 3x; d) (x - 5)2- 7 >x2+ 8.

148. Problema deschisa. Scrieti trei inecuatii diferite
multimea solutiilor cdrora vor corespunde

intervalului reprezentat pe figura 19.

149. Care este cea mai mare valoare naturald a lui n ce satisface inecuatia:
a) 18 - 3(n - 15) > lin;
b) 0,3(n - 2) < 1,2 - 0,5(n + 2)?

150. Care este cea mai micd valoare intreaga a lui m ce satisface inecuatia:
a) 3m + 8(2m - 1) > 5m + 35;
b) m2+ 4iin < (m + 3)2?

151. Pentru ce valori ale lui x valorile functieiy =—x - 7:
a) sunt pozitive; b) sunt negative.;

c) mai mari decat 5; d) nu mai mici decat —,;3? - 3—?

152. Pentru ce valori ale lui x valorile functiei y =5,2 - 2,5x sunt:
a) pozitive; b) negative; c) nu mai mari decét 7,7?
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153. Pentru ce valori ale variabilei x au sens expresiile:
a) n/3x-6; c) V- (2-x); e) VI-5(x+3);
b) n/d-x; d) <j0,5-0,3x; f) x+n/2-x?

Rezolvati inecuatiile (154-161).
154. a) 3(x +4) + 2(3x - 2) > 5x - 3(2x + 4);
b) 2x - 6 - 5(2 - x) <12 - 51 - x);
C) X +2<502x +8) + 13(4 - x) - 3(x - 2).
155.a)y +7>4(2 - y) - 12(4 - 2y) + 17(y - 1);
b) 0,2(x - 2) - 0,3(3 - x) >0,4(2x - 1) - 0,5(x - 1);
c)25(2-2)- 35@2-1)<252+2)- 1512 - 2.

156. a) —+—>6; 0) X+ 2515 e) Wil >2.
2 4 2
5 3X x>2v. d) 2+X 3-X 0
) 2 3 3 2
7(x-3) x-3
157. a) +5(6-2x) +14< Geniul - este un procent
de inspiratie si nouazeci
b) 3(2x-4)+5(x-2)-3<-?(x-2). si noua de procente de
transpiratie.
3(2 7c-2 12+4 ;
158. a) 2+0) o TC tac Th. A. Edison
3 5
52-18 27-102 32-12 9-42
b) > e .
10 14
159.a) (x - 2)(x - 3) >x, d) (3x - 2)(3 + 2x) > 6x2;
b) (x +5)(x - 7) < x2; e) (3x - 1)2< 9x(x - 2);
c) (2x - I)(3x + 5) < 6x2; f) (3x - 2)2> (3x + 2)2
a "
160. a) (2 - 2)2< (2 - 3)(2 + 5); c) —*X
VX X
b) (y +3)2>y(y~ 5); d) (}-----xn >-oa--+X"2.
VX y X
2x-3
161. a) — + "-3x>V2; c) >0;
V2-1 3+V2-V3
_____ > " < 0.
RV Er 3x +2

162. Pe figura 20 sunt reprezentate graficele functiilor y :yﬁ iy=4 "Z(é' Privin-

o . . N X
du-le? indicati multimea solutiilor inecuatiei \)x < 4---é
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Fig. 20
163. Rezolvati grafic inecuatiile:
g

a) Vx>—; b) Vx>x2; c) Vx<x-2.
X

164. Problema deschisad. Scrieti inecuatia cu variabila x.
a) care nu are nici o solutie;

b) pe care o satisface fiecare numar real;

c) pe care o satisface numai numarul 5;

d) pe care o satisfac toate numerele din intervalul (-2; 3).

165. Niste turisti trebuiau sa revind la bazd nu mai tarziu decét peste 3 h. La ce
distanta pot ei pluti dupa curentul apei cu o barca cu motor, daca viteza proprie

a ei este de 18 km/h, iar viteza curentului — 4 km/h?
166*. Rezolvati inecuatiile:
a) (2x - 3)(5x + 2) - 3x - D(4x +2)>2(1 - X))l +Xx) -x;
b) 3x - 2)(3x + 2) - (2x - 3)2<5x (x +7) + 10;
c) (4x+ (3x - 5) + (2x + 3)(5x - 4) < 2x2+ 5(2x- 1)2;
d) (3x +1)2- (2x - 3)(3 - 2x) > (2x + )2+ (3x - 7)(3x +7).
167. Rezolvati inecuatiile duble:
a) -3 < 5x - 1< 4; e) 0,7 < 3x +1<1,3;
b) 1<3x +4<7; f) -3,4 <5- 2x < 1,8;
c) -5 < 3- 2x<1; e) -8 <7 - bx < -3;
2 4x-l| 3 . 2 2-05x 1
5 3 5 3 5 3
168. Rezolvati inecuatiile duble si indicati cea mai mare solutie Tntreaga a lor:
a) 2<3x - 5<7,; €) -2 <1- 3x <4
b) -3 <4 - 2x < 3; d) -0,3 <2,7 +0,Ix <1,7.

Rezolvati inecuatiile (169 — 170).
X <5; b) [x-3 <7; c) |
3x <1 b) \x+t|<3 c) |
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171*. Pentru fiecare valoare a lui a rezolvati inecuatiile

a) ax >5; d) ax > a;
b) ax < 0; e) ax < 0;
c) (2a - I)x <4a2- 4a + 1; f) a2+ a - 12 < (9 - a2x.

Exercitii pentru repetare

172. 1) lu. O. Mitropolskii a condus Institutul de matematica al ANS al Ucrainei 30
de ani din 1958 pand in anul 1988. Urmasul lui a devenit renumitul matema-
tician ucrainean, elevul lui lu. O. Mitropolskii, numele caruia 7l veti afla, daca
veti stabili corect corespondenta dintre numerele primului tabel si literele celui
de al doilea. In randul doi din tabelul intdi sunt inscrise abscisele, iar in primul
rand al tabelului doi - ordonatele respective ale punctelor, care apartin graficului

functiei.
[3-2x-x2, x<1,
y=\ 2

[x -6x +5, x>1.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
-1 -2 4 3 -3 2,5 -4 1,5 6 -1,5
-5 -4 -3,75 -3 -1,75 0 3 3,75 4 5
E 0 J M H 7 A 0 C K

2) Folosind punctele obtinute si formula, construiti graficul functiei date.
3) Alcatuiti o problema asemanatoare despre Tnvatatorul lu. O. Mitropolskii.
173. Efectuati operatiile: a) 8 « 105+ 4 « 105; c) (4,2 1092
b) 510 8- 8«10 7; d) (3,7 <105 «2,4 «108.
174. Construiti graficele ecuatiilor: a) xy +6 = 0; b)y2- x =0.
175. Mai inainte 3 kg de came costau atat, cat acum costa 2 kg. Cu cate procente
S-a scumpit carnea?

Comoara succeselor

S Pot da exemple de:

- inecuatii: x2<| x+y>0

- inecuatii liniare 2x <3 - x>5

S Deosebesc inegalitati si inecuatii identice.

S inteleg si stiu sa formulez proprietétile inecuatilor.

S Stiu: - sarezolv inecuatii liniare cu 0 necunoscutd;
- sd scriu solutiile inecuatiilor.
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Aplicam competentele obtinute

Pentru a intelege si a Tnsusi tema noud, ne amintim

— Cum se noteaza multimile A C C,.., N, Z Q...

— Ce este submultime
Multimea K este o parte din multimea M. N CZz CR.
Ka M K este submultimea lui M.

— Pe baza caror proprietati se rezolva inecuatiile (p. 32).
— Cum se reprezintd solutiile inecuatiei liniare (p. 33).
— Ce semnifica Tnscrierile a < b si a > bl

a<bhb a>bh

a<bsaua-=»>b a>bsaua=0>b

Reuniunea si intersectia multimilor.
Intervale numerice

Stiti deja, can matematica orice totalitdti se numesc multimi. Se cerceteaza multimile,
elementele carora sunt si notiuni matematice: figuri geometrice (de exemplu, multimea
patrulaterelor), numere (de exemplu, multimea numerelor reale), functii (de exemplu,
multimea functiilor liniare), ecuatii (de exemplu, ecuatii patrate), solutiile inecuatiilor
(de exemplu, multimea vidd) etc. Afard de ele se cerceteaza multimile, elementele
carora sunt orice obiecte; animale, plante, anotimpurile anului, zilele saptdmanei,
planete, centrele regionale ale Ucrainei, mijloacele de comunicatie, etc. Se intampla, ca
unele multimi au elemente comune.

Examinam, ca exemplu, doua multimi de «smiley»: multimea A, care contine 3

elemente, si multimea B, care contine 4 elemente (fig. 21, a).

Multimea A
a

Multimea B
b Multimea AC\B
c Multimea AU B

Fig. 21



42 Capitolul 1

Atrageti atentia, fiecare multime contine «smiley», care zambesc, ~  Si «smiley»
tristi- ; L. Daca multimea contine toate elementele comune ale multimilor A si B si numai
pe ele, atunci aceastda multime o numesc intersectie a multimilor A si B. In cazul dat intersectia
multimilor A si B este multimea compusa din doua elemente (reprezentata pe figura 21, h).

Cu alte cuvinte:

N Intersectie a douda multimi se numeste multimea, care contine elementele ce
apartin fiecarei din aceste doua multimi si numai aceste elemente.

Se scrie aceasta astfel: A{\B.

Priviti figura 21, c. Multimea reprezentatd pe ea contine cinci «smiley» diferiti,
fiecare fiind element sau al multimii A sau al multimii B. O astfel de multime o numesc
reuniune a multimilor A si B.

Reuniune a doua multimi se numeste multimea care contine fiecare element
din fiecare multime si numai aceste elemente.

Se scrie aceasta astfel: AU B.
Examinam nca un exemplu. Aflam reuniunea si intersectia multimilor A si B, daca
A={0, 2,4,6,8} B= {1,2,3,4,5,6, 7}.

Numerele 2, 4 si 6 sunt elemente ale fiecdarei multime, de aceea Af] B= {2, 4, 6}.

AU B= {0, 1,2, 3, 4,5, 6, 7, 8}, deoarece aceastd multime contine fiecare element al
multimilor A si B si numai elementele lor.

Intersectia si reuniunea multimilor este comod de ilustrat cu diagramele lui Euler (fig.
22 si fig. 23). De exemplu, intersectia notiunilor dreptunghiuri si romburi este multimea
patratelor (fig. 22).

Reuniunea multimilor, a numerelor rationale si irationale este multimea numerelor
reale (fig. 23).

I NUMERE NUMERE j
V RATIONALE IRATIONALE V¥
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Un tip particular de multimi sunt intervalele numerice, care sunt solutiile inecuati-
ilor (vezi, de exemplu, fig. 14 si 15). Notiunea de interval numeric deseori se aplica
si in alte domenii ale matematicii. De aceea este de dorit sa deosebim diferite tipuri
de intervale numerice si sa invatam a afla intersectia si reuniunea lor.

 Intersectie a doua intervale numerice se numeste partea lor comuna.

De exemplu, intersectia intervalelor (-oo; 4) si (-3 ; oo) este intervalul (-3; 4).
Intersectia a doua multimi se noteaza prin semnul M. Deci, se scrie:
(-«; 4) M (-3; o0) = (-3; 4).
Aceasta egalitate este ilustrata pe figura 24..
Alte exemple.
Figurile 25 - 27 corespund egalitatilor:

(-3;5)N(-2; 4) =(-2; 4);
[-3: 5)f|(-4; -31={-3};
(-3; 5)N(-5;-4) =0.

Intersectia intervalelor*

Fig. 24 Fig. 25

Fig. 26 Fig. 27

Egalitatea a doua afirma ca intervalele numerice [-3; 5) si (-4; -3] au numai un
numar comun -3.

Semnul 0 indica multimea vida. Ultima egalitate denota ca intervalele numerice (-3;
5) si (-5; -4) nu au numere comune.

® Reuniune a doua intervale numerice se numeste mulfimea numere-
lor care contine fiecare numar al fiecarui interval si numai acele numere.

Reuniunea a douda multimi se noteaza prin semnul U . Se scrie:

(2;4)U(3;5) = (2;5).

—— - 6
Aceasta egalitate este ilustrata pe figura 28.* 10 2.3 45
Fig. 28

* Pentru a se folosi de codul QR, trebuie de stabilit asigurarea cu programe speciale pe smartphone/plansetd. De
exemplu, pentru dispozitive cu sistemul operational Android trebuie lansat programul Google Play Market si descarcat
programul Powerful QR Code Scaner A+ W sau orice alta asemandtoare. Descarcarea altor sisteme operationale,
pentru citirea QR-codelor, vor ajuta aplicdrile respective: Windows Mobile - Windows Store, iOS - Upp Store.
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Figurile 29-31 corespund egalitatilor:
(-3, BU[-2; 4) = (-3; 5);
[-3; 5)U(-4;-3] =(-4; 5);
4HUI[-3; 0] = 4).

Fig. 31 Fig. 32

Reuniunea intervalelor (-3; 5) si (-5; -4) se compune din doua intervale despartite
(fig. 32); ea se noteaza astfel:
(=5 —4)U(3:5).
Uneori trebuie de examinat intersectia sau reuniunea a trei sau mai multe intervale
numerice.
Intersectia a trei intervale numerice este multimea numerelor care contine numerele
comune ale acestor trei intervale si numai pe ele. De exemplu,
(-4;5)D(-°%; 6)f|[-3; 7) = [-3; 5).
Reuniunea a trei intervale numerice este multimea numerelor care contine fiecare
numdr al fiecarui interval si numai pe ele. De exemplu,
(-4 U QU3 7) =(-°% 7).
Aceste egalitati corespund figurilor 33, a si b.

b
Fig. 33

Deoarece existd multe tipuri de intervale numerice, este de dorit a le numi. Daca a si
b sunt numere reale arbitrare, atunci:

(-o00; @), (6; /) — intervale numerice infinite;

(a; b) — interval deschis sau interval;

[a; b] — interval inchis sau segment;

[a; b) — interval deschis din dreapta;

(a; b] — interval deschis din stanga.

Pe figura 34 sunt reprezentate intervale numerice, reprezentarea lor pe axa numerica
si inegalitdtile respective.



Inecuatii 45

Fig. 34

DORITI SA STITI MAI MULT?

Uneori apare necesitatea de a gasi reuniunea solutiilor a doud sau mai multe inecuatii.
Tn aceste cazuri se vorbeste despre o totalitate de inecuatii. Ea se scrie cu ajutorul parantezei
patrate:

2x>17, x>8,5,
sau
Xx-1<3 X <4.

Solutie a totalitdtii de inecuatii se numeste valoarea variabilei care satisface cel putin
una din inecuatiile date. A rezolva o totalitate de inecuatii Tnseamna a afla toate solutiile ei
sau a demonstra ca ele nu exista. Multimea solutiilor totalitatii de inecuatii datd sunt doua
intervale (-00;4) U (8,5; /).

Totalitatile se aplicd pentru rezolvarea unor tipuri de ecuatii si inecuatii, mai cu seama
inecuatiilor cu moduli. Orice inecuatie de tipul M >a, unde M este o expresie oarecare,
poate fi scrisa in forma de totalitate:

M >a,

M <-a.
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Verificati-va

OO, WDN

. Ce este intersectia a doua multimi? Cu ce simbol se noteaza?
. Ce este intersectia a doud intervale numerice?

. Ce este reuniunea a doua multimi? Cu ce simbol se noteaza?
. Ce este reuniunea a doua intervale numerice?

. Dati exemple de intervale, segmente.

. Dati exemple de intervale numerice infinite.

Efectuam impreuna

Aflati intersectia si reuniunea intervalelor numerice (-6; 8) si (5; oo).

Rezolvare. Reprezentdm intervalele date geometric (fig. 35). Numerele lor co-
mune formeaza intervalul (-5; 8). Deci, (-6; 8) M (5; oo) = (5; 8). Reuniunea
intervalelor numerice date:

(-6; 8)U(5; °°) =(-6; °°).

Fig. 35
Rezolvati inecuatia [5x - 31> 2.

Rezolvare. Inecua;ia 5x - 35xj > 2

5x-3 > 2, 5x > 5, X >1,
sau de unde
5x-3<-2, 5x <1, X <0,2.

Pe figura 36 este reprezentatda mulfimea numerelor, care corespunde acestei to-
talitati si satisface inecuatia data.

Fig. 36
Raspuns, (-00;0,2]U[l;°°).

Efectuati oral

176. Aflati reuniunea si intersectia multimilor A si [ daca:

177.

a) A= {8,6, 4,2 0}si B={0, -2, -4, -6};

by A={S,C, O, A L, A} siB={T A B, L, A}
c0A={©6,0,©,0,0}siC={0,0, ©,©, 0}.
Aflati reuniunea intervalelor numerice:

a) (05 1) si (0; 2); c) (1; 2] si [2; 5);
b) (0; 1) si (0,5; 1); d) (—:0) si[0; 3).
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178. Aflati intersectia intervalelor numerice, indicate Tn exercitiul precedent.

179. Care numere naturale contine intervalul numeric (1; 8)? Dar intervalul [1; 8]?

180. Care numere ntregi contin intervalele:
a) [-3; 4]; b) (-3; 4); c) (-3; 4]; d) [-3; 4)?
181. Cu ce este egald intersectia intervalelor [a; b] si (a; 6)? Dar reuniunea lor??

182. Reprezentati pe axa de coordonate intervalele numerice:
a) (2;°°); b) (-°*;0); c) [-3;°°); d) (-°°;-4].

183. Scrieti cu simboluri intervalele numerice, care corespund intervalelor reprezen-
tate pe figura 37.

Fig. 37

184. Reprezentati in forma de intervale si pe axa de coordonate multimile de numere
care satisfac inecuatiile:

a) x < 3; b) x >-2; c) X <0; d) x > 7.

185. Care inecuatie liniard are multimea solutiilor:

a) (3;-); b) (-2:-); ¢) (—75 d) [-3;-)?

186. Problema deschisda. Compuneti o inecuatie liniard, care are multimea solutiilor
reprezentate pe figura 37?

187. Reprezentati cu simboluri si grafic multimea numerelor reale, care satisfac in-
egalitdtile duble:

a) -3 <x <2 b) 0 < x < 4; c) -5 <x <0.

188. Aflati reuniunea si intersectia intervalelor numerice:

2) [2: 3]s [3; Sk &) (1 2) §i (-2; 1);
b) [-5; 0] i [-3; 0J; d) (-2 -1) §i [-3; -1];
©) [-5: 71 §i [-7;5); f (—:2) si [-2:7).

189. Copiati tabelul in caiet si nscrieti Tn el reuniunea si intersectia intervalelor
numerice indicate
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Nr. Intervalele Reuniunea Intersectia
1 (0; 3) si (0; 5)

2 (-2; 0) si(-3; 0)

3 f—.1) si(0; 2

b2 s (0

5

(=30 si (0:°°)

Comparati numerele a si b, daca:
a) (-°%a)u(c;°°) =#; c) (v; a)fl(c;y) =0;

b) (a; x)f|(x; c)=0; d) (a;°°)U(-°°;c)=R.

Rezolvati inecuatiile, scrieti raspunsurile in forma de interval (191— 192).

191.

192.

a) 5x - 3 > 12; c) 0,5x + 2,6 > 3; e) 5- 3x <2
b) 3x + 5> 11; d) 1+2x<7; f) -1,3x - 9 <4,
a) 3x < 1- 2x; c) 5x > x - 2; g) 2x < 7x + 3;
b) -7x < 3x + 5; d) -2x >9 - 5x; f) I,Ix >x - 5.

Reprezentati pe axa de coordonate multimile solutiilor inecuatiilor (193 195).

193.

194.

195.

196.

197.

198.

a) 0,5x - 4(x - 3) > 3x; c)0<y- 0,3(2-y);

b) 6x < 0,2x - 2(x + 3); d) 4 >5z- 0,2(1 - 2).

a) 0,3 <1,2+0,5(x- 2) c) 2,7(x + 3) <7,2(x - 3);

b) 0 <4,5 +0,7(2y - 3); d) 3,4(2x + 3) < 6(x + 2).
1 3 3 1

a) X+ —<—X+— c) X-—x-3)>0,4;

) 2 4 4 2 ) E< )

g, 33 2 d) 2y-]<0,2(y +3)

b) Ey -E>£)’-75I y ey :

n ce conditie:
a) (a; b) M (m; n) =(a;b); b) (a;b)U(m;n) =(a;b)?

Comparati numerele x si a, y si ¢, daca:

a) (a;c)fl(x3y) =(aic); ¢) (a;c)U(xiy) =(asc);

b) (a; c)f[(x;y) =(X;y); d) (a;c)U(x;y) =(a;y).

Scrieti In forma de inegalitati duble corelatiile dintre numerele a, x siy daca:
a) (a; °°)fI(x;y) =(a;y); ) (—;a)u(x;y) ={-°%y);

b) (a;°)UXy) =(a *°); d) (-o%a)f[(x;y) = (x:a).
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199. Care numere fractionare cu numitorul 2 contin intervalul:

a) (1; 6); b) (2; 3); c)[-5; O d) [-2;3]?

200. Pentru care valori ale lui x valorile expresiei 1,3 - 0.3v apartin intervalelor:
a) (-0,2; 2,5); Db)[1; 4); ¢)(-2,6; 0,2]; d) [-2;0,1]?

201. Pentru ce valori ale lui x valorile expresiei 3x+ 2 apartin segmentelor:
a) [-1; 5]; b) (1; 17); c) [0; 3); d) (-7;-1]?

202. O croitoreasdlucreaza acasad si intr-o ora de lucru castiga 10 unitati de bani.
Ea trebuie sa procure marfd, costul careia Tn magazin este 15 unitati de bani
pentru 1 pachet fard a sta la coada, iar in magazinul universal aceasta marfa ea
poate procura cu 11 unitati de bani, dar ea trebuie sd stea la coada in decurs de
o ord. Clarificati: a) in ce conditii cumpararea marfii scumpe este convenabila;
b) cata marfa trebuie de procurat, pentru ca sa fie rentabil de stat la coada 1 ora.

Rezolvati inecuatiile si scrieti solutiile Tn forma de intevale (203-204).

203.a) 5(x +2) + 2(x - 3) < 3(x - 1) +4(x + 3);
b) 3(2x - 1) + 3(x - 1) > 5(x + 2) + 2(2x + 3);
c) 2(x - 3) +5(x-2)>3(2- x)- 23 - x);
d) 9(x - 2) - 2(3x - 2) <5(x - 2) - 2(x + 5).

N X-2 2%x-3 x-4 x+1
204. a) ;

cX-2 1-7x x+11 5+2x

b) + > :
2 4 3 4

W 3-2X x—1> 5-3x 4x+3

«Campul aplicarii mate-

c) ; maticii nu are limite diferite
2 3 4 6 de limita cunoasterii ».

d)6x-5 II+7x< 4x+3 2x+3 S. N. Bemstein
3 5 5 10

205. Luand aria patratului mai mic de 1, clarificati cdrui interval numeric apartine
aria figurii vopsite, reprezentate pe figura 38:
a) [1; 2), b) [2; 3), c) [3; 4), d) [4; 5)?

Fig. 38
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Aflati reuniunea si intersectia multimilor, care sunt solutiile inecuatiilor (206-207).

5 10
b) 3+X _g_:_)f ) _f]'_)_(_:|-_53+ _)_(_j-__l< 2’
2 3 7 2
N
207. a) 3x-2X2ts0m g i XEL XA

208. Pe figura 39, a este reprezentatd o figurd, alcatuitd din n cuburi, asezate pe
patratul 4x4.

1) In care din intervalele (57; 67), (50; 69) sau [45; 55] se contine numarul //?

2) In care din intervalele ( 13, 23], ( 25, 35], ( 10, 20] se contine numarul m de cuburi,
cu care trebuie de completat figura data, pentru a obtine un paralelepiped dreptunghic
4x4x57?

3)Problema deschisa. Compuneti si rezolvati probleme asemanatoare reprezentand
figura, compusa din n cuburi, asezate pe patratul 5x5 (fig. 39, b).

a b
Fig. 39
Rezolvati inecuatiile (209-210).
209*. a) x >1; c) 3x+1 >5 e) x-1 >3;
b) Xx+2>5; d) 5x >2; f) 5-2x >3.
210*. a) x+5>-3; c) 2x-1 >1; e) 5x+3>0;

b) I-3x <-1; d) x-1 <0; f) |8-4x|<0.
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Exercitii pentru repetare

211. Aflati valoarea produselor:

a) S Jis-jto; c) n/42 ni7sv27 nl8;
b) 76 n/48 n/60; d) n/l5 -y1721s  -n/I5.
212. Aflati solutiile ecuatiilor:
a) 5n/x =0; c) 6n/x-48 =0; e) 4\/x +9 =11,
b)l0Vx=4; d) 3n/x+20=0; f)7-2v " =12,

213. Problema lui al-Carhi. Aflati aria dreptunghiului, baza céruia este de doud ori
mai mare decat Tnaltimea, iar aria numerica este egalda cu perimetrul.

214. Obiectul taxarii impozitului pe transport sunt automobilele usoare, care au nu
mai mult de cinci ani (inclusiv) din anul producerii si al caror cost mediu pe
piatd este 1,03 mIn gm. Impozitul pe transport in anul 2016 pentru automobilele
usoare platesc proprietarii dupa cota de 25 000 gm. pe an pentm fiecare auto-
mobil. Stabiliti, ce procent din costul automobilului nou va plati proprietarul in
forma de impozit pe transport in 5 ani, daca automobilul costa:

a) 1055 835 gm; c) 2 051 281 gm;

b) 1 187 844 gm; d) 2 450 448 gm.

Comoara succeselor

V Pot explica ce este intersectia si reuniunea multimilor.

V Stiu a reprezenta intervalele numerice, definite prin inegalitati (p. 45)

VS$tiu a reprezenta pe axa de coordonate reuniunea Si intersectia intervalelor
numerice.

V Stiu a scrie cu simboluri si cu inegalitati intervalele numerice date grafic.

VVreau sa stiu scrie solutiile totalitdtii de inecuatii in forma de reuniune a intervalelor
respective.
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Aplicam competentele obtinute

Pentru a intelege si Tnsusi bine tema noud, ne amintim:

- Continutul relatiilor «<mai mare», «mai mic», «nu mai mare», «nu mai mic».
- Tipurile inecuatiilor (stricte, nestricte, numerice, cu variabile).

- Proprietétile inegalitatilor numerice.

- Cum se rezolva inecuatiile liniare.

- Cum se scriu solutiile inecuatiilor.

- Ce este intersectia si reuniunea multimilor.

- Cum de aflat intersectia si reuniunea intervalelor numerice.

Sisteme de inecuafii cu o
necunoscuta

Uneori apare necesitatea de a determina solutiile comune a catorva inecuatii. Aflam,
de exemplu, solutiile comune a doud inecuatii
2x-3<5i2-3x< 11.
Aflam acele valori ale lui v care satisfac atat prima, cat si a doua inecuatie.
In astfel de cazuri se are in vedere sistemul de inecuatii.
Sistemul de inecuatii, ca si sistemul de ecuatii, se scrie cu ajutorul acoladei:
j2x-3<5,
[2-3x <11.

¢  Solutie a sistemului de inecuatii cu o variabila se numeste valoarea variabilei
care satisface fiecare inecuatie din sistemul dat.

A rezolva sistemul de inecuatii inseamna a afla toate solutiile ei sau a demonstra
ca ele nu sunt.

Sarezolvam sistemul de mai sus, Tnlocuind treptat fiecare inecuatie cu mai simple si
echivalente ei:

j2x-3<5, J2x<8, Jx<4,
[2-3x<II; |-3x<9; |x>-3.

Multimea solutiilor sistemului de inecuatii va fi intersectia multimilor solutiilor
inecuatiilor care fac parte din el. Aflam intersectia cu ajutorul axei de coordonate.
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Prima inecuatie este satisfacuta de toate numerele mai mici decat 4, iar a doua - de
toate numerele mai mari decét - 3 (fig. 40).

Fig. 40

Ambele inecuatii ale sistemului sunt satisfacute de acele valori ale lui x, care -3 <
x < 4. Aceastd multime de valori ale lui veste intervalul (-3; 4). Numerele -3 si 4 nu
apartin acestui interval.

Sa mai rezolvdm doud sisteme de inecuatii.

[3x-1>14, [2x-1> x+3,

[2-x <8; ) 5x-1<6-2x.
Rezolvare.

[3x-1>14, 3x > 15, X > 5,

2-X<8; -X <6; X >-6.

Ambele inecuatii sunt satisfacute de valorile lui vmai mari decat 5 (fig. 41).

>
5
Fig. 41
J2x > x +4, Jx >4, Jx >4,
[Gx <7-2X; [7x<7; [x<]I.

Nu sunt numere care ar fi simultan mai mici decat 1 si mai mari decéat 4 (fig. 42).

Fig. 42
Raspuns, a) (5; <»); b) nu are solutii.
La rezolvarea sistemelor se reduc si astfel, de exemplu, inecuatii:
a)(x - 2) (x +5)<0; b) »—"<0.
X+5
Rezolvare, a) Produsul a doua numere este negativ, daca unul din aceste numere este
negativ, iar al doilea - pozitiv. Deci, rezolvarea inecuatiei date se reduce la rezolvarea a
doua sisteme de inecuatii:
Jx-2>0, .Jx-2<0,
[x+5<0 * [x+5>0.
Primul sistem nu are solutii, multimea solutiilor sistemului al doilea este intervalul
numeric (-5; 2), care si este solutia inecuatiei date.
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b) Valoarea fractiei este negativa, dacd unul din termenii ei este negativ, iar al doilea
- pozitiv. De aceea rezolvarea inecuatiei b este la fel, ca si rezolvarea inecuatiei a si
raspunsul este acelasi.

Raspuns, a) (-5; 2); b) (-5; 2).

-DORITI SA STITI MAI MULT?  —eeeememmmmmmeeee

Sé rezolvam inecuatiile:
a) |2x-3|<5; b) |x-I|>2x-5.

Rezolvare.
a) Inecuatia |2x - 31 <5 siinecuatia dubld -5 < 2x - 3 <5 sunt echivalente sistemului
. . |2x-3<5, 2x <8,
de inecuatii: sau
2x - 3> -5, 2x2>2-2,

Multimea solutiilor ei este [-1; 4].
b) Inecuatia x- 1 > 2,v- 5 este echivalenta totalita ii de inecuatii:
X—1>2x-5, Xx-1>2x-5, x<4, X < 4,

X—1<-(2x-5); x-1<5-2x; 3x<6; X<2.

Inecuatia data o satisfac toate numerele din intervalele (-00; 4) si (-00; 2). Reuniunea
lor este (-00; 4).
Raspuns, a) [-1; 4]; b) (-oo; 4).

Verificati-va

1. Dati exemplu de sistem de inecuatii.

2. Ce este solutia sistemului de inecuatii cu o necunoscuta?

3. Ce Tnseamna «a rezolva sistemul de inecuatii»?

4. Cum de aflat solutiile sistemului, daca sunt cunoscute solutiile fiecdrei inecuatii
din sistem?

Efectuam impreuna!

Rezolvati sistemul de inecuatii:
\(z2-2)-3 >Sz2-5,
1z2+2z<(z-1)(z+1).

322-6>322-5, [-6>-5,
\Z -hzSs z —1, [2<-0,5.

Prima inecuatie este falsd, de aceea nu are solutii.
Raspuns. Sistemul nu are solutii.

 Rezolvare.
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Pentru care valori ale lui x sens expresia 1=-4 b - mx!
4x+1

* Rezolvare. Expresia are sens cu conditia ca:
x+1>0, Mx>—,

< sau <
[5-x>0, [x<5.

Ambele inecuatii satisfac acele valori ale lui x ca 1< v< 5 (fig. 43).

Raspuns. (-1; 5].

Efectuati oral

215. Oare au solutii sistemele de inecuatii:

\x >3, \x >0, \x> -3, |x <3,
a) \ b) c) \ d
X <2; X <5; X <2 X <2?

) . ) .. [2x >0, .
216. Oare satisface sistemul de inecuatii < numarul:
[3x <6

a) 2; b) 3; c) 0; d) 6?
217. Care din inecuatiile: a) /v/<3; b) @- 1<05 ¢c) A4/>5:d) 7- jxj <O este
echivalenta cu un sistem de inecuatii respective? lar care cu o totalitate?

Nivelul A

218. Oare este numarul 2 solutie a sistemului de inecuatii:
Jx-3<5, J3X>X +2, jO,5x>2x-3,
a) |4x+2>9; ) jl2<8x-5; C) [3x-1>47?

219. Care din numerele -1, 0, 1, 2, 3 satisfac sistemul de inecuatii:

3-x>0, 2X +3>5,
a) b)

7+x>0; 1-x <07?
220. Rezolvati sistemul de inecuatii si indicati doud numere Tntregi care 1l satisfac:
j2x +7>0, j2x-5<0, J3x +1<0,
a [3x+6>0; 13x+9<0; C |2x+5>0.
Rezolvati sistemele de inecuatii (221-224).
[\2x+3>x,, b [2-5x<7, 8 <4x +8,

221. a) C
4x-X<3; 3x+1<-8; 0> 3x + 6.



56 Capitolul 1

\5y-1<2y, 4-3y> -2y, 5y-7<3y,
222.2) Y y b)I y y . 5y y
[3=2y<y; 1Y -3>4; [2-4y<5.
0,5r-2<2 0,8x-3 >5, JI-1,5x <X,
223, a) (09722, | 0)
[0,3-21 >32; [0,8x+1>09; [I+1,5x <16.
62+1<42, x—1<x-2
224. a) «2 3 b) _ c) « 2 3
x-1<7: _2"50’3’ 2x-3>0.

225. Indicati cateva valori ale lui a astfel, ca fiecare din sistemele de inecuatii a),
b), ¢): 1) va avea o solutie; 2) nu va avea solutii:
JX >a, JX <a, JX > a,

[x <3: b) c)

3) [X <-3: {—~>2.

Rezolvati sistemele de inecuatii (226-228).

15-3x<9x-12, j2(x-3)<5x +7,
226. a) c)
8x-7 >5x +4; [3+4x >3(x-5);
o 12-2 <82-15, q j5(x +2)>2x-4,
) 72-6 >62+4; [3(x +3)<7-8xX.
3-2(x-1)< 0, IJx <2=33(x+]1),
227. a) ( ) c ( )
5-3(x-4)> 0; [5x >3+ (x-4);
o -4(2x-1)<3, q J8(I+x)>3(2x-1),
) -5(x-3)>4; [5<3x-2(8x-3).
2x-0,2(x-2)>4, J0,5x+3<2,5- 3x,
228. a) c)
—6 <—; [5-0,2x<0,2-5x;
2 8
/R > X, [0,4r +2>3,5-22,
b) d

7x-1>48; [7-1,32>0,3-52.

229. Aflati solutiile intregi ale sistemelor de inecuatii:
) j2n +3<4(3n-5), ] Jn(n+1)>(n+2)(n-2),
a
[8-4n<7-2(4n-13); 1(n-3)2>S-n(2-n).

230. Rezolvati inecuatiile duble
a) -2 <3x - 4<5; d) 0,7 <3- 2x<1,2;

b)3<2- x<5; e)—1<’(\)(6—2)<1;
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c) 0,4 <2x +1<0,6; f) -2,5<~(1-3y) <1,5.

Rezolvati sistemele de inecuatii (231-234).

c2-3<(c +3) , (z2-2)-3>3z2,
231. a) c)
2c+c2>(c-2)2; 22+2z< (z-1)z;

b) 5-(x +3)2>(x-2)(1-x), d) (x-1)2+3x>(x-1)(x +1),
X(X +7)< (x+7)2-7; (x+3)(x-1)>(x +2)2-1.
(x+12>x2+4, (x-1)2>x2+7,

232. a) c)
(x-1)2>x2-4; (x-2)2>x2-8;
|7 +(x+3)2<5x +(x-3)2, d) 3x-(x +1)2<5-(1-x)2,
[(x-N(x +2)<(x+1)(x-2); (X-3)(x +3)>(x +7)(x-7).
2y+15 1l-y>y 4x+3 3x-I . 8 -x
233. a) c) 3 8 6
n 19-2y 11-2y 7x+3 3x+1 X-4
-------- F ol > 4+
Yy 2 4
2 1
47x - 1<3x 43 2—:—‘;‘<:—
b) 3x+12 8+Xx 2 +16
ALY §.arle 9,
234.
14y+3 2x-1 11 -
y+0’25 < 12 . X X <— ;-)-(-'--21
a) « b) 3 6
I-3y .y+8 \2
Y- 4 6 3(x-1) +8x+2<x(3x-2) +17.

Reprezentati pe planul de coordonate multimea punctelor, ordonata carora satisfac
primul sistem, iar abscisa - sistemul al doilea. Ce figura s-a format? Aflati perimetrul si
aria figurii obtinute.

235. Pentru care valori ale lui x are sens expresia:

a) n/5-x +Vx-3; c) Vx+3+
my/x-3

V2x+3 5
b) V2x-1-V3x +2; d) ~ZX124
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236. Pentru ce valori ale lui x valoarea expresiei 4x - 1,5 apartine intervalului:
a) (1; 2); b) [-2; 0L c) (-°%:0); d) [3; 7)?

2 3
237. Pentru care c valoarea expresiei -------- apartine intervalului:
a) (-°°;0); b) [0;°°); ¢) (-1; 1); d) [1; 8]?

Rezolvati inecuatiile (238-241)

238.a) (X + 2)(x - 7) <0; d) (2y + 8)(7 - 4y) <0;
b) (x - 3)(2x - 5) > 0; e) 0,5x(x + 3) < 0;
c) (3- 2z)(1 +1z)>0; f) (xz+ 1)(5 - x) <0.
239.a) (2x + 1)(10x - 7) > 0; d) x3+ 2x2+ x <0;
b) (5 - 2x)(l - 3x) <0; e) 5x2- 3x - 2 <0;
c) (x2+ 5)(x +5) >0; f) x3+ 3x2> 0.
X+3 . 3-x 3x+5
240. a) >0 c) <0; e) >0;
X-7 2x-1 X(x2+1)
5-2X (x2+3)x X
b) >0; <0; f) -<o.
2x-7 2x-3 X -3
3x-1 -3x 2x +3
241.2) ~X 77 <o ¢) <0: o) X0 55
X+5 7x-14 4 -x
5-2X 3x-1 X-4
b) >0; d) <2; ) >3.
2+ 5X ' 2x +4 3x+2

242. Pentru care valori ale lui n:

1 1
a) diferenta fractiilor 1 S | este mai mare decét produsul lor;
n+ n-

b) suma fractiilor Si i este mai mica decat produsul lor?
n-4 3-n
243. Luni dimineata Tn casieria bancii a Fondului asigurdrii depozitelor au adus
720 000 gm, care trebuia distribuite pana sambata inclusiv. Ce suma poate distribui
casieria zilnic, daca pe zi suma eliberata de bani nu poate depasi 150 000 gm?

244. Rezolvati sistemele din trei inecuatii;

2x-1>5, 3x-2< 5x-8,
a) <4x-3<37, b) 2x-1<4(2-x),
3x-5>7; 2x-7 <3(I-x).
245. Rezolvati sistemele de inecuatii duble:
[0<1-2x <1, 1<5-3x<3,
3<3x +4<5; b) -3<3-2x<1.
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246. Rezolvati inecuatiile:
a) x2< 25; b) x2> 16; C) x2< 2.

247. Oare este adevarat, daca numarul a este pozitiv, atunci inecuatia:
a) x2 < a2 este echivalentd cu inecuatia M < *

b) x2 > a2este echivalenta cu inecuatia /x/< a?

248. Rezolvati inecuatiile prin doud procedee:

a) |x-1]<2; c) 2x +1)2<9; e) (x - 2)2> 25;
b) (x - 1)2< 4; d) |x-8|>1; f) (5x - 3)2> 49.
Rezolvati inecuatiile (249-250).
249*. a) |2x + 3|<5; c) |3x —|>2;
b) |x-3|+|x+1]<7; d) [x-2]+|x+1]|>3.
250*. a) |5-x|>0,5; c) [4x =3l <x;
b) |x—+ |l —|>1; d) |x —1>|x .
251*. a) (x-3)Vx-2<0; c) (5-2x)Vx2+3>0;
b) (2x-1)V3x-2>0; d) (4x-5):V 3x-1<0.

Exercitii pentru repetare

252. Descompuneti in factori trinomul patrat:
a) x2- HOx + 21; C) 2x2+ 5x - 3; e) 9a2+ 3a - 2;
b) a2+ 2a - 15; d)yc2- 1llc - 26; f) 4c2+ 25¢ + 25.

253. Demonstrati, cd valoarea expresiei 1710+ 3 ¢ 710- 3 « 79 + 179 se divide cu
36.

254. Scrieti numerele Tn forma standard:

a) 47 000 000; d) 0,00000407; e) 3,7 «1005;
b) 308 000 000; e) 803 «109; e) 0,42 «10 7,
c) 0,000000039; f) 0,067 « 107, X) 20005.
255. Construiti graficele ecuatiilor
a) 2x + 3y = 6; b) xy = 12; C) X2+ y2=4; d) y2- x2=0.

Comoara succeselor

APot da exemple de sisteme de inecuatii cu o variabilg,
~Mnteleg ce este solutia sistemului de inecuatii cu o variabila.
S Stiu:

- sarezolv sisteme de inecuatii cu o variabila:
- sa scriu solutiile sistemelor de inecuatii
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Aplicam cunostintele obtinute

Pentru a ntelege si Tnsusi bine tema noud. ne amintim:

Dacd diferenta a- be Daca diferenfa a- be
numar pozitiv, atunci numar negativ, atunci
numarul a e mai mare numarul a e mai mic
decét b decét b

Media aritmetica Media geometrica \fab

Valoarea expresiilor

(a+bf>0 (a+h2+c>0

pentru orice asi b pentru ¢ >0 si orice asi b
Demonstrarea
inegalitatilor*

Uneori apare necesitatea de a demonstra cad inegalitatea data cu variabile este
adevarata pentru toate valorile indicate ale variabilelor. Aceasta se poate realiza pe baza
definitiilor notiunilor «mai mare» si «mai mic»:

a > b, daca diferenta a- b este un numar pozitiv.

Exemplul 1. Demonstrati, ca pentru fiecare valoare reald a lui a

a2+2>2a

Demonstratie, a2+2 - 2a=2a2- 2a+ 1+ 1= (a- 1)2+ 1 Pentru orice valoare
reald a lui a valoarea expresiei (a- |)2este nenegativa, (a- 1)2+ 1este pozitiva. Deci,
totdeauna a2+2 >2a

semplul 2. Demonstrati, cd pentru a si b pozitivi i zr" >yfab.

a+b-2yfab _ {yfa-yfb)
2 2 '

_a+tb r—
-emonstragle---é ----- ylab =

xpresia formata —V”)_ pCntru oncc a si b pozitivi nu e

dacda a > 0 si b > 0, atunci

a*D | \[ab.

Egalitatea are loc numai atunci, cdnd a=nh.

Pentru acei care doresc s& stie mai mult
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Remarca. Expresia a;" se numeste medie aritmeticd a numerelor a si b, iar

expresi \[ab este media geometrica a lor. De aceea inegalitatea demonstratd se
citeste astfel:

Media aritmetica a doua numere pozitive nu este mai mica decat media geo-
[metricé alor.

Exemplul 3. Argumentati, ca pentru a, b si c pozitivi

(a+ b)(b +c)(c + a) > 8abc.

Demonstratie. Deoarece media aritmetica a douda numere pozitive nu este mai mica
decat media geometrica a lor, avem:

Nos 4o A>4Tc-,8>4Ta.

Tnmultind termenii acestor inegalitati, obtinem:

+ + +an — e
atb b+c c a>fi[’;\bbcca,

sau
(@ +b) (b+c)(c +a)> 8abc.

Demonstrarea afirmatiei cu variabile este argumentarea ca ea este adevdrata pentru
toate valorile admisibile ale variabilei. Contestarea afirmatiei este argumentarea cd ea
este falsa.

A contesta inegalitatea cu variabile Tnseamna a arata, ca inecuatia datd este falsa cel
putin pentru o valoare a variabilei.

Exemplul. Contestati inegalitatea (n+ 1)2> /T,
Contestarea. Cand n =-1 inegalitatea are forma @ > 12 Ultima inegalitate este
falsa. Deci, si inegalitatea data este falsa.
Exemplul care contesteaza o afirmatie oarecare se numeste contra exemplu.
- DORITI SASTITI MAI MULT?

Afard de media aritmeticd si media geometricd, savanfii examineaza media
patratd a doua sau mai multe numere. Medie patrata a catorva numere se numeste
numarul egal cu raddcina patratd din media aritmetica a patratelor lor.

Media patratelor numerelor asi b sau x Ksi z este:

fa2+b2 Ix2+y2+z2
vV 2 'V 3 '
Media pdtratelor a doud numere totdeauna este mai mare decat media aritmetica

\x2+y2+z2_ Xx+u+z
a lor. J > —
\ 3 3
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incercati sa argumentati, cd pentru orice numere pozitive a si b totdeauna:

2 vV 2
Ilustrati corectitudinea acestei inegalitati duble, folosind figura 44.4.
P

Verificati-va

Ce Tnseamna «a demonstra afirmatia»? Dar a o contesta?

Ce Tnseamna «a demonstra inegalitatea»?

Formulati definitia mediei aritmetice si mediei geometrice a doud numere.
Comparati media aritmetica si media geometrica a doua numere pozitiv.

A

Efectuam impreuna

Argumentati: daca a < b, atunci a <~ ~ <h.Formulati aceasta afirmatie.

. y . a+b
Demonstratie. Dacd a < b, atunci 2a < a + b, de unde a<

Dacad a < 6, atunci a + b < 26, de aici a+”" <bh.

Unind ambele cazuri obtinem: daca a < b, atunci a < --—-—- <b

Media aritmeticd a doud numere reale diferite este mai mare decat cel mai
mic din numerele date si mai mica decat cel mai mare din ele.
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Efectuati oral

256. Aflati mediile aritmetice ale numerelor:
a) 1,3si 2,7; Db) 38si O; c) 409 si -409; d) 10, 20si 30.

257. Aflati mediile geometrice ale numerelor:
a) 50 si 8; b) 1000 si 40; c¢)0,2si 0,8; d)51si 57

Argumentati inegalitatile (258 — 259).

258.a) (a - 2)2+ 3 > 0; b) (1 - 2a)2+ 1> 0; c) (a + 2)2> 4a.
259.a) a2+ 6a + 10 >0; b)9- 12a +4a2>0; c) ad+ 1 >
2a2.

Argumentati inegalitatile (260 -203)

260. a) a2+ 2a + 2 > 0; c) 2a2+ 4a + 5 > 0;
b) a2- 2a + 5> 0; d) 2a2+a +1>0.
261. a) a2+ 3 > 23a; C) 2a2+ 1> 2a;
b) a2+ 5 > 4a; d) 3a2+ 1 > 2a.
262. a) (2a - 1)(2a + 1) < 4az; c) a2+ 65 > 16a;
b) (a - 3)2>a (a - 6); d) a4+ 82 > 18a2
263.a) (a + 1)2> 4a; C) --—--mm- <1;
b) 99 + 20a < (a + 10)2: 9 %4 sa

264. Demonstrati, ca pentru fiecare valoare negativa a lui x.
a) (x - D(x - 2)>0; c) (x - 3)(3- x)<0;
b) x2+ 9 > I0x; d) (2 - x)(x - 3) <0.

265. Demonstrati, ca pentru fiecare ¢ pozitiv:

a) C+122; b) 9c+—>6; c) c+Dfi+l] >4
c C \c /

Demonstrati inegalitatile (266 - 267).
266. a) a2- ab + b2 >0; b) a2+b2+2 >2 (a +b).
267. a) a2+ b2+ c2>ab + ac + bc; b) a2+b2+c2+3>2(a+b+0c).

268. Argumentati, ca suma patratelor a oricaror doua numere reale nu este mai mica
decéat Tndoitul produs al lor.
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269. Ce este mai mare: a) suma patratelor a douda numere pozitive sau patratul sumei
lor; b) suma pédtratelor a doua numere negative sau patratul sumei lor?

270. Argumentati, cd semisuma pdatratelor a doua numere reale nu este mai mica
decat patratul semisumei lor.

271. Din toate dreptunghiurile, care au arii egale, cel mai
mic perimetru are patratul. Argumentati.

272. Din toate triunghiurile dreptunghice cu ipotenuze egale
cea mai mare arie o are triunghiul isoscel. Argumentati.

273. Din toate dreptunghiurile, Tnscrise intr-o circumferinta

datd, patratul are cea mai mare arie. Argumentati. Fig. 45

Demonstrati inegalitatea pentru orice valori reale ale variabilei (274-278).

274.a) a2+ b2+ 1>ab +a +b; b)(a+b+1)2<3 (a2+ b2+ 1).
275. a) a4+ b4 + 2c2> 4abc; b) a4 + b4 + c4 + d4 > 4abcd.
276.a) 8a2+ Uab + 7b2+ 1 > 0; c) (ax + by)2< (a2 + b2)(x2 +y?2);

b) 2a2+ 5¢2+ 2ac + 1> 0; d) yjla+xf +(b+yf <ya2+b2+yjx2+y2.
277. a) la|+|&>[a+ & b) la|-|&|<[a-&].

Demonstrati veridicitatea inegalitatilor numerice (278-281).

\2+yj 242+ <N b) ~le+Ve+Ve+W <3.
Nz+2Y3+213+213 b) YR2-YI12-Y112 >3.
—1+-1_+--1-+,,_+- UL T N T - VI NP
1-2 2-3 3-4 99 100 22 32 42 1002

Exercitii pentru repetare [

281. Rezolvati ecuatiile:
. 3 5X .
a) =-2x; b) - e
X+3 x+3 x—

282. Una din radacinele ecuatiei x3+ 2/ - 9x + a = 0 este egald cu -2. Aflafi
celelalte radacini ale ecuatiei date.

283. Minereul contine 60 % de fier. Din el s-a topit fonta care contine 98 % de fier.
Din cate tone de minereu se vor topi 1000 t de fonta??

2X2-6X +4

2X -2Xx-4
1) Calculati .A9),.099),.0999).

284. Este datd functia /(x) =
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2) Aflati domeniul de definitie al functiei f{x).
285. Stabiliti corespondenta dintre formulele (1- 4), care definesc unele functii, si
graficele lor respective (A - D).

y>k

i
ng L X
y>k

1

0 L X

Comoara succeselor

— +b" i
* Stiu, cd -%-é-->\]e|1T

S Stiu, ca a contesta inegalitatea cu variabile, Tnseamnad a ardta, ca inecuatia data
este falsa cel putin pentru o valoare a variabilei.

S Stiu sd aplic definitia notiunilor «mai mare» si «mai mic» pentru demonstrarea
inegalitatilor cu variabile.
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SARCINI PENTRU LUCRUL INDEPENDENT*

Varianta |

1°. Rezolvati inecuatia 3x- 5< 13
2. Rezolvati sistemele de inecuatii:
[2x+3>7, = 3--e <X,
a®) \ b*)
[5(x-2)<8x +]1.
3*.Rezolvati inecuatia dubla -1 < 2v - 3 <5,

Varianta Il

1°. Rezolvati inecuatia 4x- 1< 13
2. Rezolvati sistemele de inecuatii:

F3x-7<5, 9 Xxlsy
a°) \ b"
12x +1 > 3; Oy .
L [7(x-3)> 5x-2.

3*. Rezolvati inecuatia dubla -3 < 2¢c + 1< 7.

Varianta 111

1°. Rezolvati inecuatia 5x- 4 > 26.
2. Rezolvati sistemul de inecuatii:

) [5x-2< 18, b Y/ —— > X,
aO [
12x+ 3> 5;
X ' 2(x-4)>5x%x-2.

3*.  Rezolvati inecuatia dubld -2 < 3n +4 < 10.

1°. Rezolvati inecuatia Ix +3 > 38.
2. Rezolvati sistemele de inecuatii:

a°) jax 3>5, b")
Ifa+2S27; [5(x-1)>3x-I.
3*. Rezolvati inecuatia dubla -5 <2m - 1< 7.

* Aici si mai departe: * — nivelul Tncepdtor si mediu;
— nivelul mediu;
* — nivelul Tnalt.
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DATE ISTORICE

Oamenii stiau a determina, care numadr din doud este mai mare, iar care - mai
mic, inca pana la era noastra. In «Bazele» lui Euclid (sec. Ill p.e.n.) este demonstrata

inegalitatea care Tn prezent se scrie astfel:
a+b .
>4ab.
Atunci a si b se considerau nu numere pozitive arbitrare, dar lungimile
segmentelor; demonstrarea se propunea pur geometrica si fara semnele inegalitatii.
Savantul din Grecia Antica Arhimede (sec. Il p. e. n.) a demonstrat inegalitatea
dubla, care in prezent se scrie astfel:

3— <n<3-.
71 7

Matematicianul englez T. Garriot primul Tn a. 1631 a propus semnele «<» si «>».
Cu toate ca semnele inegalitatii au fost propuse mai tarziu decat semnul egalitdtii
ele se foloseau mai devreme, deoarece le tipareau folosind litera V, iar semnul «=»
pe vremea aceea Tncd nu era.

Matematicanul englez Dj. Vallis in a. 1670 a propus semnele inegalitdtilor
nestricte, Tnsa liniuta el o scria deasupra semnului inegalitatii. Aceste semne se
foloseau rareori. In a.1734 matematicianul francez P. Baucher a propus semnele
«<» si «>» In forma uzuala.

In matematica contemporana si stiintele aplicative se folosesc inegalitatile dintre
medii, mai cu seama dintre media aritmetica si media patratd a catorva numere

reale. De exemplu, dacd ab a2 a3 ..., ansunt numere reale arbitrare, n€ N. n> 2,
atunci este adevdrata inegalitatea:

al+a2+... +an af +al +... +a@

n n
Sunt cunoscute inegalitati care au numiri proprii.
Inegalitatea dintre media aritmetica si media geometricd a n numere pozitive se
numeste inegalitatea Ini Canchy.

Xl +x2+... +xn

>{[x~xc,  ®X,

Inegalitatea Ini Buneakovski:

(ar+a” +.-.+a rf <(af+al +... +al)(b? +o+... +b*).
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Oghiusten Lui Cauchy - matematician francez,
membru al Academiei din Paris, al societdfii Regale
din Londra si al altor multe academii de stiinta. A
lucrat in diferite domenii ale matematicii (aritmetica i
teoria numerelor, algebra, analiza matematica, ecuatiile
diferentiale, mecanica teoretica si cereasca, fizica
matematicd). In genere el a scris si a publicat mai mult
de 800 de lucrari. Colectia completa a lucrdrilor lui
editata de AS din Paris Oghiusten Lui Cauchy contine
27 de volume.

Dintre matematicienii ucrainieni ai sec. XIX
problemele referitoare la inegalitati cel mai mult le-a
cercetat V. I. Buneakovski. El s-a ndascut in or. Bar (in
prezenteinregiuneaVinita), afacut studiile in Germania,
Franta. A sustinut teza de doctorat si a obtinut titlul
de doctor in matematica in Paris (1825). Inegalitatea
demonstratd de el uneori o atribuie matematicianului
neamt G. Svart, dar V.1

Buniacovski a demonstrat-o cu 16 ani mai devreme.
El a studiat caracteristicele statistice ale populatiei,
contingentul posibil al armatei ruse, plauzibilitatea
marturiilor in procesul judiciar, eroarea in observari,
etc.

Din a. 1858 a fost expertul principal al guvernului n
problemele statisticii si asigurarii.

Capitolul 1

Oghiusten Lui Cauchy
(1789-1857)

V.l.Buneakovski
(1804-1889)

Exista si alte inegalitati care au nume proprii: inegalitatea lui Gelder, inegalitatea
lui Minkowski, inegalitatea lui Yonng s.a. Aceste inegalitdti se aplica in diferite
domenii ale matematicii superioare. Cu ele cu timpul va veti familiariza, daca veti

deveni specialisti in domeniul matematicii.

Inegalitatile se aplica si in geometrie. De exemplu, AABC exista atunci si numai

atunci, cand se realizeaza trei inegalitati:
AB <BC + CA; BC< CA +AB i CA <AB +BC.
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Esentialul in capitol

Numarul aeste mai mare decat numarul b, dacd diferenta a- b este numar pozitiv;
numarul a este mai mic decat numarul b, daca diferenta a - b este numar negativ.

Orice semn din <, >, < si > se numeste semn cil inegalitatii.

Semnele < si > se numesc semne stricte ale inegalitatii. Semnele < si > le numesc
semne nestricte ale inegalitatii.

inscrierea a <b semnificd, cda <bsaua=h.

inscrierea a > b semnificd, cda >bsaua=h.

Doud expresii unite cu semnul inegalitatii (<, >, < sau >) formeaza o inegalitate.
Inegalitatea se numeste numerica daca ambele parti ale ei sunt expresii numerice.

Proprietatile inegalitatilor numerice

Daca: a<bsib<c, atunci a <c\

a < hsi ¢c un numar arbitrar, atunci a+c <b +c:
a<bsic>0, atunci ac <bc;

a<bsic<0,atunci ac >bc;

a<bsic<d atuncia+c <b +d\

a<b, c<dsia b, c, Isunt numere pozitive, ac < hd:

Inecuatiile deformd a <x <b, a <x <b, a <x <b, a <x <b se numesc inecuatii
duble. Ele se aplica pentru evaluarea valorilor marimilor si calculelor aproximative.
Deoarece dacd a <x< bsic <y< d, atunci avem:

a+c<x+y<b+d,a-d< x-y< b-c,

ac <xy<bd, a: d<x:y< b:c

Ultimele doua inecuatii duble sunt adevarate cu conditia ca numerele asic sunt
pozitive.

2x+ 17< 1, 12- 3v> 2 sunt exemple de inecuatii cu o variabild x.

Inecuatiile sunt asemandtoare cu ecuatiile. Solutie a inecuatiei se numeste un
astfel de numar care satisface inecuatia datd, adica o transformad in inegalitate
numerica adevdrata.

A rezolva inecuatia Tnseamna a afla toate solutiile ei sau a demonstra ca nu are
solutii.

Multimea solutiilor cel mai des formeazad intervale. De exemplu, multimea
solutiilor inecuatiilor 2v+ 7 < 15si 8 + 3v> 2 sunt intervalele respective (-<»; 4)
si [-2; o0).

Cateva inecuatii cu aceeasi variabild formeaza sistemul de inecuatii cand trebuie
de aflat solutiile lor comune. A rezolva un sistem de inecuatii iTnseamna a gasi toate
solutiile ei sau a arata ca ele nu exista.
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Clarificam realizarile

Sarcini Tn forma de teste Nr. 1 ‘

0 Selectati inegalitatea adevérata:
a) 0,2 >n/2; b) -1 <-2; c) 5> 5; d) 2 1< 2~2

O Suma inegalitatilor 5 > 3 si 2 > -1 este inegalitatea:

a) 4 > 5; b) 4 < 5; c) 7> 2; d) 7 > 2.
B Indicati inegalitatea stricta:

a) 15 > 5; b) 2 < 2; c) 7>-2; d) -10 > 10.
0O Inecuatiar + 2v + 1 < 0 o satisface numaérul:

a) 2; b) 1; c) 0; d) -1.

B Cate numere ntregi satisfac inecuatia dubld -\ <x < L
a) unul; b) doua; c) trei; d) patru?

Alegeti intervalul caruia Ti apartine numarul n/3 :
a) [2; 3]; b) (—;Vva), c) (2>/3;3>/3); d) (-Va;-

Alegeti inecuatia care nu are solutii:

a)|x|>-3; b) x <-3; c)7-|x|<0; d) x2< 0.
. . . . 2x 3, . .
a Sistemului de inecuatii < are multimea solutiilor:
[x+1<2
a) b) [1,5;-); ¢) (—:1,5]; d) [2; 3]

t] Care cel mai mare numdr este solutie a inecuatiei x2 - 2x > x2 + 2;
a) 2; b) 1; c) -1; d) -2?

3 Aflati domeniul de definitie al functiei y =-4-+n/x :
X

a) (-°;01;  b) (-°°:0); ¢) [0:°°); d) (0:-).
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Sarcini-tip pentru lucrarea de control nr. 1

Comparati fractiile:

505  b>N ifl; C) ®i-s; 4y omlp i3
7 7 3 3 6 7 13 27
Se stie cd x <y. Comparati:
a°) x - 3siy - 3; c*) -2x si -2Yy;
b°) I,3x si 1,3y; d*) 5- x si5-y.
Seda 7<fc<12,2<c<5. Evaluati valoarea expresiei:
3b+2
a°) 3b; b°) be; ¢*) 3b + 2c; d*) ¢
bc
Rezolvati inecuatia:
a°) 2x - 5< 7, )4 - (X - 2)2>x - x2
- -i>
b%) 3% + 7 < Tx + 3 d) x-r_2x-1>4
5 10
Aflati reuniunea si intersectia multimilor A si C, dacg;
a) A =(2;5), C=(1; 3);
b) A =(-3;°), C=(—;3];
¢) A =(-°o;n), C=[VIio;VII].
Rezolvati sistemele de inecuatii:
6x-7 >4x-3, X(X+7)>(x-7) ,
) | by XOCHT)>0c-7)
[3x+16 >8x-4; 1(3-X)(x +3)>0,5x-X2.
Aflati domeniul de definitie al functiei:
9
y =n/2x +3 -
nl9-2x

Rezolvati inecuatiile:

a) |5bx =3I<1, b) |3x-15|>9.
Rezolvati ecuatia:

X + 1+ |x —2| = 3.

Demonstrati inegalitatea cand 4 > 0. h > 0. ¢ > O

(a+2c)(c +2b)(b +2a) >16"I2abc.
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BOGOLIUBOV M.M.

(1909 - 1992)

Matematician si fizician-teoretician
ucrainean cu renume mondial, fondatorul
scolilor stiintifice a mecanicii nelineare
(Kiev), a fizicii statistice si a teoriei
cuantice a cdmpului.

Academician al ANS a Ucrainei si
al multor academii de stiinte strdine.
Laureat al Premiului international
Denni Hienemann n domeniul fizicei
matematice.

«Si oare nu exista cativa Bogoliubovi fiecare dintre ei fiind cel mai mare

specialist Tn domeniul sau?»
N. Wiener

Anii copilariei si adolescentei ai lui Bogoliubov M. M. sunt un exemplu ca o
persoana tanara, in pofida imprejurarilor, datorita staruintei si capacitatii de
munca poate realiza succese remarcabile si obtine recunostinta mondiala.

PREMIUL in numele lui
M. M. BOGOLIUBOQOV

Se decemeaza pe  Sectia
matematicii ANS a Ucrainei
pentru lucrari stiintifice
remarcabile  Tn  domeniile
matematicii si fizicii teoretice.

Fondata de Academia Nationala
de stiinte a Ucrainei Tn anul 1992

LAUREATII PREMIULUI:

Bariahtar V. G.
Mitropolski lu. O.
Satenko O. G.
Sarkovski O. M.
Ahiezer O. I
KoroliukV. S.
Sérkov D. V.
Parasiuk O. S.
Berezanski lu. M.
Samoilenko A. M.
Skripnik I. V.

si altii



Functie de gradul doi

Functia este un model matematic avantajos pentru studierea multor procese. Studierea
diferitor fenomene si procese cu ajutorul functiilor este una din metodele principale ale
stiintei actuale. Functia care poate fi definita prin formulay= ax2+ bx + ceste de gradul
doi . Graficul ei este parabola. Astfel de functii se aplica des in diferite domenii ale
stiintei. Ele sunt imbinate cu ecuatiile si inecuatiile patrate.

Tn acest capitol vom studia astfel de teme:

Functii Inecuatiile patrate

§12

Functions Quadratic Inequalities

Sisteme de ecuatii de gradul al

P ietatile f il i
roprietatile functiilor doilea

8§13

Second Degree Equations

Functions Properties
Systems

Transformarea Rezolvarea problemelor cu ajutorul
graficelor functiilor § 1 4 sistemelor de ecuatii
Functions Graphs Compilation of Systems

Transformations of Equations Task Solving

8§10

Functia de gradul doi

§11

Quadratic Function

Proiectul de invatamant nr. 2
~FUNCTIILE TN JURUL NOSTRU”
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Aplicam competentele obtinute

Pentru a intelege si a Tnsusi bine tema noua, ne amintim:
Ce este functia, domeniul de definitie si codomeniul functiei.
Metodele de definire ale functiei:

prin fonnula grafic tabel Cu cuvinte, etc.
Ce este graficul functiei si cum se construieste el.
Tipurile functiilor

liniara liniara patratd altele

y =kx +b =— Y=x2 y =4x
X

Functji

Functia este una din cele mai importante notiuni ale matematicii si practicii. Daca vom
cugeta bine, atunci putem intelege, ca noi toti traim Tn lumea functiilor - schimbarilor,
dependentelor si relatiilor. Cu trecerea timpului ziua schimba noaptea, primavara -
iama. Sub ritmul acesta se acomodeaza toate vietatile, printre altele si omul. Graficul de
lucm cel mai raspandit, oraml lectiilor, lucml centrelor de distractie si chiar programele
radioului si televiziunii se compun Tn dependenta de ora zilei si anotimpurile anului.

Existd numeroase exemple ale dependentelor si relatiilor dintre variabile Tn diferite
domenii ale stiintei:

. geometrie - formula S = 4k1? exprima dependenta ariei suprafetei sferice (5)

de razaei (fi);
fizica - formula T =2n stabileste corespondenta dintre lungimea pendulului

1si perioada oscilatiei lui (7). Deci, T este o functie de 1 (aici K ~ 3,14, g~ 9,8 m/s2
sunt constante);

. economie - formula TR=p- Q formula defineste dependenta venitului total (TR
care obtine intreprinderea de pretul (/>) marfii vandute si volumul vanzarii (Q).

Amintim cunostintele fundamentale despre functie.

Daca fiecdrei valori a variabilei x dintr-o mulfime oarecare D u corespunde o singura
valoare a variabileiy. atunci aceasta corespondentad se numestefunctie.
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Aici x se numeste variabilda independenta sau argument, y - variabila dependenta
sau functie, iar multimea D - domeniu de definitie al functiei date. Multimea tuturor
valorilorale lui/care poate primi functia se numeste multimea valorilor sau codomeniul
functiei si de noteaza prin litera E.

Grafic al. functiei se numeste multimea tuturor punctelor din planul de coordonate,
abscisele carora sunt egale cu valorile argumentului, iar ordonatele - cu valorile
respective ale functiei.

Functia cel mai des se defineste Tn forma de formule, tabele sau grafice. De exemplu,
formulay =x2defineste functia, care exprima corespondenta dintre numere si patratele
lor. Daca domeniul de definitie al acestei functii este multimea numerelor intregi din
intervalul [-3; 3], ea poate fi definitd in forma de tabel:

X -3 -2 -1 0 1 2 3
U 9 4 1 0 1 4 9

Graficul acestei functii sunt sapte puncte (fig. 46). Domeniul ei de definitie este
multimea D= {-3, -2, -1, 0, 1, 2, 3}, iar codomeniul - multimea E= {0, 1, 4, 9}.

Daca domeniul de definitie al functiei y= x2este [-2; 2], atunci graficul ei este o parte
din parabola reprezentata pe figura 47, iar codomeniul - segmentul [0; 4].

Graficul functiei y = x2 definitd pe multimea tuturor numerelor reale R este toatd
parabola (fig. 48). Domeniul de definitie al acestei functii este multimea numerelor reale
R, iar codomeniul este intervalul [0; /).

Reamintim Tncd cateva exemple de functii.

y =kx- proportionalitatea directa (ki 0). Graficul ei este o dreapta care trece prin
originea de coordonate. Domeniul de definitie al ei este multimea R, codomeniul - tot
multimeaR.

%" e
Q Q
7 7
a fi
K K
\ \
\
s} 0]
o] 9
! 1
3-2 o0 2 fi X 3-,2 0 i 2 3x

Fig. 46 Fig. 47 Fig. 48
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> K y +k

'3 3 Q
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El y:2x, a / a

K K Y=X~+2 K

n n b_£>€
o] [o] o

o] 0 o]

1 / 1 1

2 o/ 90X /2 0 > fi x 2 0 ot X
Fig. 49 Fig. 50 Fig. 51

De exemplu, graficul functieiy = 2x este reprezentat pe figura 49.

V=kx + b - functia liniard. Graficul ei este o dreapta care nu-i paraleld axeiy.
Domeniul de definitie este multimea R, codomeniul - R. daca k ® 0. Dacd k = 0
codomeniul este un numar b. Exemple: y =x +2 (fig. 50), j=3,5 (fig. 51).

k . . . o . . . , <
y =— - proportionalitatea inversa (k¢ 0). Graficul ei este o hiperbola. Daca k> 0.
X

ramurile hiperbolei sunt situate in cadranele | si Il ale planului de coordonate, dacd k <
0, - n sferturile 11 si IV. Domeniul de definitie al functieiy =k;x este multimea R fara
numarul 0, codomeniul - aceeasi multime (-<»; 0)U (0; »).

3 2
Exemple: y =— fig. 52, a), y = - (fig. 52, b).

Graficul functiei y = x" este reprezentat pe figura 53. Domeniul de definitie si
codomeniul ei este multimea R.

Graficul functiei y =sfx este o ramurd a parabolei (fig. 54). Domeniul de definitie
al ei este [0; <»), codomeniul [0; 00). Daca variabilay depinde de x, atunci se seric y =
[x) (se citeste: igrec este egal cu fe de iks). Simbolul [a) indicd valoarea functiei y =
[x), dacax = a. Fie, de exemplu, functia definita prin formulay= 3x2- 5. Se scrie si asa:
[Ox)= 3x25.1n acest caz JO) = 3 +02- 5=-5;.[1-2) =3 +(-2)2-5 = 7.

Remarca. Dacay= [x), atunci se spune ca y este functie de x, adica variabila ro
numesc functie.Dar de cele mai multe ori sub functie seintelege nuovariabild dependenta,
dar corespondenta dintre doua variabile. De asemenea, nu orice corespondentd, dar cea
univoca, cand fiecarei valori a variabilei x Ti corespunde o singura valoare a functiei y.
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Fig. 53

Fig. 44

DORITI SASTITI MAI MULT?
Unele functii pe parti separate alelomeniului de definitie se definesc prin diferite

formule. De exemplu, functia
f(x)~1x2’daca x<O0,
[x, dacd x>0.

Valorile acestei functii pentru valori negative ale argumentului se afla folosind
formula /(x) = x2, iar pentru pozitive - dupa formula /(x) = x. Graficul ei este
reprezentat pe figura 55.

Exista si alte functii care se marcheaza cu simboluri noi.
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Parte ntreaga a numarului real x se numeste cel mai mare numar intreg [x] care

nu este mai mare decat x. Graficul functiei y= [X] este reprezentat pe figura 56.

Y>k

= © @ -

t X

N
N o
o

Fig. 55 Fig. 56
Parte fractionard a numarului real x se numeste diferenta dintre numarul dat si

partea lui intreagd: {x} = x- [x].Graficul functieiy= {x} este reprezentat pe figura 57.

Fig. 57

Verificati-va

1 Formulati definitia functiei.

2 Ce este argumentul functiei? Dati exemple.

3 Cum se poate defini functia?

4. Ce este domeniul de definitie si codomeniul functiei?

5 Care functii se numesc liniare? Care sunt proprietatile lor?
6 Numiti proprietatile proportionalitatii inverse.

7 Ce se numeste graficul functiei?

Efectuam Tmpreuna
Q Functia este definita prin formula Ox) = x3 + 1. Aflati: 4-3), 00), f(sj2)..
* Rezolvare. /(-3) = (-3)3+ 1=-27 +1=-26, /(0) =03+ 1=0+1=1,

/(V2)=(V2)3+1=2V2+1.
Raspuns. /(-3) =-26, /(0) =1, /(V2)=2n/2+1.
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O 2. 1n care puncte graficul functiei y =x2- 3x + 2 intersecteaza:

a) axay b) axa x?

» Rezolvare, a) Daca graficul intersecteaza axa y intr-un punct oarecare, atunci
abscisa acestui punct este egala cu 0, iar coordonatele satisfac ecuatia care defineste
functia.

Avem: x =0;y =2- 3 m0+2 =2

Deci, graficul functiei intersecteaza axajin punctul cu coordonatele (0; 2).

b) Daca graficul intersecteaza axa x intr-un punct oarecare, atunci ordonata acestui
punct este egala cu 0, iar coordonatele punctului satisfac ecuatia care defineste functia.

Avem:y= 0;x2- 3x+2=0;xr=1,x2= 2

Deci, graficul functiei intersecteaza axa x Tn punctele cu coordonatele (1; 0) si (2; 0).

Raspuns, a) (0; 2); b) (1; 0) si (2; 0).
Efectuati oral

286. Declinati cuvintele: a) functie’, b) argument; c) grafic.

287. Alcadtuiti formula functiei care exprima corespondenta dintre numere si: a)
cuburile lor; b) numerele opuse lor; c) numerele inverse lor; d) modulele lor.

288. Cum este graficul functiilor, definite prin formulele:

X
a)y =3x + 1; o =8 e) y =--.

b) y =x2; d)y:.;?’(; f) y =\[x ?

289. Oare este adevarat ca:
a) graficul functiei y =—x - 5 este si graficul ecuatiei 2x - 3y= 15;

b) graficul functiei y =Vx este si graficul ecuatiei ¥ =x? De ce?
290. Graficul carei functii trece prin originea de coordonate:

291. Aflati domeniul de definitie al functiilor:
a)y =Sx - 2; c)y = -2,5; e) y=n/2x-4;

b))y =4 - x2 d) fy y=-V5-2x
X(x ) X
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Nivelul A
N

292. Functia este definitd prin formula y :%X'Z pe domeniul de definitie D = {-4,

-3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, 4}. Definiti-o tabelar si grafic.

293. Construiti graficul functiei y :Exz pe segmentul [-4; 4]. Aflati codomeniul
ei.

294. Functia y:Ex2 este definitd pe multimea R. Aflati codomeniul ei. Oare

apartine graficului acestei functii punctul A(-100; 5 000)?
295. Functia este definitd in forma de tabel.

X 1 2 3 4 5 6 7 8
Y 5 10 15 20 25 30 35 40

Definiti-o prin formuld. Indicati domeniul de definitie si codomeniul ei..

296. Functia este definita prin formula /(x) = x2 + 10. Calculati: A42), 342), 243),
0,5410).
297. Functia este definita prin formula /(x) = x3 - 5. Aflati:

1(-3), 1(-2), I(-1), 1(0), /(7), 1(]), fU 3).

298. Functia este definita prin formula /(x) = x2 - x. Calculati:
a) /(-2) +/(-1); b) /(0) +/(1); c) /(2) - /(30).
299. f(x) =x2- x + 1. Aflati:
a) /(0) + /(1) +/(2) +/(3); b) /(10) - /(-9) +/(8) - /(-7).
300. Pe figura 58 este reprezentat graficul
functiei y = /(x).
Aflati:
a) domeniul de definitie si codomeniul
functiei date;
b) /(-5), /(-1), /(0), /(4), /(5);
c) pentru care valori ale argumentului
I(x) =4, I(x) =3;
c) coordonatele punctelor, in care gra-
ficul functiei intersecteazd axele de
coordonate;
d) pentru care x valoarea functiei [1x)
e cea mai mare, cea mai micad?

Fig. 58
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Aflati domeniul de definitie al functiilor (301 - 302).

301.a)y =3x - 2; c) y =\Jx+5; e) y=n/x2+1;
3 ~ 10

b = d = =

)Y X-2 )Y (x-3)(x-4)" Ny x2+1t*
302.a)y =5x - 1 c) y=Via-x; e) y=Vx+1;

By= 3 i dy="

)Y= eaytxsn VY545 h
303. Construiti graficul functiilor:

a)y =3x - 2; c) y =-3x; e) y=5;

b) y =0,5x - 1; d)y=7- 2x; fy=3 - x.

304. Construiti graficul functiilor definite prin formule:
a) /(x) =2 - 3x; c) /(x) =3 - 2x;

b) /(x) =-1; d) /(x) =0,5x.
305. Aflati codomeniul functiilor:
a) /I(x) =7, b) /(x) = 2x; c)y =x2

306. Oare apartine graficului functieiy =V25-x2 punctul A(3; 4)? Punctul Ai-4; 3)?

307. Oare trece graficul functiei j= x(x - 3) prin punctele A(2; -2); 4-1; 4), G{15:
-2,25)?

308. Care din punctele A(-2; -6); 41,5; 8); C(-3:4): 4 -2;-6) A43; 4) apartin gra-
ficului functiilor:

12 J-==-==
a)y =-lOx - 26; by y=—; C) y=Vx2+7?
X

309.111 care puncte graficul functiilor:
a)y=25x;b)y=3-2x;¢c)y =2(x - 1)?
310. Temperatura scarii lui Celsius, lui Fahrenheit si Kelvin marcam respectiv

9
i(. tR tK Formule de transformare au forma: tF:E(tr +32), tKk =tc 273.

Pentru 10 valori arbitrare ale temperaturii dupa Celsius aflafi valorile respective
ale temperaturii dupa Fahrenheit si Kelvin. Datele introduceti-le Tn tabel. Repre-
zentati grafic dependenta obtinuta.

Nivelul B

311. Functia este definita prin formula [x) = x2. Este oare adevarat, ca pentru fiecare
a se realizeaza egalitatea [1-a) =[a)?
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312. Functia este definita prin formula [Ox) = x3. Oare pentru fiecare valoarea a
argumentului ei x se realizeaza egalitatea [-x) = -[x)?
313. Aflati A-2); 4-1); 0O); A1); A2), daca functiile sunt definite prin formulele:
a) fix) =2x2+ 3; c) f(x) =\Ix2+ 1;
b) fix) =3x3- 2; d) f(x) =Vvx2+8x + 15.

X
314. Functia este definitad prin formula y :-19--- pe multimea numerelor naturale
+ X

a primei zeci. Definiti-o Tn forma de tabel.

315. Functia este definita prin formula y =2x +5 pe domeniul de definitie D =
{-4; -2,75; -1; 1,75; 4; 11}. Definiti-o Tn forma de tabel si grafic..

316. Fara a construi graficul ecuatiei 9x - 2y = 14 aflati punctul, ordonata caruia
este egald cu abscisa.

317. Fara a construi graficul functiei A = x2- 2 aflati punctul, abscisa si ordonata
caruia sunt numere opuse.

318. Fiecarui numar natural 7i corespunde numarul opus lui. Oare este aceasta relatie
o functie? Dacd e functie, definiti-o prin formula si grafic.

319. Fiecarui numdr Tntreg Ti corespunde numarul egal lui. Oare este aceasta relatie
o functie? Daca este functie, care este graficul ei?

320. Functiaj= [x) este definita grafic (fig. 59). Pentru care valori ale argumentului:
a) f(x) =0, f(x) <0;
b) fix) = -2, fix)>-2, /(x) < -2;
c) fix) =3, fix) > 3, fix) < 3;
d) 0<fix) <3;
e) -2 <f(x) <4?

Fig. 59
321. In care puncte graficele functiilor intersecteazd axa x si axay.
a) y=|x +3; 4 2 > e)y =x2- 2x;
y 5 2

KY y =x--4 d)y =x2- 4; fyy =6 - 5x -
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Construiti intr-un sistem de coordonate graficele functiilor (322 -
322.y =X2,y =x2+ 3 siy =x2- 2.
323. y=4x , y=4x +2 si y=y[x-3.
324. y =W\, y=|x|+11 si y =\x\-2.
325. Pentru care valoare a lui m graficul functiei y =sjx+m trece prin punctul
[ 5; 5)? Oare trece acest grafic prin punctul Q (-4; 4)?

326. Se stie, ca punctul 4(3; 1) apartine graficului fiecdriei functii j= [x). Stabilitti
corespondenta ntre functiile Ox) (1 - 4) si punctele (A - E), prin care trece
graficele acestor functii.

1/(x) =x +m A (4; 8)
2 /(x) =m - 2x B (12; 4)
3/(x) = C (12; -7)
x+1
4 /(x) = n/3x + m D (1; 2)
F(1;5)
327. Constriuti graficul functiilor:
4 12
a) y =—; C) y =—; E)y :O,5X2;
b)yz_x; d)y =2x2 f) y=x2- 1.
328*. Aflati domeniul de definitie al functiilor: A. M. Kolmogorov
1
a) y= d) y=Vx+5+"5-x;
4x «Matematica este aceea,
Ay 6+ 5x care ajuti oamenii sa
by y= e) y =yix2-6x +10; dirijeze natura sipe sine
Tnsusi».
; 3 47 -3x-4 A. M. Kolmogorov
O V= x348x2 )y = 16-xz

329*. Problema lui A. M. Kolmogorov. Care conditie suplimentard trebuie aplicata
pe valoarile lui x in formula Ox) = 1 pentru ca sa obtinem definirea functiei

f(x) ={4x) +{sjl-x) ?

330*. Construiti graficul functiilor:

4.,daca x<-2, x +1, daca —I?
a) y= x2,daca -2<x<lI, b) y= 3-x, dacda l-<x<4,
2-x, dacalx>V, -1, daca x>4;
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331*. Construiti graficul functiilor:

\ 6
a) y =[2x-3]; c) y=Ix+I]-1x] e) Y= T)Il»
b) y =2|x]-3; d) y=—; f) y=Vx2+10x +25.
X

332*. Functia cererii marfii: QD = 9 - p. Functia propunerii marfii: Qs = 2p - 6.
Aici Qd este volumul cererii si Qs - volumul propunerii (min. bucéti pe an), p
este pretul (unitati de bani). Determinati pretul echilibrat (cererea este egala cu
propunerea) si volumul vanzdrii. Cum va influenta asupra pretului echilibrat al
marfii micsorarea cererii cu 20 %?

Exercitii pentru repetare

333. Comparati valoarea expresiilor:

a) 372 si V20; c) VI3 i 2-v/3; e) 4yl6 si9;
b) 3V5 sin/44; d) 3n/7 i 8; f) 5n/2 si 7.

334. Functionarului N ntr-o luna de lucru i s-a calculat leafa in marimea de 5430
gm. Din toate calcule se retine impozitul pe venit al persoanelor fizice, care con-
stituie 18 %, si alte retineri in marime de 2,5 %. CAati bani va primi functionarul
N Tntr-o lund? Ce suma vor alcatui retinerile Tntr-un an?

335. Rezolvati inecuatiile:

2x+3 C4 9-2x

Comoara succeselor

V Stiu, cum se noteaza functiile.

V Pot da exemple de functii studiate:

liniara y =2x + 3:
proportionalitate directdy= -0,5x;
proportionalitate inversay= k;x;
alteiy=x2

V Stiu a calcula valoarea functiei ntr-un punct.

V Stiu a construi graficele functiilor si stiu denumirea graficelor:
y=Kkx y=loc+b y= k;x y=x2
dreapta dreapta 'hiperbola parabola

VDoresc sd invat mai detaliat a caracteriza functia dupa graficul ei.
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Aplicam competentele obfinute

Pentru a intelege si a insusi bine tema noua, ne amintim:

- Care caracteristici ale functiei se pot determina dupa graficul ei:
domeniul de definitie, codomeniul,
valori pozitive, valori negative, etc.

- Tipurile functiilor, graficele lor si proprietatile principale:
liniara invers proportionald de gradul al doilea

y= kx +b y= k;x y=x2

Proprietati ale functiei

Pentru a studia procesele si fenomenele mediului ambiant, la Tnceput trebuie sa ne
invatdm sa stabilim trasaturile caracteristice ale modelelor matematice respective. In
primul rand asta se refera la functii.

Descriind proprietatile functiilor, de obicei, se incepe cu domeniul de definitie al ei -
se indica toate valorile pe care le poate primi argumentul.

Daca functia este definita printr-o formula, iar despre domeniul de definitie al ei nimic
nu se spune, atunci se considera ca el este acelasi ca si domeniul valorilor admisibile al
variabilei, care este Tn aceastd formula.

Daca functia este definita grafic, domeniul de definitie al ei este proiectia graficului ei
pe axax; codomeniul este proiectia graficului ei pe axajtfig. 60). De exemplu, domeniul
de definitie al functiei y = xr este multimea tuturor numerelor reale R. codomeniul -

intervalul [0; oo). Domeniul de definitie si codomeniul functiei y =n/4-x 2 sunt

segmentele [-2; 2] si [0; 2] (fig.61).
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Examinam functiay  [x). graficul careia este reprezentat pe figura 62. Cand x =-2,
x =3 si x = 5, valorile functiei sunt egale cu zero.

Fig. 62

Valorile argumentului, pentru care valoarea functiei este egald cu zero, se
numesc zerourilefunctiei.

Zeroul functieiy =x - 6 este numai o valoare x: numai cand x = 6, valoarea functiei
este egala cu zero.

Pentru a afla zerourile functieiy  [Ax) trebuie rezolvata ecuatia Ax) = 0. Solutiile
acestei ecuatii sunt zerourile functiei.

Functiay  [x) graficul, careia este reprezentat pe figura 62, are valori pozitive, zero
si negative. Pe intervalul (-2; 3) valorile ei sunt pozitive. Acesta-i intervalul cu semnul
constant: toate valorile functiei pe el au semnul constant «+». Si intervalul (5; 6) este
cu semnul constant «plus». Intervalele (-4; -2) si (3; 5) de asemenea sunt cu semnul
constant: toate valorile functieiy  [x) sunt negative.

Intervalele domeniului de definitie al functiei, pe care functia nu-si schimba
semnul (adica are valori numai pozitive sau numai negative), se numesc intervale
cu semn constant. Pe intervalele acestea functia nu intersectaza axa absciselor.

Atrageti atentia la graficul functiei din figura 62. Pe segmentul [-4; 1] graficul «merge
la deal»: la marirea valorilor lui x din acest interval valorile respective ale functiei se
maresc.

Daca X <x2 atunci [x,) < Ox2.

Se spune ca pe intervalul [-4; 1] functiay = [x) creste (sau este crescatoare).
Crescatoare este si pe intervalul [4; 6].

Pe intervalul [1; 4] graficul functiei «merge la vale»: la marirea valorilor argumentului
valorile respective ale functiei se micsoreaza. Se spune ca pe acest interval functia
y = x) descreste (sau este descrescatoare).

Functia se numeste crecatoare pe un interval oarecare, daca fiecarei valori mai
mari ale argumentului din acest interval ii corespunde valoarea mai mare a
functiei.
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Functia se numeste descrescatoare pe un interval oarecare daca fiecarei valori
mai mari a argumentului din acest interval Ti corespunde valoarea mai mica
a functiei.

Exista functii care cresc (sau descresc) pe tot domeniul de definitie. De exemplu,
functiiley=2x,y=xi, y =4 x suntcrescdtoare, iary=-2X, y =-4 x suntdescrescatoare.

Caracterizand proprietatile functiei, deseori se mentioneaza Tn care puncte ea are
valoarea cea mai mare, in care - cea mai mica. Functia, graficul careia este reprezentat
pe figura 62, valoarea cea mai mare are in punctul X = 6; ea este egala cu 2. Valoarea cea
mai mica -2 aceasta functie o primeste n punctul x = -4,

A studia functia Tnseamna a descoperi cele mai importante proprietati ale ei:

1) de indicat domeniul de definitie;

2) de indicat codomeniul,

3) de aflat punctul de intersectie cu axay,

4) de aflat zerourile functiei si intervalele cu semn constant;

5) de determinat intervalele de crestere sau de descrestere;

6) de indicat valoarea cea mai mare si cea mai mica ale functiei;

7) de construit graficul functiei.

- DORITI SA STITI MAI MULT?

Urmatorul pas n studierea functiei consta Tn clarificarea paritatii sau imparitatii
functiei.

Functia v =/(x) de numeste pard, daca domeniul ei de definitie este simetric
fata de zero si pentru fiecare valoare a lui x din domeniul de definitie [-x)

= [x).

Functia v =/(x) se numeste impara, dacd domeniul ei de definitie este sime-
tric fatd de zero si pentru fiecare valoare a lui x din domeniul de definitie

A-A) = -Ax).

Exista functii nici pare, nici impare. Domeniul de definitie al lor nu este simetric
fatd de zero sau nu se Tndeplineste nici una din conditiile [-x) = £ 1x) (de exemplu,
7= 2x+3).

Daca functia este definitd grafic, atunci este usor de cercetat daca functia este para
sau impara, deoarece graficul functiei pare este simetric fata de axay, iar al celei
impare este simetric fatd de originea de coordonate.

Exemple. Functiile: y = x2cu domeniul de definitie R siy =Xx2cu domeniul de
definitie [-5; 5] sunt pare (fig. 63). Functiiley =x3cu domeniul de definitie 7?si

y =Xi cu domeniul de definitie [-27; 27] sunt impare (fig. 64).
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Dar, de exemplu, fiecare functie cu domeniul de definitie [-2; 1] si fiecare functie
y = x2+ x cu orice domeniu de definitie sunt nici para, nici impara (fig. 65 a, 6).

y Yy =x2 y =x3
\ X/ 7 o i 2 vz -
V N 1
\ ‘ Ry
) / 1 3
i\ 9 / 9 :
"\ / \
I\ i / i ! 2 1 O L X
1 + i
i J \] _ 1
I| . / _X y i
3 -1 o X x ! v "o X X b Yok

N -
>

L

K=

';<\
;

>

Fig. 63 Fig. 64 Fig. 65

Verificati-va

1. Ce este domeniul de definitie si codomeniul functiei?
Cum de le aflat cu ajutorul graficului?

Ce se numesc intervale cu semn constant?

Ce numim zerouri ale functiei?

Care functii se numesc crescatoare? Dar descrescatoare?

a > ownN

Ce este valoarea cea mai mare si cea mai mica a functiei.

Rezolvam Tmpreunad
Q Aflati zerourile functieiy =x2- x - 6.

Rezolvare. Rezolvam ecuatia x2- x- 6 = 0.
D=(1)2-4¢1(-6) = 1+ 24 = 25;

_1-n/25 _ O
- A

_1+V25
x1 — 2, X2=— A~ —

Raspuns. Zerourile functiei sunt numerele -2 si 3.
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A~ Demostrati, ca functiay = x2+ 3 pe intervalul (-/: 0) descreste.
» Rezolvare. Fie x1si x2doua valori arbitrare ale argumentului x din intervalul (- x:
0), in plus Xi <x2 Valorile respective ale functiei sunt: yr=x 2+ 3,y2=x2 + 3.

Yr~Y\ =ixr +3)- (x4 + 3) =x2- Xj2= (x2- xj) (x2+ Xj).

Valorile X si x2din (- / : 0) sunt negative.

Deoarece X, < X2 x2- X, este numar pozitiv,

x2+ X este numar negativ, produsul lor este

negativ, deci, si diferentay2- y xeste negativa.

Deci, valorii mai mari a argumentului

Ti corespunde o valoare mai mica a functiei:

functia data pe acest interval descreste (fig. 66).

O Functia este para sau impara: .

ay=x -7; b)y =5x- 12 Fig. 66

* Rezolvare, a) Domeniul de definitie D(y) al functiei y =x2- 7 este multimea
tuturor numerelor reale R, ea este simetrica fata de 0. Aflam

[-x) = (-x)2- 7=x2- 7 = Ax). Deci, functiaj= x2- 7 este para.

b) D(y) = 7?si este simetric fatd de 0.

[-x) =5(-x) - 1=-5x- 1=-(5x +1). Aceasta functie nu este egald nici cu [Ix), nici
cu A-x).

Deci, functiay =5x- 1este nici para, nici impara.

Raspuns, a) pard; b) nici para, nici impara.

Efectuati oral

4

336. Aflati domeniul de definitie si codomeniul functiilor:
2X2; C)y =x3; e) y =X - 2; e) y =4x;
2 dT‘)-Iy:E(- f'H _E)E; A. ¢ :_2-
N o Dystwes 9y =g

337. Codomeniile functiilory =x2siy = x sunt aceleasi. Dati alte exemple de
functii cu aceleasi codomenii.

338. Oare sunt la fel codomeniile functiilor:
a) y=|x+3liy=|x+3; b))y =x2+3iy=(x+ 3)2?
339. Care functie din problema 336 este para, care este impara? Dati alte exemple de
functii pare si impare.

340. Oare are zerouri functiile:
a)y =x2+1; b)yy=x4-4; c)y=-x4-9; d) y=[x?



90 Capitolul 2

341. Graficul functiei intersecteaza axa absciselor de n ori. Cate zerouri are aceasta
functie?

342. Graficul functieiy  f{x) intersecteaza axa absciselor intr-un singur punct A (12;
0). Cate zerouri are aceasta functie? Cate solutii are ecuatia [x) = 0?

343. Indicati valoarea cea mai mare si cea mai mica ale functiei, graficul careia este
reprezentat pe figura 61?

344. Numiti intervalele cu semn constant pentru functiile, graficele carora sunt

reprezentate pe figurile 63 - 65.

345. Aflati domeniul de definitie al functiilor:

a)y =-7Xx + 3; c) Yy =Sjx +4; Vy= 5t

)Y ) Y =3) e) Y= 2, />

b =X2- 4, = 3 = S

)y d) y= 3, fy=17,
346. Aflati codomeniul functiilor:

a) y =0,01x; c) y="11-x2; e) y =2x_1;

b) y =x2; d) y =x3; f) y=sll+x2
347. Aflati domeniul de definitie si codomeniul functiilor:

a)y =x2- 1; C) y=—+2; e) y=Ix|;

X
{3-')!/: 2-3X; d) y=I-sfx; f) y= x+2.

348. Problema deschisa. Construiti graficul oricariei functiei y=f{x) pentru care:

8 D=[-6;2] E=[-2;2]; b) D= [-1;3)U (3; 5), E= [-3; YU (3; 3]

349. Functiay= 1,5x - 2 este definitd pe [-2; 5]. Aflati domeniul de definitie si
codomeniul ei.

350. Construiti graficul functiei y= 0,5x2definite pe [1; 4] si proiectati-1 pe axele de
coordonate. Care este codomeniul functiei date?

351. Pentru a stabili dependenta dintre pretul (p) pestelui si volumul cererii (K),
pretul pestelui si volumul cererii a fost fixat in decurs de 6 luni. Rezultatele observarilor
s-au introdus n tabel. Construiti graficul acestei functii. Aflati domeniul de definitie si
codomeniul. Oare are aceasta functie valoarea cea mai mica? Dar cea mai mare? Functia

este crescatoare sau descrescatoare?

p (grn. pentru ko) 35 40 50 60 65 70
K (tone pe lund) 16 15 12 9 6 2
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352. in mijlocul anilor 70 in regiunea Poltava a fost inceputd cultivarea organica
a pamantului Tn Ucraina. Unul din pionerii cultivdrii organice a pamantului in
Ucraina, Semen Antoneti, conduce din acel timp intreprinderea «Agroecologia»,
care in activitatea sa se bazeaza pe producerea organica. Pe figura 67 este data
schimbarea cantitatii Tntreprinderilor organice certificate pe parcursul anilor 2002
- 2014, iar pe figura 68 - dezvoltarea marimii medie a intreprinderilor organice
in aceastd perioadd. Analizati graficele acestor functii. Faceti concluzii despre
proprietatile principale ale functiilor reprezentate pe grafice. Cum se schimba
cantitatea si dimensiunile intreprinderilor organice Tn ultimii anii? De ce? Aflati
mai mult despre prelucrarea organicd a pamantului in Ucraina.

i <piitr<iprinc eri
uy

80
bU
40
270
00
(.
60
1
20

Fig. 67 0

Nele=

[ =/=]e}

Fig. 68
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Oare are zerouri functiile:
a)y =Xi+ 3 c)y =1:x2 e) y=4x;
b))y =x2+ x; d) y =x2+ x4 f) y=0,5?
Daca au, atunci aflati zerourile ei si intervalele cu semn constant.

354. Aflati zerourile si intervalele cu semn constant ale functiilor:
a)y =2x; c) Yy = x3+Xx; e) y =x2+ 5x + 6;
b))y =-x2+1; d)y =2x + 3; fy y=4x-2

355. Demonstrati, ca functia x) = x4+ 3 obtine numai valori pozitive.
Care este domeniul de definitie al ei? Oare are aceasta functie valoarea cea mai
micd? Dar cea mai mare?
356. Demonstrati, ca functia x) = -x2- 3 primeste numai valori negative.
Care este domeniul de definitie al ei? Oare are aceasta functie valoarea cea mai
micd? Dar cea mai mare?

Aflati: a) domeniul de definitie si codomeniul functiei; b) zerourile functiei;
c) intervalele cu semn constant; d) valoarea cea mai mare si cea mai mica ale
functiei; e) intervalele pe care functia creste;
f) intervalele pe care functia descreste.
2) Problema deschisa. Efectuati aceste sarcini pentru graficul functiei, construit
independent.

358. Aflati intervalele cu semn constant si zerourile functiilor:
ay =x+x3; c¢) y=I-|x|; e)Yy=X +3; e) y =3sfx.
b) y =6; d)y =-7x; fyy=x2- 4;
359. Carefunctieeste crescatoare sicare - descrescatoare:
a)y =2x; b))y =-x - 2 c)y=x3 d)y =4x7
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360. Crescatoare sau descrescatoare sunt functiile::
2X

ajy=—5; c) y=IVx; d) Y=,

361. Construiti graficul functiei si scrieti proprietdtile ei:
a)y =0,5x - 1; b))y =2x2; c) y=yjx+1; d)y =x_1

Nivelul B
N
362. Aflati codomeniul functiei y =4 - x 2 definite pe intervalul:
a) [- 3; 3]; b) [1; 7); c)[0;~).

363. Aflati domeniul de definitie si codomeniul functiei:
a)y =4 + x2; b) y =3+Vx+2; c)y =1:(1+x2.

364. Aflati domeniul de definitie al functiei y =x3- 8, dacd codomeniul ei este
[-35; O
365. Fard a construi graficul functiei stabiliti, pentru care valori x ea primeste valori
pozitive, daca:
a)y=-2x +5; c)y =0,5x - 3 e)y =3x - x2- 2;

b) y= Vx+4; d) y=3-—; fly =—
X x+1

366. Fard a construi graficul functiei stabiliti pentru care valori X ea primeste valori
nepozitive, daca:
a)y = 5x - 1; ) y=(xx+1(1 - x); e)y=(x+2)3

b) y=4x-4 d) y=—+2; fly =—1--1.
X x—
367. Demonstrati, ca functia:
a) y= 3x + 5 creste pe R, c) y= - x3descreste pe R
b)y =1- Vx descreste pe [0; <»); d) y= 2x2 creste pe [0; <&
368. Crescatoare sau descrescatoare sunt functiile:
a)y =x - 5; c) y =V3+x; e)y=8-x3;
b) y = 2x3; d) y=13--v/x; f) y =x3+ x?
369. Indicati intervalele de descrestere ale functiilor:
a)y =x4+ 3; b) y=1|x-3]|; c) Yy =|x|-x.
370. Pe care intervale functia datd creste:
a) y=x |x|; b) y=-V4+x2; c) y=V4-x2?

371. Demonstrati, ca functia [x) = x2 + 3 este pard, iar x) = x3 + x - impard.
Aratati, ca functia x) = x2 + x e nici pard, nici impard,
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372. Oare au unul si acelasi sens propozitiile «functiaj= [x) nu este parad»
si «functiaj =/(x) este impara»?
373. Determinati domeniul de definitie al functiilor. Demonstrati, cd functiay = /(x)

este pard, daca: a) /(x) = x4+ 3x2; c) /(x) =
x2-4"
x2+1
b) /(x) = 3x(x3 - 2x); d) /(x) =
x2-1

374. Determinati domeniul de definitie al functiilor. Demonstrati, ca
functiay = f{x) este impara, daca:

o 3 i

a)y =x(l - x2); b)y=7x3+ x; c)y =- +-J30.
X
375. Care din functiile date sunt pare, care - impare:
4 3x2+1
a) y = x4 C)y =-x2+ 3; e) y = —--—-—-—- ;
X
b) y = x5; d) y=\; f) y=vI-x2?
X

376*.Construiti graficele de pe fig.70 in caiet. Fiecare grafic complectati-1 astfel, ca
functia obtinuta sa fie: 1) pard; 2) impard; 3) nici pard, nici impara.
Pentru fiecare punct 1) - 3) efectuat, stabiliti zerourile functiei, intervalele cu
semn constant, de crestere si de descrestere. Ce concluzii se pot face?

y>k y >l
n
9 8
o 9
1 1
0 rt >f 1 i}x oy 173 AL X
'\
3
4
) c

Fig. 70

377*. Functiaj= [x) este para. Pe intervalul (- / : 2) ea creste, iar pe

(-2; 0) descreste. Cum este ea pe restul domeniului de definitie?

378*. Functiay= fix) este impara. Pe intervalul (- /:-3) ea descreste, iar pe (-3; 0)
creste. Cum este ea pe restul domeniului de definitie?
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379. Problema deschisa. Construiti schematic graficul functiei parc y =g(x), care pe
segmentul [-4; -2] creste de la 1pana la 5, iar pe [-2; 0] descreste de la 5 pana la -1.
Pentru functiay= g(x) stabiliti:

a) domeniul de definitie si codomeniul; b) zerourile si intervalele cu semn constant;
c) valoarea cea mai mare si cea mai mica.

380*. Problema deschisa. Construiti schematic graficul functiei impare y=f{x). care
pe segmentul [-4; -1] descreste de la 3 pana la -3, iar pe [-1; O] creste de la-3 panad la
0. Pentru functiay=fix) stabiliti: a) domeniul de definitie si codomeniul; b) zerourile si
intervalele cu semn constant; c) valoarea cea mai mare si cea mai mica.

381. Descrieti proprietatile functiilor, graficele carora sunt reprezente pe figurile 71-73.

/4y
3-2 0o 1 2 tx -3 -2 12 3 'X
P
72
)(>k
0]
[o]
1 V
\
2 0 1 2t |AT||x
P
7

Construiti graficele functiilor si descrieti proprietatile lor (382-385).
382. a) y =\x\; b) y =\x-S\; c) y =|x]-3.

383. a) y =sfx”; b) y =sj(x-2)2; ¢) y=\/(4-x)2.

X
384.a)y =6x 1 b) y=—3— . = dy=x 2
)Y )y 5, )y » )Y
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385. Studiati functiile si construiti graficele lor:

2-4
a)y =x2- 6; b)y=- x3 c)y:Xo 7 d) y=-\19-x2.
X -4x

386. Sarcina practica. Dacda vom turna apa Tntr-un bazin cu o viteza constanta,
atunci Tndltimea apei in el va fi o functie de timp y = f{x) (fig. 74). 1. Exami-
nati desenele si stabiliti: a) oare depinde viteza cresterii functiei de aria bazei
bazinului (apa Tn toate bazinele se da cu aceeasi vitezd); b) n care caz (a —¢)
viteza cresterii functieiy = /[x) va fi cea mai mare, iar in care - cea mai mica?

Fig. 74
2. Reprezentati schematic graficul dependentei Tndltimei apei de timpul unplerii
bazinului, reprezentat pe figura

Fig. 75

Exercitii pentru repetare

387.Este stabilit ca masa de prisos a omului este rezultatul consumarii unei cantitati

mai mari de calorii, decat utilizate. Deoarece excesivul de masa influenteaza
negativ asupra starii sanatatii si modului de viata al omului, atunci e necesar de
folosit nu mai putine calorii decat consumam. Un pahar de bautura «Coca-Cola»
contine 26,5 g de zahdr in 250 ml, ce este egal cu patru sau cinci lingurite de
ceai cu zahar sau 108 kal. In cate minute veti putea prelucra caloriile, primite
de la un pahar de aceastda bauturd, cu ajutorul:

a) calcatului albiturilor, stand n picioare, daca Tn acest timp Tn 1ora se folosesc

3,6 kal de la 1kg din masa corpului vostru;

b) plivitul gradinii cu mainile, daca Tn timpul acestain 1h se folosesc 5 kal de la 1kg
din masa corpului vostru;
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c) curdtitul covoarelor cu aspiratorul,

daca in acesttimp in 1h se folosesc 2,9 kal

de la 1kg din masa corpului vostru?

Rezolvati ecuatiile (388-389)
388. a) 2x2+ 3x = 9;
b) 9x2- 12x + 4 = 0;
c) 5x2+ 4x = 1.

389. a) (x+3)Vx+5=0; b) (x+5)Vx+3=0

390. Scrieti in forma standard numerele:
a) 7800; c) 84,17; e) 0,085; g) 0,58954;
b) 140000; d) 486000000; f) 0,00045; h) 0,0000008.

Comoara succeselor

V Pot caracteriza functia dupa graficul ei:

)] pot indica domeniul de definitie;

2) pot indica codomeniul,

3) pot determina punctul de intersectie al graficului functiei cu axay
4) pot afla zerourile functiei si intervalele cu semn constant;

5) pot determina intervalele de crestere sau descrestere;

6) pot indica valoarea cea mai mare si cea mai mica a functiei;

7) pot construi graficul functiei;

V Stiu a afla cu ajutorul graficului:
domeniul de definitie al functiei ca proiectia graficului ei pe axa x;

codomeniul functiei ca proiectia graficului ei pe axay
V S$tiu ce este:
Y zerourile functieiy =/(x):
=
Y intervalele cu semn constant ale functiei y= f(x):
Ax) >0sau x) <0

V Stiu care functie se numeste crescatoare descrescatoare

Xi<X2 Xi< X2

AX7) <Ax2 Ax1) >Ax2
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Aplicam competentele obtinute

Aplicam competentele obtinute

Pentru a intelege si a insusi bine tema noua, ne amintim:

- Cum de calculat valoarea functiei [Ax) in punctul x0: /(x0).

- Cum de alcatuit tabelele valorilor functiilor dupa formule.

- Ce este graficul functiei si cum 1l construiesc.

- Tipurile functiilor si graficele lor:
functia liniara
proportionalitatea inversa
functia de gradul al doilea

Transformarea

functiilor

y=kx +b
y=k: x
j =x2

GRAFICELOR

Alcatuim tabelele valorilor functiilor a) y = x 2si
b) y =-x2 definite pe multimea D= {-3,-2,-1, 0,

1,2,3}.
a) X -3
y 9
b) X -3

-9

Tn general, valorile functiei J

-2

4
-2
-4

-1

1
-1
-1

o O o

0

= - X2

sunt opuse valorilor respective ale functiei
y= x2 De aceea graficele acestor functii sunt
simetrice fatd de axa x (fig. 76). O astfel de
proprietate are orice functiej= [x) si y=-f(x).

¢  Graficele functiilory = Ix) siy= -[AXx) sunt
simetrice fata de axa x. Compardm inca func-
tille y= 2[x) si y = [x). Pentru a obtine o va-
loare oarecare a primei din ele trebuie valoarea
respectiva a functiei a doua de o inmultit cu 2.
De aceea graficul primei functii se poate obtine

Capitolul 2

linie dreapta
hiperbola
parabold

Fig. 76
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din graficul functiei a doua daca il vom intinde de doua ori de la axa x. Dar pentru a
construi graficul functiei y = —f(x), trebuie de comprimat graficul gx) spre axa x de trei

ori.

Pentru a construi graficul functiei y= kfix), k >0, trebuie graficul functieiy= kx) de-1
intins de la axax de k ori, dacak >1, sau de-1 comprimat de o ori spre axax, daca

O<k<l
Exemplu. Constmiti graficele functiilor: y =2n[x, y =0,5y[x, y =-0,5n/x.

Rezolvare. Construimgraficul functiei y =4 x . Pe figura 77 el este reprezentat prin curba I. Daca
vom mari de doua ori ordonata fiecarui punct vom primi multimea de puncte, situate pe curba I'l Ea
este graficul functiei y =2”[x. Dacd ordonata fiecarui punct al graficului | o vom micsora de doua
ori si vom marca pe planul de coordonate, atunci vom primi curba Il care este graficul functiei
y =0,5\fx..Crnba IV este simetrica cu curba NI fata de axax si este graficul y =-0,5-v/x.

Fiecare valoare a functiei y=fix) +4 este cu 4 mai mare decat valoarea respectiva a functiei y
fix). De aceea graficul functiei y=fix) + 4 se obtine din graficul functiei y=fix) printr-o translatie cu
4 unitati in directia axei j(fig. 78). Din graficul functiei y=fix) se obtine graficul functiei r fix) - 6
printr-o translatie cu 6 unitai in directia opusa.

Fig. 78
Pentru a obtine graficul functieiy= Rfi) + n, trebuie graficul functieiy= [Ix) de-1 mutat
cu n unitati tn sus (in directia axeiy), daca n >0, sau cu -n unitati in jos (in directia
opusad), daca n <0.
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Dar cum trebuie de transformat graficul functiei y = f{xX) pentru a obtine graficul
functiei y = Ox - T)! Calculam pentru unele si aceleasi valori x valorile functiilor

a)J=x2gsib)y = (x- 2)2

a) X -4 -3 2 -1 0 1 2 3 4
y 16 9 4 1 0 1 4 9 16
b) X -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
y 3 25 16 9 4 1 0 1 4

Dupd cum vedem, pentru fiecare valoare x = c valoarea functieiy = (x - 2)2este asa
ca si valoarea functieiy =x2 cénd x = c - 2. De aceea graficul functieiy = (x- 2)2se
poate obtine din graficul functiei J= x 2printr-o translatie cu 2 unitati in directia axei x
(fig.19). Graficul functieiy = (x +3)2se poate obtine din graficul functieiy =x2printr-o

translatie cu 3 unitdfi Tn directia opusa directiei axei x.

Pentru a obtine graficul functiei y = Ox - m), este suficient graficul functiei
y= [Ax) de-1translat cu m unitati in dreapta (in directia axei x), daca m >0, sau cu
m unitati in stdnga (in directia opusa), daca m <0.

Pe figura 80 este ardtat cum, de exemplu, din graficul functiei y= x3se obtin graficele

functiilory = (x- 2)3siy= (x+ 3)3.

Fig. 79 Fig. 80
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DORITI SA STITI MAI MULT?

Cum din graficul functieij =Ax) se obtine graficul functieij= m p.
Conform definitiei modulului,

y :Qf%x)\\i:\\f(x)’ daca f(x)>0,
[-/(xj.daca f\x)<O.

De aceea valorile functiilory = [Ax)/si y=f(x) sunt identice cu conditia ca Ax)
> 0 si opuse daca Ox) < 0. Deci, pentru a construi graficul functiei y = [[x)/este
suficient ca partile graficuluiy = [1x), care se afla maijos de axa x, de le inlocuit cu
simetrice lor fatd de aceeasi axd, iar toate celelalte raman neschimbate. De exemplu,

din graficul functiei y=x2- 4 (fig. 81)se obtine graficul functiei y= x2—4/(fig. 82)

Fig. 81 Fig. 82
Cercetati, cum se poate obtine graficul functieiy= f|x|) din graficul functiei

y=M-

Verificati-va

1. Ce este graficul functiei?
2. Cum din graficul functieij = [x) se obtine graficul functiei:

a)y =-f(x); c)y =k «f(x); e*) y =\f(x)\;
b) y =f(x) +n; d*) y =f(x - m); =)y =1(x])?
3. In care cadran se afla graficul functiei y =-[x), daca graficul functiei y=f(x) este
amplasat in: a) cadranul al 11lI; b) I si al 11?

4. Indicati cea mai mare valoare a functiei y= -[1x), daca 5 este cea mai mare valoare
a functiei:

a)y =f(x) +5; b)y =f(x - 5); c) y = 5/(x).
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Efectuam Tmpreuna!

Q Pe figura 83 este reprezentat graficul functiei liniare y = /(x). Construiti graficul
functiei y = -fix).

* Rezolvare. Graficele functiilor y =fix) si y = -fix) sunt simetrice fata de axa

absciselor. Punctul A{-3; 0) este comun ambelor grafice, iar punctul simetric lui

[0; 2) fata de axa x este [(0; -2). Dreapta ABXeste graficul functiei y = -fix).

Fig. 83
Construiti graficul functiilora) y =x2;b) y=—X2;c¢c) y=f—X

* Rezolvare, a) Graficul functieiy = x| este o parabold simpla (fig. 84).
b) Pentru a obtine graficul functiei y ="x2, trebuie ordonata fiecarui punct al

primului grafic de micsorat de doud ori; pe figurd aceasta parabola este de cu-

loare albastra.

f1 \2 ) _ o .
C) y= U_X) =—Xx . Dacda vom micsora ordonata fiecarui punct al parabolei
simple de patru ori, vom obtine graficul necesar - parabola de culoare rosie.

Fig. 84
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Efectuam oral

391. Prin ce se deosebesc graficele functiilor:
a)y =x2,y =(-x)2si =-X2
b) y =4x2,y =-(2x)2si y =(-2x)2;

C) y=47, y=V(-x)2 si y=[x|?

392. Cum sunt amplasate reciproc graficele functiilor:

-

1
a)y =2x si y =-2X; -x sl y:--sx;

. :_r)
§¥Y=—

b) y =x3si y =-x3;

X' W

393. Functiay = /(x) este crescdtoare pe tot domeniul de definitie. Crescatoare sau
descrescdtoare este functia:
a) y = 2/(x); b) y = 0,5/(x); c)y =-/1(x)?
394. Este oare adevarat, cd graficele functiilory =0,3x,y =0,3x+ 2 siy = 0,3x-5
sunt drepte paralele?

395. Pe figura 95 sunt reprezentate doua drepte paralele - graficele a doua functii.
O functie este y = 0.5v + 3. Numiti formula functiei a doua.

Fig. 85

396. Pe figura 86 dreapta 1 este graficul functiei y = /{x). iar dreapta a doua paralelad
cu ea intersecteaza axele de coordonate in punctele a si b. Un elev considera,
ca dreapta a 2 este graficul functiei y = I(x - a), altul - ca este graficul functiei
y=Ab +Xx). iar al treilea - ca este graficul functieiy =/(x) + b. Cine are dreptate?

397. Prin ce difera graficele functiilor:

a)y =x2+2siy =x2- 2 c)y =x3+1siy=(x+1)3;
b))y =x2- 2siy =(x- 2)2 dy=((Xx-2)3siy =(x +2)3?
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398. Domeniul de definitie al functiei y = /(x) este intervalul (a; b). Care este do-
meniul de definitie al functiilor:

ay =~FC); b))y =FX +n; ¢c) y=\XF\; d) y = k «/(X)?
399. Codomeniul functiei y = /(x) este (c; <»). Care este codomeniul functiilor:
ay=~fFC); b)y=FX) +n; )y =Ffx) - m; d)y=k /(X)?

Nivelul A

400. Pe figura 87 este reprezentat graficul yt3 K

functiei y =/(x). Copiati-1 n caiet si .

construiti pe acelasi sistem de coordonate o N

graficele functiilory= -f(x) siy= 3 mf{x). 3 \

Construiti graficul functiilor (401-403). i \
401.a)y =-x2; b))y =-x3 c¢)y=-[x 3-, . 0 Zf\AtX
402.a) y =2a[x; b))y ="9x; c¢)y=\VI6x. / o \

/
403.a)y =3x2; b)y =-3x2; c)y =-0,5x2
Fig. 87

404. Cum trebuie de transformat graficul functiei
y =Vx , pentru a obtine graficul functiei
y =-VX ? Oare este adeviarat, ca reuniunea graficelor functiilor y =VX si
y =-VX este graficul ecuatiei y2 = X?

405. Cum trebuie transformat graficul functiei y = 3x - 4 pentru a obtine graficul
functiei y = 4 - 3x? Efectuati constructia.

406. Construiti graficele functiilor y = x* siy =x2- 4. Aflati codomeniul lor. Pen-
tru care valori ale lui x valorile functiei sunt pozitive, pentru care valori sunt
negative? Aflati coordonatele intersectiei graficului cu axele de coordonate.

407. Graficele caror functii sunt reprezentate pe fig.88, a, W.

Construiti intr-un sistem de coordonate graficele functiilor (408-409).

408.a) y = 2x,y=2x+1 siiy =2x - 3;

by y = -X2, y=-x2+ 2siy =-x2-1.
409.a) y= VX, y=Vx+4 si y=VX+2;

by y= 2X2, 'y =2x2+ lsiy=2x2-1.

410. Cum trebuie transformat graficul functiei y= Xi. pentru a obtine graficul functiei:
a)y =(x + 3)2 by =(x - 3)2 )y =-(x +3)2?
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Construiti intr-un sistem de coordonate graficele functiilor (411-412).
411. a) yx=2x, y2=2(x - 1) siy3=2(x + 3);
b) yx=-x2, y2=~(x +2)2si y3=-(x - 3)2

412. a) yx=-, y2=— i i/3=— b) yx=VX, y2=V X-| si y3=VX+2.
X 3 x+1

413. Care functii au graficele reprezentate pe fig. 82, a, W.

Fig. 89



106 Capitolul 2

414. 1) Fie data parabolay = x2 Scrieti ecuatia parabolei care se poate obtine din
ea, efectudnd translatia:
a) cu 2 unitati la dreapta si 3 unitati Tn sus;
b) cu 4 unitati la stdnga si 2 unitati Tn jos.
2) Problema deschisa. Este data hiperbola c . Scriefi ecuatia hiperbolei, care ¢
obtine din cea datd cu translareaei cu c .

415. Construiti graficul functiilor:
a) y=(x-2)2+1 si y=(x-2)2-1; b) y=(x+1)2+3 si y =(x+1)2-3.

416. Graficul functiei y = I(x) este simetric fatd de axay Oare este simetric fatd de
aceasta axa graficul functiilor:
a) y = 2/(x); b) y = —#(x); c)y =-2/(x)?
Construiti graficele respective.
417. Functiay = I(x) pe intervalul (-/: a) descreste, iar pe (a; /) creste. Cum sunt
pe aceste intervale functiile:
a)y = 2/(x); b) y =0,5/(x);

c) y =-/(x)? yg
Construiti graficele respective.. H
418. Pe fig. 90 este reprezentat graficul o
functiei y = 4xr. Copiati-1 in caiet si D
construiti Tn acelasi sistem de coordonate \
graficele functiilor: o
2y =212 / \
y= X ’ I 1 \
4
b)y=;0-3; 5-4-3-2 o .1 i A )X
Y , 4
Qv=1l=2 Fig. 90
419. Construiti intr-un sistem de coordonate graficele functiilor:
12 12 12
a) yX: ...... oy = ""/;»-+ 3, y= "",'y""l'

b) y=2\fx; y=2n[x-3; y=2na[x+2.

420. Construiti graficul functiilor:
a)y =-x2+ 3; c)y =x3+ 1, e)y =2x3- 1;

4 —
b) y=— 3; d) y=-vx+1; f)y =0,5x2- 2.
X
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421. Completati patratelele libere din tabeld. Prin care formuld se poate defini functia

y=W
X -2 -1 0 1 2 3
/(x) 9 6 5 6 9 14
-1(x)
3/(x)

422. Pe fig. 91 este reprezentat graficul functiei y =ifx. Copiati-1 in caiet si con-
struiti Tn acelasi sistem de coordonate graficele functiilor:
a) y=yjx-2; b) y=nx+1; ¢) y=3--\/x.

Fig. 91
423. Construiti graficele functiilor:
a)y =0,5(x - )3 c¢)y =2(x - 2)2 e) y =3v/x+3;
1
b) y="(x +1)2; d) y= = “
) y="(x+1) VY= g ) y= "3

424. Construiti graficul si studiati proprietatile functiilor:

—_12 X+2
a =--=E-+ 4 b) Y= —3; c =
f\y X-3 ) X+2 )y X+1
Construiti graficele functiilor (425 - 428).
425.a) y = (x + 2)2+ 3; c)y=-2(x +1)2 3
b =N~ +2 d =5—
)y x— )y X+1
426. a) y =2V x-3 +1,; )y =-(x + 1)3+ 2;
b) y=2-Vx+3. d)y =0,5(x - 3)3- 3.
427*. a) y=2Xx -3; c)y yW e) y =)
b) y= 1x]; d) y=- x +2; f) y=x[3+1.
428*. a) y=3x+1; c) y= 1-Vx; e) y=6x-1-

b) y= -x2+4 ; d) y=10,2x-IJ; f) y=x2-2.
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Exercitii pentru repetare

429. Calculati:
rn 1 n T 2 1 7 13 r1 1
a) +1—2- :2— . b) ( *{I---l-g\ ------- i—1-510eeeee- :
vs 10 15J 15 I5 20) 3 4 8 2 4 3 8

430. Tn tabeld sunt date denumirile, locul amplasarii si aria celor mai mari si mai
frumoase 5 parcuri dendrologice din Ucraina. Dupa aceste date compuneti o
problema. Folositi-va de informatii despre alte parcuri dendrologice din Ucraina,
printre altele, si de cel mai apropiat de voi.

Denumirea Locul amplasarii Aria (ha)
Trostianeti s. Trostianeti din reg. Cemigov 350 ha
Olexandria or. Bila Terkva din reg. Kiev 290 ha
Sofiyvka or. Umani din reg. Cercasi 179,2 ha
Poltavsky or. Poltava 124.5 ha
Veseli Bokoveniki Raionul Molansky din reg. Kirovograd 109 ha

431. Aflati radacinile trinomului patrat:
a) 2x2+ 7x - 30; c¢) 4x2- 5x + 3; e) Xx2- 6x - 55;
b) x2 - 5X + 6; d) 7x2-fpx2 2;10x + 25.
432. Separati din trinomul dat patratul binomului:
a) x2 - 6x + 15; c) X2+ =) 562 - I10x + 8;
b) x2 + 8X + 8; d) x2- ¥)-9;+ 2x - 3x2.

Comoara succeselor

inteleg in ce consta transformarea graficului functiei f[x)\

f{x) —f{x- m) i{x) —=f(x) +n
translarea graficului translarea graficului
m > 0 - la dreapta n>0-1n sus
m <0 - la stdnga n<0-1njos

f(x) —illk), k >0
k> 1- intinderea graficului de la axa vde /rori.

k< 1 - comprimarea graficului spre axa xde k—ori.

'S inteleg ca graficele functiilory = /(x) siy =-/(x) sunt simetrice fatd de axa v.
Pot construi graficul functiei, folosind regula transformarii.
Doresc sa Tnvat a construi graficele functiilor ce contin moduli.
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Aplicam competentele obtinute

Pentru a intelege si a insusi bine tema noua, ne amintim:
- Ce este trinomul patrat si radacinile lui.
- Cum de aflat raddcinile trinomului patrat
-bt4r>
ax bx - unde D b2- Aac

1.2 2a

- Descompunera trinomului pétrat in factori,
daca xx si x2 sunt radacinile lui: ax2+ bx + ¢ =a(x - x-)(X - x2)

- Cum de separat patratul deplin:
X +6Xx+1=x +2mxm3+3 -3 +1=(x+3) —9+1=(x+3) —8
- Regulile transformarii graficului functiei:
[(X) -» [(X) +n f(x) -» f(x - m) f(x) -» kf(x)

FUNCTIA DE GRADUL
DOI

Functia, care poate fi definita prin formulay= ax2+ bx +c, unde a0, b,c sunt
numere arbitrare, iar x - argument, se numestefunctie de gradul al doilea.

Exemple de functii de gradul al doilea: y = X2y = -X2j =x2+ 3, j=(x+4)2
Graficele lor sunt parabole identice, dar situate diferit pe planul de coordonate. Graficul
functiei y = ax2 tot este o parabold; varful ei coincide cu originea de coordonate, iar

ramurile sunt indreptate n sus, cAnd a > 0, si Tn jos, cand a < 0.

Q Graficele functiilory= ax2+ bx +csiy= ax2suntparabole identice care pot fi
suprapuse la o translatie.

Demonstram aceasta:

c b b2 b2 ¢
Lo an2+Ex+—):a N +—

\ a a) Vv 2a 43" 43" a)

! b b2 -Aac bJ/2 W _pac
=a X+- =a X+-
2a 4a2 2a Aa
PR . b , b2-Aac

Deoarece a @0, bsi ¢ sunt numere, atunci — , §i -——-------- tot sunt numere.

2a 4a
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Notdndu-le prin m = b 1'n= b_*#ac primim identitatea:
2a 4a
ax2+bx+c=a(x- mf n.
Deci, functiay= ar2 bx + ¢, unde a ®0 poate fi prezentatd in formay= a(x- m)1+
n. De exemplu, functiay= 3x2- 12v + 8 se poate scrie asa: y= 3(x- 2)2- 4.
Din 8§ 10 se stie ca graficul functieiy= a(x+ ni)1se poate obtine cu ajutorul translatiei
cu /ru/unitati de-a lungul axei xa graficului y = ax.
Daca graficul functiei y = a(x - wr)21l vom deplasa cu /)
unitati de-a lungul axei y, vom obtine graficul functiei y =
a(x - wr)2 +n. Deci, cu ajutorul a doua translatii din graficul
functiei y= ax se obtine graficul functiei y=a(x- m)2 +n,
iar de aici si a functiei datey= ax2+bx + ¢
De exemplu, pentru a construi graficul functieiy = 3x2-
\2x+ 8 sau y= 3(v- 2)2—4 trebuie graficul functiei y= 3x2
de-1 deplasat in directia axei v cu 2 unitéti (fig. 92), dupé ce
curba Il de-o mutat cu 4 unitati in jos. Curba Il obtinuta este
graficul functiei date.
Din cugetarile prezentate reiese ca graficul functiei y =
ax2 + bx + ceste parabola y = a(x - ur)2+ n. Coordonate-

A . . - . b +4ac
le varfului sunt m si n, adica,------ Si
2a 4a

Pentru a construi graficul functiei y =ax + bx + ctrebuie
de aflat coordonatele varfului parabolei si cateva puncte ale
ei, de le notat pe planul de coordonate si de le unit cu o linie
lind. Putem sa ne folosim de alt procedeu: construim graficul
functiei y =ax + bx, iar apoi de-1 ridicat sau de-1 coborét cu
/c/unitati. Graficul functiei y =aX + bxsau y =x(ax + B) se
construieste cu usurintd, deoarece” el intersecteazd axa

absciselor in punctele v=0siv= — .
a

Fig. 92

Exemplu. Construiti graficul functieiy= 2x +4x+ 3.
Construirea

Rezolvare. Graficul functiei y= 2x +4x. sau y =x(2x + 4) graficului functiei
intersecteaza axa v in punctele x= 0 si x= -2. Le marcam y —3(x —2)2- 4
pe plan (fig. 93). Aceste puncte sunt simetrice fatd de axa parabolei care trebuie
construita, deci, abscisa varfului este x= -1. Ordonata este egala cu

2 (-1)2+ 4 «(-1) = -2.

Notam punctul (-1; -2). Prin aceste trei puncte trece graficul | al functieiy= 2x + 4x.
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Facem o translatie cu 3 unitdti Tn sus si obtinem graficul 1l al
functiei date y= 2" ++4x+ 3.

Analizam proprietatile functieiy= 2v2+4x+ 3.
Graficul functiei este o parabola. Fie punctul M(n% n) varful
ei, adica

Daca a > 0 ramurile parabolei sunt indreptate n sus. Atunci:
1) domeniul de definitie al functiei este multimea R
2) codomeniul este intervalul |n: /):
3) dacdv <m, functia descreste, pentru x> T ea creste;
4) dacd D> 0, functia are doua zerouri: X, si X/,
5 pe intervalul (v,; x2 valorile functiei sunt negative, pe

intervalele (-o0; X]) si (x/. /) sunt pozitive.

Dacda a < 0 ramurile parabolei sunt indreptate Tn jos i

proprietatile 2), 3), 5) trebuie formulate altfel. incercati sa faceti

aceasta independent.

Fig. 93

111

— DORITI SA STITI MAI MULT??

Graficul fiecarei functii de gradul al doilea este o parabold. Examinam unele

proprietati ale ei.

Parabola este locul geometric al punctelor egal departate de la un punct dat
si 0 dreapta data. llustram aceasta afirmatie pe exemplul functiei y= v\ Examinam
punctul [0; 0,25), dreapta / ecuatia cdreia este y= -0,25 si un punct arbitrar al
parabolei M(x, xi) (fig. 94). Fie ca perpendiculara M P pe dreapta /intersecteaza axa

absciselor in puctul H. Demonstram, ca FM = MP.

Calculdm FM dupa formula distantei dintre doua puncte:

FM =-\jx2+(x2- 0,25)2 =\j(x2+ 0,25)2 = x 2+0,25.

Deoarece MP =MH + HP =>r+ 0,25, pentru fiecare valoare x MF = MP.
Punctul F si dreapta / care au astfel de proprietati se numesc focar si directoare

a parabolei date..

Fig. 94 Fig. 95
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Interesanta si foarte importanta este urmatoarea proprietate a parabolei. Deoarece
AFMPeste isoscel, z1=2z2 =23 (fig. 95). De aceea raza care pleaca din focarul F
si cade astfel pe o portiune a parabolei Tn aproprierea punctului Mse reflecta astfel,
ca unghiul de cadere (z1) este egal cu unghiul de reflecxie (z3).. Deci, raza
reflectata este paralela cu axay. Daca sectiunea axiala a unei oglinzi concave are
forma parabolei, toate razele reflectate de ea nu se vor dispersa, dar vor forma un
fascicul de raze paralele. Aceasta proprietate se aplica Tn reflectoare care trebuie sa
lumineze obiecte Tndepdrtate si invers, daca pe o astfel de oglinda cad raze paralele
axei ei Oy. reflectandu-se, ele toate trec prin focarul F. In rezultat corpul fizic care
este situat langa focarul A poate fi Tncalzit puternic.

Verificati-va

© O Ne s WDN

Care functii se numesc de gradul al doilea?
Cum se numeste linia care este grafic al functiei de gradul al doilea?
Indicati proprietatile functieiy = a> + bx+ c.
Care sunt coordonatele varfului parabolei, care este graficul functiei y= a>r + bx+ c?
Care este conditia, ca graficul functieiy = a*2+ bx+ csa intersecteze axa 2?
Indicati zerourile functiei y = a*2+ bx.
Cum se construieste graficul functiei y= a>r + bx+ ¢?
Prin ce se deosebesc graficele functiilory= av2+ bx+ csiy= v2?
Care este conditia ca graficul functiei y= aa2 + bx+ c.
a) sa fie cu ramurile Tndreptate n sus;
b) sa fie cu ramurile ndreptate in jos;
c) sa se atinga de axa v;
d) sa intersecteze axa absciselor?

Efectuam impreuna

AN

Oare intersecteaza graficul functiei y = 5x + x + 3 axa absciselor?

Rezolvare. Daca graficul functiei intersecteaza axa absciselor Tntr-un punct, va-
loarea functiei in el este egald cu 0. Problema se reduce la alta: oare are solutii
ecuatia 6x2+ x + 3 = 0? Discriminantul ei D = 1- 60 < 0, ecuatia nu are solutii.

Raspuns. Nu intersecteaza.

Graficul functiei y = 2jt - 7x + n intersecteaza axa ordonatelor y in punctul
y = 5. In care puncte el va intersecta axa absciselor?

Rezolvare. Punctul cu coordonatele O si 5 apartine graficului. De aceea trebu-
ie sa se realizeze egalitatea 5 = 0 - 0 + n, de unde n = 5. Deci, functia este
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y =212 - ix + 5 Aflam zerourile ei: ix1- Ix + 5 =0, D =49 - 40 = 9,
xi =-1, x2=-2,5.
Raspuns. Tn punctele A{-2,5; 0) si B(—; 0).

Q Construiti graficul functiei y = 2xi - 4x.

* Rezolvare. La inceput construim graficul functiei mai simple y = 2x* - 4x=
= 2x(x - 2). El intersecteaza axa x Tn punctele 0(0; 0) si 4 2; 0) (fig. 96).
Ele sunt simetrice fata de axa parabolei, care tre-
ce prin mijlocul segmentului OB. De aceea varful
parabolei este punctul cu abscisa x = 1 si ordonata
jtI) =2 «12- 4 « 1 = -2. Marcam acest punct
A/(l; -2) si trasam prin el axa.
Marcam punctul de control K{-1; 6) si punctul simetric
lui fatd de axa parabolei iij(3; 6).

Unim cu o linie lind punctele marcate si obtinem grafi-
cul functieiy= 2v2- 4x (curbal).

Apoi deplasam graficul functiei y= 2> - 4xcu 3 unitati

n jos si avem graficul functieiy= 2Xi - 4x- 3 (curba Il).

Efectuati oral

433. Indicati proprietatile principale ale functiei y = 2&2.
434. Indicati zerourile functiilor:
a)y =2x2;b)y =x2- 7x; c)y =x2- 9.
435. Pe fig. 97 este reprezentat graficul functiei y = 4x + bx + c¢. Indicati:
a) domeniul de definitie al functiei;
b) semnul coeficientului a;
c) abscisa si ordonata varfului parabolei;
d) codomeniul functiei;
e) zerourile functiei;
f) intervalele pe care functia creste si pe care descreste;
g) intervalele pe care functia are valori pozitive,-
negative;
h) cea mai mica valoarea a functiei.
436. Aflati coordonatele varfului parabolei:
a)y =(x - 3); d) y=25-X) - 3;
b) y =23 - x)2,e) y=2(x+1)2+ 1;
c) y=((xx-25) +2; fly=-2(x- l)z- 3.
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437. Rezolvati rebusul (in limba ucraineana; fig. 98).
Nivelul Ai

Constriti graficul functiilor (438-439).

438.a) y =2x2,y =0,5x2,y =2x2+ 1,
b) y=-2x2,y=-0,5x2,y =-0,5x2- 2.
439.a)y = (x- 1)2, c¢)y =x2- 6x + 9;
b))y =x2- 2x +1; d)y =x2+ 4x + 4.
440. In care puncte axa x se intersecteaza cu graficul functiei:
a)y =x (x- 2); d) y = 3x2 + 5x;
b) y =-x(3x +5); e)y =2x2- 6x;
C)y =x2- 2x; f)y =-3x2+ 4x?

Capitolul 2

Fig.98

441. Pe fig. 99, a, b, ¢ sunt date graficele functiilor de gradul al doilea. Aflati dupa

grafic pentru fiecare din ele:
a) semnul discriminantului;
b) semnul primului coeficient;
c¢) coordonatele varfului parabolei;
d) zerourile functiei;
e) intervalele pe care functia creste, descreste.

Fig. 99

442. Aflati coordonatele varfului parabolei fara a constui graficul functiilor

a)y =x2+ 4, c)y =x(x - 4); e) y =x2+4x;

b) y =2x2- 6; d) y =x(2x + 6); f)y =-8x - 3x2
443. Construiti graficele functiilor:

a)y =(x-1012+2; )y =(x +4)2+ 2

by y =(x +2)2+1; dy=(x- 4)2- 3.
444. Construiti parabolele, evidentiind patratul binomului:

a) y =x2+4x +5; d)y =1+4x - x2;

b)y =x2- 6x +5; e) y =4x2- 4x + 5;

c)y =x2- 2x - 1, f) y =5x2+ 10x + 4.
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Construiti graficele functiilor (445-446).

445. a) y =x2- 2x + 5; C)y =x2+ 2x + 4;
b))y =x2+ 2x - 3; d)y =x2- 2x - 3.
446. a) y =x2- 2x - §; C)y =x2+ 2X + 6;
b)y =x2- 4x - 5; d)y =x2- 4x + 3.

447. Punctul M (3; 5) este varful paraboleiy =~ + mx + n. Aflati: a) m si //; b)
in care puncte graficul intersecteaza axay.

448. Aflati p si g daca graficul functiei y =x +px + qtrece prin punctele 4 1; 4);
« -1; i0).

449. Graficul functiei y =x - 5x + c intersecteaza axa y in punctul 4(0; 4). in care
puncte el intersecteazd axa X?

450. Graficul functiei y = x2 - 3x + C intersecteaza axa Yy in punctul A(0; 3).
Oare intersecteaza el axa x?

451. Construiti graficul functiei, indicati intervalele pe care functia creste (descreste):

a)y =x(x -2); C)y =Xx2- 6X; e) y =3x2+ 12x;
b) y =x(5 - x); d)y =2x - x2; f) y=x- 2x2

452. Pentru care valori ale argumentului functiile date au cele mai mici valori:
a) y =x(x -6); b)y =(x - 3)2+1; «c¢) y=x2+ 2x?

Fard a construi graficul functiei efectuati sarcinile (453-454).

453. Pentru care valoare a lui c graficul functiei y =x - 5x + ¢
a) trece prin originea de coordonate;
b) este tangent la axa v;
c) intersecteaza axa xTn punctul 4(3; 0);
d) intersecteaza axajTn punctul 40; -5)?

454. Pentru care valoare a lui b graficul functieiy =x2+ bx + 4:
a) este tangent la axa v,
b) nu are puncte comune cu axa v;
c) intersecteaza axa xm punctul 4(4; 0);
d) intersecteaza axa xin punctele, distanta dintre care este egala cu 3?
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Construiti graficul functiilor de gradul al doilea (455-461).

455. a) y = X2+ x + 1;
b) y = x2- (x +2);
456.a) y = x +3x +1;
b))y =1- 2x - x2;
457. a) y = 1 + x - X2
b) y = 2 +x(1 - Xx);
458. a) y = (x - 1)(x +2);
b) y = (X - 2)(x + 3);
459. a) y = (2x - 1)2+ 3;
byy =1- (x +3)2

460. a) y =3x2+ 3x - 1
b) y =2%x2- 4x + 5;

461. a) y =0,5x2- x + 2;

b) y =0,3x2- 0,6x + 1;

c)y =X2- x +1;

d) y =x(x +1) - 3.

c) y =-X2—2x + 3;
d) y =4x - (x2- 1).
c)y =4 - X - X2

d) y =3 - x(x - 2).

c) y =(x +2)(x - 3);
d) y =23 + x)(x - 1).
c) y =(0,5x +2)2- 3;
d) y =4(0,5x +1)2- 1
c) y =- 3x2+ 6x - 1;
dy =-x2+x 3.

1.2 1
c) y =—=—X"— x+1,
)% 3 3

2
) y=g X xh

462. Aflati intervalele de crestere si descrestere aie functiilor:

a) y = X2+ 2X;
b)y=1-x2

C)y =x2- 4x + 3j e)y=(@1 - x)2
d) y =x(x + 4);

i)y=X2+X+1

463. Pentru care valori ale lui x functiile date au cele mai mici valori:

a)y =x2- 6x +09;
b))y =x2+4x + 7,

464. Aflati valoarea cea mai mare a functiilor:

a)y =3- (x - 2)2
b)y =- 0,25(x + 5)2;

c)y =4x2- 12x - 3;
d)y =4x2- 4x +1?

c)y =6x - x2- 10;
d)y =-5x2+4x + 1.

465. a) Valoarea cea mai micd a functiei y = x2- 6x + c este egald cu -5. Construiti

graficul ei.

b) Valoarea cea mai mare a functieiy= ¢ +4x- 4/ este egala cu 4. Construi

graficul ei.

466. Aflati coordonatele punctului de intersectie al graficelor functiilor:

a)y =x2siy =(x - 4)2
b) y =2x2siy =-x2+ 3;

c)y =3x2+ 7siy =3x2+ 2x + 1.

467. Aflati distanta dintre varfurile parabolelor care sunt graficele functiilor:
a)y =(x - 3)2siy =(x - 3)2+ 7;
b) y =x2siy =(x + 5)2;
C)y =x2- 2x +5siy =x2- 2x - 4;
d)y =x2+4x +5siy =-x2- 4x - 5.
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468. Aflati distanta de la varful parabolei, ecuatia careia este y =v2- 6x + 13 pana

la axele x y si originea de coordonate.

469. Aflati valoarea a lui b, daca graficul functiei y = x + hx este simetric fatd de

dreapta v = 3.

470*. Construiti graficul functiei:
a) y=|x2-4x +3l; ) y=[x2+4x|+3;
b) y=|x2+x-6]; d) y=|6x]|-x2-5.

471*. Problema lui G. Cardano. Aflafi solutia pozitiva a
ecuatiei x2+ 6x= 91 cu ajutorul constructiei geometrice.

Exercitii pentru repetare

G. Cardano
472. finlocuiti literele cu cifre ca egalitatea sa se realizeze:
PARA + PARA = BOLA.

Céte solutii are problema?
Rezolvati inecuatiile (473-474).
473.a) 2(x + 7) + 3(1 - 2x) > 1; c) 2(x +1) >3- (1 - 2x);

b) 3(3x - 2) - 4(x + 1) < 2x; d) 3x - 0,5(1 - 3x) <2,5(x - 3).
474. a) (x - 1)(2 - x) > 0; c) (3- x)(5+x)<0;

b) (3 + x)(x +7)<0; d) (5 - x)(I - x) >0.
475. Cate solutii au ecuatiile:

a) |x-l|+|x+2/=5; c) |x-l|+|x+2=2;

b) [x-1]+|x+2 =3 d) |x-l|+|x+2/=07?

Comoara succeselor

Stiu care Ametii sunt de gradul al doilea:
y =ax2+bx +c, a®d0

Stiu ca graficul fimetiei de gradul al doilea este o parabola.

Pot da exemple de fimetie de gradul al doilea:

y = 3x2; y = X2+ X; y =- X2+ 5; y =2x2- 3x +2

Pot explica algoritmul construirii graficului functiei de gradul al doilea.

Pot sa caracterizez fimetia dupa graficul ei.

Stiu sa rezolv exercitii ce prevad construirea graficului fimetiei de gradul al

doilea.
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Aplicam cunostintele obtinute

Pentru a intelege si Tnsusi bine tema noud, ne amintim:
Cum se construieste graficul functiei de gradul al doilea?
Graficul functieiy= a>r + bx + ¢

Ramurile sunt indreptate Tn sus: Ramurile sunt indreptate in jos:
a>0 a<o

se atinge de axa absciselor intersecteaza axa absciselor
D=b2-iac=0 D=b2-iac>0

Tipurile inecuatiilor: stricte, nestricte.
Proprietdtile inecuatiilor numerice p. 69.
Cum se scriu solutiile inecuatiilor p. 45.

Inecuatii de gradul doi

¢ Daca partea stanga a inegalitatii este expresia ax2+ bx+ ¢, unde a( 0, b, ¢
sunt numere date, iar partea dreapta este 0, ea se numeste inecuatie de gradul
al doilea.

Exemple de inecuatii de gradul al doilea:

X2- 5x+3<0,2" +4<0,-3x2+2x>0, -x2+ 3x+ 7> 0.

Astfel de inecuatii este comod de rezolvat cu ajutorul
graficelor functiilor de gradul al doilea.

Exemplu 1. Rezolvati inecuatiax2- 6v+ 3 <0.

Rezolvare. Construim graficul functiei
y= v2 - 6x+ 3 (fig. 100). Zerourile ei sunt numerele
1si 5. Valori negative functia are numai in acel caz,
cand variabila v apartine intervalului (1; 5). El este
multimea solutiilor inecuatiei date.

Raspuns. (1; 5).

Este clar, pentru a rezolva aceste inecuatii construirea
exacta a graficelor functiilor de gradul al doilea nu este
necesara. Este suficient de determinat directia ramurilor parabolei si punctele de inter-
sectie ale graficului cu axa v (daca ele exista).
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Exemplul 2. Rezolvati inecuatia
-xI +2x+3<0.

Rezolvare. Graficul functiei y = -Xi+
+ 2x + 3 intersecteaza axa x in punctele
cu abscisele -1 si 3; ramurile parabolei
sunt indreptate Tn jos. Schematic graficul
functiei poate fi reprezentat ca pe figura
101. Valorile nepozitive ale functiei sunt
atunci, cand v apartine intervalului (-/:
-1] sau [3; oo).

Deci, multimea solutiilor inecuatiei este reuniunea acestor intervale. Deoarece reu-

niunea multimilor se marcheaza cu simbolul U , raspunsul poate fi scris asa: (-0°; -1]

U [3; 00).
Exemplul 3. Rezolvati inecuatia x2+x+ 1<0.

Rezolvare. Discriminantul ecuatiei x2+ x+ 1 =0 este negativ, de aceea graficul func-
tieiy =v2+x+ 1lcuaxavnu are puncte comune. Ramurile parabolei sunt indreptate n
sus (fig. 102). Deci, pentru fiecare valoare x valoarea functieiy= / +x+ \ este pozitiva.

Raspuns. Inecuatia nu are solutii.

Exemplul 4. Rezolvati inecuatia (x+ 4)(xr+ 1) > 0.

Rezolvare. Expresia (x+ 4) (x + 1) este egald identic cu un trinom patrat cu coefi-
cientul lui x2 pozitiv. Deci graficul functieiy = (x + 4) (x + 1) este parabola cu ramuri-
le Tntreptate Tn sus si care intersecteaza axa v in punctele cu
abscisele - 4 si - 1 (fig. 103). Valorile functiei sunt pozitive,
cand x< -4 sau x> -1.

Raspuns, (-00; -4)U (-1; °°).

Deoarece inecuatia +1>O este echivalentd inecuatiei
X

(x+ 4) (x+ 1) > 0, prin acest procedeu (grafic) se pot rezolva
si cele mai simple inecuatii rationale fractionare.

Pentru a rezolva inecutiile de gradul al doilea cu ajutorul graficului este necesar:
a) dupa semnul primului coeficient de stabilit directia ramurilor parabolei;
b) de aflat solutiile ecuatiei patrate respective, daca ele sunt;

¢) de construit schita graficului functiei de gradul al doilea;

d) de determinat dupa grafic intervalele pentru xrpe care inecuatia este justa.
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DORITI SA STITI MAI MULT?

Procedeul dupa care se rezolva inecuatiile de gradul al doilea poate fi aplicat si la
rezolvarea altor tipuri de inecuatii.

Exemplu. Sa se rezolve inecuatia (x- \){x- 2)(x+ 5) < 0.

Aceasta problema este echivalentd cu urmatoarea: pentru care valori v valorile
functieiy= (x- 1)(v- 2)(x+ 5) sunt negative?

Pentru a rapunde la intrebarea definita, aflam Tntdi zerourile functiei: 1, 2 si -5.
Ele impart domeniul de definitie Tn patru intervale: (-o0; -5), (-5; 1), (1; 2) si (2;
o00). Pe fiecare interval fiecare factor al produsului (v- 1)(v- 2)(v+ 5) are un semn
precis. Prezentam semnele lor si a produsului Tn urmatorul tabel:

Factorul (-«:;-5) (_5; 1) (i; 2) (2; oo)
X - 1 - - + +
X - 2 - - - +
X +5 - + + +

v : * - +

Pe figura 104 este reprezentatd schita graficului functieiy.

Deci, functia obtine valori negative pe intervalele (-oo; 5) si (1; 2).

Raspuns. Multimea solutiilor inecuatiei este (-00; 5)U (1; 2).

In exemplul cercetat intervalele pe care valorile functiei sunt pozitive alterneaza
cu cele pe care valorile functiei sunt negative. Dar nu totdeauna este asa.

Sa rezolvam inecuatia (x+ \)2{x+ 3)(x- 5) > 0.

Partea stanga a inecuatiei este egald cu zero pentru valorile v egale cu -3, -1
sau 5. Dupa ce alcatuim tabelul respectiv ne convingem ca partea stanga a inecua-
tiei primeste valori negative pe intervale vecine (-3; -1) si (-1; 5). Deci, multimea
solutiilor inecuatiei este (-oo0; -3] U [5; 00)(J {-1}.

Schita graficului functieiy= (x+ 2)I(x+ 3)(v- 5) este reprezentatd pe figura 105.

Procedeul studiat este un caz particular al metodei intervalelor. In clasele superi-
oare 1l veti studia mai detaliat.

Fig. 105
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Verificati-va
1. Formulati definitia inecuatiei de gradul al doilea.
2. Dati exemple de inecuatii de gradul al doilea.
3. Cu care simbol se noteaza reuniunea multimilor?
4. Céte solutii poate avea inecuatia de gradul al doilea?
5. Dati exemple de inecuatii de gradul al doilea care:
a) nu au nici o solutie;
b) au numai o singura solutie;
c) sunt satisfacute de toate numerele reale.

Efectuam impreuna

Rezolvati inecuatiile:
a) x2+3x <0; b)z2-3z-2<0; c)t2+t+1>0.
Rezolvare, a) Graficul functieiy =x2+ 3v intersecteaza
axa v in punctele v = 0 si v = -3. ramurile parabolei
sunt indreptate Tn sus. Reprezentam schita graficului
(fig. 106) si obtinem multimea solutiilor inecuatiei
(-3; 0).
b) Aflam radacinile ecuatiei z2- 3z - 2 =0.

B=8.4 108=1G ,4=3VI7 ,_3+TI7

Ramurile parabolei sunt indreptate in sus, de aceea mulfimea solutiilor cdutate
3-VI17 3+VI7
este
c) Rezolvam ecuatia t2 + t 1=0D =1- 411<0
Coeficientul lui r este pozitiv si ramurile parabolei sunt indreptate n sus. Ea este
situata in semiplanul de sus. Deci, multimea solutiilor inecuatiei este multimea R.

3-yJI7 3+y/17

Raspuns, a) (-3; 0); b c) R.
P ) ( ); b) 5 o] )
Efectuati oral
476. Numiti inecuatiile de gradul al doilea:
a) x2- 5x +6 <0; d) x3- 2x + 6 > 0;
?
b) 3x + 6 < 0; o) X H-;lz-hS" "

2 -
C) -2x2- 5x + 7 < 0; ) X—3+4x+\/2<o.
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477. Determinati directia ramurilor graficului functiilor:
a)y =4x2- 16x + 5; d) y = 6x2+ 5x;9) y = 3x(x - 4);
b))y =- x2+4x +3;e) y =7 - 4x - X2 h) y = -x(x + 3);
c)y =3x2- 7, f) y=5+7x -5x2; i)y =(x- 1)2 - x).
478. Oare intersecteazd axa absciselor graficul functiilor:
a)y =x2- 2x +3; c¢)y=3x2- x; e) y =5x2+ 3x - 1;
b))y =-x2+ 7x - 5; d) y =3x2- x + 3; f)y =x(7x - 1)?
479. De ce inecuatiile nu au solutii:
a) 3x2< -3; c) 3x2- x +1<0; e) -(1 - x)2>0;
b) (x - 2)2+ 1<0; d) -x2>2; f) 2x2<x - 1?

Nivelul Ai

480. Reprezentati pe axa de coordonate reuniunea intervalelor:
a) (-00; 2] sl [3; 00);  c) [2 4] si (5; 7); e) [-4; 2] si [2; 3];

b) (-4; 3) si (4; 7); d) (-<»; 3) si (3; 7); f) (= 1) si (1; 4).

Rezolvati inecuatiile (481 - 487).
481. a) x2- 4x <0; C) z2+ 6z - 7 <0;
b) x2+ 6x < 0; d) 6x2- x > 0;
482. a) x2- 6x +9 > 0;
b) y2- 8y + 16 <0;
c) X2+ 4x +4 <0;

e) 2x2+ 7x > 0;
fyy2- 4y - 5<0.
d) 22+z + 0,25 "~ 0,

e) X2>2x - 1;

f) y2> 4y - 4.

483. a) x2< 3x - 2; d) x2+ I0x + 25 ~ 0;
b) t2+ 9 <6 e) 9x2 + 6Xx + 1 <0;
c) X2- 4x +3 >(Q f) X2- 2x +9 <0.
484. ) 2x2—3x + 1 >0 d) y2-4y< 12
b) X2+ 8 < 6x; e) -Xx +3x —2>0;
c) 0,5x2- x - 2>0; f) 112 >z2 + 18.
485. a) 2 - 3y <y2 d) 4x(x + 1) < 15;
b) 12x - 36 <xZ; e) -2X2> 2X + 3;
c) 322 K5z + 12; f) 6(*2+ 1) < 13t.
486. a) x(x - 3) <-2; d) 8 - (5- y)2>3y;
b) 2(z2+ 5) > 9z; e) (x - 3)(x +5)>0;
c) X(2 - x) > 4; fy (x + 2)(x +7) <0.
487.a) (x + 7)(x - 1) >0; d) (a+2)(a- 5 <0;
b) (x - 3)(x - 5) <O0; e) (t +3)0 +4)>0;
c) (x - 2)(x +3) <O" fy 2-¢)@3-¢)>0.
488. Pentru care valori ale lui x valorile functiei y = Xi + 3x sunt negative, iar pentru

care sunt pozitive?
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489. Pentru care valori ale lui x valorile functiei y = /(x) sunt pozitive, iar pentru

care sunt negative, daca:
a) f(x) =x2- 4;
b) f(x) =9 - x2;
490. Aflati domeniul de definitie al functiei:

a) y=\Ux2-4; C) y =y/x2- 5x +4;

b) y=V1-x2; d) y=n/x2-4x;

491. Aflati solutiile intregi ale inecuatiei:
a) X2+ 5x - 6 <0; c¢)x2- x- 6<0;
b) x2- 5x - 6 <0; d)6- x2>Xx;

Rezolvati inecuatiile (492 - 496).
492. a) (2 - xX)(3 - x) <2
b) (x + 4)(x - 5) < 10;
c) (1 - 2)(2 +2)> 2
493. a) 2(x - 3)(1 - 2x) > 6;
b) 4(x2- 9) >x + 3;
c) X(x - 2) >2 - 3x2

X -3 4 -
494. a) <0; c) X >0;
X+2 2X+5
X+2 2x-1
b) >0; d) <0;
X-7 3-X
Xx—1 . 3x -1
495. @) —eemee <1; C) >3:
X+3 2X+5
b X+4>§ d) 7x+4>2_
----- r ; ;
) 3-2x
X+5 X
496. a) >0; c) <0;
X+7 1-X
2 - X 2x + 1
b <0, d) —- <1
) 3 - X ) X-7

497. Rezolvati inecuatiile:
a) (3x - D(x + 3) > x(lI + 5x);
b) (x - 2)(x +2) + x(x + 7) <0;
c) (x +4)(2x - 3) - (bx - 6)(x - 3) > 10;
d) (x - 4)(3x + 1) <(2x - 6)(x - 2) + 4.

c) f(x) =x2+6x - 7,
d) f(x) =3 + 2x - x2?

e) y=n/2x2+1;
f) y=n/x2-4x +4.

e) x2+ 2x - 8 <0;
f) x2- 4x + 4 <0.

d) (x + 2)(x + 3) > 10x;
e) 3 - 2x)(x + 1) < 2;
f) 3(x2+ 1) < 5x + 1.
d 1- x>2(x2+ 1);

e) -x(2 - x) <5 - 4x2
f) 3 - x <3(x2+ 3).
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Rezolvati inecuatiile prin metoda intervalelor (498-502).).

498*. a) (x2- 3x + 2)(x +7) > 0;
b) (x2- 16)(x2- 25) <0;

c) (x X D(x - D(x + 3) <0.
499*. a) (x - 3)(x + 2)(x2 -4x + 5) <0;
b) (x2- 1)(x2- 5x 6) < 0;

c) (x2- 3x - 4)(x2- 2x - 15) > 0.

« Sunt scumpe nu acele
cunostinte care se de-
pun in creier ca grasi-
mea: sunt scumpe ace-
lea care se transforma

500*. a) (x2- 1)(3x - 2x2+ 5) > 0; in muschi intelectuali».
b) (x2+ 3x - 10)(4 - x2) <0; G. Spencer
c) (x2- 6x +9)(x2- 9) >0.
. \ 3x2+5x-8 2x2-3 8-3x
561*. a) —X=-----35----<0; b) cXCI >)5; c) 1>
x2+2x-3 4x-1 2 3x2-2x-16
5x2-9x-2 4-3x +1
502*. a) >0; b) 4> c oy X<y
lIx-2-5x2 3x2-x-4 1-x

503. Pentru care valori ale lui x valorile functiei y = 2x 2 sunt mai mari decét
valorile respective ale functiei:
a)y =x2- 3x - 4;b)y =4x2+ 9x - 13?

504. Aflati domeniul de definitie al functiei:

a) y=sj8+7x-x2; d) y=sj3-5x-2x2;
b) VX2 -Xx ) X 4
y =- €) y=
X -3x-4 A +X-5x2

C) Yy =Sjxz-%x2-25x +25 -
X2+6Xx+9

505. Pentru care valori ale lui b inecuatiile nu au solutii:

a) x2+ 2bx + 1< 0; c) (b-1)x2+ 3b > 2bx;
b) bx2+ 6x + 1< 0; d) b(x2+ 1) < bx + 9?
506. Pentru care valori ale lui m fiecare numar real satisface inecuatiile:
a) x2- mx + 4>0; C) mx2+m + 3 < 4x;
b) x2- 6x + m > 0; d) mx2+4x + 2m <17?

Rezolvati sistemul de inecuatii (507-508).

[x2-4x <0, (4x2—4>0,
507. a) \ b)

[x2- x-6>0; [2x2-5x +3<0.

[x2=3 > 2x, [3x2+1 > 4x,
508. a) \ b

)
[x2+28 >11x; [3x2+2 < 5x.
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509. Rezolvati inecuatiile duble:

a) 0 <x2- 5x <6; C) X <2x +3 <x2;

b) 1 <x2+ 2 < 3x; d) 3 <x2- 2x +3 <x2
510. Rezolvati inecuatiile prin metoda grafica:

a) Xx2<x + 2; c) 2x2<Il+4x;

b) (x-2)2>x|; d) x2- 3,5x >n/x.

Exercitii pentru repetare

511. Rezolvati sistemele de ecuatii:
jx-2y =-2, j-2x +y=-4, |2x-4y =-16,
[2x +y =6; [3x-y =5; [3x +5y =9.
512. Prietenii au procurat un cadou comun in valoare de 260 gm. Daca ei erau cu

3 persoane mai multe, contributia fiecarui ar fi fost cu 6 gm. mai mica. Cate
persoane au procurat cadoul?

Aduceti la forma cea mai simpla expresiile (513-514).

513. a) 9x2y(-0,5x2y); b) (-0,5ab3)(-24aV).
a2-4b2 a2-2ab X4w & v

514. a) )
ab 3b y -9 2y-6

Comoara succeselor
Pot da exemplu de ecuatie de gradul al doilea cu o variabila;
2x2+3x +1>0 X 1>0 X - 3x <0 -0,6x - x+2 <0

S Stiu a rezolva inecuatii de gradul al doilea si a scrie solutiile lor. Daca ax2
bx +c> 0si D=Db - 4ac, atunci:

a=>o0 a>0 a>0
D >0 D=0 D <0
X\ I sy y (D X
X € X])  (x2;0°)  x e (==° x0)U(x0; °°) XxeR, T06TO X € (—&0 cO*
a<o- - X a<o- - x
D=0 D <0
X € (x1; x2) Solutii nu are Solutii nu are

N Doresc sa invdt a rezolva inecuatiile prin metoda intervalelor.
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Aplicam cunostintele obtinute

Pentru a intelege si Tnsusi bine tema noud, ne amintim:
— Ce este sistemul de ecuatii liniare (p. 261).
— Ce este solutia sistemului de ecuatii cu doua variabile (p. 261).
— Cum se rezolva sistemul de ecuatii prin metoda grafica.
— Care figurd este graficul ecuatiei:

y =x2siy =ax2+ bx + ¢ — parabold
= — — hiperbola y =sfx — ramura a parabolei
X

X2+y2=r2si (x - a)2+ (y - b)2=r2— circumferinta
— Cate solutii poate avea sistemul a doua ecuatii liniare cu doua variabile.

Sisteme de ecuatii
de gradul al doilea

Cu notiunea de «sistem de ecuatii» ati facut cunostinta in clasa a 7-a. Afi examinat
sistemul de doud ecuatii liniare cu doua variabile si procedeele rezolvarii lor. In practica
deseori trebuie de examinat sisteme ce contin ecuatii de gradul al doilea.

Exemple de ecuatii de gradul al doilea cu doua variabile:

X2+ 2Y =9, 82- t2= 12, 0,5xy +y =0.

Fiecare ecuatie are doud variabile si cel putin un termen de gradul al doilea referitor
la aceste variabile. Adicd, sau o variabila este la patrat, sau produsul a douad variabile.

Exemple de ecuatii de gradul Tntéi, al treilea si al patrulea:

X-2y=0, 5x¥+ 10=0, x2'2- x2+z=0

Daca sistemul este format dintr-o ecuatie de gradul al doilea si una de gradul
intai sau al doilea cu aceleasi variabile, sistemul se numeste sistem de doud
ecuatii de gradul al doilea cu doua variabile.

Reamintim. Solutie a ecuatiei cu doua variabile se numeste fiecare pereche de nume-
re care transforma aceasta ecuatie Tn egalitate justa.
Solutie a sistemului de ecuatii se numeste solutia comuna a tuturor ecuatiilor lui.
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A rezolva sistemul de ecuatii Tnseamna a afla multimea tuturor solutiilor ei.
De exemplu, pentru ecuatiile x2+y - 5=0si v- y + 3 = 0 solutiile comune sunt
perechile de numere (-2; 1) si (1; 4) (fig. 107). Verificati oral. Alte solutii comune aceste

ecuatii nu au.
\x2+y-5=0
{x-y+3=0
de numere: (-2; 1) si (1; 4).
Exista diferite procedee de rezolvare a sistemelor de ecua-
tii. Principalele sunt:
 procedeul substitutiei;
* procedeul adunarii algebrice;

* procedeul grafic.
Demonstram pe exemple concrete cum se aplicd aceste

Deci, sistemul " are doud solutii, el este satisfacut de doua perechi

metode la rezolvarea ecuatiilor de gradul al doilea.
Exemplu. Rezolvati sistemul de ecuatii:

2x2-y =17, [Yx2-y2=2, [X2+y2=

x2+y:10; IDIv'[xz-y =5 \xy=12.

Rezolvare, a) Procedeul adunarii. Adundm sistemele de ecuatii, avem 3>C =27, de
unde x2=9, xx= 3, x2=-3.

Deoarece x2= 9, din ecuatia a doua aflam Ji =y2= 1e
Deci, sistemul are doua solutii: (3; 1) si (-3; 1).

b) Procedeul substitutiei. Exprimam x2 din ecuatia a doua priny si substituim n pri-
ma ecuatie:

2(y+ 5 -Y =2sauy - - 8=0.

Dupd teorema lui Viete aflam solutiile y, =4,y2=-2.

Dacdy= 4, atunci x2= 9, de unde xt = -3, x2= 3.

Dacd y = -2, atunci x2 = 3, de unde x3=Y3,,
x4 =-n/3.

Deci, sistemul dat are 4 solutii:(3; 4), (-3; 4),
(n13;-2), (-n/3;-2).

¢) Procedeul grafic. Graficul primei ecuatii este cir-

cumferinta cu centrul Tn originea de coordonate si raza
egald cu 5 unitati.

12
Graficul ecuatiei a doua este hiperbola y =— .
X Fig. 108
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Construim graficele acestor ecuatii Tntr-un sistem de coordonate (fig. 108) si determi-
nam coordonatele punctelor de intersectie.
Din grafic vedem ca sistemul are 4 solutii: (-4; -3), (-3; -4), (3; 4), (4; 3).
Raspuns, a) (3; 1) si (-3; 1); b) (-3; 4), (3; 4), (n/3;-2), (—A/3;-2);
DORITI SASTITI MAI MULT?
Pentru rezolvarea unor tipuri de sisteme se aplicaprocedeul inlocuirii variabile-

lor. Rezolvam prin aceast procedeu astfel de sisteme de ecuatii:

\x2y +xy2 =30, X2-4x+(x-2y)2=1,
[x +xy +y =11. (x-2)2+2y-x =3.
Ixu(x + )7:30.
Rezolvare,a) | " " de unde xy{11- xy) =30.

4
[x+y=Il-xy,
inlocuind xy= a din ultima ecuatie, avem: a2- 1la + 30 = 0. Solutiile acestei
ecuatii sunt 5 si 6.
Dacé xy= 5, atunci x+y= 6; daca xy= 6, atunci x+y= 5. Obtinem doua sisteme de ecuatii:
Jx+y=6, .Jx+y=5
[xy =5 * [xy =6.
Rezolvand ambele sisteme, obtinem solutiile sistemului dat:
a) (5; 1), (1; 5); (3; 2), (2; 3).
b) Formam patratul complet al binomului Tn primul sistem de ecuatii. Avem:
(x-2)2-4 +(x-2y)2=1, (x-2)2+(x-2y)2=5,
< sau <
(x-2)2+2y-x =3 (x-2)2-(x-2y) =3.

Introducem variabile noi: a =x- 2, b =x - 2y. Atunci sistemul dat are forma:
\a2+bhb2=5,
[a2-b =3.
Daca din prima ecuatie scadem a doua, obtinem ecuatia patratda cu o variabild
Ir + />= 2. care are solutiile bx=-2 si b2=1
inlocuim aceastd valoare Tn sistemul (*) si aflam valorile respective ale variabilei a.
Daca h\ =-2, atunci a2+ 2 = 3, de unde a, =-1 sau a2= 1
Daca b2= 1, atunci a2- 1= 3, de unde a3=-2 sau a4= 2.
Deci, solutiile sistemului (*) sunt perechile de numere:
(-1,-2), (3;-2), (-2; 1), (2; D).
Pentru a afla solutiile sistemului dat trebuie de trecut la variabilele v si y si de
rezolvat (se poate oral) sistemele respective:

*)
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jx-2 =-l, [x-2=1  Jx-2=-2, Jx-2=2,

T-Bp=— TIT—Bp= \x-2y =1 jx-2y =1

Obtinem: (1; 1,5), (3; 2,5), (0; -0,5), (4; 1,5).

Raspuns, a) (5; 1), (1; 5); (3; 2), (2; 3); b) (1; 1,5), (3; 2,5); (0; -0,5), (4; 1,5).

Verificati-va

1. Dati exemple de ecuatii de gradul al doilea cu doua variabile.
2. Ce este solutia ecuatiei cu doua variabile?
3. Cate solutii poate avea ecuatia cu douad variabile?
4. Care figura este graficul ecuatiilor: a)y =/]b) / +Y = 4;
) (x-\)+(y-2)2=9;d)Y =v?
5. Ce este sistemul de douad ecuatii de gradul al doilea cu doua variabile?
6. Cate solutii poate avea sistemul de doua ecuatii de gradul al doilea cu doua varia-

bile?
7. Numiti procedeele principale de rezolvare ale sistemului de ecuatii de gradul al
doilea cu doud variabile.

Efectuam Tmpreuna
Rezolvati sistemul de ecuatii:
jX2+y2=61, \xy-x2=2
a) jx2-y2=11, ) \y2-xy =S.

Rezolvare, a) Adunam membru cu membru ecuatiile sistemului dat, obtinem
ecuatia 2x* = 72, solutiile carei sunt -6 si 6. nlocuind cu orice valoare din
acestea Tn ecuatia a doua a sistemului obtinem 36 - ¥ = = 11, care are solutiile
-5 si 5. Deci, sistemul are patru solutii: (6; 5), (-6; -5), (-6; 5) si (6; -5).
b) Scadem membru cu membru prima ecuatie din a doua: ¥ - 2xy++/ = \. sau
(y-x)2=1 deundey- x= 1sauy- x=. 1.
Dacay - x=1, atunciy= x+ 1 Substituim in prima ecuatie xy -x2==21n locul lui
y expresia x+ 1
X(x+ 1) - ¥Y2=2,x2+x- ¥Y2=2,x =2, atunciy= 2+1 = 3.
Dacay - x= -1, atunciy= x- 1, si din prima ecuatie xy-¥ 2=2 avem:
X(x- 1)-" =2,x2- x-" =2,x=-2 siy=-2 - 1=-3.
Deci, sistemul are doua solutii: (2; 3), (-2; -3).
Raspuns, a) (6; 5), (-6; -5), (-6; 5), (6; -5); b) (2; 3), (-2; -3).
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@) Oare are solutii sistemul de ecuatii;

2+2x-2 4.
\y =x +2x-2,
\ 3
i =2-x1?
Rezolvare. Construim intr-un sistem de coordonate VA

J .
graficele ambelor ecuatii. Aceste parabole se inter- “4-3W 0 11V 3 4 x
secteaza in doua puncte (fig. 109). I----

X
Raspuns. Sistemul de ecuatii are doua solutii. | -4 c\a
/ -5 A\
Efectuati oral 1 -6l
Fig. 109
515. Oare sunt solutie a ecuatiei X? - 3x =y perechile de numere:
a) (0; 0); c) (0; 3); e) (0; - 3);
b) (3; 0); d) (-3; 0); f (3 37

516. De ce ecuatiile nu au solutii:
a) x2+y2+4 =0; b) x2+y2=2xy - 3?

517. Oare este perechea de numere (0; 2), (1; 1), (-1; 1), (2; 0), (3; 3) solutie a
sistemului de ecuatii:

\x +y- 2 \x +y- 2
[2xy +y =3; [xy +2y =42
518. 1) De ce nu au solutii sistemele de ecuatii:
Jx2+y2+7 =0, Jx2+y2=1,
[3xy-y2=0; * 1x2-y2=4?
2) Problema deschisa. Alcauiti un sistem de ecuatii de gradul al doilea, care
nu are solutii.

519. Care ecuatie corespunde graficului (fig. 110): a) cu culoare albastra; b) cu culoa-

re rosie; c) cu culorile albastra si rosie impreuna?
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520. Construiti graficul ecuatiilor:

a) x +2y =0;
b) xy = 12;

C) X2+y2=09;
d) x2-y =2;

e) y+\/x =1,
ly+1=(x+1)3

Oare graficele construite se pot considera grafice ale functiilor?

Rezolvati sistemul de ecuatii gr

\y+x =1,
521. a) | b» |
[y+x2=1;
522. a) |\x2+y2:18,
[x-y =0; b
523. a) |2
[y =x2; 4
\x2+y2=25,
524.a) [ <Y
[x2-y =5; 4

afic (521-524).
[8y = x2,
[y-4x =0;

[x2+y2=1,

Jx+y =1

[x-y2=0,
[y-2 =x;

[x2+y2=18,
[xy =9;

\xy =6,

c)
1Y +2=0.

\xy =16,
c)

\x-y =0.

\xy-8=0,

2 [x2-y =0.

jx2+y2=4,
c
jy-2 =x.

Rezolvati sistemul de ecuatii prin procedeul substitutiei (525-527).

X-y=3, \x-y =3, \xy-2
525. a) [x-y y y-2y
[x2+y2=9; [xy =4; [y =x-2;
= \x-y =3,
526. a) \x2+y2=101 0 y
[X-6 =0; {xy+2=0;
A X2+y2=4, ) [2.y2-18
) [x+1=0; X-y =2
3IX+y=17, =
527. a) [ y X2+y =6,
[x-2y2=2; X-y =0;
] [2x-y =8, X2+y2=4,
) [2x2-y 2=32; X+y =2.

=A [3x +4y =8,

|xy =1.

Rezolvati sistemul de ecuatii prin metoda adunarii algebrice (528-529).

X+y-xy =-23,
X -y +Xxy =49;
x2+xy =15,

y2+xy =10;

[x2+y2=10,
[(x-y)(x +y) =8;
[x2+y2=25,
Yy =5,

X
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\x2+y2 =41, Ix2- 2 =xy,
529.a) <Y y

\xy = 20; \y2+1 =xy;

A jx2+z2=234, JX +Yy =5Xy,

yxz = 15; \X-y =xy.
Rezolvati sistemele de ecuatii. Problema lui Diofan

Nx+y =10, x+y =20,

[x§+y§=68; b) [x%-y§=80.

531. Problema lui loan din Palerma. Diofant din Alexandria

\xy-y =42, Ixy-x =40,
jx-y =2 \x-y =2.
532. Problema lui Leonardo Fibonacci. Compuneti sisteme ase-
méanatoare proble-
Ix +y =10, Ix +y =10, melor 530-532
a i rezolvati-le
) ix(x-y) = 24y; {x2=32y. ; !

533.Construiti graficul ecuatiilor:

a)y - x =1, d) x2+y2- 2x = 3,
b) x2 + ygfg; e) x2- y2=0;
c) (x-lzl'+(y+3)z=1; fy xz+ 1 +yz- 2y =0.

Oare graficele construite se pot considera grafice ale functiilor?
Rezolvati grafic sistemele de ecuatii, de asemenea si cel deschis (c) (534-536).

_ y=x2-2x-1,
=6X-X2-7 =
534, a) & OXTX2T Wy =x2r A D,
y=|x|-|; /=—ci; c,l[ly= o.
X
= Hx- +y2= A =36,
535. a) J=rix-4, - X2+y2=25, )]
3y-x+2=0; Xy =12, Xy = O.
Agyh =32 B _o0 A -y =0,
536. a) « 7 b ° y
\x\-y =0, O =° c,1y- o=0.

Rezolvati sistemele de ecuatii (537-540).

537.d) j*2- "~ =3'36b) \x2-y2=2, A [x2+y2=25, 0) \x2-y2=50,
[Bx+y=2; [Bx+y=-4; [(x-8)(x-3)=0; [x(y +1) =0.
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Xty =8, 2x-y =0, jx-2y =0, |[4x-y =13,
538.a) <11 4 b) 1 1
X y 3 y 6 [6xy +y2=44; [2x2-xy =21.
IXV-X-V =7 x y 34 «Dragosteafata de stiinte m-a in-
539. a) y y =0 ) <y X 15’ demnat sa compun o carte scurta
Xy +x-y =13, X +y —34; despre calculele algebrei si al-
' mukabalei, deoarece acestea sunt
IX-y+xy=5 x Y 2, necesare oamenilor la impartirea
X +y-xy _4i d) <y X mostenirii, la alcatuirea testa-

x2-y2=24, mentelor la impartirea averii si
in procesele judiciare, in targu-
JX2+2y2=3, X2-xy =0, icda si n diferite contracte, de
IX +y2=2; |x2y-4y =0; asemenea, cand m_ésoarépémén-
tul, cdnd construiesc canale...».

Jx2+3y2=13, 0) jx2+y2=13,  Al-Horezmi

[2x2+y2 =&, \xy =6.

540. a)

Rezolvati sistemele de ecuatii din lucrdrile autorilor vestiti (541- 542)

541. Din «Cartea abacului» (a. 1202) a lui Leonardo Fibonacci.

X+y =12, x+y =10,
< N
a) < xy Cax b) <(—++o) /Y_+1O
[x-y % VX y
542. Din «Algebra» Al-Horezmi (sec. 1X):
D =y b) < x4l
[x =4xy; X'y 5

Rezolvati sistemele de ecuatii (543-545).

X2-y2=24, \y2+x2-3xy = 4,
543.a) x y 26 0)

—+—=—; ly2-x2+4x =4;

y X 5

X +y =13,

ly -4x2-4x=1,
b) x y_5 d) Al-Horezmi
y x 6 [4x2+y2+3xy = 1.

2+y =2, 2+2y2=0, \4x +-Jy =3, + =5,
544. ) X2+y . |x y . X y 0) JWVx+Ty =5

[y2+x =2; [y2+4X:9; ) Ixy=4; [n/xy =6.
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545, ) IX TV 0 A X2+ Xy =72,
[x(x-3y) =0; X +y =6;
J(x+y)(x-y) =0, (x+yf -4(x +y) =45,
Jx2+y2=64; (X-y)2-2(x +y)=T.

Rezolvati sistemele de ecuatii prin procedeul substitutiei variabilelor (546-548).

5(x +y)+2xy =-19, ix3+y3=
546*. a) 15(x +Yy) y jx3+y3=28,
[x +y+3xy = -35; [x+y=4
[xy +x+y=11, X3y3=-8,
) . . d) j «Aplicarea  substitutiei
IX2y +y2x =30; X3+y3=7. variabilelor pentru redu-
1 1 3 cerea obiectelor compuse
2xy-3—=15, —t+- = la mai simple este o idee
547*. @) < y 0 & 2 matematicéd extraordinar
. X 1 1 de manoasa».
xy +X-=18; = ~=
Y ooy A. M. Samoilenko
1165 1 1_1
—+ -T —_—t =
by <x y 4 d <x Yy 3
x2+y2=17; X2+y2=160.
Xn
. 1. - =15
X2+y2-xy =12, ;
sagx, @) o v 0« Vi
|x 3+y3=72; 147 —6:
XJ
D . %
Jx +xy+y —109, d) Y y 2
[x3-y 3=218; Xy-—=26

549. 3 Aflati numerele a si b, dacé:
a) 3a + 4b = 8ab = 8; d) a2+ b2- 6b =2a + b =0;
b) a2- 0,5b=a- b=1; e)a2+b- 2a=a+b=-1;
c)a2+ab - 5=Db2+ab =10; f) 3(a- 2)(b+1)=a- b=3.
550. Aflati distanta dintre punctele de intersectie:
a) al dreptei si circumferintei, ecuatiile carora sunt x- y=11 x1+/ = 169:
b) al circumferintelor, ecuatiile carorax2+/ =25si (x- 4)2+ (y- 4)2= 1
Construiti graficele respective si verificati prin masurarea directd sau vizuald, daca
sarcina este efectuata corect. Compuneti si rezolvati o problema asemanatoare despre

hiperbola.
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Exercitii pentru repetare

4

551. Stabiliti corespondenta dintre perechile de functii 1(x) si g(x) (1-4) si distanta
dintre punctele (A-E), in care se intersecteaza graficele acestor functii

1/(x) =5- xsig(x) = 4/x A 2VI7

2 /(x) = Vx si g(x) = 0,25(x + 3) B n/2

3 /(x) =x2 si g(x) = slx c 3V2

4 /(x) =x2- 2x sig(x) =-x2+6x - 6 D 5V3
F 2>/5

552. 1) Viteza luminii este egald cu 3 « 105km/s. Ce distanta parcurge lumina in:
a) 5s;b) 1h;c) 1an?

2) Viteza sunetului Tn aer este egald aproximativ cu 343 m/s. Ce distanta parcur-
ge sunetul in: a) 5s; b) 15s; ¢) 0,5 min?

3) Ati observat fulgerul, iar peste 10 s ati auzit tunetul. Cum de aflat distanta
pana la fulger? Oare va aflati In sigurantd la aceasta distanta Tn aceste condifii?

Atrageti atentia! Fulgerul se deplaseaza foarte repede si poate lovi oamenii ce
sunt la distanta de 15 km pana la el.

553. Aflati suma si diferenta fractiilor:

A S S| SO S S |
2x2+5x-3 2Xx2-7x +3 6a2-13a+6 3a2-1la +6
554. Simplificati fractiile:
2a2-5a +2 x2-3 c2+-v/5c-10
3a2-3,5a +1 x2-2V3x +3 c2-3V5c+10

Comoara succeselor

inteleg ce este sistemul de doua ecuatii de gradul al doilea cu doua  variabile
si ce este solutia lui. Pot da exemple.

) r +ut=2 5 _
Sistemul \ > are solutiile (1; 1) si (-1; -1).

[xy =1
V Stiu procedeele principale de rezolvare ale sistemului de ecuatii de gradul al
doilea cu doua variabile:
Substitutia Adunarea algebrica Graficd

V Stiu cate solutii poate avea sistemul de doud ecuatii de gradul al doilea cu
doua variabile.
Pot afla solutia sistemului de doua ecuatii de gradul al doilea cu doua variabile.
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Aplicam cunostintele obtinute

Pentru a intelege si Tnsusi tema noud, ne amintim:
- Ce este problema aplicata.
- Ce este modelul matematic.
- Etapele principale de rezolvare a problemelor cu ajutorul ecuatiilor:
1) de selectat necunoscuta si de o notat printr-o litera;
2) cu ajutorul acestei litere de exprimat toate celelalte necunoscute si dependentele;
3) de alcdtuit ecuatia;
4) de rezolvat ecuatia;
5) de verificat cum solutia obtinuta a ecuatiei corespunde conditiei problemei.

Rezolvarea problemelor
prin  compunerea sisteme-
lor de ecuatii

Problema este o cerintd de a executa ceva sau o intrebare echivalenta cu cerinta. In
problemele algebrice cel mai mult se cere de calculat, de demonstrat, de transformat, de
studiat ceva. Daca la rezolvarea problemelor ca modele se folosesc expresii algebrice,
ecuatii, inecuatii, sisteme de ecuatii, atunci se vorbeste despre metodele algebrice.

Rezolvarea problemelor cu ajutorul sistemelor de ecuatii liniare le-ati invatat in clasa
a 7-a. Printr-un procedeu asemanator se rezolva si problemele care se reduc la sistemul
de ecuatii de gradul al doilea cu doua necunoscute.

Problema 1. Aflati laturile dreptunghiului, diagonala caruia este egald cu 10 cm, iar
perimetrul cu 18 cm mai mare.

Rezolvare. Notam lungimile laturilor cautate ale dreptunghiu-
lui xcm si ycm (fig. 111). Atunci patratul diagonalei este ;r +jA
iar semiperimentrul este x +y. Deoarece diagonala este egala cu

10 cm, iar perimetrul cu 28 cm, avem sistemul de ecuatii:
\x2+y2=100,
[x+y =14.
Sa o rezolvam. Din ecuatia a doua aflam y si substituim valoa-
rea lui Tn prima ecuatie:

Fig. 111
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y =14 - x i x2+ (14 - xf =100,

X2+ 196 - 28x +x2 =100, sau 2x2- 28x + 96 = 0, atunci

Xx2- 14x + 48 = 0.

Solutiile ecuatiei sunt: xt =8, x2=6. Dacdo x =8, atunci y = 6; dacd x = 6,
atunci y = 8.

Rdaspuns. 8 cm si 6 cm.

Problema 2. Un ciclist se misca cu o viteza mai mare cu 2 km/h decat altul, de aceea
distanta de 28 km el o parcurge cu 20 min mai repede decat al doilea. Aflati vitezele
ambilor ciclisti.

Rezolvare. Fie vitezele ciclistilor (in kilometri pe ord) egale cu usi v. Viteza primului

este mai mare cu 2, de aceea avem ecuatia: u-v =2.

. S 28 . .
Deoarece primul ciclist distanta de 28 km o parcurge in iar al doilea - n
u

8 o . . .
h si primul o parcurge cu 20 min sau cu S_h mai repede, avem ecuatia a doua:

2§---28-=?1 abo gﬂ'(u - V) = uv.

Vv u

Rezolvam sistemul de ecuatii:
\u-v =2, \u-v =2,
'[84:(u-v) =uv, sau I[168 = uv,
de unde u(u- 2) = 168, u2- 2u- 168 = 0.
Solutiile ecuatiei patrate obtinute: //, = 14, u2=-12.
Valoarea -12 nu satisface conditia problemei. Deci, u= 14, iarv= 14- 2 = 12.

Raspuns. 14 km/h si 12 km/h.

DORITI SA STITI MAI MULT?

La rezolvarea problemelor cu parametri raspunsul se obtine Tn fonna de expresie cu vari
abile. Rezolvarea completa a acestor probleme cere studierea: trebuie de indicat pentm care
valori ale parametrilor problema are solutie si cate.

Problemd. Dintr-un port au plecat in acelasi timp doua motonave: una - spre sud, alta -
spre vest. Peste 2 h distanta dintre ele era egala cu 60 km. Aflati vitezele motonavelor, daca
viteza primei era cu a km/h mai mare decét viteza celei de a doua.

Rezolvare. Fie vitezele motonavelor respectiv egale cu vkm/h si/km/h. Tn doua ore ele
au parcurs (in directii perpendiculare una fata de alta) respectiv 2,vsi 2/km (fig. 105). Dupa
teorema lui Pitagora 4,r + 4y~=602 sau V i / = 900. Tn afara de aceastd avem x- y =a.

Obtinem sistemul de ecuatii:
\x2+y2=900,

[x-y=a
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Sa-l rezolvam. Din ecuatia a doua aflam x=y +a.
Substituind valoarea aceasta in prima ecuatie, avem:
(y+ a)2+/ =900, 2/ + 2ay+ a2- 900 = 0.

Sa rezolvam ecuatia patrata referitor de y.

-at4a2-2a2+1800 -a+n/i800-<

V= 2 2
Potrivit conditiei problemei a siy trebuie sa fie pozitivi, de aceea este posibil

numai un caz:

V1800-a2-i
y=- IL
Dar trebuie sa se Tndeplineasca conditiile:
a>0, a> 0,
1800-a2>0, sau -30n/2 <a<30V2,
VI800-a >a, -30<a<30.

Deci, problema o satisface numai o valoare a variabilei y.
y =0,5(n/i800-a2- a), dacdal<a<30.
Atunci x=y+a=0,5(VI800-a2+a).

Raspuns. Daca 0 < a < 30, problema are o solutie: x =0,5(n/i800-a 2+a) km/h
si y=0,5(VI800-a2-a) km/h. Dacd a < 0 sau a > 30, problema nu are solutii.

Verificati-va

1. Ce este problema?

2. Ce probleme exista?
3. Alcatuiti trei modele diferite pentru problema: «Aflati doua numere, suma cdrora

este 15, iar produsul lor 56».

Efectuam Tmpreuna!

Aflati numarul de doud cifre, care este de 4 ori mai mare decat suma cifrelor

lui si de 3 ori mai mare decéat produsul lor.
Rezolvare. Notam cifrele zecilor si unitatilor prin litere vsi y. Atunci numarul

cautat este IOv +y Deoarece el este de 4 ori mai mare decat suma cifrelor,
1Ov+y =4(v +y). de unde 6x = 3y sau 2x =Y.
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Numarul 10x +y este de 3 ori mai mare decat produsul cifrelor, de aceea
\0Ox + y= 3xy. Rezolvam sistemul:

J2x =y,
[10x4-y =3xy.
Substituim valoarea lui y In ecuatia a doua:

10x+ 2x= 3x- 2x, 12x= 6x2 de unde x= 0 sau x= 2.
Prima cifra a numarului de doua cifre nu este 0. De aceeax= 2, iary= 2x= 4.

Verificare .24 =4(2 +4)si 24 =3 2 4.
Remarca. Deoarece aici x siy sunt numere naturale, clarificand cdy = 2x. se poate

sa nu rezolvam sistemul, dar sa probam 12, 24, 36 si 48. Problema o satisface numai

numarul 48.

Raspuns. Numarul 48.
Perimetrele triunghiului echilateral si a hexagonului regulat sunt egale, iar suma

ariilor lor este egala cu 10¥Y3 m2 Aflati ariile acestor poligoane.

Rezolvare. Fie laturile cdautate ale triunghiului si hexagonului egale cu x siy
3x =6y de unde x= 2.

)

(fig. 113). Deoarece perimetrele sunt egale,

Fig. 113

- Lo . N 3
Aria triunghiului echilateral cu latura x este egala cu . Hexagonul regu-

lat se compune din sase triunghiuri echilatelare cu laturay de aceea aria lui este

Y3 . .
egald cu 6 y@ Avem sistemul de ecuatii:

X 2y, Ix = 2y,
< -6- _sau
X2Y3 y2-6yi3 10V3, {Xx2+6y2=40.

4 + 4
Substituind Tn ecuatia a doua valoarea x = 2y. obtinem ecuatia 10Y = 40, de

unde ¥ = 4, iary = 2. Atunci x = 4.

Raspuns. 4m si 2 m.



140 Capitolul 2

E fectuati oral

555. Problema deschisa. Compuneti o probleméa care ar avea ca model matematic
sistemul de ecuatii:

\x +y =5, \x-y =3, \x +y =7,
a) 1xy =6; } Ixy =40; O \x2+y2=25.
Nivelul A

556. Aflati doua numere, suma cdrora este egald cu 21, iar produsul este 90.
557. Aflati doua numere, diferenta carora este egalda cu 1,1, iar produsul este 0,6.

558. Aflati doud numere, suma cdarora este egala cu 31, iar suma patratelor lor este
625.

559. Media geometrid a doud numere este egald cu 3. Aflati aceste numere, daca
unul din ele este mai mare decéat al doilea cu 9,1.

560. Perimetrul triunghiului dreptunghic este 90 cm, iar ipotenuza este 41 cm. Aflati
catetele triunghiului.

561. Aflati doua numere, daca:
a) diferenta lor este egala cu 2, iar diferenta patratelor cu 88;
b) semisuma lor este egala cu 9,5, iar suma patratelor lor 185;

¢) suma lor este egala cu 20, iar produsul cu 84.

562. Aflati catetele triunghiului dreptughic, care are:
a) ipotenuza egald cu 13 dm, iar aria cu 30 dm2;
b) perimetrul egal cu 30 cm, iar suma catetelor cu 17 cm;
c) ipotenuza egald cu 17 cm, iar perimetrul cu 40 cm. X

563. Aflati laturile dreptunghiului, diagonala cdruia este egald
cu 10 m, iar aria cu 48 m2

564. Aflati catetele triunghiului dreptunghic, daca una din
ele este mai mica decat ipotenuza cu 2 cm, iar a doua
cu 25 cm.

565. Conturul interior si cel exterior al unei rame sunt patrate.
Latura unuia din ei este egald cu diagonala celuilalt (fig.
114). Aflati laturile acestor patrate, daca aria ramei este
egald cu 32 cm2

566. Aflati raza interioard si cea exterioara ale unui inel,
daca diferenta lor este egald cu 5 cm, iar aria inelului
cu 125n: cm2 (fig. 115).

Fig. 115
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567. Aflati lungimile muchiilor unui paralelipiped dreptunghic, dacd lungimea uneia
din ele, aria suprafetei si volumul paralelipipedului sunt egale respectiv cu 8 cm,
158 cm2si 120 cm3.

568. Un combiner poate recolta grul de pe un lot cu 24 h mai repede decat altul.
Daca combinerii vor lucra impreund, atunci pot termina lucrul Tn 35 h. In céte
ore poate recolta toata roada fiecare combiner?

569. Problema lui Luca Pacioli. Suma patratelor a doud numere este egald cu 20,
iar produsul cu 8. Aflati numerele.

570. Numadratorul fractiei ordinare ireductibile este cu 3 mai mic decat numitorul,
iar dacd la ambii membrii ai ei vom aduna 10, valoarea fractiei se va mari de
doud ori. Care este fractia aceasta?

Nivelul B

571. Un automat confectioneaza piese identice. Dacd el va confectiona in fiecare
minutd cu o piesd mai mult, atunci 720 de piese va confectiona cu 1 h mai
repede. Cate piese confectioneaza automatul ntr-o ora?

572. O comanda de a produce 150 de masini uzina trebuia sa o execute Tn cateva
zile. Insa, producand zilnic cu 2 masini mai mult decat se prevedea, cu 2 zile
Tnainte de termen uzina nu numai ca a executat comanda deplin, dar a produs
inca 6 masini in plus. In cate zile uzina trebuia se execute comanda?

573. O uzind trebuia s& produca un lot de strunguri in cateva zile. Supraimplinind
sarcina zilnica cu 9 strunguri, cu 3 zile Tnainte de termen ea a produs 588 de
strunguri, ce alcatuieste 98 % din comandd. Cate strunguri producea zilnic uzina?

574. O echipd de muncitori forestieri trebuia sa pregateasca in cateva zile 216 m3
de lemne. Primele trei zile ea a lucrat cum se prevedea, iar apoi pregatea zilnic
cu 8 m3 mai mult si de aceea deja cu o zi Tnainte de termen a pregatit 232 m3
de lemne. Cati metri cubi de lemne pregatea zilnic echipa?

575*.0 teava poate umple un bazin cu apd cu 36 min mai repede decéat alta. Daca
la Tnceput jumatate de bazin va umple o teava, iar apoi restul a doua, el se va
umple cu jumatate de ord mai tarziu decat va umple ambele pompe lucrand
impreund. In cate minute fiecare pompa umple bazinul cu apa?

576.Din «Manual de matematica» (a. 1813) pentru scolile militarefranceze. Suma a
trei laturi ale unui triunghi dreptunghic este egald cu 156 m, iar aria cu 1014 m2
Aflati laturile lui.
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577. Un tren trebuia sd parcurgd drumul de la statia A pana la statia B in 4 h. insa
la distantd de 150 km de la statia A el a fost retinut 20 min. Pentru a sosi Tn B
dupa orar el restul distantei a parcurs cu o viteza mai mare decat cea initiala
cu 15 km/h. Aflati distanta de la A péana la B.

578. Un motociclist a parcurs distanta dintr-un sat pana la oras in 5 h. Ua intoarcere
primii 36 km el se deplasa cu aceeasi viteza, iar restul drumului (partea cea mai
mare) - cu 0 viteza mai mare cu 3 km/h si de aceea la intoarcere el a folosit cu
15 min mai putin. Cu ce viteza se misca motociclistul spre oras?

579. Drumul dintre satele A si B constd dintr-un urcus si cobords. Un ciclist, miscan-
du-se pe coboras cu o viteza cu 6 km/h mai mare decat pe urcus, drumul de la
A pana la B 1l parcurge in 2h 40 min, iar de la B la A - cu 20 min mai repede.
Sa se afle viteza ciclistului pe urcus si pe coboras si lungimea urcusului de la A
la B, daca distanta de la A pana la B este egald cu 36 km.

580. O motonava in 9 h a parcurs 100 km dupa curentul apei raului si 64 km contra
curentului apei. Alta data in acelasi timp ea a parcurs 80 km dupa curentul apei i
80 km - contra curentului. Aflati viteza proprie a motonavei si viteza curentului
de apa.

581. Viteza unui avion este cu 100 km/h mai mare decat viteza altuia, de aceea
primul parcurge distanta de 980 km cu 0,4 h mai mult, decét al doilea distanta
de 600 km. Aflati vitezele avioanelor.

582. De la cheiul A a plecat o pluta dupa curentul apei raului. Peste 3 h de la cheiul
B, care se afla la o distanta de 60 km de A, a plecat o motonava care a sosit in
A peste 1h dupa Tntalnirea cu pluta. Aflati viteza curentului de apa, daca viteza
motonavei Tn apa statdtoare este egald cu 24 km/h.

583. Dintr-un sat spre oras situat la o distantd de 20 km a plecat un ciclist, iar peste
15 min din urmad altul. Ajungandu-1 pe primul, ciclistul al doilea s-a intors si
a revenit Tn sat cu 45 min Tnaintea sosirii primului ciclist in oras. Aflati viteza
primului ciclist, dacd al doilea se misca cu viteza de 15 km/h.

584. Din punctul A in acelasi timp si Tn aceeasi directie au plecat doi ciclisti cu
vitezele de 18 km/h si 24 km/h. Peste 1 h dupa ei a plecat un automobil care
le-a ajuns la inceput pe un ciclist, iar peste 10 min si pe al doilea. Aflati viteza
automobilului.

585. Din punctul A spre [ distanta dintre care este de 90 km, a plecat un ciclist cu
viteza de 12 km/h. Peste jumate de ora din A spre B a plecat alt ciclist cu viteza
de 15 km/h. Tn acelasi timp din B n directia lui A a plecat un motociclist care
a intélnit la Tnceput pe primul ciclist, iar peste 2 min pe al doilea. Aflati viteza
motociclistului.
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Exercitii pentru repetare

4

586. Pe masa intr-un rand sunt patru figuri: triunghi, cerc, hexagon si romb. Ele sunt
vopsite Tn diferite culori: rosie, albastra, galbena si verde. Se stie ca in dreapta
de figura galbena este rombul; cercul este situat la dreapta de triunghi si romb;
figura rosie se afla Tntre albastrd si verde; triungiul nu este la marginea mesei;
figurile albastra si galbend nu sunt aldturi. Determinati Tn ce ordine sunt amplasate
figurile si de ce culoare ele sunt.

587. Construiti graficul functiei y = -----é-. . Aflati coordonatele punctelor de inter-
X -

sectie acestui grafic cu graficele ecuatiilor 3y - x +3 =0,j - 3v+ 9 = 0 si
v2- 6x +Y = 16.

588. Folosind rezultatele problemei Nr. 587, stabiliti corespondenta dintre abscisele
punctelor aflate si ordonatele lor respective care sunt date Tn tabel impreuna cu
litere. Amplasati abscisele (impreuna cu litere respective) in ordine descrescatoare
si veti afla denumirea orasului, unde este situata universitatea in care a lucrat
M.M.Bogoliubov si pe fatada cdruia este instalatd placa memoriald consacratd
lui (fig. 116).

-6 6 -4 4 -3 3 -2 2
I H C P L E I 4

Demonstrati identitatile (589-590).
589. 4a4+ 1 =(2a2- 2a + 1)(2a2+ 2a + 1).
590. a4+ a2+ 1=(a2- a+I)(a2+a + 1).

591. Aduceti la forma cea mai simpla expresiile:
1 1 1

(a+cf a2-c2 (a-cf
a+2c 3c-a a2-c2
+ 5

) .
3a-3c 2a-2c (a-cf

592. Aflati valoarea functieiy = 1 - x 2 pentru
primele 5 numere naturale.
Fig. 116
Comoara succeselor

inteleg, ca sistemul de doud ecuatii de gradul al doilea cu doud variabile poate fi
modelul matematic al problemelor aplicative.
Stiu a rezolva probleme prin compunerea sistemelor de ecuatii.
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SARCINI PENTRU LUCRUL INDEPENDENT

1 °. Construiti graficul functieia) y=-v2b) y =2+VX.
2°. Rezolvati inecuatia v2- 2x< 0.
3*. Aria dreptunghiului este egald cu 180 cm2 iar perimetrul cu 54 cm. Aflati laturile

dreptunghiului.
4*. Construiti graficul functiei y= v2- 2x- 3, studiati-o.

1°. Construiti graficul functieia) y =-yfx; b)j="-4.

2°. Rezolvati inecuatia 2x - xi <0.

3*. Lungimea ipotenuzei triunghiului dreptunghic este egala cu 61 cm. Aflati lungi-
mea catetelor triunghiului, daca aria lui este 330 cm2.

4*. Construiti graficul functiei y=v2+ 2x- 3, studiati-o.

1°. Construiti graficul functiei: a)y =x4;b)y= v2+ 2.
2°. Rezolvati inecuatia 2+ 3x< 0.
3*. Suma ariilor a doua patrate este egald cu 65 m2 iar suma perimetrelor cu 44 m.

Aflati laturile patratelor.
4*. Construiti graficul functiei y= 4x- >c studiati-o.

Varianta IV

1°. Construiti graficul functiei a)y= -v3;b) y=4- v2

2°. Rezolvati inecuatia v2- 4x> 0.

3*. Aria dreptunghiului este egald cu 120 cm2 iar perimetrul cu 46 cm. Aflati laturile
si diagonala dreptunghiului.

4*. Construiti graficul functiei y= v2- 5x+ 4, studiati-o.
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DATE ISTORICE

Functia este una din cele mai importante notiuni ale matematicii contemporane.
Ea s-a format si s-a imbogatit in decursul multor secole. Savantii babilonieni au
calculat tabelele patratelor si cuburilor inca cu 4 000 de ani in urma. Dar aceasta
este functia definita in forma de tabel. Arhimede a stabilit dependenta ariei cercului

Gotfrid Leibniz
(1707 - 1783)

Leonardo Euler
(1707- 1783)

si ariei suprafetei sferei de

razele lor. Dar egalitdtile S =«k/ si S =4kr
definesc functii.

In secolele XVI - XVII defunctiile se defi-
neau verbal, grafic sau cu ajutorul tabelelor. Abia
P. Fermat si R. Descartes au demonstrat, cum
de definit dependenta dintre variabile cu ajutorul
ecuatiilor. Pentru reprezentarea grafica a difertor
dependente, ei au aplicat sistemul de coordonate.

Termenul «functie» 1-a folosit pentru prima
datd matematicianul neamf{ Gotfrid Leibniz (din
1673 - in manuscrise, iar din 1692 - Tn publi-
cari). Simbolurile de notare generala a functiei
/(X) siy =g(x) a introdus Tn a. 1734 matematicia-
nul elvetian Leonardo Euler .

Chiar si dupa aparitia cuvantului «functia»
notiunea corespunzatoare cu timpul se schimba.
G. Leibniz numea functii lungimele segmente-
lor care se schimbau Tn dependentd de variatia
lungimilor altor segmente. L.Euler numea func-
tie expresia alcatuitd din variabile si numere. De
exemplu, expresia 3x+ 5 este functie de variabi-
la v, fiindcd valoarea expresiei date depinde de
valorile lui x. Matematicianul ceh B. Bolzano
(1781-1848) a extins si mai mult notiunea de
functie, el sub functie Tntelegea orice dependenta
a unei marimi de alta.

Mai tarziu majoritatea matematicienilor sub
functie pricepeau o marime variabild dependen-
td, altii - corespondenta dintre multimile nu-
merelor sau relatia (corelatia) dintre elementele
multimilor arbitrare.

Definitia actuald a functiei in forma cea mai

J
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generald a fost propusa in sec. XX de o grupa de matematicieni, care se prezenta
sub pseudonimul N. Bourbaki: «Functia este relatia la care fiecarui element din
domeniul de expediere Ti corespunde exact un element din domeniul sosirii». Sub
domeniul de expediere (domeniul de defhitie al functiei), domeniul de sosire (codo-
meniul ei) se considera orice multimi, nu numai cele numerice.

Deci, in diferite timpuri cu cuvantul «functie» numeau uneori lungimea seg-
mentului, uneori expresia cu variabile, uneori valoarea variabild, uneori dependenta
dintre marimi, uneori corespondenta dintre valorile marimilor, uneori relatia dintre
elementele a doud multimi.

In scoala de baza se studiaza numai cele mai importante si mai simple exemple
de functii. Ceva mai tarziu veti face cunostintd si cu alte clase de functii: putere,
exponentiale, logaritmice, trigonometrice, etc. Savantii studiaza si functii cu doua,
trei si mai multe variabile.

Denumirile «parabold», «hiperbold» le-a introdus matematicianul din Grecia An-
tica Apollonios (sec. Il p. e. n.). El examina aceste curbe ca liniile de intersectie ale
suprafetei conice cu un plan.

in matematica contemporana se examineaza multe si diferite tipuri de functii.
Ele se studiaza detaliat in discipline separate ale matematicii: analiza matematica si
teoria functiilor. in aceste domenii cu succes au lucrat si matematicienii ucraineni
M. V. Ostrogradski, M. P. Cravciuk,

S. N. Bemstein, E. la. Remez, G. M. Fihtengolt, M.G.Grein, M. I. Skili si alti.
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Esentialul in capitol

Functia este corespondenta la care fiecarei valori a variabilei vdintr-o multime D
7i corespunde o singura valoare a variabilei y. Multimea D se numeste domeniul de
definitie, iar multimea tuturor valorilor respective ale variabilei veste codomeniul
functiei date. Dacdy este functiei de x se scrie y = fix).

y = ax2+ bx+ ceste o functie de gradul al doilea (a @0, b, ¢ - numere arbitrare,
iar v - argument).

Graficele functiilory= ax2+ hx+c. y =afi + bx. si y= afi sunt parabole identice
care se pot suprapune la o translatie.

Zerourilefunctiei sunt valorile argumentului ei, pentru care valoarea functiei este
egald cu zero. Intervalale din domeniul de definitie, pe care functia nu-si schimba
semnul (adica are numai valori pozitive sau numai negative), se numesc intervale
cn semn constant. Functia se numeste crescatoare (sau descrescatoare) pe interva-
lul dat, daca fiecarei valori mai mari a argumentului din acest interval Ti corepunde
valoarea mai mare (mai mica) a functiei.

Functiay= fix) se numeste para, daca domeniul ei de definitie este simetric fata
de zero si pentru toate valorile argumentului fi-x) =fix).

Functiay = fix) se numeste impara, daca domeniul ei de definitie este simetric
fatd de zero si pentru toate valorile argumentului fi-x) = - fix).

Existad functii care nu sunt nici pare, nici impare.

Daca este cunoscut graficul functiei y =fix),

atunci cu ajutorul transformarilor geo-
metrice se poate obtine graficele functiilor
7=-n4 7= fix- a),y= fix) +h.

De exemplu, pe figurd este aratat, cum cu
ajutorul transformarilor si graficului functiei
7 =" sepot obtine graficele functiilor

7T=(x-0D27= (x+2)2y=/+2,y=/-3.

Inecuatie de gradul al doilea se numeste
fiecare inegalitate de forma afi + hx +c¢ * 0.
unde a, b, c sunt numere date, x — variabila,
iar * — un semn oarecare al inegalitdtii: <,
> <, >. Rezolvand asa inecuatii, este bine
de imaginat, cum este situat graficul functiei
y = ax2 + hx + ¢ fata de axa x.
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Clarificam succesele
Sarcini Tn forma de test nr. 2
R este domeniul de definitiei al functiei:
a) y=\Ux+1;, b)y =2x_1; c)y =-x2; d) y=x

Codomeniul functieiy =>r - ix - 1leste intervalul:
a)  -2);  b) (I°°) ¢) [1; 2); d) [-2:-).

Q  Pe intervalul (0;°°)crescatoare este fiinctia:

a) y =-5x; byy =2 - x2 c)y =3x1 dy=4x-1.

Q  Cate zerouri arefiinctiay = x(>r + 2)(x + 4):

a) unul; b) doug; c) trei; d) patru?

Parabola este graficul functiei:
a)y=x 2\ b)y =x - 3x2;, c¢)y = 2x; d)y =Vx.

Solutia inecuatiei > + ix + 3 > 2 este intervalul:
a) -3); b) (—;-NHU(-1;°°); c) (1; 2); d) R.

Simetric fatd de punctul (0; 0) este graficul functiei:

a) y =x~2; b) y =3x2; c)y = 2x; d) y =Vx.
L . . =X +4,
Solutia sistemului de ecuatii este punctul:
4x+y=0
a) (-8; -2); b) (8; 2); c) (4; 2); d) (-2; 8).

Para este functia:
a) y =Vx; b) y = 2x; c)y =3x2; d) (x - 2)2

Functiay =ix - > obtine cea mai mare valoare, daca:o:
a) x = 0; b) x = 1; C) X = 2; d) x =-2.
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Sarcini-tip pentru lucrarea de control nr. 2

Construiti graficul functiei y= 2x + 3. Aflati domeniul de definitie si codomeniul
ei. Stabiliti zerourile functiei si intervalele cu semnul constant.

Functia este definita prin formula f(x) = (2x + 3)2. Aflati:
a) 1(0); b) /(-4); c) /(3.,5).

Construiti graficul si studiati proprietatile functiei:
a’)y =-x +1; by =x+1)2- 4.

Rezolvati inecuatia:
a®) (x +5)(x - 3)>0; b’) -5x2+ 3x + 2 < 0.

Construiti graficul functiei:
a) y =x2+4x + 3; b) y=16x-x2-51I.

Rezolvati grafic sistemul de ecuatii:

IX +il= 1, |x2+y2-4=0,
a’) b®)

[x-y+1=0; [x2-y +2=0.

Rezolvati sistemul de ecuatii:
[x2+y2=17, b) |x2- xy-3=0,
[Bx-y+1=0; [x2-xy +2 =0.

Daca un numar de doua cifre v-a fi Tmpartit la suma cifrelor, incat vom obtine
8 si Tn rest v-a fi 5, iar daca 1l v-a Tmparti la produsul cifrelor, Tncat vom obtine
10 si Tn rest va fi 1. Aflati acest numar.

Rezolvati inecuatia:
X —16x
a) (x + 5)2(x - 3)(1 + x) > 0; b) <o.
Xx3-5x2+4x

Aflati pentru care valori ¢ ecuatia (r + \)xI + (3r - 2)x- ¢ =0 are doua solutii
reale diferite.
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Gauss

logann Karl Friedrich

(1777- 1855)

Matematician, astronom,

fizician geodezian german,

unul din cei mai mari

si cu cel mai mare prestigiu din toti
matematicienii din toate timpurile.
Trdsaturile caracteristice ale cercetarilor
lui Gauss sunt variatia lor uimitoare

si legdtura organica dintre teorie si
matematica aplicativa.

Laureat al medaliei Copley (cea mai Tnalta
distinctie anuald a societatii

Regale din Mare Britanie) (1838).

»Nimic nu este facut, daca ceva a ramas neterminat”.
,» Matematicienii stau unul pe umerii altuia”.
,» Astronomia si matematica pura sunt polii magnetici, spre care vesnic se

ntoarce busola ratiunii mele”

»Matematica este regina stiintelor si aritmetica - regina matematicii”

Premiul lui Gauss

este acordat de asociatia
Internationala a matematicienilor
si  societatea  matematicienilor
din Germania o datd in 4 ani, la
congresul matematicienilor, pentru
realizari remarcabile Tn domeniul
matematicii

aplicative.

K.F.Gauss

Scopul premiului - stimularea
matematicienilor, care favorizeaza
progresul in alte domenii diferite de
matematica, incluzand tehnologii,
afaceri si viata de toate zilele.

A fost fondata la 30 aprilie anul
2002 in ziua aniversarii a 225-a de
la ziua nasterii lui Gauss.

Laureatii premiului

Kiioi Itos

Ilv Meyer

Stenii Ogser



Siruri numerice

Sir este o multime de obiecte, amplasate intr-o anumita ordine. Daca termenii sirului
sunt numere, atunci el se numeste sir numeric. Cele mai simple si mai importante
exemple de siruri numerice: progresia aritmetica si progresia geometrica.

Studiind acest capitol, veti putea observa frumusetea corelatiilor matematice n
diferite tipuri de siruri si procedeele definirii lor, in dependente si legitdti neprevazute,
in figuri stranii si procedeele construirii lor, etc.

Tn capitolul dat vom studia astfel de teme:

Sir Progresie geometrica
§ Succession Geometric Progression
Progresie aritmetica Probleme de calcul ale sumelor
§ Arithmetic Progression Sums Calculation Tasks

Proiectul de invatamant Nr. 3
»Aplicarea matematicii”
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Aplicam cunostintele obtinute

Pentru a intelege si a Tnsusi bine tema noud, ne amintim:

- Ce se numeste functie si domeniul ei de definitie.

- Care functii se numesc crescatoare, iar care - descrescatoare.
- Cum de aflat valoarea functiei Intr-un punct.

- Care numere sunt naturale.

Primele zece numere naturale 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8 9, 10.
Cel mai mic numar natural este 1.

Numere pare (se Tmpart la 2 fara rest) Numere impare
2, 4,6, 8, 10,... 135791

Sa ne inchipuim o continuitate de evenimente sau fenomene, ordinea plasarii
obiectelor, sunetelor, culorilor, etc. - asta si este sir. Amintiti-va, cum sunt asezate
piesele pe tabla de sah (fig. 117, a) si notele muzicale (fig. 117, b). Se poate vorbi si
despre lunile anului, zilele saptamanii, literele Tn cuvant, numele in lista, vagoanele
in tren, statiile caiilor ferate, etc.

Fig. 117

Degetele mainii omului tot sunt aranjate Tntr-o anumitd ordine: mare, aratator,
mijlociu, inelar, mezin. Si liniutele codului, care este pe scoarta acestei carti, sunt duse
intr-o anumitd ordine. Ce Tnseamna ele? Pentru ce ele trebuie?

Acest paragraf ne va ajuta s& ne Tmbogatim cunostintele despre siruri in
matematica si sa facem cunostinta cu proprietétile lor.

Sa ne imaginam, ca Tn rand sunt scrise toate numerele naturale pare:

2, 4,6,8, 10, 12, 14, 16, 18, 20, 22, ... .

Acesta este sirul de numere naturale pare. Numarul 2 este primul termen al lui, 4 - al
doilea, 6 - al treilea, 20 - al zecelea si a.m.d.
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Exemple de siruri numerice:

1, 2,3,4,5, ..- sirul numerelor naturale;

1, 3,5 7,9, ..- sirul numerelor naturale impare;
11 11 . .

1, —, —, —, —, ...-sirul de numere inverse celor naturale.
2 3 4 5

Sirurile pot fifinite si infinite. De exemplu, este finit sirul numerelor naturale de o

cifrd:
1,2,3,4,5,6,7,8,9.

Sirul tuturor numerelor naturale este infinit. Scriind sirul infinit, dupa cativa termeni
ai lui se pun trei puncte.

Primul, al doilea, al treilea termeni ai sirului de numere naturale pare sunt 2, 4, 6. Se
scrie: ax=2, a2=4, a3= 6. Dar cu ce este egal termenul al «-lea a,,? Deoarece fiecare
termen al sirului numerelor naturale pare este de doua ori mai mare decat numarul lui
de ordin, termenul al n-lea este egal cu 2n, adica

an=2n.

Aceasta este formula termenului al «-lea al sirului numerelor naturale pare.
Formula termenului al «-lea al sirului numerelor naturale impare :
a,=2n- 1

Aceasta formuld este asemanatoare cu formulay= 2x- 1, care defineste functia
liniard. In ultima formula x poate primi orice numar real, iar in formula a,, =2n - 1
variabila « poate primi numai valori naturale. Fiecare termen al sirului corespunde unui
numar natural - numarului de ordin al termenului sirului. De aceea sirul numeric este
o functie definita pe multimea numerelor naturale sau pe multimea primelor n
numere naturale. Daca functia este definitd pe multimea tuturor numerelor naturale,
atunci avem un sir numeric infinit; daca functia este definita pe multimea primelor «
numere naturale, atunci ea este un sir finit care are « termeni.

Daca este cunoscuta formula termenului al «-lea al sirului, atunci este simplu de
calculat orice termen al ei. Sa scriem cativa din primii termeni ai sirului, care are
termenul al «-lea a,, = «2+ 2. Tnlocuind variabila « cu valorile 1, 2, 3, 4, 5, ... , obtinem
primii termeni ai sirului:

3,6, 11, 18, 27,38,51, ...

Termenul al miilea al acestui sir:

alin= 10002+ 2 = 1000 002.

Cu mult mai dificila este problema inversa: pentru sirul dat de aflat termenul al «-a.
De exemplu, formulatermenului al «-lea al sirului de numere prime 2,3,5,7,11,13,...
panan prezent nu este cunoscutd, desi matematicienii o cautd mai mult de 2 000 de ani.

Cativa din primii termeni ai sirului nu 7l definesc univoc. De exemplu, exista multe
siruri care au primii termeni 2, 4, 6, 8.

primii termeni ai sirurilor care au termenul al «-lea

a,=2«sicn=2«+ («- D(«- 2)(«- 3)(«- 4).
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Din doi termeni vecini a, si a;+l ai sirului termenul a;¥Lse numeste urmatorul lui a,

iar a, este precedentul lui a;+L

¢  Sirul se numeste crescator, daca fiecare termen al lui, incepand cu al doilea,
este mai mare decat precedentul. Sirul se numeste descrescator, daca fiecare
termen al lui, incep&nd cu al doilea, este mai mic decat precedentul.

Remarca. Uneori se examineaza si siruri, care au catermeni expresii, functii, figuri,
etc.

In continuare vom studia numai sirurile numerice, deseori le vom numi scurt siruri.

Sirurile numerice uneori se definesc cu ajutorul formulelor recurente (de la cuvantul
latin recurrentis - acel, care se intoarce). Formula se numeste recurenta, daca ea indica

cum se exprima orice termen al sirului prin cativa termeni precedenti.

------ DORITI SA STITI MAI MULT?

De exemplu, formula a,+2=a, + a, +1este recurenta, deoarece ea afirma ca fiecare
termen al sirului (incepand cu al doilea) este egal cu suma a doi termeni care Tl preceda.
Fonnula aceasta sirul nu-1 detennind, fiindca sunt necunoscuti primii doi tenneni ai
lui. Daca in afard de fonnuld sunt indicati si primii doi tenneni, atunci sirul se poate
considera complet definit.

Definim prin fonnula recurenta sirul care are primul si al doilea tenneni 1, iar fiecare
unnator este egal cu suma adoi tenneni precedenti. Acest sir poate fi definit cu egalitdtile:

ai=1 ar=2 a,t2=a,+a,+

Aplicand aceasta fonnuld, se poate detenninad consecutiv al treilea, al patrulea si
ceilalti tenneni ai sirului:

a2—3Pr+32—1+1—2

ar—a2 + ar— 1 23,

a8 —as + sn— 3 3—5,....

Avemsirul: 1, 1,2, 3,5, 8, 13,21,... .

El se numeste sirul Fibonacci, deoarece primul a studiat si a descris proprietatile lui
n tractatul ,,Cartea despre abac” (1202) Leonardo Pisano (Fibonacci).

Formula termenului al w-lea ca functie de n pentru acest sir a descoperit-o G. Binet
abia in sec. XIX (vezi problema 617).

Verificati-va

1. Dati exmple de siruri numerice.
2. Formulati definitia sirului numeric.
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3. Ce fel de siruri numerice exista?
4. Care siruri se numesc finite?
5. Care siruri se numesc crescatoare? Dar care descrescatoare?

Efectuam Tmpreuna

Continuati sirul patratelor numerelor naturale:
1, 4,9, 16, 25,....

» Rezolvare. Fiecare termen al sirului dat este egal cu patratul numarului lui:
primul - cu patratul numarului 1, al doilea - cu patratul numarului 2 si a.m.d.
De aceea termenul al saselea este egal cu 62 al saptelea - 72 al optelea - 82si
a.m.d. Deci, avem sirul:

1, 4,9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, ...

@] Aflati termenul al patruzecelea al sirului definit prin formula::
a)an=3n - 2;b)an= (-1)" ;c)an=n - (-1)" 3.
* Rezolvare. a) a40= 3 +40 - 2 = 120 - 2 = 118;
b) a40= (-1)40 = 1;
c) ad40= 40 - (-1)37 = 40 + 1 =41.
Raspuns, a) 118; b) 1; c) 41.
@] Determinati cu care numar toti termenii sirului, definit prin formula cn =n2 +
n, sunt mai mari decat 100.

 Rezolvare. Dacda n2 +n > 100, atunci n2+n - 100 > 0.

Rezolvam aceastd inecuatie de gradul al doilea.
D= 1+ 400. Deoarece se cer numai numerele naturale (deci, pozitive) ale lui n, iar

-T1+VloT

solutia pozitiva este n = 5 9,5, atunci numarul, care satisface conditia,

trebuie sa fie mai mare decat 9.
Raspuns. incepand cu termenul al zecelea.
Stabiliti, dacd este crescator sau descrescator sirul definit prin formula an= 1- 2n2

* Rezolvare. Luam orice doi termeni consecutivi ai sirului, aflam diferenta lor si

stabilim semnul ei:
ap=1-2p2;ap+4=1-2(p + 12
ap+1-ap=1-2(p +1)2- (1 - 2p2 =
=1-2p2-4p-2-1+ 2/ =-(4p + 2).

Pentru valorile naturale ale lui p expresia 4p + 2 primeste numai valori pozitive.
De aceea, ap +i - ap < 0 pentru toate valorile naturale ale lui p. Deci, pentru
orice numar p se realizeaza conditia ap , < ap. Sirul dat este descrescator,
deoarece n el fiecare termen urmator este mai mic decat cel precedent.
Raspuns. Sirul este descrescator.
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Efectuati oral

593. Numiti primii 5 termeni ai sirului de numere inverse numerelor naturale.
594. Numiti primii 5 termeni ai sirului de numere prime.

595. Continuati sirul numerelor naturale:
a) care se dividcu 3: 3,6, 9, 12, ... ;
b) care se divid cu 5: 5, 10, 15, ... ;
c) carenusedividcu 3: 1,2,4,5, 7, ..
d) in care fiecare este mai mare cu 3 decét precedentul: 1,4, 7, ... .

596. Examinati sirurile:
a)1,3,9,27,81,243,729,2187, ... ;
b)1,-1, 1,-1, 1,-1, 1,-1,...;
¢) 5, 55, 555, 5555, 55555, 555555, ... .
Indicati pentru fiecare sir urmatorii termeni: 1) al doilea, al cincilea si al saptelea;
2) urmatorul dupa al treilea; 3) precedentul lui sapte; 4) care se contin intre al doilea si
al saselea.
597. Care termen al sirului xh x2, X3, X4, ..., X, ... este:
a) urmatorul dupa v3, x7,x39, xm , xn+l, x3,
b) precedentul lui x5 x71, x99, x123 x,,+1, x3,?

Nivelul A

598. . Finit sau infinit sunt sirurile:
a) numerelor naturale;
b) numerelor opuse celor naturale;
c) fractiilor regulate cu numitorul 10;
d) fractiilor neregulate cu numitorul 10;
e) fractiilor regulate cu numaréatorul 10;
f) fractiilor neregulate cu numaratorul 10;
g) numerelor de doua cifre;
h) cifrelor in inscrierea zecimalad a numarului k?
Scrieti primii cinci termeni ai fiecarui sir.
599. Scrieti primii cinci termeni ai sirului, al carui al n-lea termen se defineste prin

formula:

a) an = 2(n - 1); c)yn=3n + (-If; e)cn= 2n2;

b) x,, = 12; d) bn=1- n2; f)z,=1+ (-1)".
600. Sirul este definit prin formula an = 2n + 3. Aflati:

a) ag; b) a6; c) al6; d) a100.

601. Scrieti primii sapte termeni ai sirului definit prin formula:
a)an=Sn - 2;b)an=n2+ 1;c)an=2- 5n; d)an=n2- n.
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602. Scrieti primii cativa termeni ai sirului patratelor numerelor naturale. Care este
termenul al n-lea?

603. Scrieti primii cativa termeni si termenul al n-lea ai sirului cuburilor numerelor
naturale.

604. Scrieti primii cativa termeni ai sirului numerelor naturale, care se divid cu 3.
Calculati termenul al patruzecelea.

605. Scrieti primii cativa termeni ai sirului al carui termen a, =n2- 1 Aflati aw,

a20> aloo-
606. Scrieti sirul finit definit prin formulele:
a) a,=4«- 3,unde 1<x<8; C) C,,=n2+ 2n,unde 1<x < §;

b) b = -me- , unde 1<n < 10; d)y,, =2"+ 1, unde 1<x<8.
Mm+1

607. Aflati al treizecelea termen al sirului definit prin formulele:
a) an = 2n + 7; c)cn=(-1)" + 3;
b) bn = 2n2- n; d) xn=0,5n{n + 1).

608. Este dat sirul al carui termen a,, = 50 + 8. Cu cat termenul al doudzecelea este
mai mare decat termenul al noudsprezecelea?

609. Este dat sirul al carui termen a, = n m3”. De cate ori termenul al doudzecelea
este mai mare decét al optsprezecelea?

610. Aflati termenii al saselea, al optulea si al zecelea ai sirului cu termenul
b, = 2.

611. Oare este adevarat, ca an = 510 - 3 este formula termenului al w-lea al sirului
de numere naturale, care Tmpartite la 5 dau Tn rest 2?

612. Scrieti formula termenului al n-lea al sirului numerelor naturale care, fiind
impartite la 7, dau n rest 3.

613. Primul termen al sirului este egal cu 7, iar fiecare urmatorul este cu 2 mai mare
decéat precedentul. Scrieti primii cativa termeni ai lui.

614. Primul termen al sirului este egal cu 5, iar fiecare urmatorul este cu 3 mai mic
decat precedentul. Scrieti primii cativa termeni ai lui. Acest sir este crescadtor sau
descrescator?

615. a) Sirul 1, 3, 6, 10, 15, ... se numeste
sirul numerelor triunghiulare (fig. 118).
Scrieti si  reprezentati urmatorii 4

termeni ai acestui sir.

b) Problema deschisa. Aflati care sir
se numeste sirul patratelor numerelor.
Alcatuiti si rezolvati o problema des-

pre acest sir. Fig. 118
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Nivelul B

616. Scrieti primii cinci termeni ai sirului, care se defineste cu formula recurenta:

a)al = 2,a,+! = -2a,;
b) ax = -1, a2=1, an+2 = an+4 + an;
c) ax= 15, 4, +i = 4,, - 5;

d) G =-2,c¢c2=3,cn+2=2cn+ cn+l.

617. Sirul numerelor Fibonacci poate fi definit prin formula recurentd: ax= 1, a2 =
1, a, 2=a, |+ a, sau prin formula termenului al sa-lca:

1 i+n/6l fi-Vs
a,, =
VsL
Aflati primii cinci termeni ai sirului prin doud procedee si comparati-le. Mai de-
taliat despre creatorii acestor formule aflati independent din surse informationale.
618. Sirul ah a2 a3, a4, .. este astfel, cd ax= -5 si a, +x- a, = 3 pentru fiecare

numar natural i. Aflati a2 a5 al0.
619. incepand cu care numdr toti termenii sirului:

a) a,,=3n + 1sunt mai mari decét 50; c) x,, =200 - 3n sunt mai mici decét 12;
b) ¢,, =n2- 5 sunt mai mari decéat 220; d) b,, =n2- n nu sunt mai mici decéat 110..

620. Pentru care numere termenii sirurilor:
a) an=23n - 5sunt mai mari decat 40, dar mai mici decét 150;
b) bn=200 - 2n sunt mai mari decét 50, dar mai mici decét 170;
C) ¢,,= 2”7+ 1sunt mai mari decét 8, dar mai mici decét 30;
d) x,, =4 - In sunt mai mari decat -40, dar mai mici decét -10;
e) yn=yjn+2 sunt mai mari decat V10, , dar mai mici decéat 10?

621. Cati termeni pozitivi contine sirul definit prin formula: a) an = -3n + 374;
b) 4, = —A2 + 70n + 800?
622. Sirul este definit prin formula a, =n2- 15n. Cati termeni negativi are sirul?
623. Oare sunt printre termenii sirului a, = 7n - 2 asa termeni care:
a) se termind cu 0;
b) se divid cu 13;
¢) se divid cu 2 si nu se divid cu 3;
d) Tmpartiti la 27 dau in rest 1?
624. Sunt date doua siruri: a,=1In - 1sic, = &7 + 3. Aflati valorile cele mai mici
ale lui k si p, pentru care ak = cp.
625. Este dat sirul finit: 9, 4, 1, 0, 1, 4, 9. Definiti-1 printr-o formula.
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Selectati (626, 627) una din formulele posibile ale termenului al n-lea al sirurilor.
Definiti fiecare sir in forma de tabel si grafic.

626.a) 2, 5, 8, ...; d) 1,0, 1, ..;
b) 2, 4, 8, ..; e, 0, i f. .,
c) 1, -1, 1, ..; 2 -, -,
) ) 2 3

627.a) 3, 6, 12, 24, 48,...; d) -1, 2, -3, 4, -5,
b) 1, 7, 31, 127, 511,..; e) 0, -2, -4, -6,...;

1 2 3 4 5 3 4 5 6 7

C 21 31 41 5’ 61"77 i) 21 31 4’ 5’ 6l

628*. Scrieti doua formule diferite pentru termenul al n-lea al sirului care are primii
termeni 1, 3, 5, 7.

629. Demonstrati, ca termenul al 7-lea al sirului numerelor triunghiulare (vezi pro-
blema 615) este egal cu suma primelor n numere naturale.

630. Sirul infinit 0, 2, 0, 2, 0, .. este astfel cd suma a orice doi termeni ve-
cini este egalda cu 2. Oare este adevarat ca termenul al -lea este
an=1+ (-1)™

631. Sirul este definit prin formula an = (-1)”. Aflati suma primilor termeni:
a) o sutd; b) o mie; c) o mie unu.
632. Desenati in caiet figura 119 si completati-o
cu doua padtrate astfel, ca laturile lor sd fie
egale cu urmadtorii termeni ai sirului lui Fibo-
nacci.

633. Crescatoare sau descrescatoare sunt sirurile de-
finite prin formulele:
a) an = 9n - 10; c)cn = 5 - n2;
e)zn=n2+ 2n - 3;

b) bn = 10 - 9n; d) xn= 1}
n

+1
634. Demonstrati ca sirul an= 8/r-7 este crescator.
o n+1 5
635. Demonstrati ca sirul an = --—-—-- este descrescétor.
n

636. Aflati cel mai mare termen al sirului:
a)an=0Qn- n2- 5 b) an=-n2+ 2n + 3.

637. Aflati cel mai mare termen negativ al sirului definit prin formula termenului al
Tr-ea
a) an = n2- 35; b) an = 0,25n2- 10,75.

638. Care din numerele -20, -10, -5, 4, 9 sunt termeni ai sirului cu termenul al
Tl-lea a,, - 2t2- 77
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639. Al carui sir numarul -12 este termen:
a)an= 7n2- 11; c¢)an=2n- n2+ 3; e)an=n - n2;
b) an= 3 - 5n; d) an="-"; P2+ 40
’ n' f) an = I_2n ]

Exercitii pentru repetare

640. O fintreprindere comercialda a cumparat de 2 500 gm. doua obiecte si dupa
vanzarea lor a obtinut 40 % din venit. Cat a platit ntreprinderea pentru fiecare
obiect, daca primul a adus 25 % din venit, iar al doilea - 50 %?

641. Construiti graficele functiilor:
a)y =x2+3; )y = (x - 4)2
by y = x2- 2 d)y = (x + 3)2

642. Rezolvati sistemele de ecuatii:

\x +y =5, X2+y2=25,
[x2+y2-2x =15; (x-4f +y2=09;
\x2+y2=25, \x2+y2=25,
[xt/+12 = 0; [x2+y2—6x =7.

Comoara succeselor

'C Stiu cum se noteaza sirul si termenii lui.

" Pot da exemple de siruri:
cresatoare descrescatoare
infinite finite

A Stiu cu care formule se defineste sirul:
termenul al n-lea recurente

A Stiu a calcula termenii sirului
N Pot defini sirul dupa termenii lui dati si corelatia dintre ei
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Aplicam cunstintele obtinute

Pentru a intelege si a insusi bine tema noua, ne amintim:
- Ce este un sir.
- Ce este termenul precedent si cel urmator al sirului:

a,, si and
a,, - precedentul, anH - urmatorul
- Ce este formula termenului al n-lea si formula recurenta

- Care siruri se numecs crescatoare, iar care - descrescadtoare.
Cum se calculeaza termenii sirului

PROGRESIE
§ 1 6 ARITMETICA

Fie dat sirul, al carui primul termen este 5, iar fiecare termen urmator este cu 3 mai
mare decéat precedentul:

5 8,11, 14, 17, 20, 23,26, 29, ... .
Acest sir se numeste progresie aritmetica cu primul termen 5 si ratia 3.
Progresie aritmetica se numeste sirul, al carui fiecare termen, incepand cu al
doilea, este egal cu termenul precedent adunat cu unul si acelasi numar. Acest
numar constant pentru sirul dat se numeste ratia progresiei aritmetice.

Cu alte cuvinte, progresie aritmeticd este sirul care poate fi definit cu formulele
recurente:

Primul termen si ratia progresiei aritmetice pot fi orice numere. Progresia aritmetica
este crescatoare, daca ratia ei este pozitiva, sau descrescatoare, daca ratia ei este negativa.
Exemplu de progresie aritmetica descrescatoare este:

Pentru a obtine orice termen al progresiei aritmetice, Tncepand cu al doilea,
trebuie de adunat la numarul precedent ratia d. Dacd primul termen si ratia progresiei

aritmetice sunt egale respectiv cu axsi d, atunci primii termeni ale ei sunt:

di, di + d, ai + 2d, ai 3d, ai ar/, ...,
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Atrageti atentia: coeficientul lui d este cu 1 mai mic decat numarul de ordin al
termenului progresiei. La fel aflam a6= ax+ 5d, a7=at + 6d si, Tn general,

an=u, + (n- 1)L

Aceasta este formula termenului al n-lea al progresiei aritmetice.

Exemplul 1. Fie data progresia aritmetica al =4,d= 3. Aflati a20.

Rezolvare. ad=a7+ 19d =4 + 19 «3 = 61.

Raspuns. 61.

Exemplul 2. Fie data progresia aritmetica al9=8, d =-1. Aflati ax

Rezolvare. aw = ax+ 18t/, 8 = ax- 18. Deci, ax= 26.

Raspuns. 26.

Sa examindm cateva proprietati ale progresiei aritmetice.

Teorema 6. Orice termen al progresiei aritmetice, cu exceptia primului, este

; ; : - +« |+
egal cu semisuma a doi termeni vecini cu el: an= U< I

Demonstratie. Conform definitiei d = ay+1- &, a - a,,- a,, , . Deci,

Mm+1— —4,—3, . deaici a = an~1+Un+l

Este adevaratd si afirmatia inversa. Demonstrati-o independent.

Teorema 7. Suma a doi termeni ai progresiei aritmetice finite, egal departati

de extremitatile ei, este egala cu suma termenilor extremi:

ak + an-(k-D = «1 + an-

Fie dati n termeni ai progresiei aritmetice finite:
-y &N - 3- 071 - 25 &N - 15 &n'
Adunam primul si ultimul termeni ale ei, apoi - al doilea si penultimul, apoi - al
treilea de la inceputul ei si al treilea de la sfarsitul ei, s.a.m.d. Obtinem rezultate egale.
Intr-adevdr, daca an + &, =m. atunci:

«2 + an - 1= (ai + d)+ (a, - d)= a®an= m;

a3 + an - 2= (a2 + d)+ (a, i -d) =aan_
a4 + an B 3= (a3 + d)+ (a, -2-d) =a3tan_
iT.f. OTXe, ah+ an_{H _ 1 = a4+ an.

Teorema 8. Suma termenilor progresiei aritmetice finite este egald cu
semisuma termenilor ei extremi inmultita cu numarul termenilor:

an+a,,
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Demonstratie. Fie S,,suma a n termeni ai progresiei aritmetice:

aPa2 a3 ¢4, ... ,an_3 a,, 2,an_h an.

Dacd ax+a,, =m, atunci a2+ an_x=m; a3+ a,,_2=m si a. m. d.

Luand in consideratie aceasta, adunam parte cu parte doua egalitati::
Sll=al+a2+ a3+ ...+ an_2+ an”+ an

s, = an+an +a,,-2+ ...+ a3+ a2+a4

2. Sn=m+m+m+.. +m+m+m
2Sn = mn; 2Sn = (a! + an)n, ecifcn

Dupd aceasta formula se afld suma primilor n termeni ai oricdrei progresii aritmetice.
Exemplul 3. Aflati suma primilor doudzeci de termeni ai progresiei aritmetice 5, 7, 9,... .

Rezolvare. Aicial =5, =2. De aceeaaXd =5+ 19 2 =43,

bt
) 2 '20:480.

Raspuns. 480.
Suma primilor n termeni ai progresiei aritmetice se poate afla si dupa formula

2a, +(n-1)d e
= —mmmmmmemmm e n. Demonstrati-o independent.

DORITI SA STITI MAI MULT?

Imaginati-va functia liniara y = 0.5x + 1. Graficul ei este reprezentat pe figura
120. Daca argumentul x primeste numai valori naturale, adica 1, 2, 3, ... , atunci
valorile functiei vor fi egale respectiv cu:

1 5-2-25 3354

Avem progresie aritmetica cu primul termen 1,5 si ratia 0,5. Acestei progresii i
corespunde figura 121. In general, fiecare functiey = ax + b, definitd pe multimea
numerelor naturale, este o progresie aritmetica cu primul termen a + b si ratia a.
De aceea se considera cd progresia aritmetica este o functie liniard definita pe
multimea numerelor naturale.

Fig. 120 Fig. 121



164 Capitolul 3

Daca o astfel de functie este definita pe multimea tuturor numerelor naturale, atunci avem

0 progresie aritmetica infinitd. Daca ea este definita pe multimea primelor;? numere naturale,
atunci avem o progresie aritmetica finita care contine n termeni..

Verificati-va

Formulati definitia progresiei aritmetice.

Ce este ratia progresiei aritmetice?

Cum se exprima termenul al w-lea al progresiei aritmetice prin primul termen si
ratie?

Cu ce este egalda suma a doi termeni ai progresiei aritmetice, egal departati de
extrimitatile ei?

Cu ce este egala suma a n termeni ai progresiei aritmetice?

Efectuam impreuna

Aflati suma tuturor numerelor naturale de doua cifre

Rezolvare. Aflam suma numerelor 10, 11, 12, ..., 99. Acest sir este o progresie
aritmetica finitd. Ea contine 90 de termeni si suma ei este egala cu:

S =, —{10+99)-90 = 4905.

Raspuns. 4 905.

Rezolvare. Daca 1 000 este termenul al i-lea al progresiei date, atunci 1 000
=5+ (- 1) «3; 3( - 1) =995, deci, / nu este un numar natural, deoarece
995 nu se divide cu 3.

Daca 200 =5+ (/- 1) «3, atunci 3 «(/ - 1) = 195, de aici i =65.

Raspuns. 1000 nu este termen al progresiei aritmetice date, iar 200 este termenul al

65-lea.

in progresia aritmetica se stie a, = 43 si al5= 3. Aflati al0.
Rezolvare. Substituim datele problemei in formula a, = a, + (n - 1)d. Avem:

40 =-8d, 3Bigku d = -5, al = 73.
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Deoarece aw = ax + 9d, atunci aw = 73 + 9 ¢ (-5) = 28.

Raspuns. 28.
Efectuati oral

643. Aflati ratia progresiilor aritmetice:

a) 3,5 7, ..;b) 12, 10,8, .. ;¢)-2, 1,4, ..;d -7, -9, -11, ...
644. Ratia progresiei aritmetice este egalda cu 2. Aflati primul termen al ei, dacé:

a) a2 = 5; b) a2 = -3; c) a2 = 0,3; d) YI2.
645. Oare este 0 progresie aritmetica sirurile:

a) 1, 3, 5, 8, 11, 14, .. ; b) o, -1, -3, -5, -8, .. ?
646. Care sir poate fi progresie aritmetica? Indicati primul termen si ratia acestor

progresii.

)0, 3,6,9, 12 L1t
a , 9, 0, J, T ] ’ ’ .
€) 374’5 ;
b) -2, -4, -6, -8, -10, .. ; d) 5, 10, 20, 40, 80, .. ;
c)3, 3,33, 3,3, ..; f) 0,
2 3 6 6

Nivelul A

647. Scrieti primii cinci termeni ai progresiilor aritmetice, daca:

a) ax= 7,d = 2; c) a3= d=\;

4 4
b) al=0,5,d = -10; d)ax=9,d = 0.
648. Scrieti primii sapte termeni ai progresiilor aritmetice, daca:
a) ax =2, d= 5; c)ax = 0,d=7;

b) di =-3, d = 4; d) = 4,d=-1.

649. In progresiile aritmetice:
a) ar=5,d =-4. Aflati a7, a2

b) ar=9,d =4. Aflati al5 a32
650. In progresia aritmeticd a2 = 14, a3 = 25. Aflati d, al0 a20.
651. Aflati ratia si termenul al zecelea al progresiilor aritmetice:

a) 2,7, 12, .. ; b) 3, 1, -1, ... ; c)
da O O
652. Aflati ratia progresiilor aritmetice daca:
a) a3 =5, a7 = 95; c) a3 = -15,al0 = -24;
b) a3 =2,3, a5 = 1,5; d) a3 = -17,a7 = 97.
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653. Aflati primul termen al progresiilor aritmetice, daca:
a) an = 25, d = 2; c)ag=9,d =10,3;
b) a3 = 5,d = -1; d) a21 = -50, d =

654. In progresia aritmeticd al7 = 53, d = 3. Aflati ah a5 au, an.

3.

655. In progresia aritmetica al0 = 5, an = -4. Aflati ah d, a5 an.
656. In progresia aritmetica ab = 5, a2l = 4. Aflati a7, c20.

657. In progresia aritmetica a4 = 2, a6 = 3. Aflati a40, a4l

658. Aflati termenul al n-lea al progresiei aritmetice:

a) 2,5, 8, .. b) 7, 6, 5, 1,

659. Scrieti formula termenului al n-lea al progresiilor aritmetice:

a) 7, 12, ..; c) -2,5, 0,5, ..;

b) -25, -19, ..; d) -4,5, -3,7, ...
660. Aflati suma primilor zece termeni ai progresiilor aritmetice:

a) a4 = -35, al0= 10; c)ad=-2,5, al0 = 2;

b) a4 = 66, al0 = -6; d) ad= 20, alo = 21,8.
661. Aflati primul termen si ratia progresiilor aritmetice, daca:

a) alo = 95, S0 = 500; b) al5 = 47, <€I5 = 1500.
662. Aflati suma primilor o suta de termeni ai progresiilor aritmetice:

a) 50, 49, 48, ..; c) 2, 7,12, 17, ..;

b) -50, -49, -48, .. ; d) 16, 13, 10, 7, ...
663. Aflati suma primilor patruzeci de termeni ai progresiei aritmetice, daca:

a) a4 =2, d = 3; c)a4=3,d = -0,2;

b) a4 =-18, d = 5; d) a4= 7, a%0 = 252.

664. In progresia aritmetica sunt cunoscuti primul termen an si ratia d. Aflati suma
S,, a primilor n termeni ai ei, daca:

a)ad=3,d =2, n =32 d)yad=-5,d =-7, n = 12;
b) a4 =-4, d = 4, n =25; e)ad=0,d = 7, n =35
c) a4 =15, d = -2, n = 40; fy a4=8,d = 0, n =50.

665. Problema araba straveche. Aflati termenul al 20-lea si suma a 20 de termeni
ai progresiei aritmetice 3, 7, 11, 15,

666. Problema evreiasca straveche. Aflati suma primelor saizeci de numere naturale.

667. Tnvatatorul a propus elevilor sa afle suma tuturor numerelor naturale de la 1
pana la 40, considerand, ca elevii mult timp vor aduna patruzeci de numere. Dar
micutul Cari Gauss (mai tarziu a devenit vestit matematician neamt) problema a
rezolvat-o intr-o minutd. Cum el a meditat? Tncercati sa rezolvati oral problema.

668. Aflati suma primelor o sutd de numere naturale.
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669. Aflati suma primelor o suta de numere naturale
impare.

670. Resortul consta din zece arcuri de otel (fig. 122).
Lungimea arcului de sus este de 105 cm, iar fi-
ecare arc urmator este cu 9 cm mai scurt decéat
cel precedent. Aflati suma lungimilor tuturora
arcurilor ale resortului.

671 .Problema straveche. Oamenilor care sapau o fantana li s-a promis ca pentru
primul metru 30 de ruble, iar pentru fiecare urmatorul - cu 20 de ruble mai mult
decat pentru metrul precedent. Cati bani vor primi ei pentru sdparea unei fantani
cu adancimea de 12 m?

Nivelul B

672. 1n progresia aritmetica al= 0,1, d = 2. Aflati a9 a,, aip.

673. a4, a2, «3,... — este o progresie aritmetica. Aflafi a3) daca:
a) a3 = 3, a4 = 4; c) al =8, a5- a3 = 6;
b) a5 = 9,a7= 13, d) a2 =5, a5- al = 12.
674. a4, a2, a3, a4,.. — este o progresie aritmeticd. Aflati ab d, a2l, all) daca:
a) a4 = 10, a7 = 19; c) a5 =8,2, alo = 4,7;
b) a5 = 5,2, a9 = 6,8; d) a8 =11,2, al5 = 19,6.

675. Oare numarul 253 este termen al progresiei aritmetice 15, 23, 31, .. ?

676. Oare numarul 212 este termen al progresiei aritmetice:
a) 3, 14, 25, 36, ..; b) 275, 269, 263, 257, ...?

677. Care din numerele -23, -14, -3, 1, 3, 14, 23 sunt termeni ai progresiei aritme-
tice, care are termenul al n-lea:

a) an = 5n - 19; b) bn=10,In + 11; c¢) cn =97 - 2n?
678. Céati termeni negativi au progresiile aritmetice:

a) -10,3; -8,6; ..; b) -37,5; -35,7; ..?
679. Cati termeni pozitivi contin progresiile aritmeticei:

a) 2,5; 2,3; 2,1, ..; b) 176; 151; 126; ...?

680. Céati termeni negativi au progresiile aritmetice:
a) -32, -30, -28, ..; b) -8 —, -8, -7—, .2
2 2
681. Cati termeni ai progresiei aritmetice 10, 16, 22, ... se contin Tntre numerele 110

si 3457

682. Aflati primul termen si ratia progresiei aritmetice, definitd prin formula terme-
nului al un-lea:
a) cn = bn - 3; b) an = 2n + 10; c)an=-3 - 0,5n.
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683. Oare este o progresie aritmeticd sirul, definit prin
formula termenului al n-lea:
a) an = Sn + 1;
b) bn =5 - 4n;
c) cn = 2n + 1?

684. Pe latura CA a unghiului ACB de la varful lui
sunt depuse segmente egale si prin extremitatile lor
sunt duse drepte paralele (fig. 123). Aflati lungimea
segmentului A3B3, AIB1, A,.Bmdaca AIB]= 2,5 cm.

685. ah ab a3 ... este o progresie aritmeticd, c un numar

arbitrar. Demonstrati ca sirul ca,. ca2 ca3 ca4, tot este o progresie aritmetica.
686. ab a2 a3 .. si xb xb x3 ... sunt progresii aritmetice. Demonstrati, ca progresie

aritmetica este si sirul

ad + x4, a2+ x2, a3+ x3, ...

687. Numerele a2 Ir, c2nu sunt egale si formeaza o progresie aritmeticd. Demon-

strati, ca progresie aritmetica formeaza si numerele

1 1 1
b+c’” c+a’ a+b

688. Este datd o progresie aritmetica cu termenul al a-lca a,. Demonstrati, ca:

a) a2 + aB = al3 + alz b) a2 - al6 = al0- a6.

689. Problema lui Feofan Procopovici. Un om are multi cai si pretul lor este diferit.
Calul cel mai slab costd 4 monede de aur, iar cel mai bun - 55 monede de aur,
si pretul creste de la un cal la altul cu 3 monede de aur. intrebdm: cati cai erau
n total?

690. Aflati suma primilor n termeni ai progresiilor aritmetice, daca:
a) ad= 1, a5= 3, n = 40; c)a2=5,a4=6,n = 100;
b) a4 =-3, a3 =1, n = 50; d) a4 = al00, a3 =3, n = 100.

691. Aflati suma tuturor numerelor naturale pare mai mici decéat 200.
692. Aflati suma tuturor numerelor naturale impare mai mici decéat 200.

693. Aflati suma numerelor naturale mai mici decat 1000, care se divid cu:

a) 3; b) 5; c) 12.
694. Aflati suma tuturor numerelor Tntregi care apartin intervalului:
a) [-30; 707; b) [-70; -30]; c) (-70; 70).

695. in progresia aritmeticd sunt zece termeni. Suma termenilor cu numere impare
este egald cu 10, iar a celor cu numere pare - 25. Aflati al saptelea termen.

696. a) Termenul al treisprezecelea al progresiei aritmetice este egal cu 3. Aflati suma
primilor 25 de termeni ai ei.
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b) Problema deschisa. Aflati suma primilor ... termeni ai progresiei aritmetice,
daca termenul al ... este egal cu 100.

697. Suma primilor cincisprezece termeni ai progresiei aritmetice este egala cu 20,
iar suma primilor doudzeci de termeni ai ei este cu 6 mai micd. Aflati suma
primilor 27 de termeni.

698. Aflati suma primilor 20 de termeni ai progresiei aritmetice, definita prin formula
termenului al n-lea:
a) an = 2 + 5n; b) an = 2n - 1; c) an= -3 + n.
699. Aflati termenul al cincilea al progresiei aritmetice, daca suma primilor n termeni
se poate afla dupa formula:
a) Sn=n2- 6n; b) S, = 3n2- n; c) S = 4n2- 2n.
700. Suma termenilor al patrulea si al saselea ai progresiei aritmetice este egald cu
14. Aflati suma primilor noud termeni ai progresiei.

701. Problema lui Franker. Céate batai va face un ceasornic Tn decurs de 12 h, daca
el bate la fiecare jumatate de ora?

702. Corpul fizic la caderea libera in prima secunda parcurge 4,9 m, iar n fiecare
urmdtoarea - cu 9,8 m mai mult. Aflati: a) adancimea minei, dacd o pietricica
a ajuns la fund peste 8 s dupa inceperea caderii;
b) cate secunde va cadea piulita de la Tndltimea B b ¢
de 490 m?

703. a) Marimile unghiurilor pentagonului formeaza
0 progresie aritmeticd. Demonstrati, cd marimea
unui unghi este egald cu 108°.

b) Compuneti probleme asemandtoare pentru triunghi
si septagon.

704. Extremitatile segmentelor paralele cu bazele unui
trapez sunt pe laturile laturale ale lui si le Tmpart,
pe fiecare, Tn 8 parti egale. Aflati lungimile acestor
segmente si suma lor, dacd bazele trapezului sunt
egale cu a si b (fig. 124).

Exercitii pentru repetare

705. Simplificati fractiile:

3x-9 14 a2-9 c2-8c-20
a) — Grmmmmmm-me- ; b) — 55— ; C)  mmmmmmmmemee- .
2x2-5x-3 2a2+7a+3 c2-1lc +10

706. Rezolvati inecuatiile:
a) x2- 8x < o0; c) x2- 16 < 0;
b) x2 + 7x < 0; d) x2- 3 <0.
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707. Pe figura 125 este reprezentat graficul functiei y = /(x). Stabiliti relatiile dintre
abscisele punctelor (1-4), care sunt argumentele functiei y = /{x). si intervalele
(A-E), céaror le apartine valorile acestei functiei in punctele date.

1x=-1
2x=1
3 x =3
4 x =5
A (1,5; 2]
B (0; 1)
C[-1; 0,5)
D (2; 3]
F[-2;-1]

Comoara succeselor
nteleg ce este progresia aritmetica.

S Pot formula definitia progresiei aritmetice.
S Pot da exemple de progresii aritmetice si stabili, daca sirul dat este progresie
aritmetica.

S Stiu ce este ratia progresiei aritmetice d =antl- an
S Stiu cu care formule se defineste progresia aritmetica

recurenta termenul al n-lea
ai = a>antl=an+d a,=al+{n- 1d

Pot explica si formula proprietatile progresiei aritmetice:

an-1+ an+l

’ ak + aB-(*-i) = «i + a

S Stiu si pot folosi formula sumei primilor n termeni ai progresiei aritmetice

g _ai+an g s = Eafg(n_l)dn

S Pot defini progresia aritmetica dupa termenii ei dafi sau dupa corelatiile dintre ei.
S Pot aflatermenii necunoscuti ai progresiei aritmetice.
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Aplicam cunostintele obtinute

Pentru a intelege si a insusi bine tema noua, ne amintim:
- Ce este progresie aritmetica.
- Care este termenul precedent si termenul urmator.
- Care-i formula termenului al n-lea si formula recurenta.
Prin care formule se poate defini progresia aritmetica:
an=an+ (n - 1) al = a, amn = an + d

- Care proprietati poseda progresia aritmetica:

an_ +a,tl
an = 2 ah+ an_(_J)j=an+ an

Cum se calculeaza suma primilor n termeni ai progresiei aritmetice.

S ,= ", 2al+(n-1)d~

Progresie geometrica

Sa examinam o problema din folclorul indian.

Problema dinfolclorul indian. Un Tmparat foarte mult a indragit jocul de sah si a
promis inventatorului o rasplata mare. Inventatorul a solicitat pentru primul patratel
al tablei de sah un graunte de grau, pentru al doilea - doua grdunte, pentru al treilea
- patru si pentru fiecare patratel urméator de doud ori mai multe graunte decat pentru
cel precedent. Tmparatul s-a mirat mult, ca inventatorul asa de putin solicitd. Dar
promisiunea Tmpdratul nu a putut s-o Tndeplineasca. De ce? Despre aceasta veti afla
dupa ce veti studia proprietatile progresiei geometrice

N Progresie geometrica se numeste sirul al carui fiecare termen, incepand cu al
doilea, este egal cu termenul precedent, inmultit cu unul si acelasi numar. Acest
numar g constant pentru sirul dat se numeste ratia progresiei geometrice.

Primul termen bxsi ratia g ai progresiei geometrice pot fi orice numere diferite de
zero.

Cu alte cuvinte, progresia geometrica este sirul care poate fi definit cu formula
recurenta:

M =b, bn+l =bnmg, unde n » N, h 0 si ¢ 0 sunt numere date.
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Exemple de progresii geometrice sunt:

3, 6, 12, 24, 48, 96, .. (& = 3, q = 2);
1,-3, 9, -27, 81, -243, .. (bx= 1, q = -3);
1 1 1 1 _ 1
"Ly gl TE - I&E=-U =-

7, 1,7, 7,7, 7,7, 7, .. (& = 7,9 = 1).

Remarca. Fiecare progresie aritmetica cu rafia 0 se poate considera Si progresie
geometrica cu ratia 1

Progresia geometrica cu primul termen bxsi ratia g are primii termeni:

K hxq, bxef, bx(f, bxg\ ... .

Termenul al doilea este b2 =bxg, al treilea b3= (f, iar al a-lca

b,, = bl - \

Aceasta este formula termenului al n-lea al progresiei geometrice.

Exemplul 1. In progresia geometrica bx=>5, q = 2. Aflati bw.

Rezolvare. bw =b » 0*l, bw =5 «29= 2 560.

Raspuns. 2 560.

Exemplul 2. Termenii primul si al saptelea ai progresiei geometrice sunt egali
respectiv cu 81 si 64;9. Aflati ratia g a ei.

Rezolvare. Dupa formula termenului al n-lea al progresiei geometrice:

6 '2V*
b7 = b\ — =81-gq\ 6= -~ ,
. 9 a 9-81 Q v3,
/ 2\6 2 2
Dar daca 6= , atunci =——sau q=— .
6/ 3 3

2 2
RYspuns. —sau — .
3 3

Sad examindm proprietdtile progresiei geometrice.
Teorema 9. Patratul fiecarui termen al progresiei geometrice, incepand cu
al doilea, este egal cu produsul a doi termeni vecini a lui: 6,2= bn_xmbn+x

Demonstratie. Dupa definitie bnx=—, a bn+x = bn eq.

Deci, bn+l-bn 1=bn-q-"L=DbAa.
Q
Este adevaratd si afirmatia inversa. Demonstrati-o independent.

Teorema 10. Suma primilor n termeni ai progresiei geometrice cu conditia ca

AP 1 se exprima prin formula: Sn=
q-1
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Demonstratie.
Fie Sn = bi + btq + big2 + ... + btgn~2 + bt gn~1. Tnmultim ambele parti
ale egalitatii cu q:
Sng = bxg + bxq2+ btqz + .. + bign~x + bxgn.
Din aceasta egalitate scadem parte cu parte egalitatea precedenta, termenii asemenea
bxq, bxcf, bx(f, bxg\ ... ,bxcj”xse reduc. in rezultat obtinem:
Sng ~ Sn = bxgn - bx, abo Sn(g - 1) = bi(gn- 1),
de aici

s, |
q-1
Aceasta este formula sumei a primilor n termeni ai progresiei geometrice cu primul
termen bxsi q¢ L
Daca <7=1, aceasta formuld nu se poate aplica (de impartit la 0 nu se poate). in acest
caz fiecare termen al progresiei geometrice este egal cu bxsi S,,=nbx

Exemplul 3. Aflati sumaprimilor doudzeci de termeni ai progresiei geometrice 2,6,18,54,....
2 (32°

Rezolvare. Aici bx= 2, g =3, de aceea <0 =- 3.1 =320-1.

Raspuns. 30—

Suma primilor n termeni a progresiei geometrice se poate afla si dupa formula

=Kv-h
q-1

Demonstrati-o independent.

—  DORITI SA STITI MAI MULT?

Suma a n termeni ai progresiei geometrice cu marirea numarului n creste foarte
repede. Rezolvam problema din folclorul indian, care a cercetat-o pe pagina 171.
Rezolvare. Tabla de sah are 64 de patratele. De aceea imparatul trebuia sa dea

S

inventatorului 1+ 2 + 22 264graunte de grau. 1+ 2 +2i + 2i +24+
94
+ 263:%63 R 26041
2-1

incercati sa calculati aceasta suma. Noi vom evalua numai ultimul termen::
25=32, 210=322=1024 > 103.

264=24m(210)6> 16 m(103)6= 16 m1018= 16 000 000 000 000 000 000.

Daca vom considera, cd masa a 400 de graunte este de 1kg, atunci masa a 264de
graunte este mai mare decat

16- 10: (4110 )=41 10 (Kd), abo4r O™ T.

Si aceasta este valoarea aproximativa numai a ultimului termen. Asa cantitate de
grane toate tarile lumii nu vor putea recolta de-a lungul veacurilor..

Progresia geometrica 2, 4, 8, 16, 32, ... - acestea-s valorile succesive ale functiei
y =2\ definitd pe multimea numerelor intregi.
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Verificati-va

1. Dati exemplu de progresie geometrica.

2. Formulati definitia progresiei geometrice.

3. Ce este ratia progresiei geometrice?

4. Cum se exprima termenul al n-lea al progresiei geometrice prin primul termen si
ratia ei?

5. Formulati proprietdtile progresiei geometrice.

6. Cu ce este egald suma primilor n termeni ai progresiei geometrice.

Efectuam impreuna

in progresia geometricd b4 = 2, tq = -54 sunt termenii progresiei geometrice.
Aflati h\ si g

* Rezolvare. Dupd formula termenului al n-lea b4 = bx- cf si bj = bx mg6. Sub-
stituim Tn aceste egalitdti valorile b4 = 2, b7 = -54 si rezolvam sistemul

|2 =b4 g\
1-54 - b4-q\
impartim parial a doua ecuatie la prima parte:
— ="~ . Avem: q3=-27 iq = -3.
2 b4qg3 | |

Din prima ecuatie aflam b{.

2 = b4e(-3)3% h =2:(-27)=-— .
ARTR LA -21)=-53

2
Raspuns. b4 4 =

O Aflati suma a cinci termeni ai progresiei geometrice in care b4 = 8, q=—

» Rezolvare. Primul procedeu. Suma pimilor n termeni ai progresiei geometrice

se poate afla dupa formula Sn=- Daca n = 5, atunci

"0 = sa.H .iei.
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708.

709.

710.

Procedeul al doilea. Scriem 5 termeni
Aflam suma lor, adunandu-le: 15?

Rdspuns. «%=15—.

Efectuati oral

175

ai progresiei date. 8, 4, 2, 1, —

Atrageti atentia la
acestprocedeu!

Indicati urmatorii trei termeni ai progresiilor geometrice:

a) 3, 6, 12, ..;
b) 16, 8, 4, ..;
Oare este o progresie geometrica sirurile:
a) 1, 0,1, 0,01, 0,001, 0,0001;
by 1, -, -, -, —, =7
2 4 8 16 32
Daca este progresie, indicati ratia ei.

Oare este o progresie geometrica sirurile:
a) 2, 4, 6,8, ..;

b) 1, -3, 9, 27, -81, ..;

c) 4, =2, 4, ..,
d) -2, 4, -8, ...

c) 3, 6, 12, 14, ...

dy 1,

3 4 5 6

711. Oare este 0 progresie geometricd sirul 77, 77+ 1 77 +2, 77+3, unde n este orice

712.

713.

714.

RARE

numdr natural? Dar sirul 77, -77+\ 77+2
Nivelul A
Scrieti primii sapte termeni ai progresiilor geometrice, in care:

a)bl =1,q= 3;
[

b) b,= 10, ?

c) bx=-5, q =2
d) b,

Scrieti primii cinci termeni ai progresiilor geometrice, in care:

a) = 18, q = -1;

b) bx = 5, q = 2;

c) bx = -8, g=\\

d) &=27"q = 3’

Aflati ratia si termenul al cincilea ai progresiilor geometrice:
a) -1, 3, ..; c) 625, 125, ..;
b) 0,1, 0,01, ..; d) 4, -2, ...
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715. in progresia geometricd bx = -3, q = 2. Aflati b4, h7, brr.

716. Aflati primul termen al progresiilor geometrice, in care:

a) b8 = 384, q = 2; b) b6 = 31,25, g = -2,5.
717. bh b2 b3, b4, ... este 0 progresie geometricd. Aflati bl2, daca:
a) b4 =1, b2 = 6; c)bz= 1, b4 = 0,5;
b) b4 =25, b2 = -50; d)b2= 2, bd = 4.
718. Aflati termenul al saptelea al progresiei geometrice, daca:
a) b3 =3, b4 = 6; c) b5= 80, b6= -160;
b) bg =-1,5, bb =-6; d)b6= 18, b4 = 72.
719. Scrieti formula termenului al w-lea al progresiilor geometrice:
a) 2, 6, 18,...; c) 1, n/l2, 2,..;
by j, -i, 1,.; d) 64, -32, 16,....
)y - )
720. Aflati numarul termenului n al progresiilor geometrice, in care:
a) bd=4,q = 3, bn = 324; b) b4=-8, g = 2, bn = -256.

721. AIC1 este linia medie a AABC, A2C2 este

linia medie a AAXBCX A3C3 este linia medie a B
AAZBC2 si a.m.d. (fig. 126). Oare este adevarat,
ca lungimile segmentelor AC, A1C1 A2C2 ..
formeaza o progresie geometrica?
722. in progresia geometrica primul termen este bx
si ratia g. Aflati suma primilor termeni, daca:
Fig. 126
a) bd=-3,9g=3,n=6¢6; c)bi =4, 9g=-2,n =10
b) bi =25, q9g=20,4,n =4 d) b=—,n=256
) d ) 1 27
723. Aflati suma primilor n termeni ai progresiilor geometrice, daca:
a)bd= 1,9 =2, n=9; c)bd= -2, 9g=2,n = 12;
b) b4= 1, q=\, n=10; d)b4=81, gq=\, n = 8.
) a =\, ) a=\y
724. Aflati suma primilor sase termeni ai progresiilor geometrice:
a) -2, 10, ..; d) 3,3, 3,3, 3,3, ..;
b) 5, 10, ..; e) 5, 10, 20, 40, 80, ...
c) 32, -16, ..;
725. Aflati suma primilor cincisprezece termeni ai progresiilor geometrice:
a) 1, 2, 4, 8, ..; c)1, -2, 4, -8, ..;

b) 1024, 512, 256, ..; d) 1024, -512, 256, ...
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726. Problema din vechime. Odatd un sarac intelept 1-a rugat pe un om bogat zgar-
cit sa-i dea adapost pe doud sdptaméani cu conditiile urméatoare: «Pentru aceasta
eu voi plati in prima zi 1 rubld, a doua -2, a treia - 3 si a.m.d., marind plata
zilnic cu cate 1 rubla. Insa tu vei da pomana: in prima zi 1 copeicd, a doua - 2,
a treia - 4 si a.m.d., marind pomana zilnic de doua ori». Bogatul cu bucurie a
acceptat conditiile, considerdndu-le rentabile. Cati bani a primit cel bogat?

727. Problema lui Euler. Un barbat, vanzand un cal, i-a propus cumparatorului sa
plateasca numai pentru cuiele cu care erau batute potcoavele pe copitele calului.
Pentru primul cui - 1 pfenig, pentru al doilea - 2, pentru al treilea - 4, s.am.d.:
pentru fiecare de doua ori mai mult decat pentru cel precedent. Cu cat el a vandut
calul, dacd erau 32 de cuie?

Nivelul B
728. bu b2, b3, .. — este o progresie geometricd. Aflati bxsi g, daca:
a) b3 = 625, b7 = 81; c) bd="=, b8="~;
oZ io
115
b) bb = 3, bl0 =-27-v/3; d) b4 = -6, bg=-1
128’
729. Scrieti formula termenului al n-lea al progresiei geometrice:
a3, -6, .. ; b)-0,1, -1, .. ;c) 12, 8, ... ; d) f5 4, .. .
730. Oare este numarul 384 termen al progresiei geometrice:
4 8
a) 3, 6, .. ; by —, —, .. ?
81 27
731. Care din numerele -27, -9, 18, 20, 27 este termen al sirului cu termenul al
n-lea:
a) bn= 52" c) yn=-36-| 1| ;
b) x,, = (-3)B+1; dc,=-12.,f| ?

732. Aflati primul termen si ratia progresiilor geometrice in care:
a) b4 + bg = 10, b2 + b4 = 30; b) b5- b4 = 15, bA- b2 = 6.

733. Oare este sirul definit prin formula cn = (-3)™2 o progresie geometrica? Daca
este, atunci aflati primul termen si ratia ei.

734. Demonstrati, ca sirul dat (xn) este o progresie geometrica:
a) X,, = 3 7" b) x,, = 5 2" +1; C) X, = 0,4i+n.
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735. Demonstrati: dacd a, b, ¢ este o progresie geometricd, atunci:
(a2 + b2)c = (b2 + c2)a.

736. Este data progresia geometrica bh bb b3, bA .. . Demonstrati, ca progresii
geometrice sunt si sirurile:
a) b2, b2b3, b3bA ...;
b) bA+ b2 b2 + b3, b3 + bA ..
C) bA- b2, b2- b3, b3- bA ...

737. Termenul al cincilea al progresiei geometrice este egal cu 1. Cu ce este egal
produsul primilor nouad termeni ai ei?

738. Termenul al saselea al progresiei geometrice este egal cu -2. Cu ce este egal
produsul primilor unsprezece termeni ai ei?

739. Aflati trei numere care formeaza o progresie geometrica, stiind ca suma lor este
egald cu 21, iar produsul - cu 216.

740. Termenii progresiei geometrice 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256 de le plasat in
noud pdtratele ale unui patrat astfel, ca produsele lor in fiecare rand, in fiecare
colonita si dupa fiecare diagonala sa fie egale.

741. Dupa fiecare miscare a pistonului pompei de rarefiere din vas se evacueaza
5 % din aerul prezent in el. Determinati presiunea aerului in interiorul vasului
dupa zece miscari ale pistonului, daca presiunea initiald era 760 mm a coloanei
de mercur.

742. Oare pot lungimile laturilor triunghiului dreptunghic forma o progresie geome-
trica?

743. Intr-un unghi ascutit sunt inscrise n circumferinte, care sunt tangente una alteia
(fig. 127). Demonstrati, cd lungimile razelor lor formeaza o progresie geometrica.
De ce depinde ratia ei?

Al M As Fig. 127
744. Scrieti primii cativa termeni ai sirului cu urmatoarele proprietati:
h]= 1 hn= %%, .. Scrieti formula termenului al n-lea. Aflati bbsi v
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745. Tintre numerele 402— si 53— intercalati asa patru numere, care Tmpreuna cu

numerele date, sa formeze o progresie geometrica. Aflati suma ei prin doua
procedee.

746*. Aflati numarul termenilor ai progresiilor geometrice, Tn care:
a) & = 3, bn =96, Sn = 189;
b) b, = 1,bn=-512, Sn = -341;

c)g=-|, &,=|, Sn=20];
d) n=nl3, bn=18nl3, Sn=26n/3+24.

747. Aflati patru numere, din care primele trei sunt termeni consecutivi ai progresiei
geometrice, iar ultimele trei sunt termeni ai progresiei aritmetice, daca suma
numerelor extreme este egald cu 21, si suma numerelor medii este egalda cu 18.

748. Aflati astfel de numere x,y z, t casirul x,y -2, z, -8, t sa formeze o progresie
geometrica.

749. Cu care numadr al termenului progresiei geometrice:
a) 729, 243, ... toti termenii ei vor fi mai mici decét 0,01;

... toti termenii ei vor fi mai mari decat 5?
3’ Vs’
750. Deduceti formula pentru calculul produsului al primilor n termeni ai progresiei
geometrice.

751. Aceasta s-aintamplat aproape cu o suta
de ani in urma. Un taran vindea 20 de
oi cu 200 de ruble. Cand un cumparator
a Tnceput prea mult sa se targuiasca, ta-
ranul i-a propus: ,,Da pentru prima oaie
1 copeica, pentru a doua-2c., pentru a
treia - 4 c., si pentru fiecare oaie urma-
toare de 2 ori mai multe copeici decat
pentru cea precedenta”. Cumparatorul s-a
invoit. Cat a platit el pentru acele 20 de
0i?
752. Bacteria, nimerind Tn organism, pand la sfarsitul minutei a 20-a se divide Tn
doua, fiecare din ele pana la sfarsitul minutei a 20-a tot se divide in doua s.a.m.d.
Céte bacterii vor fi Tn organism in decursul a 24 de ore?

753. Sa ne imaginam, ca la inceputul erei noastre o femeie M a ndscut doua fiice,
fiecare din ele pand la 30 de ani de asemenea a nascut doua fiice, s.a.m.d. Oare
este posibil aceasta? In aceste conditii cati, urmasi a femeii M ar fi trdit in tim-
purile noastre?
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Exercitii pentru repetare

754. Aflati domeniul de definitie al functiei y = x2 definitd pe intervalul:
a) (0; 3); b) (-5; -3); c) [-2; 3); d) [-4; 4).
755. Pe figura 128 sunt reprezentate cateva figuri al-
catuite din chibrite {Fh F2 F3). Imaginati-va, ca
consecutivitatea acestor figuri este continuata. Cate
chibrituri trebuie pentru a compune figura Fg?

756. Masa unei bucati dintr-un metal este de 440 g, iar a
altei din alt metal - 429 g. Aflati densitatea fiecarui
metal, daca densitatea primului este cu 1g/cm3 mai
mare, iar volumul cu 5 cm3mai mic decéat al bucatii

a doua. Fig- 128
757. Rezolvati grafic sistemele de ecuatii:
Jxy-6=0, Jxy +6 =0,
\x-y =1; [2x +y =4.
Comoarasucceselor

F 1inteleg ce este progresie geometrica.

F Pot formula definitia progresiei geometrice.

F Pot da exemple de progresii geometrice si pot stabili, daca sirul dat este
progresie geometrica.

F Stiu ce este ratia progresiei geometrice q=/F,,:bn
F Stiu care formule definesc progresia geometrica
recurenta termenul al n-lea
bl =b, b =bn-q b = -
F Pot explica si formula proprietatea progresiei geometrice
fi =K-i-K+H

F Stiu si pot folosi formula sumei primilor n termeni ai progresiei geometrice

Dacda , * 1, atunci S,, = s =M zh.
q-1 q-1

Dacda q = 1, atunci Sn=n

F Pot defini progresia geometricd dupa termenii ei dati sau dupa corelatiile dintre
ei si pot afla termenii necunoscuti ai progresiei geometrice
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Aplicam cunostintele obtinute

Pentru a intelege si a insusi bine tema noua, ne amintim:
- Ce este sirul infinit.

- Care sir se numeste crescator, iar care - descrescator.
- Ce este progresie geometrica.

- Ce este termenul precedent si urmator al progresiei.

- Cu care formula se defineste progresia geometrica bn=bx mgy'
- Cum se calculeaza suma primilor n termeni ai progresiei geometrice:
Kqg-bi
a <7*1
q-1
- Ce este fractie zecimala periodica si cum se scrie ea:
0,666666 - 0.6
- Ce este modulul numarului.

Probleme de calcul
al sumelor

Pana aici nu s-au calculat sumele, care au un numar infinit de termeni, dar uneori
are sens studierea acestor sume. Cu ce, de exemplu, este egald suma termenilor pro-

gresiei geometrice infinit descrescatoarei,
Fie aria patratului reprezentat pe figura 129 h]egald cu 1, iar ariile dreptunghiu-
rilor b2 th, b4, .. - respectivcu — — g Daca numarul acestor dreptunghiuri

2
se va mari pana la infinit, atunci suma ariilor lor se va apropia oricat de mult de

numarul 2. De aceea se considera ca 1+2—+ 4—+8—+ =20
Sa generalizam exemplul studiat. Fie datd progresia ge- b2
ometricd infinitd bh bxq, hqf, bx(f, ..., ratia careia g/< L bl o4}
8
Dupa formula cunoscuta, bb
Fig. 129
S. = sau
q-1 i-q
blQn
S =

l-9 1-qg°
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Aici numarul 1*h este constant, iar n este o variabild. Daca \<l\< I. atunci la mari-
-9
rea nemarginitd a lui n puterea <ftinde cétre 0 (se scrie: dacan / . atunci fi —m0). In

acest timp si fractia tinde spre O.
Deci, daca n — /. atunci Sn e De aceea s-a convenit, cd suma progresiei
-q
geometrice infinite cu primul termen bxsi ratia < < | dc considerat numarul 1b' .
-q

Cu alte cuvinte, daca \\ < 1si bx+bxg + bpf + <8+ .. =5 atunci

1-q
. . . 4 4
Exemlul 1. Aflati suma progresiei geometrice 4, 9 57
. 1 . 4
Rezolvare. Aici A =4, g =—_, de aceea suma cadutatd S =----- 1—: 3.
1+-

Raspuns. 5=3.

Cu ajutorul formulei S= L fractiile zecimale infinite periodice se pot scrie
—-q

sub formad de fractii ordinare.

Exemlul 2. Scrieti in forma de fractie ordinara fractia zecimald infinita periodica:

a) 0,(2); b) 1,(6); c) 0,(23).
Rezolvare.
S 2 2 2 0,2 2
a) 0,(2)=0,2222... = -t # —oom- +...=m
10 100 1000 1-0,1 9°
2
b) 0,(6)=0,6666...=— +—2—3+— -— ... =- 0,
10 100 1000 1-0,1 3°

Deci, 1,(6)=1+0,(6) =1—

23

c) 0,(23)=0,2323...=—
) 0,(23) L 99

+ 13, +.. ,
100 10 000 1-0
< \ 2 2 .23
Raspuns, a) — b) 1— c) — .
9 3 99
Atrageti atentia! Fractia zecimald infinita periodica, care are partea Tntreaga egala
cu 0O, iar perioada este imediat dupa virguld, este egald cu fractia ordinara, al carei nu-
marator este numarul ce constituie perioada, iar numitorul contine atatea cifre de noud

cate cifre sunt in perioada.
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Meditati cum se poate scrie In forma de fractie ordinara, de exemplu, numarul 1,5(6).

Pana acum am aflat suma termenilor celor mai simple siruri: progresiilor aritmetice
si geometrice. Uneori apare necesitatea de a calcula suma termenilor altor siruri. Exa-
minam exemple.

Exemlul 3. Aflati suma Sa primilor o suta de termeni ai sirului
1 1 1 1
1-2° 2-3” 3-4° 7 n(n+ly""
Rezolvare. Fiecare termen al sirului dat poate fi reprezentat Tn forma de diferenta:
I | 11 1 1 _1 1

Uuz2_ ~2’ 273_2_3""" n(n+l)~n~n+l"""

Deci,
C 1 1 1 1
1-2 2-3 3-4 100 101
___1__111 1 J1 1 -...Hl 1 _ 1 100
2 2 3 3 4 100 101 101 101
. 100
Raspuns. S =
101-

Exemlul 4. Aflati suma patratelor primelor n numere naturale.
Rezolvare. Dupa formula ,,cubul binomului”, avem:
(a+1)3=2a3+ 3a2+ 3a +1, deunde 3a2=(a+ 1)3- a3- 3a- 1

Atribuind variabilei a consecutiv valorile 1, 2, 3, ..., n, obtinem n egalitati numerice
adevdrate:

3 e« 12= 2313 31- 1,

3« 22= 3323 32- 1,

3« 32= 43 33 33- 1,

3« 42= 5343 3+4- 1,

3en2=(n +1)3- n3- 3 mn - 1

Adunand parte cu parte toate aceste egalitati (numerele 23, 33, 43, n se reduc re-
ciproc), obtinem identitatea:

3e(l2+22+ 32+ .. +n2)=mn+1013-31+2+3+...+n)-n- 1,

de aici

3-(12+22+32+ ... +n2):(n+l)3—2n-{n +1)-{n+1)= ?(n+l)(2n +1).
V "
Deci, 12+22+32+ ... +n2:g(n+l)(2n +1).

Raspuns. % (n+D(2n +1).
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— DORITI SASTITI MAI MULT?  —ommmeemmmmmm e
Atrageti atentia la expresiaa + ab+ab +ab +b .Aceastaeste sumaa primi-

- L - . , 4, b
lor cinci termeni ai progresiel geometrice cu prlmul termen a sl ratla —
a

Dupad formula sumei termenilor progresiei geometrice avem:
b*
( -1

ad+adp+ad2+ab3+bd-m \a
b a-b

a
Deci, a5-b 5=(a- b)(aA+a3b +a2n2+ ab3+bA.

Tot asa se pot demonstra identitatile:

a6-b6={a- b){a5+akh +a3P2+azn3+abA+hb5).

ar-b7={a- b){ab+a% +aMd2+a3b3+aDbA+ab5+hb)

Siin genere: an-b n={a- b){an~i +an~2 + ... + abn~2+bn~1).

Formulele ,diferenta patratelor’si ,diferenta cuburilor” sunt cazuri particulare
ale acestei formule generale.

Verificati-va

1. Cum de aflat suma primelor n numere naturale?

Cu ce este egala suma tuturor numerelor intregi de la -100 pana la 100?

3. Oare exista suma termenilor progresiei geometrice infinite, ratia careia este mai
mare decét 1?

4. Cu ce este egala suma termenilor progresiei geometrice infinite, modulul ratiei ca-
reia este mai mic decét 1?

5. Cu ce este egald suma numarului infinit de termeni:

no

442+ 14+ ——+—+ .. ?
2 4 8

Efectuam impreuna

Aflati suma 3+1+” +” + + ... termenii cdreia sunt termeni ai progresiei

geometrice.
* Rezolvare. Primul termen al progresiei este numarul 3, iar ratia —, de aceea
ex 3 -3 .
suma cautata S =----" =*—r =45, Raspuns. 45.

1.1 31
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1 1 1
©  Simplificati expresia: — -+ -——-- +-
3-7 711 1115 (4n-1)(4n +3)*
* Rezolvare. inmultim si Tmpartim suma datd la 4. Obtinem:
1 1 1 1
e — +-
3-7 711 11-15+"" +(4n-1)(4n +3)
1(4 4 4 4
e — + -
3-7 711 1115 (4n-1)(4n +3)
1"11:} 111 1b...+ 1 1
v3 7 7 11 11 15 (4n-1) (4n+3)
1 1 1 4n+3-3 n

3 (4n+3)] 4 3 (4n+3) 3-(4n+3)’

Raspuns.
3-(4n+3)"
O Reprezentati fractia periodica 0,2(35) in forma de fractie ordinaré:
35 35 2 0,035 2 35 233
0,2(35) =— + == +- =2 4.
10 1000 100 000 10 1-0,01 10 990 990’
. 233
Raspuns.
990"

Efectuati oral

758. Aflati suma termenilor sirului:
-5, -4, -3,-2,-1,0,1, 2, 3,4,5, 6.

759. Aflati suma a o suta de termeni ai progresiei aritmetice in care ax= 3, d = 0.
760. Cu ce este egald suma: 1-2 +3-4+5-6+7- 8+ 9- 10?

Nivelul A
761. Aflati suma progresiilor geometrice infinite:
4 , 2 4 8 .Q __ 1 1
a) ’ 3 ’ 9 ’ 271 " C)91 31 ’ 3 ’ 9 7”7
hilt 11 1 d) -8, 4, -2, 1, -1i,

j 2 ’ 4 ’ 8 bl 16 720117
762. Aflati suma, termenii careia sunt termeni consecutivi ai progresiilor geometrice:

a) 1+- +- +— + ..;
3 9 27

b)2-2+A _JL +,, d) -i-iLA....
5 25 125 4 16

c) 16 - 8 +4- 2 +..;
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763. Problema lui Arhimecle. Aflati suma progresiei geometrice infinite:

i+i+Wl +w + -~
764. Aflati suma progresiilor geometrice infinite:

4.0 3 3 3 . 6 6 6
3P 1 1 h .. b) 6hoem % 1
%) 10 100 1000 ' ) IﬂlO 100 1000

765. Exprimati in forma de fractie ordinara fractia zecimala infinita periodica:

a) 0,3333..; b) 0,6666...; c) 0,111111....
766. Scrieti in forma de fractie ordinara fractia zecimala infinita periodica:
a) 0,(4); b) 0,(5); c) 0,(12); d) 0,(25).

767. Se da triunghiul echilateral cu latura de 1 cm. Mijlocurile laturilor lui sunt
varfurile triunghiului al doilea, mijlocurile laturilor lui sunt varfurile triunghiului
al treilea, etc (fig.130). Aflati suma perimetrelor tuturor acestor triunghiuri.

768. Problema deschisa. Formulati o problema despre patrate asemanatoare cu pro-
blema 767 si rezovati-o.

769. Problema lui Oresme. Demonstrati ca: B

(n-3)2, ..;

b) 5, >/5, 1, ..; d) . Lo/l
2-V2' 2’ 272’

771. intr-o circumferintd cu raza r este nscris un triunghi regulat, in triunghi este
inscrisa o alta circumferintd, Tn care iarasi este inscris un triunghi regulat, etc.
Aflati suma perimetrelor tuturor triunghiurilor si suma lungimilor tuturor circ-
umferintelor.

772. Scrieti In forma de fractie ordinard fractiile zecimale infinite periodice: a)
10,(4); b) 3,0(6); c) 0,(24); d) 1,4(7).

773. Scrieti in forma de fractie ordinard numerele:
a) 3,(5); b) 21,(21); c) 1,1(6); d) 10,00(52).
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774. Tn 1833 Gauss Tmpreund cu un tanar fizician talentat, au inventat in Germania
primul telegraf electromagnetic si au construit modelul lui, cu ajutorul cdruia au
unit cabinetul de fizicd al universitatii din Gottingen cu observatorul. Stabiliti
corespondenta dintre expresiile numerice (1-5) si valorile lor (A-E) si veti afla
numele acestui fizician renumit , veti Tntelege a cui statuie este alaturi cu Gauss
langa universitatea din Gottingen.

10,(6) + 0,(7)
2 0,(12) + 1,(5)
3 2,(36) - 1,(12)
4 2,1(6) - 0,(45)

50,3) + 1,(2)

775. Se stie ca \a < 1, [yj < L Aduceti la o forma mai simpla sumele:
a) 1+ a+ a2+ a3 +..; b) 1 —x + x2—x3 +....
776. Aflati suma unui numar infinit de termeni:
(8+4V2)+(4+2V2)+(2+>/2)+...,
in care fiecare este mai mic de doua ori decat precedentul.
777. Scrieti o progresie geometrica infinitd descrescatoare, care are primul termen 3
si suma termenilor egald cu 4.

778. Primul termen al progresiei geometrice infinite descrescatoare este cu 8 mai mare
decét al doilea, iar suma termenilor este egald cu 18. Aflati trmenul al patrulea
al acestei progresiei.

779. Sumatermenilor progresiei geometrice infinite descrescatoare este egald cu 1,5,
iar suma péatratelor lor este 1,125. Aflati primul termen si ratia acestei progresiei.

780. Aflati sumele primilor o sutda de termeni
a)l-2 +3-4+5-6+ ..+n((-1)"+1+
b) 1- 22+ 32- 42+ .. +n2-If+1+ ...
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781. Aflati sumele primilor patruzeci de termeni ai sirului:

41 41 41 41 41
1-2° 2-3’ 3-4° 4-5° ’ pin+iy '’
3 3 3 3 3

1-4” 4-7° 7-10° 1013” (3n-2)(3n+1)’
782. Demonstrati identitatea:
1+2+3+ ..+ (nh—1)+n+Mnh-=—1)+ ..+3+2+1=n2

Clarificati continutul ei geometric dupa figura 131.

12 46 810

Fig. 131 Fig. 132

783. Demonstrati identitatea:8 «(1 + 2 + 3 + 4 + .. + n) + 1= (2n + I)2
Clarificati continutul ei geometric dupa figura 132.

Rezolvati ecuatiile, care are n partea stinga suma termenilor progresiei

geometrice (784-785).

1 7
784, —+Xx +x2+..+x4+ daca |x|<I.
X 2
13 y
785. I +2x+x2-x3+x4-x5+... :—6 , daca |x|< 1.

Demonstrati identitatile (786-787)
786.a) (L + 2+ 3+ .. +nf=13+ 23+ 33+.. + n3
D)3(2 4 +46+68+.+(2n- 2)*2n +2n +(2n + 2))= 4n(n + 1){n + 2).

787.a) 4(13+ 23+ 33+ .. +nA =n\n + I)2
b) 3(1 «2+ 23 + 34+ )+ n(n + 1) =n(n + D{n + 2).

788. Aduceti la forma cea mai simpla expresiile:
2 2 2 2 1 1 1 1
a) 1 1 b) 1 1 I I------—-- r.
2-5 5-8 811 (3n-1)(3n +2)

I I ...+', r', r,
1-3 3-5 5-7 (2n-1)(2n +1)
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789. Perimetrul triunghiului echilateral este egal cu 3a (fig. 133, a). impartim la-
tura lui in trei parti egale si inlocuim fiecare parte din mijloc cu o linie franta
compusa din astfel de segmente si unghiul dintre ele egal cu 60°, asa, cum este
aratat pe figura 133, b. Fiecare latura a poligonului stelar format o Tmpartim n
trei segmente egale si din nou fiecare segment din mijloc inlocuim cu o franta
asemanatoare s. a. m. d. Linia Tnchisa, formata prin acest procedeu, se numeste
fulgul lui Koch. Considerand triunghiul echilateral ca primul termen al sirului
fulgului lui Koch, scrieti sirul: a) cantitatii laturilor fulgilor; b) lungimilor latu-
rilor lor; c) perimetrelor lor. Care din aceste siruri este progresie aritmetica sau
geometricd?

Fig. 133

790. Aflati lungimea laturii, perimetrul si aria fulgului al treilea a lui Koch (fig. 133,
c), format din triunghiul echilateral cu latura de 3 cm. Oare exista fulgul lui
Koch, perimetrul caruia este de doua ori (de trei ori) mai mare decat perimetrul
triunghiului echilateral, din care a fost format el?

Comoara succeselor

Pricep ce este progresie geometrica infinita.

O Pot da exemple de progresie geometrica infinita.

O inteleg ce este suma progresiei geometrice infinite (|| < 1).

O Stiu si pot folosi formula sumei progresiei geometrice infinite:

S,, = --b-i--, AKLW 0 \h\|<i

1-q
V Stiu a scrie fractia zecimala periodica Tn forma de fractie ordinara:
0,13 13
0,(13) =
1 0,01 ~99

V Vreau sa stiu sa aflu suma termenilor unor siruri numerice.
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PENTRU LUCRUL INDEPENDENT

Varianta |

1°. Sirul 3, 7, 11, 15, ... este o progresie aritmetica. Determinati termenul al n-lea, al
50-lea si suma primilor cincizeci de termeni.

2°. Sirul 2, -6, 18, -54, ... este 0 progresie geometricd. Determinati termenul al w-lea
si suma primilor sapte termeni.

3. Aflati ratia progresiei geometrice crescdtoare, daca primul, al doilea si al patrulea
termeni formeaza o progresie aritmetica.

1°. Sirul 2,1, 12, 17, ... este o progresie aritmeticd. Determinati termenul al n-lea, al
40-lea si suma primilor patruzeci de termeni.

2°. Sirul 2, -4, 8,-16, ... este o progresie geometrica. Determinati termenul al w-lea
si suma primilor zece termeni.

3*. Aflati ratia progresiei geometrice crescatoare, daca termenii al doilea, al treilea si
al cincilea formeaza o progresie aritmetica.

Varianta 11

1°. Sirul 5,9, 13, 17, ... este o progresie aritmetica. Determinati termenul al n-lea, al
50-lea si suma primilor cincizeci de termeni.

2°. Sirul 3, -6, 12, -24, ... este o progresie geometricd. Determinati termenul al w-lea
si suma primilor zece termeni.

3". Aflati ratia progresiei geometrice crescdtoare, daca termenii al treilea, al patrulea
si al saselea formeaza o progresie aritmetica.

Varianta IV

1°. Sirul 4, 7, 10, 13, ... este o progresie aritmetica. Determinati termenul al n-lea, al
60-lea si suma primilor saizeci de termeni.

2°. Sirul 3, -9, 27, -81, ... este o progresie geometricd. Determinati termenul al w-lea
si suma primilor opt termeni.

3*. Aflati ratia progresiei geometrice crescatoare, daca termenii al patrulea, al cincilea
si al sapelea formeaza o progresie aritmetica.
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DATE ISTORICE

In papirusul egiptean al lui Ahmes (mileniul Il p. e. n.) este urmatoarea problema:
..Fie ca ti s-a spus: Tmparte zece masuri de orz la zece oameni astfel ca fiecare sa

obtind cu o * de masura mai mult decat vecinul™’. Se vorbeste despre aflarea a zece
termeni ai progresiei aritmetice a, a +,a+ , ,a+ suma carora este egald cu 10
2
a+—, a+—

8 8

Babilonienii antici calculau, printre altele, sumatermenilor progresiei geometrice
1+ 2+ 22+ 23+ .. + 29

1
a+—

Matematicenii din Grecia Antica stiau Tnca in sec. V p. e. n. cd
1+2+3+... +7Z—Eiz(1z+ D,

2+4+ 6+ ...+ 2n =n(ji + 1),
1+3+5+ ..+ (2n+ 1)=n2
Regulile de aflare a sumei progresiei geometrice sunt in ,,Bazele” lui Euclid.
Arhimede a dedus regulile de aflare a sumei patratelor primelor n numere natu-
rale, de asemenea stia sa calculeze suma termenilor progresiilor geometrice infinite

descrescatoare. Corelatia
13 + 23+ 33+ ...+ n03=(1+2+ 3+ ..+ n)2

care da posibilitatea de a calcula suma cuburilor primelor n numere naturale a
descoperit-o Tn sec. XI matematicianul din Bagdad Abu Becri.

Termenul progresia provine de la cuvantul latin progredior - ,merg Tnainte”;
progression - ,,progresare”, ,,succes”, ,,intarire treptata”.

In secolul XVII pentru notarea progresiei aritmetice si geometrice au Tnceput sa
foloseasca respectiv semnele = (a introdus V. Otred, 1631) si ~ (a raspandit T.
Lanii, 1692).

Formula sumei progresiei geometrice infinite a dedus E. Torricelli, iar A. Take a
publicat acest rezultat in lucrarea ,,Teoria si practica aritmeticii, argumentata scru-
pulos” (1656).

O metoda originald de aflare a sumelor a n termeni a multor siruri numerice, ce
1-2-3 +2-3-4+3-4-5+ ..+ n(n+ 1)(n+ 2),

L+3+6+10+ .+ —nfn+ 1),

1 1 1 1
E3+35+57+ +(2n-1)(2n+1)’

a elaborat matematicianul ucrainean V. la. Buneakovski (vezi p. 68)
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Esentialul in capitol

Sirnumeric este functia datd pe multimea tuturor sau a primelor n numere naturale.

Progresie aritmetica se numeste sirul al carui fiecare termen, Tncepand cu al doilea,
este egal cu precedentul, la care se aduna unul si acelasi numar constant pentru aceas-
ta progresie. Acest numar se numeste rafia progresiei aritmetice date si se noteaza cu
litera d.

Primii termeni consecutivi ai progresiei aritmetice se marcheaza prin literele ab ab
N3P we e o

Termenul al n-lea: a,,=ax+ {n- 1)d.

Suma termenilor progresiei aritmetice finite este egald cu semisuma termenilor ei

extremi, inmultitd cu numarul termenilor:
0 al+an
5y =—=—--N Sau §,, = — -----mmmmm - n
Progresie geometrica se numeste sirul numeric al carui fiecare termen, incepand cu
al doilea, este egal cu termenul precedent inmultit cu unul si acelasi numar constant
pentru progresia data. Acest numar se numeste ratia progresiei si se noteaza cu litera g.
Se considera ca bx®0 si q ®O0.
Daca primii termeni ai progresiei geometrice sunt bh bb b3 ..., b,, ..., atunci terme-
nul alw-leaeste bn=bxcf~x
Suma primilor n termeni ai progresiei geometrice cu conditia ca q ® 1 se afla dupa

formula:

q-1 q-1
Daca <7=1, atunci Sn=nbx
Daca modulul ratiei progresiei geometrice infinite este mai mic decat 1, atunci suma

tuturor termenilor se determina dupa formula:

i-q
Cu ajutorul ultimei formule fractiile zecimale infinite periodice se pot scrie sub forma
de fractii ordinare:
5 5 0,5 5
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CLARIFICAM SUCCESELE

Sarcini in forma de test nr. 3

Aflati termenul al saptelea al progresiei aritmetice, dacd a6 + a8 = 20.
a) 5; b) 20; c) 10; d) 15.

Calculati  primul termen al progresiei geometrice, daca
bz = 4, a b4 = 2.
a) 2; b) 4; c) 8; d) 16.

Aflati termenul al cincilea al sirului, definit prin formula
«i =2, an+! = 3 ¢ an.

a) 162; b) 54; c) 18; d) 93.

Aflati suma progresiei geometrice infinite:

9 2 _2n

’ 3 bl 9 bl 271""

. 3 .3 d) 1
a) 2; b) ® c “2;
Aflati suma tuturor numerelor pare de douad cifre.
a) 2408; b) 2450; c) 2440; d) 2430.

Aflati produsul termenilor progresiei geometrice b3 mb4 mbh dacd b4 = 2.
a) 4; b) 14; c) 8; d) 60.

Scrieti formula termenului al n-lea al progesiei aritmetice 2, 6, ... .
a)an=n2+n; b)an=4n - 2; c)an=4n + 2;d)an=n - n2

Aflati suma primilor sase termeni ai progresiei geometrice, daca b4 = 3,
I= 2.
a) 197; b) 90; c) 189; d) 93.

Care doud numere trebuie intercalate intre numerele 2 si 31,25 ca ele Tmpreuna
sa formeze o progresie geometrica?
a) 1si7; b) 3 si 4,5; c) 2,5si 8; d) 3,5 si 4.

Sub care numdr in progresia geometrica 3, 6, .. se contine numarul 3847
a) 7, b) 9; c) 8; d) 10.
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Sarcini-tip pentru lucrarea de control nr. 3
Q  1n progresia aritmeticd a4 = 4, a2 = 14.
Aflati: a) d; b) a5 c) <§l0.

in progresia geometrica bi = 16, b2 = 8.
Aflati, a) q; b) be; c) <b.

Aflati termenul al optulea al progresiei aritmetice, daca
a2+ au = 20.

Aflati suma progresiei geometrice infinite:
16, -4, 1,
4

Reprezentati in forma de fractie ordinara:
a) 0,(2); b) 0,(25); c) 0,3(8).

Aflati numarul termenilor n al progresiei geometrice in care

bi=\, bn = 768, Sn= 1534,5.

incepand cu care numar termenii progresiei aritmetice -3,6; -3,3; -3, ..
vor fi pozitivi?

Aflati suma tuturor numerelor naturale mai mici decat 100 si care se divid cu 6.
O fetita intr-o livada a rupt o piersica, a doua - doua, iar fiecare urmatoare -
cu o piersica mai mult. Apoi toate fetitele, care au rupt piersice, le-au Tmpartit

egal intre ele si fiecare a primit cate sase piersice. C&ti copii au rupt piersice?

Suma primilor n termeni ai progresiei geometrice se poate afla dupa formula
5,=2(5"- 1.

Aflati: a) <4 b) ab5.
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Bazele combinatoriei,
teoriei probabilitatilor si statisticii

Tn practicd oamenii permanent au de lucru cu diferite fenomene aleatorii sau cu spe-
ranta lor. De fiecare data apare intrebarea, daca se va realiza acel fenomen sau altul si
in ce conditii. Tn societatea infomationala contemporanad e important de stiut a obtine
repede informatii din diferite surse si corect de le analizat. in timpul rezolvarii multor
probleme practice apare problema selectiei unei totalitat{i de obiecte din cele date dupa
anumite proprietati ale lor, calcularea combinatiilor posibile, etc. Aceste si alte intrebari
se examineaza in domenii separate ale matematicii - teoria probabilitatilor, statistica si

combinatorie.
Studiind acestt capitol, aveti posibilitatea sd va familiarizati cu notiunile fundamen-

tale ale combinatoriei, teoriei probabilitatilor si statisticii.

Tn acest capitol veti studia asa teme:

Reguli principale ale combinatoriei

8§19

Basic Rules for Combinatorics

Frecventa si probabilitate ale evenimentului aleatoriu

820

The Frequencyand Probability of a Random Event

Cunostinte despre statistica

§21

Information on Statistics
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Aplicam competentele obtinute

Pentru a intelege si a Tnsusi bine tema noud, ne amintim:
Ce este multime si submultime.

- Ce e cifrd si numar.

- Ce este suma numerelor asi b. a+b

- Ce este produsul numerelor asi b. a-b

Reguli principale
ale combinatoriel

Combinatoria este un capitol al matematicii, consacrat rezolvarii problemelor selec-
tarii si amplasarii elementelor multimii finite conform regulilor date.

Examinam doua reguli principale, cu ajutorul carora se rezolva multe probleme din
combinatorie.

Exemplul 1. In orasul TVsunt 2 universitati - politehnica si economica. Un abiturient
prefera trei facultati la universitatea politehnica si doua la cea economica. Cate posibi-
litati are abiturientul pentru4t intra la universitate?

Rezolvare. Marcam prin litera A multimea facultatilor, pe care abiturientul le-a ales
in universitatea politecnica, iar cu litera B - Tn cea economicd. Atunci A = {ni. n, k\.
B= {/n s}. Deoarece aceste multimi nu au elemente comune, atunci abiturientul are in

cpeLvae

Situatia descrisa poate fi generalizata in forma de afirmatie care se numeste regula

sumei.

Regula sumei poate fi raspandita si pe o cantitate mai mare de multimi.

Exemplul 2. O familie, planificand odihna de vara, a ales urmatoarele locuri: Tn Ode-

ayeL vy

odihna de vara are familia?
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Rezolvare. Deoarece toate bazele de odihna sunt diferite, atunci pentru a rezolva
problema este suficient de aflat suma elementelor tuturor multimilor: 1+3 +2+2 ==
8. Deci, familia poate alege o varianta de odihna din cele 8 posibile.

Examinam probleme, care se referd la alta regula.

Exemplul 3. Din punctul A in punctul B duc trei cardri, iar din Bn C - doua. Pe cate
trasee se poate trece din Ain C?

Rezolvare. Pentru a trece din A la B trebuie aleasa una din trei cardri: 1, 2 sau 3
(fig. 134). Dupa aceasta trebuie aleasa una din alte doua cardri: 4 sau 5. In total, din A
in Cduc 6 trasee, deoarece 3-2 = 6. Toate
traseele pot fi marcate cu ajutorul perechi- 1

lor: (1; 4), (1; 5), (2; 4), (2;5), (3; 4), (3;5

Generalizam situatia descrisa.

Daca prima componentd a perechei se poate alege prin m procedee, iar a
doua prin n procedee, atunci o astfel de pereche se poate alege prin mn pro-
cedee.

Aceasta este regula produsului, care deseori este numita regula principalda a combi-
natoriei. Atrageri atentia: se cerceteaza perechile ordonate compuse din diferite compo-
nente.

Regula produsului se respandeste si pe grupe ordonate din trei, patru si orice alte
multimi finite ordonate. Printre altele, daca prima componenta a unei grupe ordonate
din trei elemente se poate alege prin m procedee, a doua - prin n procedee, iar a treia
- prin k procedee, atunci o astfel de grupa ordonata de trei se poate alege prin m m m
k procedee. De exemplu, daca o ospadtarie pentru pranz a pregatit doua mancari la felul
intai - bors (b) si supa (sp), 3 la felul doi
- chiftele (c), coltunasi (co), sarmale (s) si
2 deserturi - prajituri (p) si Tnghetatd (1),
atunci n total mancari din trei feluri ospa-
tdria poate propune 12 diferite combinatii,
deoarece 2 «3 2 = 12.

Situatiei descrise 1i corespunde diagra-
ma reprezentatd pe figura 135. Astfel de
diagrame se numesc diagrame-arbori.

Exemplul 4. Céate trenuri diferite pot fi
formate din 6 vagoane daca fiecare vagon
se poate plasa pe orice loc?

Rezolvare. Primul se poate plasa orica-
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re din 6 vagoane. Avem 6 alegeri. Al doilea vagon se poate alege din 5 vagoane ramase.
De aceea, conform cu regula Tnmultirii, primele doua vagoane se pot alege prin 6 «5
procedee. Al treilea vagon se poate alege din cele 4 care au ramas. De aceea primele
trei vagoane se pot alege prin 6 -5-4 procedee. Continuand cugetarile asemanatoare,

obtinem rdspunsul: n total se pot forma 6 «5 ¢4 -3 «2 « 1 = 720 trenuri diferite.

DORITI SA STITI MAI MULT? - - —

Atrageti atentia la rezolvarea ultimei probleme. Ea s-a redus la calculul produsului tuturor

numerelor naturale de la 1 pana la 6. in combinatorie produse asemanatoare se calculeaza
des.

Produsul tuturor numerelor naturale de la 1 pana la n se numeste n-factorial si se

noteaza n\

De exemplu,
SI=1-2-3-4-5=120; T7'=1-2-3-4-5-6-7=5040.
S-aconvenitca ! = 1si 0! = 1

Verificati-va

o Ol WDN

. Care probleme se numesc de combinatorie?

. Ce este analiza combinatorie?

. Formulati regula sumei.

. Formulati regula principald a combinatoriei.

. Dati exemple de diagrame-arbori.

. Ce este factorialul unui numar? Cum se noteaza el?

Efectuam impreuna

La intrecerile de baschet pentru ocuparea locului intdi au participat echipe din
12 scoli. Prin cate procedee pot fi distribuite primele doud locuri?

Rezolvare. Primul loc poate obtine una din 12 echipe. Dupa ce s-a deter-
minat posesorul primului loc, locul doi il poate obtine una din 11 echipe. Deci,
cantitatea totald a procedeelor prin care pot fi distribuite primele doua locuri este
egal cu 12 « 11 = 132

Cate numere de patru cifre pot fi formate din cifrele 0, 1, 2, 3, 4, 5, daca nici
o cifrd nu se repeta?

Rezolvare. Prima cifrd a numarului poate fi una din cinci cifre: 1, 2, 3, 4, 5.
Daca prima cifrd este aleasd, atunci a doua se poate alege prin 5 moduri, a treia
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prin 4, a patra prin 3 moduri. Conform regulei produsului, cantitatea totald a
modurilor este egalda cu 5 ¢5 ¢4 « 3 = 300.

Raspuns: 300.
Efectuati oral

791. Sunt doua cifre: 1si 9. Prin cate procedee din aceste cifre se pot compune:

a) un numar de o cifra; b) un numar de doua cifre, dar cifrele Tn numar nu se repeta;
c) unnumar de doua cifre, dar cifrele Tn numar pot sa se repet.

792. Intr-o clasa sunt 11 baieti si 10 fete. In cate moduri se poate delega un elev in
comitetul scolar pentru autoadministrare?

793. Intr-o clasa sunt 11 bdieti si 10 fete. In cate moduri se pot delega doi elevi in
comitetul scolar pentru autoadministrare?

794. Intr-o clasa sunt 11 bdieti si 10 fete. In cate moduri se pot delega o fata si un bdiat

n comitetul scolar pentru autoadministrare?
Nivelul At

795. Intr-un magazin sunt trei feluri de prajituri si zece feluri de bomboane. Vasile
vrea sa cumpere surioarei 0 prajiturda sau bomboane. In cate moduri el poate face aceas-
ta?

796. Pentru terminarea completarii expeditiei Tn Antarctida suplimentar s-au exami-
nat cererile de la 10 pretendenti la functia de medic, de la 5 pretendenti la functia de
bucatar si de la 3 pretendenti la functia de tehnician. Nici unul din ei n+a pretins la doua
sau mai multe posturi. Prin cate procedee se poate completa un loc liber in expeditie?

797. In cate feluri se pot aseza patru copii pe o banca?

798. Spre culmea muntelui duc 4 cardri. Pe cate trasee un turist se poate urca pe mun-
te si cobort de pe el, daca va alege diferite carari pentru urcare si coborare?

799. Lenuta are 2 fustite si 3 bluze brodate. Cate seturi diferite de Tmbracaminte ea
poate selecta, pentru a cantain cor?

800. O ospatdrie a pregatit pentru micul dejun 3 feluri de mancari {A, B, C) si doud
de bauturi (M, K). Cate mancari din doua feluri diferite se pot alege la micul dejun?
Alcatuiti diagrama-arbore respectiva.

801. In cate moduri 5 persoane pot forma randul la casierie?

802. Cate propozitii diferite se pot scrie cu cuvintele «noi», «iubim», «sd citim»? Dar
cu cuvintele «noi», «mult», «iubim», «sa citim»?
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Nivelul B

803. Tn cate feluri o fetitd poate Tnsira pe atd 8 margele diferite?

804. Céate numere de trei cifre se pot forma din cifrele 1, 2, 3, 4, 5?

805. Problema deschisa. Compuneti o problema dupa figura 136 si rezolvati-o.

806. Opt prieteni au hotarat sa petreaca un turnir de sah astfel, ca fiecare sajoace cu
fiecare o partidd. Catre partide de sah vorjuca?

807. O ospatarie a pregatit pentru pranz 3 mancari la felul intai (A, B, C). 3 la felul
doi (a, b, ¢) si 3 lafelul trei (x, p, y). Cate mancdri diferite din trei feluri se pot alege la
pranz? Alcatuiti diagrama-arbore respectiva.

808. Se creaza emblema scolii, elementul cdreia trebuie sa fie un poligon de o culoa-
re. Cate astfel de embleme se pot compune, dacd vom examina trei figuri (triunghiul,

patratul, hexagonul) si 4 culori (albastru, verde, galbenad, rosie)?

D
Fig. 137
8009. Cate «cortegii» diferite poate alcatui un bdietel din patru jucarii-automobile de
culorile albd, galbena, albastra si rosie? Alcatuiti diagrama-arbore respectiva.

810. Problema deschisa. Compuneti o problema dupa figura 137 si rezolvati-o.

811. Spre mare duc 7 drumuri. Tn cate moduri o persoana aflatad la odihna poate ajun-
ge la mare si veni Tnapoi? Examinati cazurile, cAnd miscarea spre mare si de la mare se
efectueaza:

a) pe un drum; b) pe drumuri diferite;

c) pe unul din douda moduri precedente?

812. La oficiul postal sunt trei feluri de plicuri, doua feluri de timbre si patru feluri
de felicitari, care se pun Tn aceste plicuri. Cate procedee diferite exista, pentru a alcatui
o felicitare?

813. Miercuri dupa orar in clasa a 9-a sunt 6 lectii diferite, printre care algebra si geo-
metria. Tn cate feluri se poate alcdatui orarul astfel, ca algebra si geometria sa fie aldturi?
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814. Marti dupd orar Tn clasa a 11-B sunt 7 lectii diferite, printre care fizica si astro-
nomia. In cate feluri se poate alcatui orarul astfel, ca:
a) fizica si astronomia sa fie alaturi;
b) fizica si astronomia sa nu fie alaturi?
815. Céte:
a) numere pare de patru cifre se pot compune din cifrele 0, 1, 2, 3, 4, 5, daca
cifrele nu pot sa se repete?
b) numere impare de patru cifre se poate compune din cifrele 0, 1, 2, 3, 4, 5, daca
cifrele nu pot sa se repete?
816. Intr-o pizzerie se pregateste pizza mare si mica cu baza groasa si subtire. Cate
tipuri de pizza se poate comanda Tn aceasta pizzerie, daca pentru pizza subtire
se folosesc trei feluri de umpluturi, iar pentru cea groasa - patru?

817. Calculati:
a) 10! : 51 6) 13! : 10!; B) 20! : 25I; r) 100! : 971

818. Aduceti la forma cea mai simpla expresiile:
aynl :(n-1); 6)(- D:al;B) (8 + :(a- 1L

Exercitil pentru repetare

819. O librarie a incasat in primul cvartal 700,46 mii gm. Se stie, cd n ianuarie a
incasat cu 49,8 mii gm. mai mult decat in februarie, iar in martie - cu 178,92
mii gm. mai putin decat in febmarie. Ce venit a avut librdria in martie?

820. Rezolvati ecuatiile:
a) x2=5; > 6) x4- 5x2+ 4 = 0.

821. Aduceti la forma cea mai simpla expresiile:

1) 2ad

2) 3ak2(-2kx*)k*; 4) -2 ak2e_—ac2-6abc.

Comoara succeselor

S Stiu regulile principale ale combinatoriei.

f Deosebesc regula sumei si regula produsului.
«fStiu a aplica regula sumei combinatoriei.

«fStiu a aplica regula produsului combinatoriei.
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Aplicam competentele obtinute

Pentru a intelege si a Tnsusi bine tema noud, ne amintim:

— ce este raportul numerelormsin m :n SAU—
n

il
— proprietatile fractiei ordinare — , m eN, n eN:

ni

- , . m ) Y . m
dacam € n, atunci — <1’ dacE m =n, atunci — = 1
Ti Ti

Frecventa si probabilitate
ale evenimentului aleatoriu

Teoria probabilitatilor este una din ramurile matematicii actuale. Notiunile cele mai
importante ale ei sunt experienta (proba, observatia), evenimentul (rezultatul probelor)
si probabilitatea evenimentului. In tabel sunt date exemple de experiente si rezultate
separate ale evenimentelor.

Experienta Evenimentul

Aruncarea monedei Moneda a cdzut cu stemain sus
Scrierea lucrarii de control Ati primit 12 puncte
Asteptarea diminetii Dimineata a inceput

Aruncarea zarului Au aparut 7 puncte

Ultimul eveniment este imposibil, doarece pe fetele zarului nu sunt sapte puncte.
Evenimentul 3 este cert (sigur, incontestabil), deoarece dupa noapte totdeauna urmeaza
dimineata. Evenimentele 1si 2 sunt aleatorii.

In genere, evenimentul se numeste imposibil, daca el nu se poate realiza niciodata,
iar eveniment sigur- acel care se realizeaza totdeauna. Daca evenimentul se poate rea-
liza sau nu se poate realiza el se numeste aleatoriu.

Evenimentele se noteaza cu litere mari ale alfabetului latin A, B, C....sau cu o literd
a alfabetului latin cu index: Au A2 A3, ..., An. Continutul evenimentului se da in acolade.
De exemplu, evenimentul al 3-a poate fi scris asa:

A3= {dimineata a inceput}.

A spune lainceput ca evenimentul aleatoriu va avea loc sau nu va avea loc, nu se poa-

te. Dacd evenimentul dat are caracter de masd, se realizeaza de multe ori si in aceleasi

conditii, atunci probabilitatea aparitiei lui poate fi caracterizata printr-un numar.



Bazele combinatoriei, teoriei probabilitdtilor si statisticii 203

Sa examinam experienta care consta Tn aruncarea monedei omogene simetrice si
fixarea partii cu care a cdzut moneda Tn sus. Ea poate fi petrecutd in unele si ace-
leasi conditii de un numar arbitrar de ori. In tabel se arata rezultatele a opt serii de
incercdri de acestea:.

Numarul seriei 1 2 3 4 5 6 7 8

Numarul arunca-

ilor. n 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000

Numarul steme-
lor, n{r)

Frecventa relativa

a aparitiei stemei,
n(r) 0,501 0,493 0,498 0,509 0,503 0,501 0,501 0,500

501 986 1495 2036 2516 3004 3504 3997

n

Numarul din ultimul rand al tabelei pentru fiecare serie se determind ca raportul nu-
marului de aparitii al stemei la numarul total de aruncari ale monedei in aceasta serie de
probe. El denumestefrecventa relativa a aparitiei evenimentului. Dacd vom reprezenta
datele tabelului grafic (fig. 138), atunci putem observa, ca frecventa relativa a aparitiei
stemei oscileaza langa numarul 0,5 si putin se deosebeste de el.

Frecventa
relativa

n(r)
n

_ [ [ [ [ [ [ [ >-
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000

Numarul aruncarilor, n

Fig. 138
- - - - - N -
Daca in n probe evenimentul X se realizeaza de m ori, atunci fractia — determind
n

frecventa relativa a aparitiei evenimentului X. Numarul langa care oscileaza frecventa
relativa a evenimentului exprima probabilitatea acestui eveniment si se noteaza prin
litera P(de la cuvéntul englez probability- probabilitate).
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Acest termen 1l-aintrodus B. Pascal. Tn scrisoarea adresata lui P. Fermat de la 28 oc-
tombrie a. 1654 el scria: «Majoritatea oamenilor considerd, ca daca ei nu au cunostinte
depline despre ceva (dar noi niciodata nu avem cunostinte depline), atunci ei in genere
despre aceasta nu stiu nimic. Eu sunt convins, cd aceste idei sunt profund gresite. Cunos-
tintele partiale sunt tot cunostinte si convingerile incomplete tot au o valoare oarecare,
mai ales cdnd Tmi este cunoscut gradul acestei convingeri. Cineva poate intreba: «Oare
se poate masura cu un numar masura convigerii?». «Fireste, - voi raspunde eu, - per-
soanele care joaca in carti justifia increderea lor anume asa. Cand jucatorul arunca zarul,
el nu stie cate puncte vor apdarea. Tnsa ceva el tot stie. De exemplu, aceea, cd toate sase
numere - 1,2, 3, 4, 5, 6 - au aceeasi sansa la succes. Daca ne vom Tntelege sa conside-
ram posibilitatea aparitiei evenimentului sigur drept unitate, atunci posibilitatea apariti-
ei lui sase, ca si a fiecdrui din celelalte cinci, se va exprima prin fractia 6—» Deodata

mentionez, ca masura posibilitatii (convingerii) evenimentului eu am numit-o probabi-
litate. M-am gandit mult la selectarea cuvantului respectiv si, in sfarsit, consider ca
anume el este cel mai expresiv».

B. Pascal determina probabilitatea unor evenimente fara efectuarea probelor. Aceasta
se poate face atunci, cand rezultatele probelor formeaza o multime finitd si sunt egal
posibile, adica Tn conditiile probei petrecute nu erau motive de a considera posibilita-
tea aparitiei unei consecinte mai mari sau mai mici in comparatie cu altele.

Examinam un exemplu. Se arunca o datd zarul (cub omogen) (fig. 139) si se fixeaza
suma punctelor de pe fata cu care a cazut in sus. Rezultatul probei pot fi 6 evenimente
diferite:

En = {va cadea un punct};

En = {vor cadea doua puncte};
E3= {vor cadeatrei puncte};
E4 = {vor cddea patru puncte};
E5= {vor caddea cinci puncte};

E6 = {vor cddea sase puncte}. Fig. 139
ig.

Aceste sase evenimente cuprind si epuizeaza toate rezultatele posibile ale experi-
entei. Ele sunt reciproc incompatibile, fiindca de fiecare data cade numai un numar de
puncte. Toate sase evenimente sunt egalposibile, deoarece cubul se considerda omogen
de o forma regulata si sprintenealajucatorului se exclude. Tn acest caz se spune, ca pen-
tru realizarea fiecarui eveniment exista o sansa din sase.

Fiecare eveniment EXE6din probele descrise se numesc elementare, iar toatda multi-
mea lor - spatiul evenimentelor elementare

.Eveniment elementar se numeste fiecare consecinta posibilda a experientei probabi-
listice.
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Multimea tuturor rezultatelor experientei se numeste spatiul evenimentelor elementa-
re si se noteaza prin litera greceasca Q (omega).

Daca spatiul evenimentelor elementare pentru un experiment oarecare este compus
din n evenimente reciproc incompatibile egal posibile, atunci probabilitatea fiecarui

eveniment este egala cu 1
n

De exemplu, probabilitatea, cd pe fata zarului aruncat vor fi 5 puncte, este egala cu

lar probabilitatea, ca moneda aruncata va cddea cu stema in sus, este egala cu
Probabilitatea evenimentului A se noteaza cu simbolul P(A). Dacd vom nota cu litera
A primul eveniment, iar al doilea cu B, atunci P (A) :E, P(B) :2—.

Existd evenimente care nu sunt elementare. Examindam, de exemplu, urmatorul eve-
niment: C= {aparitiapiesei de domino cu 8 puncte}.

Deoarece sunt 28 de piese de domino, evenimentul legat cu selectarea unei piese se
epuizeaza cu 28 de rezultate egal posibile si independente. Deci, spatiul evenimentelor
elementare pentru probele date se compune din 28 de evenimente elementate Eb unde i

Fig. 140

Se spune ca evenimentului Cfii favorizeaza trei evenimente elementare (Eu E2 EJ)
3
din 28 posibile, de aceea P(C) =— .

Examinam cazul general. Fie cd experienta are un numar finit (//) de rezultate egal
posibile si incompatibile si A - un eveniment aleatoriu oarecare legat cu experienta
datd. Vom numi evenimentul elementar E,, favorizabilpentru evenimentul aleatoriu A,
daca aparitia evenimentului E,, in rezultatul probelor aduce la aparitia evenimentului
A. Daca vom nota numarul evenimentelor elementare favorizabile evenimentului A cu

n(A), atunci probabilitatea evenimentului aleatoriu A se determina dupa formula:

pu)=ri4l.
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Exemplu. Din 28 de piese de domino rasturnate se ia la intamplare una. Care este
probabilitatea evenimentului, cd pe ea in total vor fi:
a) 2 puncte (evenimentul A); b) 4 puncte (evenimentul B),c) 11 puncte (evenimentul >

Rezolvare. Exista 2 piese de domino cu doud puncte (*; , 3 piese cu patru punc-

cpravat

te 1piesa cu 11 puncte . in total sunt 28 de posibilitati de a alege, doar se

poate lua orice piesa din 28. Deci,

P = T P Ty PRI T

Sa enumaram cele mai importante proprietafi ale probabilitatii evenimentului aleatoriu:

1. Dacd Ceste un eveniment imposibil, atunci 4C) = 0.

2. Daca B este un eveniment sigur, atunci F{B) = 1.

3. Daca Aceste un eveniment aleatoriu, atunci 0 < P{X) < 1.

4. Daca Eb E2 E3, ..., Ensunt evenimente elementare, care epuizeaza probele unei
experiente, atunci:

An) +nn) +Ann) an) =1
— DORITI SA STITI MAI MULT? S —

Teoria probabilitatilor, ca si geometria, se poate constmi pe baza sistemului de axiome. Se
introduc notiunile fundamentale, relatiile dintre ele si se fonnuleaza axiomele. Toate celelal-
te notiuni si afinnatii se bazeaza pe sistemul de axiome, alcatuit fara a tine cont de intuitie
si experientd. Sistemul de axiome ale teoriei probabilitatilor se poate construi prin diferite
procedee. Aceasta in diferite timpuri au facut-o G. Bolrnan (1908), S. N. Bemstein (1917),
R. Mizes (1919, 1928), A. Lomnitki (1923). Cel mai bun sistem de axiome se considera
sistemul propus n

a. 1929 de A. M. Kolmogorov, cu care va veti familiariza in clasele superioare si Th insti-
tutiile superioare de Tnvatamant.

Procedeul axiomatic da posibilitate de a aplica teoria probabilitatilor la rezolvarea diferi-
tor probleme teoretice si practice, dar si a detennina limita aplicrii ei.

Verificati-va

. Care evenimente se numesc aleatorii?

. Dati exemple de evenimente aleatorii.

. Care evenimente se numesc imposibile, sigure?

. Dati exemplu de spatiu al evenimentelor elementare.

Care evenimente se numesc elementare? Dati exemple.

. Cu ce este egala probabilitatea evenimentului aleatoriu?

. Cu ce este egala probabilitatea evenimentului sigur? Dar a celui imposibil?
. Ce este frecventa relativa a evenimentului?

0N UIRAWN R
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Efectuam impreuna!

Avem doua cuburi, care au cate 2 fete respectiv de culoare rosie, galbena si ver-
de. Ele sunt aruncate Tmpreuna si se fixeaza culorile fetelor, pe care cad ambele
cuburi. Scrieti spatiul evenimentelor elementare pentru aceasta experienta.

Rezolvare. Daca ambele cuburi au cazut pe fetele galbene, atunci acest eveniment
il vom marca cu simbolul gg. Daca unul cade pe fata galbena, dar al
doilea - pe rosie, atunci evenimentul 7l vom marca gr. Atunci spatiul
evenimentelor elementare pentru experienta data va fi W = {gg, rr, w,
gr, gv, vr}.

Formand un numar de telefon, un abonat a uitat ultima cifra si a format-o la
intamplare. Care este probabilitatea faptului cad el a format corect acest numar?

Rezolvare. Numadrul tuturor cazurilor posibile n = 10, iar numarul cazurilor

favorabile m = 1. De aceea probabilitatea cautatd este P =

Se arunca doua zaruri. Care este probabilitatea evenimentului, cd pe ele vor
cadea punctele, suma carora va fi egald cu: a) 4; b) 5; c) 8?
Rezolvare. Fiecarui eveniment examinat Ti punem Tn corespondentd un numar de
doua cifre, cifrele carui corespund punctelor, care au aparut la caderea primului
si celui de al doilea zaruri. Sunt posibile urmatoarele cazuri:

11, 12, 13, 14, 15, 16,
21, 22, 23, 24, 25, 26,
31, 32, 33, 34, 35, 36,
61, 62, 63, 64, 65, 66.

Deci, pentru experienta data spatiul evenimentelor elementare W contine 36 de
elemente.
a) Suma punctelor egala cu 4 o dau trei numere: 13, 22 si 31. Avem 3 evenimente

elementare favorabile din 36. De aceea probabilitatea cautata:

P(4) A L
36 12
b) Suma punctelor egald cu 5 dau patru perechi: 14, 23, 32 si 41, deci:
pP(5) A |-
36 97

c) Suma punctelor egala cu 8 dau 5 perechi: 26, 35, 44, 53, 62, deci:



208 Capitolul 4

Efectuati oral

822. Cum este din punctul de vedere al teoriei probabilitatilor evenimentul: a) la
caderea zarului vor aparea cinci puncte; b) copilul s-a nascut la 30 februarie; c) la per-
mutarea literelor in cuvantul «cal» s-a obtinut cuvantul «lac»; d) la extragerea aleatorie
un numdr de doud cifre va fi mai mic decat 100; e) va iesi la iveald, cd graficul functiei
impare construit este simetric fata de originea de coordonate.

823. Care este probabilitatea evenimentului cd la aruncarea zarului el va indica: a)
doud puncte; b) un numar par de puncte; ¢) un numar de puncte ce se divide cu 3?

824. Se ia laintamplare o piesa de domino. Care este probabilitatea evenimentului ca
eava fi: a) dublet; b) nu va fi dublet?

825. Descrieti spatiul evenimentelor elementare pentru experienta data:

a) stabilirea zilei de nastere a unui elev selectat arbitrar; b) determinarea numarului
solutiilor ecuatiei patrate; c) stabilirea numarului de puncte comune ale circumferintei

si hiperbolei construite ntr-un sistem de coordonate.
Nivelul ai

826. Aflati probabilitatea evenimentului ca prietenul s-a nascut:
a) miercuri; b) primavara; c) Tn septembrie; d) pe lianuarie.

827. In clasa a 9-A invata 20 de elevi din care 25 % sunt eminenti. Este invitat un
elev laintdmplare, pentru a demonstra teorema sinusurilor. Care este probabilitatea
evenimentului cd el va fi eminent?

828. Formand un numér de telefon, un abonat a uitat prima cifrd si a format-o la
intamplare. Care este probabilitatea faptului ca el a format corect acest numar?

829. Un cub din lemn vopsit din toate partile a fost tdiat in 125 de cuburi egale si
s-au amestecat intr-o traistd. Care este probabili-
tatea evenimentului, cd, luand din traistd un cub
la intdmplare, veti lua cubul la care sunt vopsite:
a) trei fete; b) numai doud fete; ¢) numai o fata
(fig. 141)?

830. Din litere scrise pe fise separate s-a alcatuit cu-
vantul IDENTITATE. Apoi aceste fise s-au intors,
s-au amestecat si s-a luat la Tntdmplare una din
ele. Care este probabilitatea evenimentului ca pe
ea s-a descoperi: a) litera T; b) litera I; c) litera A?

Fig. 141
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831. fintr-o traista sunt 5 bile albe si 7 negre. Care este probabilitatea evenimentului
cd, luand la intamplare, se va scoate: a) o bild alba; b) o bilda neagra?

823. . Intr-un sdculet sunt 10 hartiute infasurate. Pe doua din ele este scris «da», iar
pe restul - «nu». Care este probabilitatea evenimentului cd pe hartiuta luata la
ntdmplare va fi cuvantul «da»?

833. Intr-o laditda sunt 10 bile rosii si 5 galbene. Din ea s-a luat o bild rosie si s-a
pus Tntr-o parte. Dupa aceasta din ladita se ia Tnca o bilda la intamplare. Care
este probabilitatea evenimentului ca ea va fi galbena?

834. La o competitie au participat 25 de elevi din prima scoald, 15 - din scoala a
doua si 10 - din a treia. Care este probabilitatea evenimentului, ca primul se va
incadra in competitii un elev din prima scoala?

835. Un pasager asteaptd tramvaiul nr. 1 sau nr. 3 la stafia, prin care trec traseele a
patru tramvaie: nr. 1, 3, 4 si 9. Considerand, cd tramvaiele de pe aceste trasee
trec prin statia datd cu aceesi frecventa, aflafi probabilitatea evenimentului, ca
primul la statie va sosi tramvaiul pe care 1l asteapta pasagerul.

Nivelul B

836. La 1 000 de bilete de loterie revine 1 castig de 1000 gm., 10 castiguri de
cate 200 gm., 50 - cate 100 gm., 100 - cate 50. Restul biletelor sunt fara castig.
Aflati probabilitatea castigului nu mai mic decat 100 gm. pe un bilet.

837. Intr-un lot din 100 de piese 75 erau de prima categorie, 15 - de a doua, 8 -
de a treia si 2 piese defecte. Care este probabilitatea faptului cd piesa luata la
intdmplare va fi de prima categorie sau a doua?

838. Din 10 fise numerotate de la 1 p&né la 10 se extrage una. Care este probabi-
litatea faptului, ca numarul fisei va fi mai mic decat 7 si mai mare decat 3?

839. Intr-o urna sunt 30 de insigne cu numerele de la 1 pana la 30. Care este pro-
babilitatea faptului, ca prima insigna luata din urnd la intamplare nu va contine
cifra 6?

840. Din 15 fise numerotate de la 1 pana la 15 se extrage una. Care este probabili-
tatea faptului ca numaml fisei extrase: a) se va divide cu 3; b) se va divide cu
4?

841. Din 100 de savanti a unei institutii limba engleza o poseda 90, germana - 85,
80 de persoane posedd ambele limbi. Aflati probabilitatea faptului ca savantul
ales la intamplare din aceasta institutie: a) posedd engleza sau germana; b) nu
stie nici engleza, nici germana.

842. Se amncd doud zaruri. Care este probabilitatea aparitiei cel putin a unei fete
cu 6 puncte?
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843. Se ia la intmplare o piesa de domino. Care este probabilitatea evenimentului
ca pe ea sunt: a) in total 9 puncte; b) mai multe decat 9 puncte; ¢) mai putine
decat 9 puncte?

844. Un cub de lemn vopsit s-a taiat Tn 1 000 de cuburi egale si s-au amestecat intr-o
traista. Care este probabilitatea evenimetului ca luand la Tntdamplare din traista
un cub, va fi luat acel care are: a) cel putin o fata vopsitd; b) numai doua fete
vopsite?

845. Aflati probabilitatea faptului ca numarul de douad cifre selectat la Tntamplare se
divide cu 5.

846. In acelasi timp se arunca douda monede identice. Aflati probabilitatea evenimen-
tului: a) A = {a cdzut o stema si un revers}; b) B = {a cdzut nu mai putin decat
0 stema}.

847. S-au verificat 500 de piese selectate arbitrar si s-a constat ca 5 din ele sunt
rebut. Cate piese rebut se poate de asteptat intr-un set de 3 500 de bucati?

848*. Examinati repartizarea baietilor si fetelor in familiile, care au trei copii de var-
sta diferitd. Considerati ca probabilitatea nasterii bdiatului si a fetitei sunt la fel?

Exercitii pentru repetare

849. Functia este definita prin formula /(x) = -5x + 3. Aflati /(0,1); /(-2,5);
/(-10); /(0,3); /(-1,2).

850. Rezolvati inecuatiile:
a) (3x - D(x + 3) > x(lI + 5x); 6) x2+ 8x + 8 < 3x2

851. Construiti graficul functiilor:
a) y=1Ix2-x|; 6) y=x2-|x|.

Comoara succeselor

S Pot da exemple de evenimente:
— imposibile;
— sigure;
— aleatorii.
f Pot explica ce este:
frecventa evenimentului aleatoriu;
probabilitatea evenimentului aleatoriu.
A Stiu a rezolva probleme care prevad:
— aflarea probabilitdtii evenimentului aleatoriu;
— calcularea frecventei evenimentului aleatoriu.
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Aplicam competentele obtinute

Pentru a intelege si a insusi tema noud, ne amintim:
— Ce este media aritmetica

doud numere asi b sau a nnumere % a2 .., an
a+b al+a2+... +an
2 n

— Cum se construiesc diagramele prin coloane si sectoriale.

Cunostinte despre
statistica

Stiinta care studiaza caracteristicele cantitative ale fenomenelor de masa se numeste
statistica matematica (de la cuvantul latin status- stare, situatie).

Exemplul 1. Din 87 de elevi din clasa a 9-a ai unei scoli 7 au note, care corespund
nivelului 1al succeselor la Tnvataturd, 33 - nivelului Il, 31 - nivelului Il si 16 - nive-
lului IV. Acestea sunt caracteristicele cantitative ale lucrarii de control petrecute. Ele
pot fi prezentate in forma de tabel.

Nivelul succeselor la Tnvatatura I I HHNR v
Numarul elevilor 7 33 31 16

Ilustrativ aceste date pot fi reprezentate cu ajutorul diagramei cu bare (fig. 142).
Diagramele cu bare in statistica se numesc histogra-
me (de la cuvintele grecesti histos - stalp, gramma
- scriere).

In exemplul studiat se vorbeste despre 87 de
elevi. Problema se complicd, dacd se studiaza feno-
mene de masa, care cuprind mii sau si milioane de
obiecte ce se studiaza. De exemplu, producatorii de
incaltaminte trebuie sa stie cata incaltaminte de o
marime sau alta trebuie sa producd. Cum de clarificat
aceasta? De-i intrebat pe tofi, adica, zeci de milioane Fig. 142
de barbati si femei, este foarte scump si dureaza mult
timp. De aceea se formeaza selectia- o multime
finita de observari ale rezultatelor independente. In cazul dat, cercetdrii sunt supuse
numai cateva zeci sau sute de oameni.

Nivelul
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Exemplul 2. Presupunem, ca intreband 60 de femei, marimea incdltamintei lor a
fost scrisd Tn tabel:

23,5 24 235 23 245 23 22,5 245 22,5 235 23,5 235
25,5 21 24 25 235 22 23 24,5 23 245 23 245
25 24 21,5 23,5 245 225 22 235 26,5 255 25 26
24 23 24 245 22 24 23,5 21,5 235 25 24 22,5
25,5 21,5 24,5 26 25 23,5 22,5 24 23 22,5 24 25

Aceasta selectie este din 60 de valori (date). Pentru comoditate ele se grupeaza in
clase (dupa marimea incaltamintei) si se determina cate valori ale selectiei contine
fiecare clasa.

Marimea incaltamintei 21 21,5 22 22,5 23 23,5 24 24,5 25 25,5 26 26,5
Numarul de femei 1 3 3 6 7 10 9 8 6 4 2 1

Astfel de tabele se numesc algfrecventelor. in ele numerele din randul al doilea sunt
frecvente, ele indica cat de frecvent se intalnesc in selectie unele sau altele valori ale ei.
Frecventa relativa a valorilor selectiei se numeste raportul valorii frecventei catre nu-
marul tuturor valorilor ale selectiei, exprimat in procente. Tn exemplul studiat frecventa
marimii 24 a Tncaltdmintei este egald cu 9, iar frecventa relativa este 15 %, deoarece
9:60=0,15 = 15 %.

Dupa tabelul frecventelor se poate construi histograma (fig. 143). Ea ilustreaza in-
tuitiv ce parte de incaltaminte de o marime sau altd este de dorit de produs. Este clar,
ca concluziile obtinute printr-un astfel de procedeu sunt probabile, aproximative, dar
pentru cerintele practice aceasta este suficient.

Unele date statistice este convenabil de le prezentat cu ajutorul graficelor ca, de
exemplu, pe p. 91.

Marimea Tncaltamintei

Selectiile se caracterizeaza prin tendinte centrale: moda, mediana, valoarea medie.
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Moda selectiei sunt acele valori ale selectiei care se Tntalnesc cel mai frecvent.

Mediana selectiei este numarul care «imparte» n jumatate multimea ordonatd a
tuturor valorilor selectiei.

Valoarea medie a selectiei se numeste media aritmetica a tuturor valorilor ei.

Fie data selectia: 1, 3, 2,4, 5,2, 3,4, 1,6, 4. *)

S-o ordondm: 1, 1,2, 2, 3, 3, 4,4, 4,5, 6.

Moda selectiei date este egalad cu 4, deoarece 4 se intalneste cel mai des (de trei ori).

Mediana selectiei date este egald cu 3, fiindca numarul 3 «imparte» selectia ordona-
td Tn jJumatate: Tn fata ei si dupa ea este acelasi numar de termeni ai selectiei ordonate.

Daca selectia ordonata are un numar par de valori, mediana ei este egald cu se-
misuma a doud valori din mijlocul ei. De exemplu, pentru selectia 1, 2, 3, 3, 3, 4,

. 3+4

4, 5, 6, 6 mediana este m = =3,5.

) L 1+1 m2+2+3+3+4+4+4+5+6 35
Valoarea medie a selectiei (*) est
11 11.
Existd selectii fara moda, de exemplu: 4, 5, 6, 7, §;
si selectii cu doua mode: 2, 3,4, 4,5, 6,6, 7, 8.

Verificati-va

Ce studiaza statistica matematicd?

Ce este histograma?

Care fenomene se numesc de masa?

Ce este selectia? Frecventa selectiei?

Numiti tendintele centrale ale selectiei.

Ce este media valorilor selectiei? Dar mediana, moda?

S N

Efectuam Tmpreuna!

Controlul calitatii a 20 bucdti de cascaval din varietatea «Ucrainean» (dupa
continutul grasimii) de catre inspectie a dat urmatoarele rezultate:

Continutul grasimii, % 44 45 46 47 48
Numarul probelor 1 4 5 7 3

Aflati tendintele centrale ale selectiei.

* Rezolvare. Moda selectiei date este 47, deoarece aceasta valoare se Tntalneste
cel mai des (de 7 ori).

Selectia are un numar par de valori, de aceea mediana ei este egald cu semisuma a
doud valori ale ei din mijloc- sub numerele 10 si 11, deoarece in selectie sunt
20 de termeni.



214 Capitolul 4

Pe aceste locuri Tn selectie (44; 45; 45; 45; 45; 46; 46; 46; 46; 46; 47; ...) sunt valo-
rile 46 si 47. Deci, (46 + 47) :2 = 46,5 este mediana selectiei.
Aflam valorea medie a selectiei:
44-1+45-4 +46-5+47-7+48-3 927
20 720 * 46,35.
Rdaspuns. Moda este 47; mediana este 46,5; valoarea medie - 46,35.

O Cinci participanti la o olimpiada pentru rezolvarea problemelor au obtinut de la 0
pana la 3 puncte, zece - de la 4 pana la 6, treizeci - de la 7 pana la 9, patruzeci
si patru - de la 10 pana la 12, saisprezece - de la 13 pand la 15, zece - de la
16 pana la 18, doi - de la 19 pana la 21, trei - de la 22 pana la 24 de pucte.
Alcatuiti tabelul frecventelor si construiti histograma respectiva.

* Rezolvare. Tabelul frecventelor are urmadtoarea forma:

Cantitatea o o 4 6 7.9 10-12 13-15 16-18 19-21 22-24
punctelor

Numarul

participan- 5 10 30 44 16 10 2 3
tilor

Histograma respectiva este reprezentatd pe figura 144.

Efectuati oral

852. Analizati diagrama, care demonstreazd componenta chimicd a produselor ali-
mentare (fig. 145). Faceti concluzii.

33% apa
proteina
grasimi
14% 52% altele
a — carnea de porc Fig. 145

853. Aflati moda, mediana si valoarea medie ale selectiilor:
a) 3,3,4,5,5,6,7,7,8,8,8,9, 10, 11; °’
6) 9, 10, 10, 11, 12, 12, 12, 13, 15, 15, 16, 17.
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854. La concursul «Cangurul» la nivelul «Cadet» au participat 2 000 de persoane.
Pe fig. 146 este reprezentatd corespondenta dintre numarul participantilor (%)
si numarul punctelor, pe care ei l-au obtinut. Ce informatie despre rezultatele
concursului se poate obtine cu ajutorul histogramei date?

Nivelul A

855. Indicati tendintele centrale ale selectiei si frecventa relativa a fiecarei valori ale
ei, daca selectia este data Tn forma urmatorului tabel al frecventelor.
-30° -20° -10° 0° 10° 20° 30°
1 3 6 17 13 8 2
856. Sunt date 100 de numere; din ele numarul 2 se repeta de 15 ori, numarul 4 - de
40, numarul 8 - de 20, numarul 9 - de 20, numarul 10 - de 5 ori. Aflati media
aritmeticd a acestor numere.
857. Dupa masurarea staturii a 40 de elevi Tn centimetri s-a obtinut urmatorul tabel
de frecvente.
Statura, cm 162 163 164 165 166 167 168 169 170
Numarul elevilor 3 5 4 2 6 10 6 3 1
Construiti histograma respectivd. Determinati frecventa relativa a fiecariei valori.
858. in tabeld sunt date procentele, care caracterizeaza numarul elevilor din clasele a

10-a din SUA care fumeaza zilnic. Cu ajutorul computerului construiti histograma
respectiva si graficul. Ce concluzi se poate face dupd aceste date?

R ulub B ERL

12,2 101 89 83 75 76 72 59 6,3 66 55 50 4,4 3,2
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859. Pe figura 147 se da ratia medie a
indexului mesei omului independent
de varstda, gen si alte caracteristici
individuale. Aflati, dupa care formula
se determind indexul mesei omului.
Calculati-1 pentru sine si verificati
dupa grafic, ce corespunde varstei

voastre, genului, etc.

860. Alcatuiti tabela despre consumul 16 17 18 19 2m

energiei electrice pe anul trecut n Fig. 147
familia voastra. Calculati cat consuma familia Tn mediu energie electricad: a) intr-o
lund; b) Tn fiecare cvartal; c) n fiecare anotimp al anului.

861. Aflati moda, mediana si valoarea medie ale selectiei:
a)2,3,4,4,6,6,6,7,7,8;
6) 12, 17, 11, 13, 14, 15, 15, 16, 13, 13.

862. Elevii unei clase au scris o lucrare de control la algebra. 4 elevi au primit note
corespunzatoare nivelului patru, 16 - nivelului trei, 12 - nivelului doi si 3 —
primului nivel. Introduceti aceste date in tabela si construiti dupd ea diagrama
circulara si cea cu bare.

863. Efectuati interogarea a 30 de bdieti din scoald despre marimea incdltamintei
lor. Rzultatele scrieti-le Tntr-o tabeld identicd cu cea din problema precedenta.
Alcatuiti tabela frecventelor si construiti histograma respectiva.

864. Determindnd mdarimea Tmbracamintei a 50 de femei, rezultatele au fost scrise
int

50 44 50 48 54 46 52 48 54 52
48 48 52 50 46 50 54 48 56 50
52 48 42 56 50 48 50 46 54 48
46 46 48 48 52 48 56 50 52 46
52 48 50 54 50 50 54 44 58 46

Alcatuiti tabelul frecventelor si construiti histograma respectiva.

865. Pentru a clarifica cate si ce fel de caciuli trebuie de cusut, s-a masurat n
centimetri conturul capului la 35 de cursanti. S-au obtinut urmatoarele rezultate.
Méarimea 53 54 55 56 57 58 59
Numarul cursantilor 1 7 10 12 3 1 1

Construiti histograma respectiva si calculati tendintele centrale ale selectiei. Aflati
frecventa relativa a fiecarei valori din selectia data.
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866. Efectuati interogarea elevilor din clasa voastra si clarificati, cate becuri econo-
mice se folosesc in locuinta fiecadrui coleg . Dupa datele obtinute alcatuiti tabela
frecventelor si construiti histograma respectivd. Determinati frecventa relativa a
fiecarei valori a selectiei.

867. La lectia de sport la sarituri Tn Tnaltime 11 fete din clasa a 9-a au ardtat urma-
toarele rezultate: 90 cm, 125 cm, 125 cm, 130 cm, 130 cm, 135 cm, 135 cm,
135 c¢cm, 135 cm, 140 cm, 140 cm. Aflati moda, mediana si valoarea medie a
valorii selectiei. Care rezultat caracterizeaza cel mai bine pregéatirea sportiva a
fetelor din aceasta clasa?

868. Sase participanti la o olimpiada de matematica dupa rezolvarea problemelor au
obtinut mai putin de 3 puncte, zece - de la 3 pand la 6, treizeci si doi - de la
7 pana la 9, patruzeci si cinci - de la 10 pana la 12, saptesprezece - de la 13
pana la 15, opt - de la 16 pana la 18,cinci - mai mult de 18 puncte. Alcatuiti
dupa aceste rezultate tabela frecventelor si construiti histograma respectiva.

869. O brutdrie coace colaci de 1 kg. In timpul controlului s-a constatat, ca masa
a trei colaci din o sutd este mai mica decat 1 kg cu 31- 40 g, a cincisprezece
- cu 2l - 30 g, a doudzeci - cu 11 - 20 g, a treizeci - cu 1- 10 g, masa a
saptesprezece colaci este mai mare decat 1kg cu 1- 9 g, iar a doi - cu 10 - 19
g. Construiti diagrama de frecvente si histograma respectiva.

870. Intr-o zi marimea incasarii (in mii de grivne) in 30 de magazine selectate la
intamplare a fost urmatoarea:

42 24 49 76 45 27 39 21 58 40
28 78 44 66 20 62 70 81 7 68
99 76 63 87 65 104 46 20 72 93

Alcatuiti tabelul frecventelor pe 5 intervale si construiti histograma respectiva.
Comoara succeselor

N Pot afla, selecta si ordona infomatia din diferite surse accesibile.

fStiu procedeele prezentarii datelor si prelucrarii lor.

A Pot prezenta datele statistice in forma de tabele, diagrame, grafice.

A Stiu a rezolva probleme, care prevad prezentarea datelor si prelucrarea lor.
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Date istorice

Unele proprietdti ale evenimentelor aleatorii le-au descoperit savantii italieni L.
Pacioli (1445-1514) si G. Cardano (1501-1576), studiind jocurile de noroc.

inceputul teoriei probabilitdtilor ca ramura a matematicii I-au pus savantii fran-
cezi P. Fermat (1601 - 1665) si B. Pascal (1623-1662).

Oamenii de mult timp au Tnceput a aduna si a analiza datele statistice. in China
recensamantul populatiei s-a facut cu mai bine de 4 mii de ani Tn urma. Tn Rusia
Kieveand recensamantele se realizau din a. 1245.

n dezvoltarea statisticii matematice o mare contributie au facut savantii U. Petty,
A. Moivre, L. Euler, la. Bemoulli, P. Laplace, S. Poisson si altii.

n imperiul Rus Tn sec. XIX problemele statisticii le-au studiat si matematicienii
ucraineni V. I. Buneakovski si M. V.Ostrogradski.

M. V. Ostrogradski s-a ndscut n satul Pasena din reg.

Poltava, a invatat la gimnaziul din Poltava, la universita-
tea din Harkov si in Paris; era membru al academiilor de
stiinte din Rusia, Turin, Roma, Americana, membru - co-
respondent al academiei din Paris.

M. V. Ostrogradski a obtinut rezultate fundamentale n
domeniul analizei matematice, mecanicii teoretice, teoriei
probabilitatilor, fizicii matematice, balistica, teoria caldu-
rii, a scris «Cursul mecanicii ceresti». Acorda multa aten-
tie calculelor aproximative, procentelor. A elaborat meto-
dele statistice de rebutare (bracuire) a marfii.

n or. Poltava este construit monumentul lui M. V. Os- M. V. Ostrogradski
trogradski. (1801-1862)

n domeniul matematicii aplicative mult a lucrat si ma-
tematicianul ucrainean M. P. Kravciuk.

S-a nascut in satul Ciovnatea din Volania, a terminat
gimnaziul din Lutk, universitatea din Kiev. Din a. 1925
este profesor, iar din 1929 este academician al Academiei
de stiinte din Ucraina, secretarul stiintific, a condus Comi-
sia statisticii matematice. Tn a. 1938 a fost represat fiind
nevinovat. A murit pe Kolama.

in orasul Kiev este construit monumentul lui M. P.Kra-
vciuk.

M. P. Kravciuk .
A (t&tz-mz) ]
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E sentialul Tn capitol

Combinatoria este un capitol al matematicii, consacrat rezolvarii problemelor selec-
tarii si amplasarii elementelor multimii finite conform regulilor date.

Examinam doua reguli principale, cu ajutorul carora se rezolva multe probleme din
combinatorie.

Regula sumei combinatoriei:

Daca elementul unei multimi oarecare A se poate alege prin mprocedee, iar elemen-
tul multimii B - prin nprocedee, atunci elementul din multimea A sau din multimea B
poatefi alesprin m + nprocedee.

Regula produsului combinatoriei:

Dacaprima componenta a perechii se poate alege prin m procedee, iar a doua prin
nprocedee, atunci o astfel de pereche se poate alege prin mn procedee.

Evenimente aleatorii sunt acelea care pot sa se realizeze sau pot sa nu se realizeze.

R . . N . . . i .
Daca in n probe evenimentul X se realizeazad de m ori, atunci fractia — determina
n

frecventa relativa a aparitiei evenimentului X. Numarul 1anga care oscileaza frecventa
relativa a evenimentului exprima probabilitatea acestui eveniment, ea se noteaza cu li-
tera P(de la cuvantul englez probability- probabilitate).

Proprietatile ale probabilitatii evenimentului aleatoriu:

1. Dacd Ceste un eveniment imposibil, atunci 4C) = 0.

2. Daca B este un eveniment sigur, atunci F{B) = 1

3. Daca X este un eveniment aleatoriu, atunci 0 < P{X) < 1.

4. Dacda Eb E2 E3 ..., Ensunt evenimente elementare care epuizeaza probele unei
experiente, atunci:

AA)+AA)+40)+..+A40)=1

Statistica matematica este un compartiment al matematicii aplicative, Tn care se stu-
diaza caracteristicele cantitative ale fenomenelor de masd. Datele statistice se determina
cel mai des cu ajutorul selectiei, care este 0 multime finitd a rezultatelor observarilor
independente. Selectia se ordoneaza, se alcdtuieste tabelul frecventelor, pe baza lui se
construieste diagrama sau histograma corespunzatoare.

Tendintele centrale ale selectiei:

a) valoarea medie a selectiei este media aritmetica a tuturor valorilor ei;

b) moda selectiei sunt acele valori ale ei care se intdlnesc cel mai frecvent;

c) mediana selectiei este valoarea din mijloc care «imparte» Tn jumatate totalitatea
ordonata a tuturor valorilor selectiei.

Pentru caracterizarea rezultatelor prelucrarii statistice a datelor in masa, se apli-

ca tabele, grafice, diagrame, histograme.
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CLARIFICAM SUCCESELE

Sarcini Tn forma de test nr. 4

Q Cate numere de doua cifre se pot alcatui din cifrele 5 si 6, daca cifrele in
numar pot sa se repete?

a) unul; b) doug; C) trei; d) patru.

Din numerele intregi de la 1 péna la 20 se numeste unul. Care este probabilitatea
evenimentului, cd el va fi divizor al numarului 20?

a) 0,3; b) 0,4; c) 0,5; d) 0,6.
Q Media aritmetica a tuturor numerelor Tntregi din intervalul -10 <v < 40 este
egalad cu:
a) 10; b) 15; c) 20; d) 30.

Q Pe parcursul primelor zece zile ale lui octombrie temperatura la ora 7 dimineata
era: 6°, 8°,  8° 7° 5° 8° 6° 7° 8° 8° Aflati moda selectiei,
a) 7°; b) 6°; c) 8°% ’ d) 5°
Q  Aflati mediana selectiei 1, 7, 5, 7, 3, 7, 1, 8, 3.
a1l b)7; c) 5; d) 3.

Pe o farfurie sunt pateuri diferite dupa forma. Printre ele sunt 5 pateuri cu

cascaval si 3 cu visine. Cate posibilitati are un copil sa ia un pateu?
a) una; b) doug; C) trei; d) patru.

n care caz evenimentul X se numeste imposibil?
aAA)=1 b) AA) =-1; c) AA) <L d)JA)=0

Opt prieteni au hotarat sa faca schimb cu carti de vizitd. Cate carti de vizita in
total vor fi Tmpartite:
a) 64; b) 72; c) 32; d) 56?
Q Din litere, scrise pe fise patrate separate, este compus cuvantul ,MATEMATI-

CA". Apoi aceste fise au fost Intoarse, amestecate si s-a luat la intdmplare una.
Care este probabilitatea ca pe ea va fi scrisd litera ,,A™

a) 0,1; b)0,2; c)0,3; d) 0,4?
LI Andrei a pierdut o figura de sah. Care este probabilitatea faptului cd ea este

tura?
a) 0,5; b) 0,025; ¢) 0,0625; d) 0,125.
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Sarcini-tip pentru lucrarea de control nr. 4

ntr-o cutie sunt 20 de bomboane cu Tnvelis albastru si 80 - cu invelis rosu.
Care este probabilitatea evenimentului, ca bomboana luata la Tntamplare va fi
cu Tnvelis albastru?

Cate numere de trei cifre existda care se divid cu 5?

Se ia la intamplare o piesa de domino. Care este probabilitatea faptului ca pe
ea vor fi mai mult de 10 puncte?

in iunie, iulie si august o familie a folosit respectiv 88, 70 si 72 kvt-h de
energie electricd. Care a fost consumul mediu de energie electrica al familiei
intr-o luna de vard?

Aflati moda, mediana si media valorilor selectiei: 7, 5, 3, 7, 6, 7, 4, 6, 8, 5.

.La 100 000 de bilete de loterie le revin 662 de castiguri. Din ele: 2 cate 5 000
gm., 10 cate 1 000 gm., 50 cate 200 gm., 100 cate 50 gm., 500 cate 10 gm.
Restul biletelor sunt fara castig. Aflati probabilitatea castigului mai mare decat
200 gm. pe un bilet.

Analizand numaml biletelor la avion vandute in aprilie, s-au obtinut asa date:

57 55 60 46 55 54 57 54 49 52
51 65 60 56 45 59 53 61 47 42
47 58 56 53 59 64 49 58 59 63

Alcatuiti tabelul frecventelor si constmiti histograma respectiva. Calculati ten-
dintele centrale ale selectiei.

Fie ca anul are 365 de zile. Care este probabilitatea, ca pe foaia mpta din ca-
lendar la intamplare va fi numaml: a) divizibil prin 10; b) egal cu 29?

Un elev are 4 manuale de literatura ucraineand si 3 manuale de matematica.
Prin cate procedee el poate aranja carfile pe raft asa, ca: a) manualele de la
un obiect sa fie alaturi; b) manualele de la un obiect sa nu fie alaturi?

Un arcas face 5 serii de Tmpuscaturi Tn conditii neschimbate. in fiecare serie
face cate 100 de Tmpuscaturi. Rezultatele tragerii sunt incluse n tabel. Aflati
frecventa relativa a nimeririi Tn tinta: a) Tn fiecare serie; b) Tn primele 300 de
impuscaturi; ¢) Tn ultimele 300 de Tmpuscaturi; d) Tn toate 500 de Tmpuscaturi.
Formulati ipoteza despre probabilitatea nimeririi in tinta.

Numaml seriei 1 2 3 4 5
Numaml de nimeriri Tn tinta 69 64 72 78 65
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. 1 Inegalitéti Tn geo-
Inegalitati in algebradi  Proiectul de mvatamant nr. 1 & uing

metrie
Inegalitati cu doud Inegalitatea lui Barro
variabile PA+PB+PC>2{PU+PV +PW)
Inegalitati
interesantei

Clasa se Tmparte in trei grupe: ,istorici", ,matematicieni®, ,,practicieni”. Fiecare elev
poate participa n lucrul uneia sau a doua grupe de proiect. Elevii formeaza grupe, lu-
creaza individual sau Tn perechi la una din temele propuse mai jos.

Temele pentru activitatea de proiectare se anunta la sfarsitul primului semestru. Ele-
vilor li se recomanda sa se familiarizeze independent cu materialul teoretic, care se
contine Tn § 7 din manual.

Rezultatele lucrului asupra proiectului trebuie de pregatit in forma de portfolio al
grupei cu prezentarea la calculator. Sustinerea proiectelor e rational de petrecut Tn afara
orelor de curs, invitand elevi din alte clase, Tnvatatori si parinti.

Istoricii studiaza aparitia si aplicarea inegalitdtilor in diferite etape ale dezvoltarii
matematicii. La apdrare pregdtesc o relatare scurtd si prezentarea cu exemple concrete.

MatematicienilorXi se propune sa-si imbogateasca cunostintele depsre inecuatii, exa-
minand inecuatiile Tn algebra si geometrie.

Tematica cercetarilor individuale (sau cercetarilor in grupe mici) poate fi urmatoarea:

rezolvarea inecuatiilor cu doua variabile;
rezolvarea inecuatiilor care contin moduli;
rezolvarea inecuatiilor care contin parametri;
metode diferite de demonstratie ale inegalitatilor;
inegalitati cu denumire;

inegalitati geometrice.

Examinam detaliat inegalitatea care se refera la algebra, si la geometrie. Aceasta este
inegalitatea a trei patrate, care este justa pentru orice numere reale a, b si c:

a2+ b2+ c2> ab + ac + bc.
Sa o demonstram. Aflam diferentd dintre partea stanga si cea dreapta a inecuatiei si

evidentiem pdtratele depline. Avem
a2+ b2+c2- ab - ac - bc =0,5((a - b)2+(a- c)2+ (b - ¢c)2) >0, adica
a2+b2+c2- ab- ac - bc >0, sauaz2+ b2+ c2>ab +ac + bc.

Ceeace trebuia de demonstrat.
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Modelul geometric al inegalitatii din trei patrate este a b c
interesant. Tncercati sa demonstrati aceasta afirmatie ge- a a2
ometric.

Tn matematicad inegalitatea a trei patrate se poate apli-
ca pentru: b b2

a) demonstrarea altor inegalitdti;
b) determinarea valorilor celor mai mari si celor
mai mici a multor expresii cu trei variabile;
c)  rezolvarea ecuatiilor interesante, inecuatiilor si
ale sistemelor lor.
n mod analog se poate demonstra inegalitatea a n patrate:
a-2+a2+a32+..+an2 >—2 - (ala2+ala3+ .. +an_1a,,).
21
Practicienii clarificd, ca cu ajutorul inegalitatilor si proprietatilor lor se modeleaza
relatia ,,mai mic” si ,,mai mare” din mediul ambiant. Grupa de elevi examineaza:
probleme aplicative, care se reduc la rezolvarea inecuatiilor;
inegalitati si calcule aproximative;
folosirea TIC pentru rezolvarea inecuatiilor.
Examinam mai detaliat intrebarea, care se refera la inegalitati si calcule aproximative.
Calcule aproximative. Oare se poate masura lungimea unui leat absolut exact? Nu.
Chiar daca veti auzi, ca lungimea unui leat este egald, de exemplu, cu 9,42783 m, nu
credeti aceasta. Deoarece lungimea unui leat nu se poate mdsura cu exactitatea de sutimi

de milimetru. Rezultatul fiecarei masurari este valoarea aproximativa a marimii.

« Clarificati, care din exemplele date pot fi repartizate la exacte, iar care - la apro-
ximative:

a) In scoald Tnvata 900 de elevi;

b) masa Lunii - 7,35 « 102 kg;

c) aria bazinului - 600 m2;

d) trenul de marfa este alcatuit din 60 de vagoane;

e) acceleratia caderii libere este egald cu 9,8 m/s2

f) claviatura computerului contine 113 clape, iar claviatura pianului - 87;

g) urmasii unui infuzor intr-un an este 75 « 1018de indivizi;

h) antilopa africana impala poate sari in lungime la 7,5 m, iar cangurul - la 12 m;

i) reteta budincii din legume are 9 componente.

Daca la mdsurarea lungimii va unui leat vom obtine, cd ea este mai mare decat 6,427
m si mai micd decat 6,429 m, atunci se scrie:

6,427 m <x< 6,429 m sau x= 6,428 = 0,001 m.

Se spune, ca valoarea lungimii riglei e aflata cu precizia de pana la 0,001 m (1 mili-
metru) sau eroarea absoluta a valorii aproximative 6,428 nu depaseste 0,001.

Eroare absolutd a valorii aproximative se numeste modulul diferentei dintre va-
loarea aproximativa si cea exacta.
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Daca valoarea exactd a marimii este necunoscutd, atunci necunoscuta este si eroarea
absolutd a valorii aproximative a ei. In acest caz se indica limita erorii absolute, adica
numarul, pe care nu-1 depaseste eroarea absoluta. In exemplul studiat limita erorii abso-
lute a valorii aproximative 6,428 este egald cu 0,001. Aici cifrele 6, 4 si 2 sunt exacte,
iar 8 este dubioasa, de la cifra exactd ea se deosebeste nu mai mult decat cu o unitate.

Dacd x= 3,274 + 0,002, adica 3,272 <v< 3,276, atunci limita erorii absolute a valorii
aproximative 3,274 este egala cu 0,002.2.

*Transformand fractia ordinaréé n zecimala, obtinem 0,6667. Aflati eroarea ab-

soluta a acestei aproximatii. Aflati valoarea aproximativa a numéarului —cu exactitate

pana la miimi si eroarea absoluta a ei.
» Ghepardul dezvoltd o viteza de 34,5 m/s. Exprimati aceasta vitezd in kilometri pe
ora, rotunjiti pana la intregi si aflati eroarea absoluta a aproximatiei.
*Viteza luminii in vid (In metri pe secundd) este 299 792 456 + 2 m/s, iar viteza
sunetului Tn aer - 331,6 £ 0,1 m/s. Numiti valoarea aproximativa a vitezei luminii si a
vitezei sunetului si limitele erorilor absolute respective.

Valorile absolute se pot scrie si fara limita erorilor. S-a cazut de acord a le scrie asa,
ca toate cifrele, cu exceptia ultimei, sa fie adevarate, iar ultimele (dubioase) sa se de-
osebeasca de cele adevarate nu mai mult decat cu o unitate. De exemplu, daca se scrie
X= 6,428 m, atunci se Tntelege ca 6,427 m <v< 6,429 m sau x= 6,428 + 0,001 m.

Daca y= 3,247 + 0,002 kg, nu este acceptat a scrie y= 3,247 kg. Este de dorit de
rotunjit: y= 3,25 kg.

Imaginati-va, ca s-a masurat (in centimetri) grosimea h a unei carti si lungimea la
geamului: h = 1,6 - cu preciziade 0,1,1=71,5 - cu precizia de 0,1.

Limitele erorilor absolute ale ambelor marimi sunt la fel: 0,1. Dar intr-un caz aceasta
eroarea revine la un numdr nu prea mare 1,6, iar in al doilea - la un numar cu mult mai
mare 71,5. Pentru aprecierea calitatii masurarii se calculeaza erorile relative.

Eroare relativa a valorii aproximative se numeste raportul erorii absolute catre mo-
dulul valorii aproximative.

De exemplu, erorile relative ale aproximatiilor h si / sunt egale respectiv cu:

0,1:16=0,0625s 6,3 %; 0,1 :71,5=0,0014 = 0,14 %.

Valoarea / este mai calitativa, cu eroare relativa mai mica.

» Comparati exactitatea masurarilor a grosimii d a parului omului si diametrul D a Soa-
relui, daca d= 0,15 £ 0,005 mm, iar /7= 1392 000 + 1000 km.

» Masa Terrei este egald cu (5,98 £+ 0,01) « I0OZ g, iar masa mingii pentru copii -
(2,5 £ 0,1) «102g. Care masurare este mai exacta?

Operatiile cu valori aproximative se pot efectua cu respectarea stricta a erorilor si
fara respectarea strictd a erorilor. Respectarea stricta a erorilor se poate efectua pe baza
proprietdtilor inegalitdtilor duble. Fie, de exemplu, masa unui surub in grame de x= 325
+ 2, iar masa piulitei - y = 117 £ 1, adicd 323 < x< 327 si 116 <y< 118.

Adunand membru cu membru aceste inegalitati duble, obtinem:

439 <x+y< 445 sau x+y =442 + 3.
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Si celelalte operatii cu valorile aproximative se pot efectua Tn mod analog. Asa se
irocedeaza n cele mai importante calcule.

» Oare se poate introduce intr-un circuit un aparat cu rezistenta de 44 + 0,5 Ohm la
tensiunea de 215 + 15V, ca intensitatea curentului sa nu fie mai mare de 6 A?

*Trebuie transportat 1000 + 20 m3de beton. Céate curse trebuie sa faca un autoca-
mion basculant, pentru a efectua acest lucru, daca caroseria contine 2,25 + 0,02 m3?__

In cazurile mai putin importante se aplica regulile de calcul ale cifrelor.

Amintim, ca semne zecimale ale numarului se numesc toate cifrele lui, care sunt
la dreapta de virgula zecimala.

Cifre semnificative ale numarului se numesc toate cifrele lui, cu exceptia zerouri-
lor de la stdnga de prima cifra diferita de zero si a zerourilor de la dreapta ce stau
pe locul cifrelor inlocuite la rotunjire.

De exemplu, Tn valoarea aproximativd 0,03074 sunt cinci semne zecimale si patru
cifre semnificative: 3, 0, 7, 4. Dar in valoarea aproximativa a diametrului Terrei d =
12 700 km nu sunt semne zecimale, iar cifre semnificative sunt trei: 1, 2 si 7.

Fie date valorile aproximative X = 3,24 siy= 1,4. Notdm primele cifre omise la ro-
tunjire prin semnul ntrebdrii: Xx= 3,24?,y= 1,4?. Afldm suma si diferenta acestor valori
aproximative:

3,24? 3,247
+1,4? “ 1,47
4,677 1,877

in genere, la adunarea si scaderea valorilor aproximative la rezultat trebuie de
pastrat atatea semne zecimale, cate le are componenta operatiei cu cel mai mic
numar de semne zecimale.

La Tnmultirea valorilor aproximative la rezultat trebuie de pastrat atatea cifre
semnificative, cate le are factorul cu cel mai mic numar de cifre semnificative.

La impartirea valorilor aproximative se aplica o regula asemanatoare.

Regulile evidentiate cu caracter aldin se numesc reguli de calcul ale cifrelor. Ele nu
asigura exactitate mare a calculelor aproximative, dar sunt suficiente pentru majoritatea
problemelor aplicate.

« Stiind, ca diametrul tulpinei teiului este egal cu 57 cm, elevul a calculat aria sec-
tiunii transversale a tulpinei: 2550,5 cm2. Oare este adevadrat acest raspuns? Daca fals
- corectati-1

« Aflati aria trapezului, bazele caruia sunt a~ 1,7, b~ 0,43 si inédltimea h ~ 0,841,

Oamenii aufrica de aproximatii, desi in practica zilnic cmde lucru exclusiv cu
numere aproximative.
A. B. Empacher
Calculele trebuie efectuate cu acelasi ordin de exactitate care este necesar pentru
practica, insa orice cifra gresitaformeaza o gresala, iarfiecare cifra de prisos - ju -
matate de greseald.
O. M. Krélov
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Proiectul de Tnvatamant Nr. 2

Acest proiect de Tnvatamant este compus din doud parti. Prima parte este consacra-
ta examinarii intrebarilor teoretice generale, care se referd la functii. Elevii selecteaza
directia cercetdrii si se Tmpart pe grupe: ..dcsigncri”. ,istorici”, Jurnalisti”, ,IT-specia-
listi", ,,matematicieni”, etc. Fiecare elev poate participain lucrul uneia sau a doua grupe
de proiectare.

Designerii clarifica unde si cum se aplica elementele graficelor functiilor in proiec-
tarea cu maiestrie a obiectelor si a complexelor lor n diferite domenii ale cunostintelor
- n arhitecturd, in infrumusetarea imbracamintei, etc. Dau exemple de astfel de functii.

Istoricii studiaza aparitia si folosirea notiunii ,,functia". Pentru apdrare pregatesc o
relatare scurta si o prezentare cu definitii concrete si date despre autorii lor. De exemplu:

> In jumdtatea a doua a sec. XIX (dupa crearea teoriei multimilor) in definitia
functiilor afara de ideea corespondentei era inclusa inca si ideea multimii: ,,Daca fie-
carui element v din multimea A Ti este pus in corespondentd un element anumity din
multimea [] atunci se spune ca pe multimea A este data functiay= I{x) sau ca multimea
A se aplica pe multimea B\ Astfel de definitie a functiei se poate aplica nu numai la
marimi si numere, dar si la alte obiecte matematice, de exemplu, la figurile geometrice.

Jurnalistii cauta opere artistice sau citate, Tn care se aminteste despre functii si pro-
rrietdtile lor. De exemplu:

Nu este nici un domeniu de cunostinte al omului, unde nu se va intercala notiunea
de functii si reprezentarea lor grafica.

K. E Lebedintev

IT-specialistii cerceteaza cum cu ajutorul tehnologiilor informationale se poate con-
strui graficele functiilor compuse, se poate studia proprietatile lor si se poate rezolva
ecuatii, inecuatii si sistemele lor. De exemplu, construiesc graficele functiilor in progra-
mul MS Excel, GRAN sau GeoGebra.

Matematicieniistudiaza functiile, care nu se examineaza in scoala de baza. De exem-
plu, functiile partii intregi si fractionare a numarului, exponentiale, trigonometrice, etc.
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Partea a doua a proiectului este consacratd modelarii a diferitor procese n timpul re-
zolvarii problemelor aplicative. Se prevede ca functiile, figurile geometrice, expresiile,
ecuatiile si sistemele lor, diagramele, etc. Vor fi aplicate ca modele matematice. Elevii
se vor familiariza cu materialul teoretic ,,modelarea matematica'” expus mai jos si vor
rezolva problemele stabilite de Tnvatator.

Se recomanda elevilor sa prelucreze independent materialul teoretic expus mai jos.

Modelarea matematica

Metodele matematice rezolva nu numai probleme abstracte despre numere, figuri,
ecuatii, functii, etc, dar si multe altele. Probleme aplicative se numesc acele, conditiile
carora contin notiuni care nu sunt matematice. La rezolvarea problemei aplicative cu
metode matematice, la Tnceput se alcatuieste modelul ei matematic.

Problema 1. In doud magazine sunt 580 kg de mere. Cate mere sunt in fiecare maga-
zin, daca in primul sunt cu 60 kg mai mult, decatin al doilea? Alcatuiti modele matema-
tice diferite pentru aceastd problema.

Rezolvare. Fie Tn primul magazin vkg de mere, atunci in al doilea - (x- 60) kg, iar
impreund - (X+ x - 60) kg. Avem ecuatia x+ x - 60 = 580. De unde 2x= 640, x= 320,
v- 60=320-60 = 260.

Raspuns. 320 kg si 260 kg.

Ecuatia x+ x - 60 = 580 este unul din modelele matematice ale problemei cercetate.

Se poate alcdtui si alte modele, printre altele Tn forma de:

* ecuatie y +y + 60 =580;
. « \X +y =580,
* sistem de ecuatil <
\X - y =60;
60
» schemad 580.

Model se numeste obiectul special creat, care reda proprietatile obiectului studi
at (de la cuvantul francez modele - copie, exemplu). Modelul micsorat al avionului,
automobilului, barajului sunt exemple de modele fizice.

Modelul matematic este sistemul corelatiilor matematice care aproximativ in forma
abstracta descrie obiectul, procesul sau fenomenul studiat.

Modelele matematice se alcdtuiesc din notiuni matematice si relatiile: figurilor geo-
metrice, numerelor, expresiilor, etc. In majoritatea cazurilor ca modele matematice sunt
functiile, ecuatiile, inecuatiile, sistemele lor.

Modelare matematica este procesul alcatuirii modelului matematic din notiuni mate-
matice si aplicarea lui Tn continuare pentru rezolvarea problemelor concrete.

Rezolvarea prblemei aplicative cu metode matematice se realizeaza in trei etape:

1) alcdtuirea modelului matematic al problemei date;

2) rezolvarea problemei matematice;

3) analiza raspunsului.
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Problema 2. Oare este suficient un milion de litri de apa pentru petrecerea intreceri-
lor la inot intr-un bazin cu fundul orizontal de forma dreptunghiulara cu lungimea 100
m si ldtimea de 25 m?

Rezolvare. I. Alcatuirea modelului matematic al problemei. Apa in bazin cu fun-
dul orizontal ia forma paralelepipedului dreptunghic, care pentru problema data este
modelul matematic al obiectului real. In acest paralelipiped o muchie corespunde Tnalti-
mii apei (a este valoarea cautata), alte muchii sunt lungimea (b) si latimea (c) bazinului.

Il. Rezolvarea problemei matematice. V= a mb mc este volumul paralelipipedului
dreptunghic cu dimensiunile a, b si ¢. Conform conditiei problemei:

b= 100 m, c= 25 m; V= 1000 000 1= 1000 000dm3= 1000 m3.

Avem: 1000 = a » 100 25, de unde a = 0,4 (m).
2500

I11. Analiza raspunsului. Pentru desfasurarea intrecerilor la inot adancimea de 0,4
m este foarte mica. Deci, un 1000 000 1de apa Tn bazinul dat sunt insuficiente pentru
petrecerea intrecerilor la inot.

Raspuns. Insuficient.

Pentru multe probleme de miscare cel mai potrivit model matematic sunt graficele
construite in sistemul de coordonate cartezian. Pe axa absciselor se noteaza timpul miscarii t,
iar pe axa ordonatelor - distanta parcursa s. Odatd cu trecerea timpului distanta dintre orase
nu se schimba si acestui fapt 7i corespund drepte paralele. Examinam o problema.

Problema 3. Din orasele A si B au plecat n acelasi timp unul in intAmpinarea altuia
doud automobile. Primul a sosit in B peste 32 min dupa intalnire, iar al doilea a sosit in
A peste 50 min dupa intalnire. Cate minute ei au fost Tn drum pana la intalnire?

Rezolvare. Fie AC si BD graficele miscarii ale primului si a celui de al doilea auto-
mobil. Daca fiecare din ele s-a aflat in drum vmin pana la intalnire, adica AP= BK= x,
atunci KC= 32, PD= 50.

AAOP ~ ACOK si APOD ~ AKOB, de aceea
AP _OP PD

KC ~ OK BK.

Deci, — =— ,de unde x =40.

Raspuns. 40 min.
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Modelele matematice ale problemei sunt sistemul de grafice reprezentate pe figura 111 si
ecuatia x : 32 = 50 : x. ncercati sa alcatuiti si alte modele matematice.

De exemplu, atrageti atentia, ca ALL,BC, iar tangentele unghiurilor de nclinatie ale drep-
telor AC si BD fatd de aceste drepte sunt vitezele miscarii obiectelor respective.

1. Datusxemple de relatii dintre marimile fizice care pot fi modelate prin egalitatea: y=
mx,y= Y

2. Formulati problema aplicativa care are ca model matematic formulele
d)y 1=2 w b) S= %2 c)S= h.

Efectuam Tmpreuna!

Doi fermieri, lucrand pe combine, pot recoltaimpreuna roada de grau in 12 h. in
cate ore poate recolta aceasta roada fiecare, lucrand singur, dacad productivitatea muncii
a primului este de 1,5 ori mai Tnalta decat a celui de al doilea?

Rezolvare. Fie ca primul fermier poate recoltatot graul Tn xh, al doileain 1.5vh. in

1 h primul poate recolta — parte din lan, iar al doilea Tox parte. impreuna ei pot recolta
X X

nlha — earte din lan. Deci,
12

—— Lo =—, deunde— 1+ — , Xx=— 12,-x=20; 1,5 w20 = 30.
x 15x 12 1 15 12 15

Raspuns. 20 h; 30 h.

O  Pentru realizarea fiecarei trageri de loterie se cheltuieste 55 000 gm. Un bilet de
loterie costa 1gm. A treia parte din Tncasarea de la vanzarea biletelor se livreaza in fondul
castigurilor, a patra - pentru platirea impozitelor si restul este beneficiul organizatorilor lo-
teriei. Care a fost beneficiul, dacd s-au vandut 180 000 de bilete? Céte bilete trebuie vandute
pentru a obtine un beneficiu mai mare decéat 30 000 gm.? in ce conditii organizatorii nu vor
obtine beneficiu?

Rezolvare

I. Fie Sincasarcade lavanzareabiletelor, iar P - beneficiul. Atunci S :3_4{_+P +55 000,
,iarP =— 55-000.
12

II . 1. DacdS = 180000 gm. atunci P= " 170”000 55.000 20=000 gm.

50
2. Daca P >30000, atunci --5 5 000>30 000, iarS > 204 000 gm.

3. DacaP <0, atuncil—z——— 55 000 <0, iar S < 132 000.

I11. Deoarece pretul biletului de loterie este 1 gm., cantitatea biletelor vandute (K) este
egalda numeric cu incasatia. Deci, daca K > 204 000 de bilete, atunci beneficiul va fi mai
mare decat 30 000 gm., iar daca K< 132 000 de bilete, organizatorii nu vor avea beneficiu.

Raspuns. 20 000 gm.; mai mult de 204 000 de bilete.
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Problemele de mai jos rezolvati oral, examindnd modelele grafice ale lor.

O Laora 10din orasul A spre orasul B a plecat un motociclist, iar peste 30 min din
B in Tntdmpinarea lui a plecat un automobil. La ce ord ei s-au Tntalnit, daca automobilul
n A a sosit la ora 12 si 30 min, iar motociclistul in B - la ora 13 (figura din stanga)?

La ora 10 din orasul A spre orasul B a plecat un motociclist, iar la ora 11 tot asa
din A spre B a plecat un automobil. La ce ord automobilul 1l va ajunge pe motociclist,
daca el a sositin 51a ora 13, dar motociclistul - la ora 14 (fgura din dreapta)?

Alcatuiti modelele matematice ale problemelor si rezolvati-le.

1. Ovacaera legatdintr-o poiana de un tapus cu o funie cu lungimea de 8 m. Ce arie eava paste?

2. Pentru a ridica caldarea din fantana trebuie de facut 12 rotatii cu coarba. Aflati
adancimea fantanii, daca diametrul valului este de 24 cm.

3. Tata este mai Tn varsta decat fiul de 4 ori, dar peste 5 ani el va fi mai Tn varsta decét
fiul numai de trei ori. Cati ani are fiul acum?

4. Problema lui Bezout. Unui muncitor i s-a spus cd va primi cate 24 su pentru fie-
care zi de lucru, dar i se vor retine cate 6 su pentru fiecare absentd. Peste 30 de zile s-a
clarificat ca el nu va primi nimic. Céate zile el a lucrat?

5. Laun depozit era de 2 ori mai mult carbune decéat la al doilea. Daca la primul depo-
zit s-ar aduce inca 801, iar la al doilea - 145 t, la ambele depozite va fi aceeasi cantitate
de cdrbune. Céte tone de cdrbune sunt la fiecare depozit?

6. Intr-un sac erau 60 kg de zahar, in al doilea - 80 kg. Din sacul al doilea s-a luat
zahar de 3 ori mai mult decat din primul si atunci Tn primul sac a ramas de 2 ori mai mult
zahar decat in al doilea. Cate kilograme de zahar s-au luat din fiecare sac?

7. Dintr-un cos s-a luat jumatate din toate ouale, apoi - jumatate din rest, apoi - ju-
mdtate din noul rest, in fine - jumatate din noul rest. Dupa asta in cos au ramas 10 oua.
Cate oua erau la inceput in cos?

10
Pentru problemele 8-9 compuneti modele asemanatoare celei aplicate in problema
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7. Dati raspunsul la ntrebari.

8. Oltea a copt pateuri si doua a mancat singura. Cu jumatate din cele ramase ea a
servit parintii, cu jumatate din rest - prietenele. Trei pateuri, ce ramasese dupa aceasta,
ea le-a dat fratelui mai mic. Céate pateuri a copt Oltea?

9. Luni elevii au luat jumdtate din toate manualele noi, marti - jumatate din rest,
miercuri - jumatate din noul rest. Dupa asta in biblioteca au ramas 25 de manuale noi.
Cate manuale noi erau Tn biblioteca?

Rezolvati problemele 10 si 11, comparati modelele matematice ale lor.

10. Doi fierari, lucrand Tmpreund, executd un lucru in 8 zile. In cate zile ar executa
acest lucru fierarul al doilea, daca primul il poate executa Tn 12 zile?

11. a) O brigada poate executa un lucru Tn 3 h, altan 5 h. In cate ore ar executa acest
lucru ambele brigazi lucrand impreunad?

b) Un bazin se umple pintr-o teava in 3 h, prin alta in 5 h. In cate ore se va umple
bazinul, daca vor fi deschise ambele tevi?

c) De la statia A spre statia B si din B spre A in acelasi timp au plecat doua automobile.
Peste cate ore ele se vor Tntalni, dacd se stie ca primul automobil parcurge distanta AB
in 3h, iar al doilean 5 h?

12. Ce dimensiuni au lingourile de aur si argint in forma de cub, dacd masa fiecdruia
este de 3 kg? Densitatea aurului este de 19,3 g/cm3 iar densitatea argintului este de
10,5 g/cma3.

13. Problema lui Maclaurin. Céativa oameni au luat pranzul Tmpreuna si trebuiau s
plateasca 175 de silingi. S-a clarificat, ca doi nu aveau cu ei bani, de aceea ceilalti au
platit cu 10 silingi mai mult decat se cuvenea. Cati oameni au luat pranzul?

14. Pe figura sunt reprezentate doud rezervoare, care au forma de paralelipipede

L . - 3 . . . .3
dreptunghice si sunt date dimensiunile lor. —din volumul primului rezervor si — din

volumul celui de al doilea sunt umpluti cu apa. Din primul rezervor zilnic se ia 112 litri
de apa, iar din al doilea - 31 litri.
a) Scrieti fractia, care indica de cate ori peste vzilc Tn primul rezervor va ramane mai
multa apa decat in al doilea.
b) Calculati de cate ori peste 9 zile n primul rezervor va ramane mai multa apa, decat
n cel de al doilea.
1800-112x

¢) Ce mseamna egclaﬁfétea --------------- 3? Rezolvati ecuatia si faceti concluzie.
S 750-31x

15. Problema deschisa. Compuneti o problema asemanatoare cu cea precedenta.



232

16. O uzina a primit o comanda sa produca 105 motoare. Uzina zilnic producea cu 6 mo-
toare mai multe decét se prevedea, de aceea a executat comanda cu 2 zile mai devreme. Céte
motoare producea uzina zilnic?

17. La competitiile de fotbal au avut loc 55 de meciuri, fiecare echipd a jucat cu fiecare
celelalte cate mi meci. Céte echipe au participat la competitii?

18. Problema lui Fibonacci. Doua turnuri, unul cu Tndltimea de 40, iar al doilea - de 30 de
picioare, sunt situate la o distantd de 50 de picioare unul de altul. Doua pasari in acelasi timp
isi iau zborul de pe ambele turnuri spre fantana amplasata intre ele. Daca pasarile zboara cu
aceeasi viteza, ele ajung la fantana in acelasi timp. Aflati distanta de la fantana pana la turnuri.

19. Doua brigazi de zugravi, lucrand Tmpreuna, pot executa mi lucru in 4 zile. in cate zile
ar executa acest lucru fiecare brigada separat, daca prima brigada 1l executd cu 6 zile mai
devreme decét a doua?

20. Cu doua excavatoare cu puteri diferite care lucrau Tmpreuna s-a sapat o groapa de fun-
datie n 6 h. Daca cu unul s-ar fi sapat jumatate din groapd, iar apoi cu al doilea restul, atunci
tot lucrul ar fi fost terminat in 12,5 h. in céte ore cu fiecare excavator aparte se putea executa
acest lucru?

21. Cu doua pompe ce lucrau Tmpreuna s-a umplut cu petrol un vas petrolier in 5 h. Daca
puterea | pompe era de doud ori mai mica, iar puterea pompei Il de doua ori mai mare decat
cea initiald, atunci vasul petrolier ar fi fost umplut in 4 h. in céte ore cu fiecare pompa, care ar
lucra separat cu puterea initiald, se poate umplea vasul cu petrol?

22. Sunt solutii de sare de 10% si de 15%. Cét trebuie de luat din fiecare solutie pentru a
obtine 100 g de solutie de sare cu concentratia de 12 %?

23. Sunt doud solutii de sare. Concentratia primei solutii este de 0,25, iar a solutiei a doua
- 0,4. Cu cate kilograme mai mult trebuie de luat dintr-o solutie decéat din cealalta pentru a
obtine o solutie cu masa de 100 kg si concentratia de 0,37?

24. Pretul mobilei dupa doua reduceri succesive cup% s-a micsorat de la 12 500 grn. pana
la 8 000 gm. Cu cate procente s-a micsorat pretul de fiecare data?

25. in cafeneaua pentru copii salata de fructe ,,Exotica”, care se compune din piersici,
costa 24 gm. Care va fi pretul salatei, daca Tnlocuim piersicele cu: a) prune care sunt de doua
ori mai ieftine decét piersicile; b) fmcte care sunt de k ori mai scumpe decéat piersicile? Luati
in consideratie, ca pretul componentelor din salata alcatuieste 50 % din pretul total.

26. Cererea si propunerea unei marfi se descriu cu ecuatiile:

Qd=750- 23/n Qs= 150 + 97p.

unde Creste volumul cererii (mii. bucdti pe an), (?scstc volumul propunerii (mIn. bucati pe
an), p - pretul marfii, gm. Aflati volumul si pretul echilibrat al vanzarii. Cum se vor schimba
cererea Si propunerea, daca pretul marfii va fi 6 gm.?

27. Pentru fabricarea productiei o firma a cumparat utilaj de 200 000 gm. Se prevede, ca
termenul de exploatare al utilajului este de 10 ani si dupd terminarea termenului de exploatare
el poate fi vandut numai ca deseuri cu pretul de 19 700 gm. Stabiliti care va fi pretul curent al
utilajului peste 2 si peste 5 ani de exploatare, daca decontarile anuale pentru amortizare raman
constante.

28. Un fermier are 600 m de plasa metalica cu care doreste sa ingradeasca mi ocol pentru
vite. Ce forma trebuie sa aleaga pentru ocol, ca aria lui sa fie cea mai mare?
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Proiectul de invatamant Calcule financi-
Nr.33 are

re energetica

Aplicarea matematicii

Scopul proiectului dat consta Tn aceea, ca elevii Tn procesul activitdtii de Tnvatamant
independente sd dezvaluie Tnsemnatatea matematicii in viata de toate zilele, de aseme-
nea aplicarea calculelor procentuale si a cunostintelor statistice. Se prevede, ca activi-
tatea de proiectare va fi insotitd de alcatuirea si rezolvarea problemelor cu procente,
precum si analiza si construirea diagramelor.

Elevii clasei formeaza grupe cate 2-3 persoane. Dupa dorinta elevilor se poate efectua
activitatea individuald de proiectare. Fiecare grupa alege pentru activitatea proiectarii
una din temele propuse mai jos:

1)
2)
3)
4)
5)
6)
7)
8)
9
10)
11)
12)
13)
14)
15)
16)
17)
18)
19)
20)
21)
22)

Matematica Tn profesia parintilor mei.

Matematica in transport.

Matematica Tn gospodaria agrara.

Matematica Tn bucatarie.

Cum eu folosesc timpul liber.

Caror carti eu dau prioritate.

Ce citesc Tn familia mea.

Sportul in familia mea.

Indexul de masa si alimentarea balansata a familiei mele.
Retele sociale.

Intemetul in familia mea - aplicarea eficienta.

In care banca de depozitat banii pentru pastrare.
Impozitele care plateste familia mea.

Cum de economisit energia electrica.

Cat se poate economisi la folosirea rationald a aparatelor telefonice.
Apa care noi o folosim fara rost.

Folosirea apei Tn diferite tari ale lumii.

Avantajele si neajunsurile diferitor surse de lumina.
Avantajele si neajunsurile diferitor surse de energie.
Efecienta energetica a locuintei noastre.

Efecienta energetica a scolii noastre.

Folosirea efecienta a lotului de pamant de langa casa.



234

Temele pentru activitatea de proiectare se anunta elevilor la sfarsitul sfertului al treilea.
Dupa selectarea temei de cercetare fiecare elev trebuie sa prelucreze materialul obligatoriu
(,Calcule procentuale™), care se contine mai jos, si sa selecteze cunostinte suplimentare,
care se referd la tema selectata.

Rezultatele lucrului asupra proiectului este de dorit de prezentat in fonna de portfolio
individual cu prezentarea proiectului la calculator in grupa. Dupa rezultatele studierii se pot
face placarde, ziare, culegeri de probleme (in fonna electronica sau pe hartie).

Apadrarea proiectelor este util de petrecut la cateva ore tematice extrascolare, invitand
elevi din alte clase, invatatori si parinti.

Elevilor li se recomanda independent sa repete si se prelucreze materialul teoretic dat
mai jos.

Calcule procentuale

Procentulgste o sutime:

1% = 0,01; 50% =0,5; 100% = L

Cele mai simple probleme cu procente ati studiat mai devreme. Sa ne amintim aceste
tipuri de probleme si procedeele rezolvarii lor.

Exista trei tipuri de probleme cu procente:

1) aflarea procentelor dintr-un numar;

* [? procente din numarul a\ a «0,01/?;

2) aflarea numarului dupa procentele lui: * numarul, ale carui

p procente sunt egale cu & b\ (0,01/?);

3) aflarea raportului procentual: < raportul procen-

tual a lui asi b: (a : b) m100 %.

Examindm exemple de aceste probleme.

Exemplu 1. Trebuie arat un ogor, aria caruia este egald cu 300 ha. Tn prima zi tractoristii
au executat 40 % din sarcina. Céate hectare ei au arat in prima zi?

Exemplu 2. Tn prima zi tractoristii au arat 120 ha, ce alcatuiesc 40 % din ogor. Aflati aria
ogorului intreg.

Exemplu 3. Trebuie arat un ogor cu aria de 300 ha. Tn prima zi tractoristii au arat 120 ha.
Cate procente din tot ogorul au arat ei in prima zi?

Tnepreati sa rezolvati fiecare problema prin cateva procedee, Tnlocuind 40 % cu fractia 0,4
sau =

Astfel de probleme este comod de le rezolvat prin procedeul proportiei. Rezolvarea pro-

blemelor poate fi prezentata asa:

(1) 9964 a— T, 3-?-(9:-199 x = -300:40 150 (ha).

40"’ 100
X ha —40 %.
oy 120ha—aB9f, 120-40  _ 120-100 _ 544 (.
x 100 40
xha —100 %.
™ -
5 900ha— 10006, 399- 100, - 120:100 _ 4 op.
120 x 300
120 ha —x %.

in probleme mai compuse cu procente deseori se spune despre marirea s-au micsora-
rea marimii cu cateva procente. in aceste cazuri trebuie bine de priceput de la ce se iau
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procentele. De exemplu, cand se spune ca salariul s-a marit cu 10 %, atunci se subin-
telege ca el s-a marit cu 10 % de la salariul precedent. Daca valoarea creste mai mare
decaty cu p %, atunci valoareay este mai mica decat x dar nu cu p %. Maririi de 2 ori
7i corespunde maérirea cu 100 %, iar micsorarii de 2 ori - micsorarea cu 50 % (fig. 118).
Pretul marfii teoretic poate sa se mareasca cu un numadr arbitrar de procente, dar sa se
micsoreze, de exemplu, cu 120 % nu poate.

Examinam Tnca o problema cu procente.
Exemplu 4. Dupa ce s-au uscat 55 t de grau cu umiditatea de 16 % s-au obtinut 501
Aflati procentul umiditatii graului uscat.
Rezolvare. Graul continea la inceput 0,16 ¢55 = 8,8 (t) de apa.
Apa care s-a evaporat este de 5t (55-50 =5).
Apa care aramas in grau 8,8 - 5= 3,8 (t).
Deci, procentul umiditatii graului uscat este 3,8 : 50 = 0,076 = 7,6 %.
Raspuns. 7,6 %.
Problema poate fi rezolvata si altfel, de exemplu, compunand ecuatia:
0,16-55-0,01a- 50 = 5.
Exemplu 5. Ciupercile proaspete contin 90 % de apa, iar cele uscate - 12 %. Cate

ciuperci uscate se vor obtine din 22 kg proaspete?

Rezolvare. Fie cd vom obtine vkg de ciuperci uscate.in ele 88 % din masa va fi fara
apa, adica 0.88v. in ciupercile proaspete 10 % din masa este fard apa, adica 2,2 kg. Masa
fara apa a ciupercilor poaspete si a celor uscate sunt egale, de unde obtinem ecuatia:

0,88v=2,2; x= 25.

Raspuns. 2,5 kg.

Exemplu 6. Din doud solutii de sare cu concentratia de 10 % si de 15 % trebuie de
alcdtuit 40 g de solutie cu concentratia de 12 %. Cate grame din fiecare solutie trebuie
de luat?

Rezolvare. Construim si completdm tabelul, notdnd masa totald a primei solutii prin

v, a solutiei a doua - priny.
Solutia Masa totald.g Continutul sarii, % Masa sdrii, g
1 X 10 0,10x
I y 15 0,15y
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I y 15 0,15r/
11 (alcituitd) 40 12 4.8

Dupa valorile din colonitele «Masa totala» si «Masa sarii» alcatuim sistemul de ecu-
atii:

X+ /=40,
de unde x= 24,y = 16.
[0,10x+ 0,151/ = 4,8,

Raspuns. Din prima solutie trebuie de luat 24 g, din a doua - 10 g.

Contabilii, lucratorii financiari foarte des trebuie sa rezolve probleme cu procente.
Examinam exemple legate cu calculul banilor care le revin investitorilor (deponentilor).

E vorba de dobanda simpla daca calculul procentelor se face numai pentru suma

De exemplu, la inceputul anului deponentul depune pe contul bancar suma P sub r
procente anuale. Intr-un an el obtine suma Ph care este egald cu depunerea /plus pro-

centele calculate (-P-\-/-\, sau =P +F_’y___: (1+ L
400/ 100 |

Peste doi sau trei ani suma de pe cont va alcatui:

P, =P i [l =P\ 1+3
A 100

+
100 100 1004
In mod analog se reprezinta suma Pnpe care o va primi deponentul peste n ani:

P,=P[1+— n 1
AT @

unde Peste suma depozitului initial, Pneste suma depozitului peste n ani.

Calculul dupa schema procentelor simple se aplica, de reguld, in operatiile financiare
de scurtd duratd, cand dupa fiecare interval de calcul deponentului i se pldteste procen-
tele.

In contractele financiare si credit de lunga durata mai des se aplicd dobanda compu-
sd. Ele se calculeaza nu numai pentru suma initiald, dar si pentru procentele calculate
mai devreme. In acest caz se spune ca are loc capitalizarea procentelor.

Presupunem cd deponentul a depus in banca de economii 1000 gm. sub 9 % anuale.
Acesta este capitalul initial. Peste 1 an banca va calcula in plus deponentului 90 gm.
de bani dinprocente (9 % din 1000 gm.). Dupa aceasta pe contul deponentului vor fi
1090 gm.; deoarece 1000(1 + 0,09) = 1090. In anul al doilea banii de la procente se
vor calcula acum 9 % din 1090 gm.; capitalulacumulatal deponentului dupd 2 ani va
fi egal cu 1000 (1 + 0,09)2gm. Este clar, ca dupa nani acest capital va alcatui 1 000 (1
+0,09)" gm.

Deci, capitalul initial depus la banca de economii sub r % anuale peste n ani s-atrans-
forma in capital acumulat:

P=P\ 1+
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Aceasta este formula dobénzii compuse. Ea este una din formulele fundamentale ale
calculului financiar.

Exemplu 7. Un deponent a depus Tn banca 200 000 gm. sub 7 % anuale. Cati bani de
la procente va primi peste 5 ani?

< rsx ry -
Rezolvare. Sa aplicam formula procentelor compuse Pn = Plgl + | mIn cazul dat

r=7,n=5.
Deci, P5=/ 1,07)5. Pentru P= 200 000 avem:
P5=200 000 «(1,07)5= 280 510.
In comparatie cu capitalul initial:
280 510-200 000 = 80 510.
Raspuns. 80 510.

ry
Factorul Sl+’\ | >care asigura cresterea sumei de bani se numeste factor miltipli-

cativ. Valoarea lui se calculeaza pentru diferite valori / si ncare se introduc Tn tabele speciale.

Selectati problemele care se refera la tema de cercetare si rezolvati-le. Compu-
neti probleme proprii pe tema proiectului selectat.

1. Salariul unui functionar este de 4 000 gm. In anul nou Ti promit sa-1 mareasca cu
20 %. Care va fi salariul functionarului?

2. La pregdtirea saramurei pentm conservarea castravetilor trebuie 0,75 kg de sare la
o cdldare de apa (12 kg). Exprimati Tn procente concentratia solutiei.

3. Din 1050 boabe de grau 1000 de boabe au rasarit. Ce procent de incoltire au semintele?

4. O banca deserveste 50 000 de clienti: 21 000 persoane juridice, iar restul fizice. Ce
procent alcatuiesc: a) persoanele juridice; b) persoanele fizice?

5. Aria suprafetei Terrei alcatuieste 510,1 min km2 din ei 149,2 mIn km2ocupa usca-
tul. Cate procente din aria Terrei este acoperitd cu apa?

6. Un tractorist trebuia sa are 25 ha, dar a arat 27 ha. Cu cate procente el a executat
sarcina? Cu cate procente el a supraimplinit sarcina?

7. Din lapte se obtin 10 % de cascaval. Cat lapte trebuie pentm a pregati 20 kg de cascaval?

8. Din sfecla de zahar se obtin 12 % de zahar. Cata sfecla trebuie de prelucrat pentm
a obtine 11de zahar?

9. Intr-o carte sunt cu 20 % mai putine pagini decat in a doua. Cu céte procente sunt
mai multe pagini Tn cartea a doua decat in prima?

10. Care era pretul marfii pana la reevaluare, daca dupa marirea ei cu 20 % aceasta
marfa costa 450 gm.?

11. Pretul unei marfi s-a micsorat prima data cu 10 %, iar apoi Tnca o data cu 10 %.
Cu cate procente s-a schimbat pretul dupa doua reevaluari?

12. Pretul unui automobil la Tnceput s-a marit cu 20 %, iar apoi s-a micsorat cu 20 %.
Cum s-a schimbat pretul automobilului dupa aceste doua reevaluari?

13. In doua rezervoare se confin 140 1de benzind. Daca din primul rezervor 12,5 %
din benzina de turnat in al doilea, atunci Tn ambele rezervoare va fi aceeasi cantitate de
benzina. Cati litri de benzina sunt in fiecare rezervor?

14.0 uzina a marit producerea in primul an cu 20 %, iar Tn al doilea- cu 25 %. Cum
s-a marit producerea uzinei Tn acesti doi ani?
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15. Volumul lucrarilor la o constructie s-a marit cu 50 %, iar productivitatea muncii - cu 20
%. Cum s-a schimbat numarul muncitorilor?

16. Tn 18 kg de solutie de acid cu concentratia de 10 % s-au turnat 2 kg de apa. Determinati
concentratia in procente a solutiei obtinute.

17. Cata solutie de sare cu concentratia de 10 % si de 20 % trebuie de amestecat pentru a
obtine 1kg de solutie cu concentratia de 12 %?

18. Céte kilograme de solutie de 7 % trebuie de turnat in 5 kg de solutie de 5 % ca ea s fie
de 6 %?

19. Cata apa dulce trebuie de turnat in 100 kg de apa de mare, care contine 5 % de sare, ca
concentratia sérii Tn ea sa fie egald cu 1,5 %?

20. Alama este un aliaj din 60 % de cupru si 40 % de zinc. Cat cupru si zinc trebuie topit
pentru a obtine 5001de alama?

21. Bronzul este un aliaj din cupru si plumb. Céte procente de cupru sunt intr-un lingou de
bronz care contine 17 kg de cupru si 3 kg de plumb?

22. Céata apatrebuie de turnat in 10 kg de solutie de sare cu concentratia de 5 % pentru a obtine
o solutie cu concentratia de 3 %°?

23. Cétd solutie de sare cu concentratia de 2 % trebuie de amestecat cu solutie de sare cu
concentratia de 10 % pentru a obtine 800 g de solutie cu concentratia de 7 %?

24. Cat aur cu titlul 375 trebuie de topit Tmpreuna cu 30 g de aur cu titlul 750 pentru a obtine
un aligj de aur cu titlul 500?

25. Din lapte cu grasimea de 5 % se produce cascaval cu grasimea de 15,5 %, iar zerul separat
are grasimea de 0,5 %. Cat cascaval se obtine din 100 kg de lapte?

26. 65 % din aria primului lan sunt semanate cu secara. Pe lanul al doilea 45 % din arie s-au
rezervat pentru secara. Se stie ca pe ambele lanuri cu secara sunt semanate 53 % din aria totala.
Ce parte alcétuieste primul lan din aria totald Tnsemantata?

27. Din lapte se obtin 20 % de smantana, iar din smantana - 25 % de unt. Cat lapte trebuie
pentru a obtine 10 kg de unt?

28. Minereul contine 60 % de fier. Din el s-a topit fontad care contine 98 % de fier. Din cate
tone de minereu se vor topi 1000 t de fontd?

29. Ciupercile proaspete contin 90 % de apa, iar cele uscate - 12 %. Cate ciuperci uscate se
vor primi din 44 kg proaspete?

30. Umiditatea ciupercilor proaspete era egala cu 99 %. Dupa putina uscare umiditatea lor s-a
micsorat pana la 98 %. Cum s-a schimbat masa ciupercilor?

31. Ofirma a luat Tn banca un credit de 250 000 gm. pe 5 ani sub 3 % simple. Determinati: a)
cate grivne va restitui firma peste 5 ani bancii; b) ce venit va obtine banca?

32. Un intreprinzator a depozitat intr-o banca 15 000 gm. sub 5 % compuse. Care va fi suma
depozitului lui peste 5 ani?

33. Unei fabrici i s-a dat credit 50 000 gm. pe 6 luni sub 8 % anuale. Ce suma fabrica trebuie
sa restitue bancii peste jumatate de an?

34. Pentm un depozit cu marimea de 90 000 gm. pe un termen de 5 ani o banca calculeaza 18
% dobanda. Care sumava fi pe cont la sféarsitul termenului, daca calculele dobéanzii se vor efectua
dupa schema procentelor compuse: a) n fiecare jumatate de an; b) Tn fiecare cvartal?

n problemele 35-36 examinati diferite conditii de calcul ale procentelor.

35. Un deponent a depus Tnbanca 200 000 gm sub 17 % anuale. Ce dobéanda va avea peste doi ani?

36. in ce conditie capitalul depus in banca peste doi ani se va mari cu 44 %?
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Probleme si exercitii pentru repetare

Numere si operatii cu ele
Efectuati operatiile (871, 872).
871. a) 40 784 + 846 - (13 843 + 787);
b) (52 - 36 + 320 - 96) : 4.
872. a) 12,54 : (44,8 - 38,2) + 5,4 «1,5;
b) 507,24 : 36 +0,8(21,7 - 15,8).

Aflati valoarea expresiilor (873,874)..

873. a) 24— 28— 0,3 6; b) S-—- 2,36

N
(62}
cn|n

874.2) |(0,3-0,5:4):1,75 -7 b) 2—: 13+ 3,25+2- 12—
o 6 5

Calculati (875, 876).
472-412 ) 572-422 512-122 612-112
282-162° 292-262" C) 902-92° 362-242'

876. a) 62 +4- (2416- 5)(2416+ 5);
b) (5610 - 7)(5610+ 7) - 720 820,

875. a)

Calculati valorile expresiilor (877 - 881).

877. a) V64-900; b) V25-196; c) V49-676.
878. a) n/0,01-121; b) V0,04-169; C) V0,09-441.
876.a) JI0 % ; c) Jsi 93.
) )V 121
880. a) V6-10-15; b) x/15-21-35; c) V20-28-35.
881. a) : m I3 7 35- ) Jl—2—,
V6 15 49 \5 36 27’ V5 10

Calculati produsele (882, 883).

882. a) T441-7124; b) -y/28,9 -y/32,4.
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Divizibilitatea numerelor. Raporturi si proportii
884. Scrieti toate numere prime mai mari decat 15 si mai mici decat 35.
885. Scrieti toate numere v compuse. care satisfac conditia 21< x< 31.
886. Addugati la numarul 278 din stanga o cifra astfel, ca numarul de patru cifre sa
se divida cu 9.
887. Descompuneti Tn factori primi numerele: a) 240; b) 350.
888. Aflati cel mai mare divizor comun si cel mai mic multiplu comun al numerelor:
a) 18 si 32; b) 42 si 105; c) 60, 80 si 140.
889. De céate ori CMMDC a numerelor 36 si 48 este mai mic decat CMMMC al lor?
890. Descompunénd in factori primi numerele 140, 175 si 210, aflati:
a) CMMDC (140, 175), CMMDC (140, 210), CMMDC (140, 175, 210);
b) CMMMC (140, 175), CMMMC (175, 210), CMMMC (140, 175, 210);
¢) suma tuturor divizorilor primi ai numarului 210;
d) suma tuturor divizorilor numarului 175.
891. Folosind cifrele 1, 2, 3 scrieti toate numerele de trei cifre, in care fiecare cifra
se Tntalneste numai o datd. Cate numere din ele sunt pare, impare, divizibile cu 3, 6, 9?
892. Aflati suma numerelor mai mici decat 20 si reciproc prime cu numarul 20.
893. Care din numerele mai mici decat 40 sunt reciproc prime cu numarul 60?
894. Aflati cinci numere naturale pare divizibile cu 7.
895. Oare poate suma a patru numere naturale consecutive sa fie numar prim?

896. Aduceti la o formd mai simpla raporturile:

a) 20 : 60; b) 0,4 : 1,2;¢) 1:0,125;d) f :f; 7
3 5 5 2

897. Scrieti cateva proportii, alcatuite din numerele 2, 4, 3 si 15.
898. Aflati termenul necunoscut al proportiilor

1
a) x :3=7:6; c) 11 : 1001 =0,3 : x; e) — =

b) 1,2 : 5=x :15; d) - =— ; f)y 9=-71.
X

Expresii intregi

Exprimati expresiile in forma de polinom (899, 900).

899. a) (0,4a2- 5ab)2; c) (xy2- 1)2
b) (6,5xy + 8y2)2, d@2+aVv)2
900. a) (-x +y22 c) (-2a2+ 3y32 e) (-0,Ixy + 5)2
\2 . \2
b) 3-3x5 d) —;m3-0,2n f) (-6x2 - 0,5y)2

y
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901. Aduceti la forma cea mai simpla expresiile:
a) (3x - 5y) - 3x(3x - 10y); c) (4x +y)(Bx + 4y) - (2y +3x)2;
b) 8a(b - 2a) + (4a + b)2; d) (3a + 6b)2- (2a + 9b) (3a + L.

Descompuneti in factori polinoamele (902, 903).

902. a) x3+ x"y + 2x + 2xy] c) 6a2b - 18a2 - 3ab -h9a;

b) a3k 22,3 2.

) adc- aTt ~+ - a5 d) xyz - 4x2 - 5xy + 20x.
903.a) a2- b2- a +b; c) 4a2--9 - 2a - 3;

b) X +y +x2- y2 d) 5- 8x + 25 - 9x2
904. Reprezentati in forma de produs:

a) X2- 2xy +y - z2\ c) X2- y2+ 8y - 16;

b) a2+ 2a + 1 —b2y d) a2- b2- 14b - 49,
905. Reprezentati in forma de produs a trei factori:

a) ab2-4a-b3 4b; c) X a 3a2- a3- 3xz

by x +xvy - 9x - 9y; d) x - 5b +5x - xb .

Expresii rationale
906. Ce valori ale variabilei sunt admisibile pentru fractii?

2) a+?2 b4 X+1 0)4 X+7
a(3-a)’ ) (x-2)(x +3) (x2-47%2-9)
Simplificati firactiile:
907. a) (a+x)\?m b) X2y (2-x)7 0 (3+c)E d) (M
a+x (xy2(2-x))6 (c2+ 6c + 9j (a-If

Aduceti la forma cea mai simpla expresiile (908 —911)

g08 2x2+7xy-9y2 | 9x2-7xy-2y2

Xz_yz Xz_yz
X+2a 2x-2y 6x-3a x-2
909. - +- - +- - +-
2x -y 2x -y 2X -y 2x -y
a 4a 1 2
A b) )
m 4m’ 2X X 0,5¢c c
1 2 4m 3
911. a) b) c) - -

3ax2 b5ar2’ 3p 2x a 2ac x
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Efectuati Tmpartirea si inmultirea fractiilor (912 —915).

912.

913.

914.

915.

2ax 4ax2 a3c2 2a2c3
a) b)
3c  9c3 5xy 3xy
a —b 3a+3b
a)
(a+fo) 4a-4fc
(@a+bf
a) -1
4b 4a (a-bf
m3-mn2 { n m-2n
+

m2+n2 (m3-m2n+mn2 m3+n3J

Expresii irationale

12mn3 3mn2
bac 10a

5-5a 10-10a
2*
(1+a) 3+3a

(a3h-5\ "

I & o)

Aduceti la forma cea mai simpla expresiile (916 - 922).
c) V27x +2VI2x - 5n/3x;

916.

917.

918.

9109.

920.

921.

922.

a) 2V 20x-V5x-V45x;
b) -~18p -yl8p +nl81;

a) (Va-I)(va+2);
b) (Vx +273 +Vxj;
a) Valva-2j+2va;

a) yfaryfa-\fxj+Vax;

Va-1 4x-47z"
a) b)

a-1 X-2

na +1 na+Vx
a) b) y

Va+a’ adx +x4a’
a) ma 1 (b-a)2.

yfa-yfb  -via+Wic 4ab

Ecuatii si sisteme de ecuatii

Rezolvati ecuatiile (923 —929).

923.

a) 7x - 39 =2(x +3) +6 - 2x + 5;

b) 3(x - 5) = 5(x - 3) - 4(2 - 3x).

d) VI8a - yJbOa+nl8a.

¢) "Va—3j|\ia +3ji

d) (n/x+plrirnix-~ly).

b) (3-2n/x)\/x-34x.

b) yfxy-\[x("[x +y[y¥

a+Vz2
a -2

a+2n/a+1l

C
) a-1

1
+
X+ Xply X-Xyfy

y -
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925.

926. a) x - 3x +2=0; c)3y-2y-8=0;
b) x2- 8x - 20 =0; d) 0,25x2- 2x + 3 =0.
— 1-
927. a) Az ¢f Xt =7
Xx+5 Xx-5 X+4 X-4
) 2x-1 1-2x +4; d) 2%x-1
X+2 X-2 2x+4 2x-4
=0; b) x4- 10x2+ 9 = 0.
929. a) 3x4- 2x2- 40 = 0; b) 5y4+ 7y2-12 = 0.
Rezolvati sistemele de ecuatii (930 —932).
2x-3(x-y) =17, 4y-5(y-x) =8,
930. a) b)
5y-2(x-2y) =23; 2(3x-y)+7y=-14.
4 3
5'X-y =7, 7;IX—2 —15,
931. a) « b)
2 _- 2 3
x+ly =11;
3 5y 5 7
5+ 3x+4 + -
3y x4 y_3x+1, 75x 2x4y_3y:__
W22 axes it ) sy7 3.4
X + X - y - - 4x
+ A —1-3x;
3 2 "6 X 6
933. Rezolvati sistemele de ecuatii prin procedeul substitutiei:

934.

935.

a) 5(x - 3) + 7(3x + 6) = 2(x - 2) + 103;
b) 8(y - 2) + 5(3y - 2) = 3(y - 5) + 69.

a) 7(6x - 1) + 3(2x + 1) - 5(12x - 7) = 23;
b) 5(82 - 1) + 8(7 - 4z) - 7(4z + 1) = 19.

a) |7 Y-3 b) jx =3’

: |[><2+y2= 9, ) J[x;73=/4.

Rezolvati sistemele de ecuatii prin procedeul adunarii algebrice:
X+y-xy =-23, |x2+xy =15,

a) b)
X -y +xy =49; [y2+xy =10.

Rezolvati sistemele de ecuatii prin procedeul inlocuirii variabilelor:

[G(x+y)+2xy =-19, " Xy +x +y =-11,
[x+y +Sxy =-35; ) |x 2y +y2x = 30.

243
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Probleme pentru compunerea ecuatiilor
si a sistemelor de ecuatii

936. Pe doua arii erau in total 9901de grau. Céte chintale de grau erau pe fiecare din
ele, daca pe prima erau cu 20 % mai mult decat pe a doua?

937. Intr-un magazin s-au adus 1800 kg de crupe de doua calitati. Dupa ce s-a vandut
60 % crupe categoria 1si 70 % crupe categoria a 2-a, Tn magazin au ramas 640 kg de
crupe. Céate kilograme de crupe de categoria 1si de a 2 separat s-au adus Tn magazin?

938. La examenul de admitere la matematica 15 % din candidati n-au rezolvat nici o
problemad, 144 de candidati au rezolvat problemele cu greseli, iar numarul celor care au
rezolvat toate problemele corect se raporta la numarul celor care nu au rezolvat nici o
problema ca 5 : 3. Cati candidati au dat examenul la matematica?

939. Un tren rapid distanta de 400 km o parcurge cu o ora mai repede decat un marfar.
Care este viteza fiecarui tren, daca viteza marfarului este cu 20 km/h mai mica decat a
trenului rapid?

940. Un turist dupa ce a parcurs 1200 km a calculat, ca daca era in drum cu 6 zile mai
mult, atunci parcurgea zilnic cu 10 km mai putin. Ce distanta parcurgea turistul zilnic?

941. Doua tesdtoare, lucrand inpreund, pot indeplini o0 comanda Tn 12 zile. In céte
zile ar executa comanda fiecare tesdtoare separat, daca se stie, ca productivitatea muncii
uneia din ele este de 1,5 de ori mai mare decét productivitatea celeilalte?

942. Un tren intr-un timp anumit trebuia sd parcurgd 250 km. Dar dupa 2 h de la
inceputul miscarii el a fost retinut pentru 20 min si, pentru a sosi la timp la locul de
destinatie, el a marit viteza cu 25 km/h. Care era viteza trenului dupa orar?

943. In merele «Antonivka» zahdarul constitie 10,7 % din masa. Cat zahar contin
50 kg de mere de acestea?

944. O bancd a deservit 45 de clienti, ce alcatuieste 15 % din toti clientii. Cati clienti
are banca?

945. Pretul unei marfi la Tnceput 1-amicsorat cu 10 %, apoi inca cu 5 %, si Tn rezultat
el a devenit de 34,2 gm. Care era pretul initial al marfii?

946. Cu cate procente s-a marit aria dreptunghiului, daca lungimea s-a marit cu 20 %,
iar ldtimea - cu 10 %?

947. Pretul unei marfi a fost micsorat cu 20 %. Cu cate procente trebuie de marit
pretul, ca sa obtinem pretul precedent?

948. Cheltuielile pentru producerea unei marfi alcdtuiesc 1250 gm., iar pretul ei -
1750 gm. Calculati majorarea pretului in procente.
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Rezolvati inecuatiile si reprezentati multimea solutiilor lor pe dreapta de coordonate

(949, 950).
949.a) 3x - 5 < x + 7;

b) x + 15 > 5x + 3;

c) 0,3y + 1> 3- 0,2y;
d) 1,5r - 2 <2 + 8.

c) -+V3x-1?
X

C) y =Vx2+3,;

950. a) 5¢(x - 1)- 2¢(3x - 2)>3x -4 (2x - 7);
b) 4 «(3 - 2y) - 3 ¢(4y +5) < by + 3 (y - 4).
951. Rezolvati ecuatiile
a) S 7; b) VI-2x;
952. Rezolvati ecuatiile
a) y=m\J-2x; b) y=V3-7x;
d) y=y/-x2-1; e) y=—+VX;

Rezolvati sistemele de inecuatii (953, 954).
5x+1>6x-18,

953. a)
3x-7 <5x-13;

9x-2
| +2x >
954. a)

7+2x >3x-1;

955. Rezolvati inecuatiile duble.
a) 9<2x +3<17;

b) -8 < 3x - 2 < 25;

Functii si grafice

f y=—VI-x.
X

7y+3>8y-17,

b) 3y-2<6y-12.

A>3*+13,
b)

3X+2
5x-8<

c)0<2- x<2
d) -8 <3- IlIx < 58.

956. Aflati A4-2); A-1); A0); A1); A2), daca functia este definita prin formula:

a) /(x) = 2x2+ 3;

X
957. Functia este definitd prin formula y :-1-9---
+X

b) /(x) = 3x3- 2;

c) /(x) =Vx2+1.

pe multimea numerelor naturale

ale primei zeci. Definiti-o sub forma de tabel.

958. Functia este definita prin formula y =2n/x+5 pe mulfimea de definitie D

{-4; -2,75; -1; 1,25; 4; 11}. Definiti-o sub forma de tabel si grafic.
959. Construiti graficul functiei y = x2- 4, dacda D = {-1; 0; 1; 2; 3}. Aflati codo-

meniul ei.

960. Aflati domeniul de definitie al functiilor:
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a)y =5x - 1; b) y =Vx+1, c) y=V4-X.
961. Pentru care valori ale lui x, functiile date au cea mai micd valoare::
a)y =x2 -6x+ 9; c)y =4x2- 12x - 3;
b))y =x2 +4x+ 7, d) y =4x2- 4x + 1?
962. Aflati cea mai mare valoare a functiilor:
a)y =3- (x- 2)% c)y =6x - x2- 10;
b)y =-0,25(x + 5)2; d)y =-5x2+ 4x + 1.
963. Aflati punctele de intersectie ale graficului functiei cu axa
a)y =x2+HOx - 11; C)y =-2x2+ 7x - 3;
b)y =2x2+ 3x - 9; d) y =-2x(x + 3).
964. Construiti parabola prin procedeul separarii patratului binomului:
a)y =x2 +4x+ 5; c)y =1+4x - x2;
b))y =x2 -6x+ 5; d)y =4x2- 4x + 5.
Construiti graficul functiei (965, 966).
965.a)y =(x + 2)2- 3; )y =2(x +1)2- 1;
byy =(x- 12+ 3; d)y =0,5(x - 2)2- 2.
966. a) y = 3x2+ 3x - 1; C)y =-x2+x - 3;
b) y = 2x2- 4x + 5; d)y =-2x2+ 3x + 2.
Rezolvati inecuatiile de gradul al doilea (967 - 973).
967. a) x2+ 2x > 0; b) x2- x > 0.
968. a) x2- 3x +2 > 0; b) x2+ 5x + 6 < 0.
969. a) 3x2- x - 4 >0; b) 5x2- 2x - 3 > 0.
970.a) -x2+ 2x - 1< 0; b) -x2- 2x - 5> 0.
971.a) (x - 3)(x +5) > 0; b) (x + 2)(x + 7) < 0.
972.a) (2x + I)(x + 1) > 0; b) (3x - 2)(2x + 3) > 0.
973.a) (x - 1)(2 - x) > 0; b) 3 +x)(x +7) < 0.
974. Rezolvati inecuatiile:
- 3-
9 X356 bf XosH 2o g 2X<o
X-7 X+2 X+3 X

Siruri numerice
975. Scrieti primii cinci termeni ai progresiilor aritmetice cu termenul al u-lea definit

prin formula:

a) an= 2(n +1); c)yn=n3+3,- (-1)"; eg)ecn=2n - n2;

b) x,, =6 : n\ d) bn=1+ n2; f) zn=1+ (-1)".
976. Sirul este definit prin formula an = 2/r + 3. Aflati :

a) a3; b) a6; c) al6; d) a100-

977. Aflati termenii al saptelea, al zecelea si al doudzeci si cincilea al sirului cu
termenul al n-lea definit prin formula:



247

aycn=(1 - n)2; b) cn= 350 + m; c)cn=2n - (- ir,.
978. Scrieti primii cinci termeni ai progresiilor aritmetice in care:

a) ax= 17, d = 2; c) O 1

b) ax= 0,5, d = 10; d) ax= 6, d

979. Sunt dati primul termen ax si ratia q ai progresiei aritmetice. Aflati suma Sn a
primilor n termeni, daca:

3
a) ax=5,d =3, n =31, c) ax=—2, d=—, n = 35;

2
b) ax=14,5,d =0,7, n = 26; d) ax=111, d:—g, n = 56.

980. Suma primilor patru termeni ai progresiei aritmetice este egald cu 56, iar suma
ultimilor patru - cu 112. Aflati numarul termenilor progresiei, dacd primul termen este
egal cu 11

981. Suma primului termen si cu al cincilea ai progresiei aritmetice crescatoare este
egald cu 14, produsul termenului al doilea cu al patrulea este este egal cu 45. Cati ter-
meni ai progresiei trebuie luati, pentru a obtine in suma 24?

982. Sunt date doud progresii aritmetice. Primul si al cincilea termeni ai primei pro-
gresii sunt egali respectiv cu 7 si -5. Primul termen al progresiei a doua este egal cu 0,
iar ultimul - cu 3,5. Aflati sumatermenilor progresiei a doua, daca se stie ca atreia parte
din termenii ambelor progresii sunt egali intre ei.

983. In progresia geometrica b, = 80, b8=-160. Aflati bh g si b5.
984. In progresia geometrica b4=72, h. = 18. Aflati bh q.

985. Scrieti progresia geometrica compusa din sase termeni, daca suma primilor trei
termeni este egald cu 168, iar suma ultimilor trei - cu 21.

986. In progresia geometrica crescatoare suma primului termen si a ultimului este
egald cu 66, produsul termenului al doilea cu penultimul - cu 128, iar suma tuturor ter-
menilor este egald cu 126. Cati termeni sunt in progresie?

987. Problema lui Dgemsit al-Casi. Intr-o livada primul a rupt o rodie, al doilea -
doua, iar fiecare urmatorul - cu o rodie mai mult. Apoi toti, cine au rupt rodii, le-au
impadrtit intre ei egal si fiecare a obtinut cate 6 rodii. Cati oameni au rupt rodii?

988. Problema indiana din vechime. Un drumet in prima zi parcurge doud unitati de
drum, iar in fiecare din urmatoarele zile cu 3 unitati mai mult decat Tn cea precedenta.
Alt drumet parcurge Tn prima zi trei unitd{i de drum, iar Tn fiecare urméatoarea - cu 2
unitati mai mult. Cand primul 1l va ajunge pe al doilea, dacad ei au plecat in acelasi timp
dintr-un loc si intr-o directie?
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989. Sirul bi, h2 th, bi este o progresie geometricd. Oare sunt progresii geometrice

sirurile:
a) 5bi, 5b2, 5b3, 5b4,...; c) bl bl p1 bl...;
. 5 5
b) bi + 5,b2+5, b3+ 5b4+5,.; d S 2,0, 2 00

bt b2 bs b4

Probleme si exercitii de o complexitate sporita
990. Ce este mai mare \/T4+n/6 sau 2n/3+n/7?

991. Demonstrati inegalitatea 4 <\j9 +4y/5 +-79-4"5 <5,

992. Demonstrati, ca pentru orice valori a, b, c.
a) 2a2+ b2+ c2> 2a(b + c);
b) a2+ b2+ c2> 2 (a + 2b +3c - 7).

993. Demonstrati, ca pentru orice valori v, y.
a) Xi +y4>xdy +xy3;
b) 2x2+ 5y2- 4xy - 2x - 4xy + 5> 0.

994. Demonstrati, ca pentru orice valoare a
a) a4- 2a3- a2+2a+1>0;
b) a4- 3a2- 2a +5> 0.

995. Demonstrati, ca pentru orice valori a, b, ¢, d:
a) (a2+ b2)(c2+ a2) > 4abcd;
b) a2+ b2+ c2+d2>(a + b)(c + d).

996. Demonstrati:
1 N
a) x2+y2> dacd x +y =1,

b) x2+y2>g, daca x + 2y = 1.

Rezolvati inecuatiile (997 —999)

X2+4 X2+ +1

997. a) - <X; b <1
) X-4 ) 3x2+4x-4
H X +4
998. a) ---—--- <x-1;, Db) - 2-X
- X x+1
999. a) (x + 3)3(x + 5)(x - 2) < 0; b) (8 - x)5(x + 8)2(x +4) <0.

1000. Demonstrati cd inecuatiile \Jx-6 +Vx-1>11i n/x- 6 +\Jx — > 2 au aceleasi
multimi de solutii.
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Construiti graficul functiilor (1001-1002).

1001. a) y=3- x; b)y:,la)\(l; c) y-=
1002. a =N b =x\x\; C =
)y X )y )y x1-3
1003. Construiti graficul ecuatiilor:
a) X2+ xy =0; c) (xy - 6)(y
b) (x + 1)(y - 3) =0; d) (x2- y2)(x2+yz- 4) =0.
1004. Scrieti printr-o formuld mai simpld functia:
Y =SjX2+2-j2X+2 +5jXx2-2>/2X + 2.
Construiti graficul ei.
Construiti graficul functiilor (1005-1007).
1005. a) y= 2x-3; b) y=2x -3.
1006. a) y=2x2- 3l b) y=x2-6x+5.
1007. a) y = 2x2-6 X +5; b) y=x2-6x|+5.

1008.Cate solutii are ecuatia \)f - 6v + 5 = a, daca a este egal cu: -2; 0; 2; 4; 6?

1009. Rezolvati inecuatiile:
a) x—+ x—5 >0; b) x-1 +x-5<3.

1010. Problema greceasca din vechime. Demonstrati, ca in progresia aritmetica cu
un numar par de termeni suma termenilor unei jumatati este mai mare decat
suma restului de termeni cu un numar multiplu patratului jumatatii de termeni.

1011. Problema din vechime. Unui ostas i s-a platit o recompensd: pentru pri-
ma randa - 1 c., pentru a doua - 2c., pentru a treia -4 c¢. s.a.m.d.,, 7n total
655 rub. 35 c. Céate rani a avut acel ostas?

1012. Problema cahineza din vechime. Un cal de trap si o martoaga alearga din
Cianiani spre cnezatul Ti, care se afla la 3000 li de la Cianiani. In prima zi calul
de trap alergand parcurge 193 li, iar Tn fiecare zi urmatoare cu 13 li mai mult
decat Tn cea precedenta. Martoaga in prima zi a parcurs alergand 97 li, iar in
fiecare celelalte cu jumatate de li mai putin decat Tn cea precedentd. Trapasul a
ajuns pana la Ti si s-a Tntors Tnapoi. Peste cate zile calul a ntalnit marfoaga?

1013. Uungimile laturilor unui triunghi dreptunghic sunt termeni succesivi ai pro-
gresiei aritmetice. Aflati raportul catetelor acestui triunghi.

1014. Aflati astfel de numere v, y si zca sirul 2, v, Y, z. 9 sa fie o progresie aritmetica.
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1015. Aflati suma numerelor naturale mai mici decat 1000, care:

a) se divid cu 7,

b) sunt reciproc simple cu numarul 7;

c) se divid cu 3 si nu se divid cu 6.

1016. ah ab a3 ..., ansunt primii ntermeni ai progresiei geometrice cu ratia g. Aflati

suma:
al+al +al +...+<.

1017. q, cf, (f, (/. ... formeaza o progresie geometrica infinita. Aflati suma q+ 2(f +
3(f +4qi + ... .

1018. Aflati progresia geometricd infinitd, dacd sumatermenilor ei este egald cu 4, iar
suma cuburilor termenilor ei este 192.

1019. Termenii al doilea, primul si al treilea ai progresiei aritmetice sunt termeni
succesivi ai progresiei geometrice. Aflati ratia ei.

1020. a, b, csunt termeni succesivi ai progresiei aritmetice. Demonstrati, cinumerele
a +ab+b,a +ac+ c,b +bc+ c totsunttermeni succesivi ai progresiei aritmetice.

1021. Scrieti formula termenului al n-lea pentru sirurile:

a)1,2,1,2,1,2,...; b)-1,2,-3,4,-5, ...

1022. Aflati sumele:
a) 12 +23+34+ ... +n(n+1);
b) 12+ 25+ 38+ ... +n{3n - 1).
1023. Aflati numarul natural, care este egal cu suma tuturor numerelor naturale
precedente.
1024. in care progresie aritmeticd suma primilor n termeni este egala cu 2/r + rf!
1025. Problema lui Newton. Un comerciant anual marea capitalul cu a treia parte,
micsorat cu 100 de lire sterline, care anual el le cheltuia pentru intretinerea familiei.
Peste trei ani capitalul lui s-a dublat. Céti bani avea el la Tnceput?
1026. intre numerele 7 si 35 plasati 6 astfel de numere, catoate 8 numere sa formeze
0 progresie aritmetica.
1027. Scrieti termenul al n-lea al sirului 3, 6, 11, 18,..., ale cdrui diferente succesive
dintre termenii vecini formeaza o progresie aritmetica.

1028. Rezolvati ecuatia

in care termenii din partea stanga formeaza o progresie aritmetica.
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1029. Gasiti termenii comuni ai progresiilor aritmetice
1, 4, 7,...si 6, 11, 16....

Oare este adevarat, ca sirul termenilor lor comuni este o progresie aritmetica?
1030. Demonstrati, ca pentru fiecare numar natural se realizeaza egalitatea:
a) 23+ 43+ 63+ ..+ (2nf =2n\n + 1)2;
b) 13+ 33+ 53+ .. +(2n - 1)3=n\2n2- 1)
1031 .Problema lui Al-Casi. Demonstrati, cd pentru orice valoare naturald a lui n
are loc egalitatea:

14 +24+34+...+/r4 :30_ (6n5+154+102-n).

1032. Problema lui Fermat. Demonstrati, ca

(n+1)

n
5-(14+24+34+... +n4)=(n+2) (124224 32+... +n2).

1033. Aflati sumele:

1 1 1 | 1
l+V2 \V2+\V3 n3+5/4 yfin+-\n—-1
2 2 2 2
l+n/3 V3+V5 V5+V7 V2n-1-V2n+1

1034. Din orasul A spre satul B a plecat un pieton, Tn acelasi timp din B spre A a
plecat un motociclist. Tntalnind pietonul, motociclistul 1-a luat si s-a intors spre
B, si, aducand pietonul in sat, imediat a plecat spre oras. Tn rezultat motociclis-
tul s-a aflat in drum de 2,5 ori mai mult timp decét prevedea. De céte ori mai
putin timp a cheltuit pietonul in drum pé&na n sat multumita ajutorului acordat
de motociclist (fig. 148)?

Fig. 148
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Teste pentru antrenament

Varianta 1

Selectati UN raspuns, care dupaparerea voastra, este corect
si introduceti litera respectiva in tabela raspunsurilor.

1. Care din numerele date nu este divizor al numarului 231?

A 11 B 7 C 13 D 3
2. Care fractie este regulatd?
121 21 12
A B C D 1
112 12 12 12
3. Reprezentati in forma de polinom expresia (2x+ 1)( 2x+ 1).
A (2x+1)2 B 4x2+ 1 C 4x2+4x+1 D 4x2+2x+1
4. Calculati | n/3™ -2 g,
A -5 B 5 c 27 D -27
5. Graficul functieiy =x |- | intersecteaza axa absciselor in punctul...
A (0; 1) B (0;-1) c (i; o) D (-i; 0)
6. Aflati termenul al cincilea al sirului, definit prin formula an =3n-1.
A -14 B 12 c 14 D -12
1. Carui interval i apartine solutia ecuatiei 0.4v= 9?
A [-0,4;0/41 B (4; 91 c (9; 401 D (40; 90)
8. Aflati termenul necunoscut al proportiei 2,5 : 3=x:1,2.
A 1 B 6 c 10 D 12,5
9. Aflati numarul, daca 15% din el alcatuiesc 150.
A 100 B 225 c 1000 D 150

10. Calculati g/(-4)2 = pg/0,B
A -3,6 B 4.4 c -4.,4 D 4,04
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Rezolvati sarcinile si dati raspuns lafiecare.

11. Parcul dendrologic national ..Sofiivca™. care este situat la periferia orasului Umani,
a fost fondat in a. 1796 de graful Pototki. In a. 1802 construirea parcului a fost
terminata definitiv si graful 1-a daruit sotiei sale Sofia. Cati ani a durat construtia
parcului?

5
12. Aflati domeniul de definitie al functiei y =|J_XZ1-
n -

. .. \x-Sy=1
13. Rezolvati sistemul de ecuatii <
[Sx +y =IS.

14. Construiti graficul functiei y =x2- Ax.

Rezolvareaproblemelor 15, 16 trebuie prezentata cu argumentarea deplina.

15. Aduceti la forma cea mai simpld expresia -fil-x r+1
fil +x sjl—x
. . 8-3*
16. Rezolvati inecuatia <1.
3#2—2x—16
Varianta 2

Selectati UN raspuns, care dupaparerea voastra, este corect
si introduceti litera respectiva in tabela raspunsurilor.
1 Calculati valoarea expresiei 5-3-7.

A 14 B 16 C -16 D -14
2. Aflati 20% din numarul 144.
A 7,2 B 72 C 2,88 D 28,8

3. Rotunjiti pana la sutimi numarul 1234,9876.
12 B 1234,98 1234,987 D 1234,99

4. Suma solutiilor ecuatiei 2v2- 1x+ 3 = 0 este egald cu ...
la -7 B -3,5 3,5 D
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5. Graficul functiei y= -2x+ 6 intersecteaza axa absciselor in punctul...

A (0; 6) B (3;0) C (-3; 0) D (6; 0)
6. Aflati cubul monomului -2 xy .
A —8x6y B -8 x 6r/3 c 8x6y D -8x'y

1. Céte solutii intregi are inecuatia xi <4.
A 5 B 4 c 3 D 2

8. Numarul n/3 apartine intervalului...

A [2; 3] B [3; oo0) ¢ (-00; 73) D (-3: 00)
9. Descompuneti n factori expresia x2- 18x+ 81.

A (x —18)x C (x —9)(x —9)

B (x —9)(x + 9) D (x +9)2

10. Calculati cu exactitatea pana la sutimi 25 : 15.
A 1,6 B 1,7 C 1,67 D 1,66

Rezolvati sarcinile si dati raspuns lafiecare.

11. Care din functiile g(x) =x4+1 si f(x) =fi + 2 este pard?
12. Descompuneti in factori polinomul x' + 2~ + x.

13. Rezolvati ecuatia (x- 5)(2x+ 1) - 2x (x- 7) = 1-4.

14. Construiti graficul functieiy= 4 x - 2.
Rezolvareaproblemelor 15, 16 trebuie prezentatd cu argumentarea deplina.

az2+2
15. Aduceti la forma cea mai simplad expresia 5 5
2(l+y[a) 2(1-va) 1-a3

o . . \2x2-9* +10>0,
16. Rezolvati sistemul de inecuatii \
[(3-x)(I-2x)<3.
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Cunostinte din clasele precedente

Numerele 1,2, 3,4, 5,6,7 , care se folosesc la numarare, se numesc naturale. Cel
mai mic numar natural este 1, cel mai mare numar natural nu exista.

Cifrele 0, 2, 4, 6, 8 se numesc pare, iar toate celelalte - impare.

La 2 se divid acele si numai acele numere, care se termina cu cifre pare. Numerele
care se divid cu 2 se numesc pare, iar celelalte - impare.

Cu 5 se divid acele si numai acele numere, care se termind cu cifra 5 sau 0.

Cu 10 se divid acele si numai acele numere, care se termina cu cifra 0.

Cu 3 se divid acele si numai acele numere, suma cifrelor carora se divide cu 3.

Cu 9 se divid acele si numai acele numere, suma cifrelor carora se divide cu 9.

Nota. Spunand ,sumacifrelor", se are in vedere sumanumerelor de o cifrd, cu care
este scris numarul dat.

Daca numarul a se divide cu m, atunci numarul a se numeste multiplul numarului
m, iar m - divizorul numarului a. De exemplu, 5 - divizorul numarului 35, iar 35 -
multiplul numarului 5.

Numarul 35 are patru divizori: 1,5, 7 si 35.

Numarul 5 are o multime de multipli: 5, 10, 15, 20, 25, ...

Numarul, care are numai doi divizori - unitatea si el Tnsusi, se numeste prim. Cel mai
mic numdr prim - 2, cel mai mare nu exista. Sirul numerelor prime:

2,3,5,7,11,13, 117, 19, 23, 29, 31, ... infinit.

Numarul natural, care are mai multi decat doi divizori, se numeste compus. Numere
compuse sunt o multime: 4, 6, 8, 9, 10, 12, ... .Numarul 1

nu-i nici prim, nici compus.

Fiecare numar compus se poate descompune n factori primi. De exemplu:

18=2-3-3, 81=3-3-3-3, 1001 =7-11-13.

Numerele 18 si 81 au trei divizori comuni: 1, 3 si 9. Numerele 81 si 1001 au numai
un divizor comun: 1

Cel mai mare divizor comun (CMMDC) a catorva numere este cel mai mare dintre
divizorii comuni ai acestor numere. Pentru a afla CMMDC al cdtorva numere, trebuie
fiecare din ele sa descompunem Tn factori primi si de Tnmultit factorii primi comuni,
luati la puterea cea mai micad la care se gasesc.

Cel mai mic multiplu comun (CMMMC) al catorva numere se numeste cel mai mic
numdr care se divide cu fiecare din numerele date. Pentru a afla CMMMC al catorva
numere, trebuie sa le descompunem Tn factori primi si la descompunerea unui numar sa
scriem acei factori, care Tn ea lipsesc, factorii de luat la cel mai mare exponent la care se
gasesc. Sd aflam, de exemplu, CMMDC si CMMMC al numerelor 20, 60 si 90.
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20 2 60 2 90
10 2 30 2 45
5 5 15 3 15
1 5 5 5
1 1

CMMDC (20; 60; 90) =2 «5 = 10,

CMMMC (20; 60; 90) =2 «2 «5 «3 «3 = 180.

Daca CMDC adoua sau catevanumere este egal cu 1, atunci aceste numere se numesc
prime intre ele. De exemplu, numerele 8 si 9 sau 4, 7 si 25 sunt prime intre ele.

NUMERE RATIONALE

Numerele, care se deosebesc numai cu semnul, se numesc opuse. De exemplu,
numarul -7 este opus numarului 7 si invers. Numerele opuse celor naturale, se numesc
intregi negative. Numerele naturale, intregi negative si zeroul formeaza Tmpreuna
numere ntregi. Numerele naturale se numesc de asemenea numere fintregi pozitive.

Negative sunt nu numai numerele Tntregi, dar si fractionare, de exemplu:

Catul de la impartirea numerelor naturale a si b se poate scrie in forma de fractie
ordinard N linia fractionara inlocuieste semnul Tmpartirii. Numaratorul a si numitorul

b se numesc termenii fractiei.

Fractia se numeste regulatd, dacd numardtorul ei este mai mic decat numitorul. Daca
numaratorul fractiei este mai mare decat numitorul sau egal cu numitorul, atunci ea
se numeste neregulatd. Valoarea fractiei neregulate nu-i mai mica decat 1, iar a celei
regulate - mai micd decat 1

Proprietatea fundamentalda a fractiei. Valoarea fractiei nu se schimbd, daca
numaratorul si numitorul ei de Tnmultit sau de Tmpartit la unul si acelasi numar natural.

Folosind aceasta proprietate, fractia se poate simplifica. Numerele intregi si fractionare
(pozitive si negative) Tmpreund se numesc numere rationale. Corelatia dintre aceste

tipuri de numere este indicatd pe schema.
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Multimea numerelor naturale este o parte (submultime) a multimii numerelor intregi,
iar multimea numerelor Tntregi - o parte (submultime) a multimii numerelor rationale.
Pe dreapta de coordonate fiecdarui numar rational Ti corespunde un singur punct.

Numerele pozitive (intregi si fractionare) si zeroul nu sunt numere negative.

Modululnumarului care nu e negativ este egal cu Tnsusi numarul; modului numarului

negativ este egal cu numarul opus lui. De exemplu:
3,71=3,7; |-12] = 12; 0] = 0;

Din doua numere rationale maimic se considera acel, care pe dreapta de coordonate
corespunde punctului situat mai la stanga. De aceea fiecare numar negativ este mai mic
decat fiecare numar, care nu-i negativ. Din doua numere negative mai mic se considera
acela, modulul cdrui este mai mare. De exemplu:

-12 <0; -12 <7; -12 <-9.

RAPOARTE SI PROPORTII

Catul de la Tmpartirea a douda numere se numeste de asemenea raportul lor:

3 :7,05:03.

Proprietatea fundamentalda a raportului. Valoarea raportului nu se schimba, daca
ambii termeni ai lui Ti vom Tnmulti sau imparti la unul si acelasi numar, diferit de zero.
De aceea, de exemplu, valorile rapoartelor 300 : 200 si 3 : 2 sunt egale.

Raportul numerelor fractionare totdeauna poate fi inlocuit cu raportul numerelor
intregi. Pentru aceasta este suficient de inmultit ambii termeni ai raportului cu multiplul

comun al numitorilor lor. De exemplu,

Fiecare fractie ordinara este raportul numaratorului ei la numitor:
a
=a :b.
b

Egalitatea a doud rapoarte se numeste proportie. Exemple de proportii:

45:15 =21:7; - =—; x:3=20:30.
3 15

5 ) o termeni extremi
Numerele care formeaza proportia se numesc termenii ei

(miezi (mijlocii) si extremi). b=c:d.
Proprietatea fundamentala a proportiei. Dacd proportia
este justd, atunci produsul termenilor extremi ai ei este egal cu termelilntiezi®

produsul miezilor. Deci, daca

a:b=c:d, atunci ad = bc.
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NUMERE REALE

Numerele Tntregi si fractionare, pozitive, negative si zeroul formeaza Tmpreuna
multimea numerelor rationale. Fiecare numar rational poate fi reprezentat sub forma de

fractie —, ,unde m este numar intreg, iar n este natural.
n

Fiecare numar rational poate fi reprezentat sub forma de fractie zecimald infinitd
periodica. Si fiecare fractie zecimala infinita periodicad reprezintd un oarecare numar
rational.

2
Exemple. - =0,6666...; — - =-1,181818......
3 11

Numerele, care reprezinta fractiile zecimale infinite neperiodice, se numesc irationale.

Exemple de numere irationale: \I2 =1,4142136 ..., n=3,1415926 ...

Numerele irationale impreuna cu cele rationale formeaza multimea numerelor reale.
Multimile numerelor naturale, intregi, rationale si reale se noteaza respectiv prin litere
N, Z, Q, R.

Numerele reale se pot aduna, scadea, inmulti, ridica la putere si imparti (la numere
diferite de 0). La adunarea si inmultirea numerelor reale arbitrare sunt adevarate legile
comutativa, asociativa si distributiva:

a+b=b+a ab=ba, a+(b+c)=(a+b)+c a- (bc)=(ab)-c,

(@a+ b)c= ac+ bc.

La rezolvarea problemelor aplicative numerele irationale de obicei se rotunjesc,
inlaturand «cozile» lor infinite de semne zecimale. Pentru aceasta se aplica regulile de
rotunjire. Daca prima cifra din cele inldturate este cifra 0, 1, 2, 3 sau 4, atunci ultima
cifra care ramane nu se schimbd. Dacd prima din cele Tnlaturate este cifra 5, 6, 7, 8 sau

9, atunci ultima cifrd ce ramane se mareste cu 1
EXPRESII

Numerele, variabilele, de asemenea diferite inscrieri compuse din numere sauvariabile
si semnele operatiilor se numesc expresii. Expresiile sunt numerice (de exemplu, 3- 0,5
:6) si cu variabileide exemplu, 3v, 2ab, c2- 3). Expresia, care contine numai operatiile
adunarea, scaderea, inmultirea, ridicarea la o putere cu exponent intreg si Tmpartirea se
numeste expresie rationalda. Expresia rationald, care nu contine operatia Tmpartirii la o

expresie cu variabila se numeste expresie intreaga.
2 0
Exemple de expresii intregi: 32,5; a; EX +y; 0,3(x - z).

Douad expresii intregi, ale caror valori respective sunt egale pentru orice valori ale
variabilelor, se numesc identic egale sau identice. Doua expresii identic egale unite cu
semnul egal formeaza o identitate.
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inlocuirea unei expresii cu alta identic egala se numeste transformare identica a
expresiei date.
Cele mai simple expresii: numerele, variabilele, puterile sau produsul lor se numesc

monoame. Exemple de monoame: 4x, 2,5, -3x2, -3"-am 3, 2ax *3ax2

Daca monomul contine numai un factor numeric, care sta pe primul loc si daca fiecare
variabild se contine numai Tntr-un factor, atunci acest monom se numeste monom de
forma standard. Factorul numeric al monomului, scris in forma standard, se numeste
coeficientul monomului.

Suma a cateva monoame se numeste polinom. Pentru comoditate fiecare monom se
cosidera tot polinom.

Termeni asemenea ai polinomului se numesc acei termeni care se deosebesc numai
prin coeficienti sau absolut nu se deosebesc unul de altul. Polinomul este scris in forma
standard, daca toti termenii lui sunt monoame de forma standard si printre ei nu sunt
asemenea.

A descompune polinomul in factori Tnseamnd a1 inlocui cu produsul a cateva
polinoame, identic egal cu polinomul dat. Cele mai simple procedee de descompunere
a polinomului n factori sunt: scoaterea factorului comun in afara parantezelor, metoda
grupdrii, aplicarea formulelor inmultirii prescurtate.

Exemple.

6ax - 9abx= 3ax(2a2- 3h):

ax+ bx- ay- by=x(a+b)-y(a+hb)=(a+b) (x-/);

9m2-4 =(3m-2)(3m+2).

A

Catul de laTmpartirea expresiei A la expresia B poate fi scris in forma de fractie B

Fractia are sens numai atunci, cand numitorul este diferit de zero. Fractie algebrica se
numeste fractia, numaratorul si numitorul cadreia sunt polinoame. Pentru orice valori a,

bsi c®0 ? F (proprietatea fundamentald a fractiei). Pe baza acestei proprietati
c

fractiile se pot simplifica sau aduce la numitorul comun. De exemplu,
3a-6x _ 3(a-2x) _ 3
a2-4x2 (a-2x)(a+2x) a+2x
Operatiile cu orice fractii se efectueaza la fel ca fractiile ordinare. Daca numitorii nu
sunt egali cu 0, atunci totdeauna
a+b_a+b a b_a-b a b_ab a b _ad
cc c 'c¢c cC c cd cd c d ¢cb

expresia fractionarad se scrie si sub forma an.
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Radacinapatrata din numarul a se numeste numarul, patratul caruia este egal cu a.
De exemplu, numarul 16 are doua radacini patrate: 4 si-4. Valoarea care nu este negativa
a radacinii pdtrate din numarul a se numeste valoarea aritmetica a radacinii si se

noteaza cu simbolul sfa.
ECUATII

Ecuatia este o egalitate, care contine numere necunoscute notate prin litere. Numerele
care satisfac ecuatia se numesc solutiile ei (sau radacini). A rezolva ecuatia inseamna a
afla toate solutiile ei sau a demonstra ca ele nu exista.

Doud ecuatii se numesc echivalente daca fiecare din ele are unele si aceleasi solutii.
Ecuatiile care nu au solutii se considera tot echivalente intre ele.

Ecuatia de forma ax= b, unde a si b sunt numere arbitrare, se numeste ecuatie liniara
cu variabila x. Dacd a ® 0 ecuatia se numeste ecuafie de gradul intai cu o variabila.
Fiecare ecuatie de gradul intai ax= b are o singura solutie x= b;a. Ecuatia liniara poate
avea o solutie, o infinitate sau nici una.

De exemplu, ecuatia 12x= 6 are o solutie; Ov= 0 are o infinitate de solutii; x =—.

a
nu are nici o solutie.

Ecuatie de gradul doi se numeste ecuatia de formd a*2+ bx + ¢ = 0, unde x este
variabild, a, b, c sunt numere date si a ®0. Expresia D =!r - 4ac este discriminantul
ecuatiei de gradul doi. Daca D> 0. atunci ecuatia data are doua solutii:

AN b+g/D A~ _-b-4r>

X1 a X%T Ja :

Daca D= 0. atunci aceste solutii sunt egale. Pentru D< 0 ecuatia nu are solutii reale.

Teorema lui Viete. Dacd ecuatia de gradul al doilea redusd v2+ px + q = 0 are doua
solutii, atunci suma lor este egala cu -p, iar produsul este egal cu q.

Teorema inversa teoremei lui Viete. Dacd suma si produsul numerelor m si n sunt
egale respectiv cu -p si g, atunci m si n sunt solutiile ecuatiei v2+px+ q=0.

Ecuatiile fractionare se pot rezolva, folosind faptul cd fractia este egalda 0, daca
numaratorul ei este egal cu 0, iar numitorul diferit de zero. Dar la inceput se pot inmultit
ambele parti ale ecuatiei cu numitorul comun al tuturor fractiilor, de rezolvat ecuatia

obtinuta si de exclus acele solutii care transforma numitorul in zero.
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SISTEME DE ECUATII

Ecuatia de formd ax+ by= c, unde a, h, csunt numere date se numeste ecuatie liniara
cn dona variabile x siy. Daca a ®0 si b ®0, ea se numeste ecuatie de gradul intai cu
doua variabile.

Fiecare pereche de numere care satisface ecuatia cu doua variabile se numeste solutie
a acestei ecuatii. De exemplu, perechea de numere (3; -2) este solutia ecuatiei 5v + 3y
=9. Fiecare ecuatie de gradul intdi cu doua

variabile are o infinitate de solutii. In sistemul cartezian de coordonate fiecarei ecuatii
de gradul Tntai cu doua variabile i corespunde o dreapta care este graficul acestei ecuatii.
Pe firgura 149 este reprezentat graficul ecuatiei 2x -y = 3. Coordonatele fiecarui punct
al acestui grafic satisfac ecuatia datd. Coordonatele oricdrui alt punct nu satisfac ecuatia.

Dacatrebuie de aflat solutiile a doud sau mai multe ecuatii, se spune ca aceste ecuatii
formeaza un sistem de ecuatii. Solutie a sistemului de ecuatii se numeste solutia comuna
atuturor ecuatiilor.

Fiecarui sistem de doua ecuatii de gradul Tntdi cu doua necunoscute in sistemul

cartezian de coordonate 1i corespunde o pereche de drepte.
Deoarece doua drepte din plan se pot intersecta, coincide sau sa
fie paralele, atunci si sistemul de ecuatii corespunzator poate avea
o0 solutie, o infinitate de solutii sau nici o solutie.

De rezolvat sistemul de ecuatii cu doud variabile se poate prin
procedeele: substitutiei, adunarii sau grafic.

Sistemul de ecuatii liniare
\alx +bly =cl,

\a2x +b2y =c2.
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RASPUNSURI SI INDICATII LA PROBLEME SI EXERCITII

9. aym>n. 10. a)y <x 17.a) 2x+ 3> 3x- 2. 19. ¢) jt-8) > v(0). 23. a) Da; b) nu.
28.a) bm + 1< 19- 3m. 30. Prima; de 2019ori. 33. x= 15. 34. x = 1,5. 37. 2. 39. a)
b >a 40.a)x >y. 44.b)a =h. 45. a) 186,5; c)

-0,5. 46. a) 1;c)-2; e) 10. 47. b) 5;d) 12. 48. a) c2 b) 1;f) 0.49.b) 0.50.a) 64 1 ;¢)
8;e)2.51.a)-5 si-3; b)-2 si9; f)-0,25. 52. a) (-2; 5). 55. 20% .59. a) Pozitiv. 65. a)
a>h. 69.b) 1,5a> 1,56. 70. b) Negativ. 71.¢) 5+ x < 6+ z 72.a) 10< 24. 74. b) -0, Im
>-0,1 wd)1-m>1-uwe)5m— 1<5n- 1 75.b)x2>xykiB, c)4~x >yj-y.. 78.

- .8l.a)Da. 83.1-C,2-E, 3- D, 4- A.86.a) Nu. 89. b) (3x + I)(2x
C

- 1):d) (c+2V2 )(c- V2).94.2)0.97.a)3<x<12.99.a) 7<n<8.

103.a)6<x-j<8. 104. a) 15 < vj <28. 105. a) 2 <— < 3.106. a) -3 < 2x
+3<13;¢c)-3 <2-v< 5 108.c)3,58 -106< V <3,66--f06.113. e) 1.122. a) -1
< x < 2 123. La ora 12. 125. a) (4; 2). 127. b) x <-3; f) R. 128. a) Nici una; f)
0 multime. 131. a) x > 3; )y < 9. 132. a) x > 5; d) x <-5. 133. ¢) x > 0; €)
X <1 134. a) x < 1, ¢) x>0; e) z>0,25. 135 b) Da; d) nu. 136. a) x > 3; b)
y<2,¢c)x>5d)x<.e6 137.a) x <- 13; b) x> 1, ¢) x > 3; d) x <-2. 138. a)
v>1lb)v<b5c)v<3 dv>0;e) N-are solutii. 140. b) x > 20. 141. a) x>
-5; b) x> -2,6. 142. a) x > 1 143. a) x > 8, b) v<-2,5. 144. a) x <4,2. ¢) x <
0;d)x >-7,5; &) x >-2; x >8. 145. b) x <7; ¢) x <- 6;d) x <0; g) x > 24
146. a) x < 4; b) v< 9; ¢c)v>0 147. a) x> 18; c) x > -2. 149. a) 4. 150. b) -4.
153. ¢) x > 2, f) x < 2. 154. a) x > -2; b) x < 11,5. 155. b) x > 7; ¢) z > 0,65.
157. a) x > 5. 158. a) ¢ > 2; b) z> 1 159. a) x < 1,2; b) x < 175; f)y v < 0.
160. ¢) R; d) Nu are solutii. 161. b) x < 0, x > 1,5. 162. [0; 4). 163. a) x >
4; b) [0; 1]; ¢) x > 4. 165. Nu mai mult decat 252;3km. 166. a) x < -0,5; b)
Xx>-1;¢) R;d) v<58 167.a) -04 <v< 1 b)-1 <v<lc)l<x<i4d
-0,05 <v<07;e)-01 <v<01;f)-1,6 <v<42;9g) 2<x< 3. 168.3a) 3;b)
3;¢) 1,d)-10. 169. a) -5 <v <5 b)-4 <v<10c)l<x<2 170. b) -10 < v
<-4;c)-0,2 ~x”" 06. 171. b) Daca <90, atunci x ~ 0; dacda o —0, atunci vg
R; dacda a > 0, atunci x < 0; c¢) dacd a < 0,5, atunci x > 2a - 1, dacda a = 0,5,
atunci solutii nu are; daca a > 0,5, atunci x < 2a - 1; d) daca a <0, atunci v
< i; dacd a = 0, atunci solutii nu are; daca a > 0, atunci x > 1; e) dacda a = 0,
atunci xe R; dacd a ® 0, atunci x < 0. 173. a) 1,2 » 106; b) -7,5 * 10~7, c) 1,764
* 1019 d) 8,88 « 1013 175. Cu 50 %. 177. a) (0; 2); b) (0; 1); c) (1; 5); d) (-o0; 3).
178. a) (0; 1); b) (0,5; 1); ¢) {2}; d) 0.
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188. a) [2; 5] si {3}; b) [-5; O] si [-3; O]; ¢) [-7; 7] si [-5; 5]; d) [-3; -1] si (-2; -1);
e) (-2;2)si0; f) (-00; 00) si [-2; 2). 190. a) a >¢c; b)a <c; ¢) a>c,d) a<c. 191. a) x>
3;b)v>3;c)v>0,8;d)v< 3;¢e)v> 1;f)v> 10. 192.a) v< 0,2;b) v> -0,5; ¢) v> -0,5;
d) v> 3;e)v>-0,6; f) v> -50. 194. a) v> 0,2; c) v> 6,6; d) v< 2,25. 195. a) v> 1;b) v
<-1.196.a)m<a b<n. 197. a) x< a,y> ¢, b) x> a,y< ¢, ¢c) x> a,y< c,d) x> ay>
€. 198. a)x<ct< v;b) a<x <y; c)x<a <y.

200.a) -4 <x<5;b)-9 <x< 1201.a)-1 <x< 1;d)-3 <x< -1.203. a) (- oo; 00).
204. b) x> 4. 206. b) R; [-13; 1). 209. f) (-00;l) U (4; 00). 210. a) R. 219. ¢) 2 si 3. 221. a)
(-3; 1). 222. a) Solutii nu are. 224. a) (6; 8). 226. b) (10; 0o0). 227.c)-0,25. 228. a) (2; 16].
229. a) {3, 4, 5, 6}. 230. b) (-3; -1). 232. a) (1,5; 2,5). 234. b) (-00; -0,4). 235. a) [3;5],

236. a) 0,625 < x < 0,875. 238. a) (-2;7). 239. ¢) (-5; 00). 240. a) (-00; -3)U (7,
00). 241.d)(- 0o; -9)U (-2; 00). 242. (-1; 1). 244. a) (4; 10). 247. a) Da; b) da.

248. a) (-1; 3). 249. a) (-4; 1); b) [-2,5; 4,5]. 250. a) (o0o; 4,5)U (5,5; 00). 251. a) (2; 3).
256. b) 19, 257. 257. b) 200. 262. c) a2+ 65- 16a = (a- 8) + 1> 0. 263. a) (a+ 1)2
-4 a= (a- 1)2> 0.264. a) Pentru fiecare numar negativ x numerele x - 1si
X - 2 sunt negative, iar produsul lor pozitiv; b) pentru x negativ numarul x2 +
9 pozitiv, iar \Ox negativ. 267.a) a2+ b2+ c2- ab - ac - bc =0,5(2a2+ + 2b2
+2c2- 2b - lac - 2bc) = 0,5((a- b)2+ (a-c)2+ (6-e)2) > 0.269.b) Patratul sumei
a doua numere negative este mai mare, decat suma patratelor lor. 281. a) -2 si -1; b)
-4 si 0. 282.-3 si 3.283. 1633,4t. 284.a) 0,8 285. 1-B, 2 -D, 3-A, 4 - B. 288.
a) Dreaptd; d) hiperbola. 291. a) R e) v> 2. 296. [2) = 14. 297. [1-3) = 22. 298. a) 8.
299. a) 12.

301.a) R d) xp 3sixdh 4. 302. b) b) xdp -1 si xp 4; c) v< 4. 305. a) {7}; b) R. 306.
Punctul A apartine. 307. Prin punctul A trece. 308. a) Apartin punctele A si C. 309. a) (0;
0); b) (1,5; 0) si (0; 3). 311. Da. 312. Da. 313.a) 4-2) = 11, A-1) =5, A0) = 3, A2) =11,
1) =5.316. (2; 2). 321. a) (-6; 0) si (0; 3); d) (-2; 0), (2; 0) si (0;4). 325.

m = 20; da. 326. 1-A, 2-D, 3-G, 4-B. 328. a) (-00;-V5 )U { S ;00); [O; oo);
d) [-5; 5]. 329.a) 0<v< 1 332.p =5un. de bani; Qs = QD=4 mln bucdti pe an; s-a
micsorat cu 8 %. 335. b) x> 1.338. a) Nu. 345. a) R; c) v> -4; e) R. 346. a) R; e) (-o0;
0) U (0; 00); f) R. 347. a) R si [-1; 00); d) [0; oo) si (-00; 1]; f) R si [2; 00). 349. [-2; 5] si
[-5; 5,5]. 353. @) Nu; b) da; -1 si 0. 359. a) Crescatoare; b) descrescatoare. 363.
a) R si [4; o0]. 365. a) x< 2,5; b) x> -4. 366. b) 0 <x< 16;¢c) -3 <x<0;e)x<
-2. 369. a) (-oo; 0]; b) (-00; 3. 370. a) R. 372. Nu. 375. d) Pard; e) impara. 388. a)

-3 si 1,5.389.a)-5 si 3. 390. a) 7,8 « 103;f) 4,5 « KT4. 393. a) Crescatoare. 398.
a) (a; b). 399. a) (-00; -C).
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410. b) De translat cu 3 unitati Tn directia axei x. 414. a)y = (x- 2)2+ 3. 429. a) 0,5.
431.a) -6 si 2,5.432. 3) (x- 3)2+ 6; d) (x- 0,5)2-1,25. 436. a) (3; 0); ¢) (5; 2). 440. a)
(0, 0) si (2; 0). 442. a) (0;4); c) (2; -4).

447. m = —617 = 14. 450. Nu. 452. a)x = 3.453. a) c= 0;c) c= 6. 454. a) -4 si 4.
463. a) x =3; b) x =-2. 464. a)y =3; b)y= -1. 466. b) (-1; 2) si (1; 2),467. a) 7.
469. b =-6. 471. Indicatie. Construiti un patrat cu latura x si pe doua laturi alaturate
construiti dreptunghiuri cu laturilex si 3.473.b)x<4.474. b) — < x< -3. 475. a) Doua.
481. a)(0; 4); b) [-6; 0]. ¢) [-7; 1];e) (-®;-3,5] U [0; ao). 482. a) (-«; 3) U (3; 00); b)
solutii nu are; ¢) {-2}; d) {-0,5}; f) R. 483. a) [1; 2]; b) Solutii nu are; c) (-o0; 1] |J [3;
00). 484. a) (-o0; 0,5] U [1; oo); b) (2; ;4); d) (-2; 6); f) (-00; 2] U [9; o0o0). 485. b) (-o0o0;
6) U (6; oo0); d) (-2,5; 1,5). 486. a) (1; 2); b) (-00; 2) U (2,5; oo); ¢) Solutii nu are;
f) (-7; 2). 487. @) (-opi -7] U [1; 00); b) [3; 5]; ¢) (-3; 2); f) (-0 2] U [2; op). 490.
a) (—ec;2] U [2; 00). 491.a) -5; -4; -3; -2; -1; 0;¢c) -1; 0; 1, 2;d) -2; -1; O; 1; 2;
f) {2}. 492. a) [1; 4]; b) (-5; 6); ¢) (-1; 0); d) (-a0i 2] U [3; o). 493. @) (1,5; 2); ¢)
(-00;-0,5) U (1; o0); d) Solutii nu are. 494. a) (-2; 3); b) (-00;-2) U (7; oo); f) (0,25;
1,5). 495. a) (-3; oo); b) (1; 9); f) (-00; 2) U (10; oo {6}. 496. a) (-, -7] U [-5;
*); b) (2;3); ©) (-am 0) U (L; ®)d) (-8; 7). 497. @) 1d5; 3); b) [-4; 0,5]; d) (- 5).
498. @) [# 1] U [2; i b) (-5; -4) U (4 5); ©) (-3; 1). 499. a) [-2; 3]; b) [-1; D)
U [2;3];c)(-00;-3)U (-1;4)U (5;00).

500. a) {-1}U[1; 2,5]; b)(-00:-5) U ( -2; 2)U(2, ®),c)(-®;-3) U (3;
00) . 501. b) (-00; 0,25) U [6; 00). 502. a) (-0,2;2) U (2;0,2); ¢) (1; 00). 503.

a)(—4; 6). 504. a)[-I; 8]; ¢)[ -5;-3)U (-3;1]U [5; o; d) [-3; 0,5]. 505. a)
b e [-1; 1]; b) be [9; oo]; ¢) b (-00; 0]. 506. a) m € (-4; 4); b) m € [9; 00);
c) T1? e (-00;-4);. 507. a)[3; 4). 508”a)(- oo; -1) U (3; 4] U [7; 00). 509. a) (-1; 0)
U (5; 6). 511. Trei. 512. 10. 513. a) a) -,5 x4 . 521. a) (0; 1), (0; 1); b) (0;0),
(4; 2); c) (-3; 2). 522. a) (3;3), (-3; -3); b) (0; 1), (1; 0); c) (4; 4), (-4; -4), 523.
a) (0;0), (1; 1); b) Sistemul nu are solutii; c) (2; 4).524. a) (0; -5), (3; 4), (-3;
4); b) (3; 3), (-3; -3); ¢) (0; 2), (-2; 0). 525. a) (3; 0), (0; -3); b) (-1; -4), (4

1) ;c) (0; -2), (4; 2). 526. a) (6; 8), (8; -6); b) (-1; S ), (-1; S ); ¢) (2; -1),
(1; -2); d) (5; 3). 527. b) (12; 16), (4; 0); c) (-3; -3), (2; 2); d) (2; 0), (0; 2).

528. a) (13; 3); b) (3; 2), (-3;-2); ¢) (3; 1),(3; -1), (-3; 1) (-3; -1); d) (n/T;

VAT ) (VT ;-nl(T" ),(-V T; ),(-V T;-n/dT ). 529. a)(-5; -4),(-4; -5), (5;
4), (4; 5); b) (5; 3), (3,5), (-5; -3); (-3; -5); ¢) (2; 1), (-2; -1);d) (O; 0). 530.
a) (2; 8), (8; 2); b9 (12; 8). 531. a) (8; 6), (-5; -7), b) (-5; -7), (8; 6). 532. a)
(8; 2), (-15; 25); b) (8; 2), (-40; 50). 534. a) (2; 1), (3; 2); b) (3; 2). 535. a) (5;
1), (8; 2); b) (3; 4), (4, 3).
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(-3; -4), (-4; -3). 536. a) (4; 4), (-4; 4); b) (-1; 1, (0; 0), (1; 1.
537. a) (1,2; -1,6), (-0,7; 4,1);b) ~-|; | j; ¢ (3; 4), (3; -4); d) (VAL; -1),

(—>/51; -1). 538. a) (4—>/10;  4+n/i0),(4+n/i0; 4 - VIO); b) (3; 6);
0 (4 2), (4 -2); d) (3 -1), 35 1). 539. a3 5) ) (5 3), (3;5),

(-5; -3), (-3; -5); d) (5 1), (-5; -1). 540. (1; 1), (3;-1); b) (3 2), (-1:2),

(L -2), (-1; -2); © (2 2), (-2; -2); d) (3; 2), (2 3), (-3; -2), (-2; -3).
541. a) (0; 10), (8; 2); b) (4; 6), (6; 4). 542. a) (-6; 18), (9; 3); b) (6; 4),
(4; 6). 543. a) (-5; -1), (5; 1); b) (3;2), (-3; -2),(-2; 3), (2; -3);
c) (0; -2), (0; 2), (2; 0); d) (0; 1), (0; -1),(-"; 0). 544.3) (1; 1), (-2; -2);

b) (2; 1), (2;-1); c) (4; 1), (1; 4); d) (9; 4), (4 9). 545. a) (9; 3), (-9; -3),
(0; 3V10), (0; -3-s/10); b) (-472; a~2), (4Va; -472), (4>2; 4>12),
(-4Va; -4Va), ¢ (4; 2), (2; 4), (3-3va; 3+3n/a), (3+3Vva; 3-3Va);

d) (7; 2), (2; 7). 546. a) (4; -3), (-3; 4); b) (5 1,(1; 5), (2; 3), (3;2);
c) (1; 3), (3; 1); d) (-1; 2), (2; -1). 547. a) (6; 2), (-6; -2); b) (1; 4), (41);
c) (1; 2), (2; 1); d) (4; 12), (12; 4). 548. a) (2; 4), (4;2); b) (7; 5), (-5; -7);

c) (1;2),(3;-6);d (3Vva;3vda), (-3Vva;-373).549.b)a=1sib=0saua-=
—1;2si b—3;2;c)a=3sib=2saua=-3 sib=-2; f)a=38sib=0;a=1Isi
b =-2. 550. a) 17;2 un. lin;; b) ;2 un. lin. 551. 1- C, 2- A, 3- B, 4 - E.

552. 1a) 1,5 106 km; b) 10,8-108km; 2) a) 1 km 715 m; b) 5 km 145 m. 553.

-8 Y3 C+2Vs )
. 554. b) ) 559. -10 si -0,9

a) - : _
sau X_l X2_9) X-nl3 c-2ni~5
Vv 2

561. a) 23 si 21. 562. a) 12 dm si 5 dm. 563. 6 m si 8 m. 564. 35 cm si 12 cm.
565. 8 cm si 4;2 cm. 566. 15 cm si 10 cm. 567. 3, 5 si 8 cm. 568. 84 h si 60 h. 571.
180 piese. 572. 15 zile. 573. 49 de strunguri. 574. 32 m3. 575. 36 min si 72 min.
576. 39 m, 52 m si 65 m. 577. 300 km sau 360 km. 578. 48 km/h. 579. 12 km/h,
18 km/h, 24 km. 580. 18 km/h, 2 km/h. 583. 10 km/h. 584. 72 km/h. 585. 60 km/h
sau 93 km/h. 598. a) Infinita; b) Finita.

600. a) 9; b) 15. 606. a) 1, 5, 9, 13, 17, 21, 25, 29. 607. a) 67; c) 4. 608. Cu 5. 609.
De 10 ori. 610. b6 = 64; b8 = 256; bw = 1024. 611. Nu. 612. an=1. - 4. 613. 7, 9,
11, 13, 15, .. . 616. a) 2, -4, 8, -16, 32; ¢) 15, 10, 5, 0, -5. 618. a2=-2; a5=7; ald
=22.619.a) n=17;b) n = 16. 620. a) 16 <n<51;c)3<n<4;e)9<n <97 621.
a) 124; b) 79. 622. 14. 624. k =4,p =3. 625. an= (4- n)2 626. a) an=3n- 1; b)
2n. 633. a) Crescatoare; b) Descrescdtoare. 636. a) a3= 4. 637. a) a5= -10. 640. 1000
gm,, 1500 gm. 642. a) (5; 0), (1; 4); b) (-3; 4), (3; -4), (-4; 3), (4; -3). 647. a) 7, 9,
11, 13, 15. 649. a) &, = -19, a0 =-71; b) al5=65, a3 = 133. 650. d = 11, aw =
aX = 212. 651. d= 5, aw = 47. 652. d= 15; b) d=-0,2. 653. a) ax= 5; b) ax =
40: d) 19. 654. a. = 5. a. = 17. a.. = 35. a.. = 65. 655. d= -9. a. = 86. a. = 50.

102,
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a2l = -94. 656. a7 = 14, a® =7,5. 657. a0 = 20, a4l = 20,5. 658. a) an=3n - 1
659. a) a,, = 5n+ 2; ¢) an=3n - 55. 660. a) -125; ¢) -2,5. 661. a) ax= 5, d = 10;
b) d= -7, aj = 153. 662. a) 50; b) -50; d) 13 250. 663. a) 2420; b) 3180; d) 4180.
664. a) 1088; b) 1100; d) -522; f) 400. 665. a2 = 79; 5)0 = 820. 666. 1830. 668.
5050. 669. 10 000. 670. 645 cm. 671. 1680 gm. 672. a9 = 16,1; an=2n- 19, a3
=6p- 19 673.¢c) 95 674. a) ax=1, d= 3, a2l = 61, all = 298; d) ax= 2,8, d =
I, 2, a2l = 26,8, allD = 121,6. 678. a) 7. 679. a) 13. 680. b) 16. 681. 39. 682. a) q
= 2, d= 5 684. A¥(3= 7,5 cm, AnBn= 2,510 cm. 689. 18 cai. 690. a) 430; d) 300.
691. 9900. 693. a) 166 833. 694. a) 2020. 695. a7 = 8. 696. = 75. 697. 5)7= 54.
698. a) 5)0= 1090. 699. a) a5= 3.

700. S9 = 63. 701. De 90 ori. 702. a) ~ 314 m. 703. Studiati progresie a - 2d, a
- d a+d a+ 2d, suma membrilor cdrieia 180(5 - 2). 704. 3,5(a + b). 705. a)
—21-;¢c) — . .706.a) (0; 8. 707. 1- C,2- A, 3- B, 4- D. 714.b) q=0,1,
2X +I c-1
b5 = 0,00001. 715. bA=-24, b, =-192, bn= -3 m2n\ 716. a) bx= 3. 717. d) bl2
=64. 718. a) b, = 48; b) b, =-24. 719. a) bn=2 «3n\ 720. a) n = 5. 721. Da.
722. a) S6=-1092. 723. a) 511. 724. a) S6= 5208; c) S6= 21. 725. a) SI5= 32 767.

727.4 294 967 295 sau (22 - 1) pfenigi. 728. bA=1736;, q=%7. 731.a) 20. 732

a) bx=1 q=3. 737. 1 738. -2048. 739. 3, 6, 12. 741. « 455 mm col. de mercur.
742. Da. 745. 27, 18, 12, 8. 746. a) n = 6; b) n = 10. 747. 3, 6, 12, 18 sau 18,75,
I, 25, 6,75, 4,05. 748. -0,5, -1, -4, -16 sau -0,5, 1, 4, 16. 749. a) bl2. 750.

Pn=p"q ™™ 1L 752. Peste 10 000 rub. 752. ~ 272 bacterii. 753. 265, aceasta este cu
mult mai mult, decat numarul oamenilor pe Pamant. 754. a) (0; 9), 756. 8,8 si 7,8

g/cm3. 761. a) 3; d) ;- 762 @) 15 763 . 764.a)-. 765. b)

766. a) -. 767. 6 cm. 770. a) 2+"2; ¢) 771. 6"3r, 4nr. 772. ¢) —.
9 4 -k 99

773.¢)  775.b) -1

—. 776. 16+8V2. 777. 3, 778. b,=-,
1+x 4 16 9

4

779. 10 - 780. a) -50; b) -5050. 781. a) 40. 784. a) xx=;, x2=7.

789. a) 3, 12, 48... 871. a) 27 000. 873. a) — . 874. a) -—.
80 15

875. a) 1.

876. a) 25. 879. a) 3-. 881. a) — . 883. a) — . 884. 17, 19, 23, 29, 31.
4 21 15

885. 22, 24, 25, 26, 27, 28, 30. 888. CMMDC (18, 32) = 2; CMMMC (18, 32) =
288. 892. 80. 893. Astfel de numere sunt 10. 895. Nu. 898. b) 3,6; f) 1,8.
901. a) 25j A 902. a) x(x+y)(x+ 2). 904. (x-y-z) (x-y+ 2).905.a) (a- b)(b-2)

(b +2). 906. a) a O si a 3. 907. b) d) AA-.908. 11 909. 5. 911. a)
(a-1)
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62" €* 912.a) — ..914.— . .917.a) a+"-2. 919.a) a. 922. a) 2(a- b).
15axrrr 2X a-b

923. a) 8. 924. a) 3. 927. a) 25. 929. a) -2 si 2. 930. a) (2; 3). 931. a) (15; 5). 932. a) (0;
1). 933. a) (3; 0) si (0; -3). 935. a) (-3; 4) si (4; -3). 937. 1000 kg si 800 kg. 938. 240.
939. 100 km/h, 80 km/h. 940. 50 km. 941. 30 si 20 zile. 942. 75 km/h. 944. 300. 945. 40
gm. 946. 32 %. 947. 25 %. 948. 40 %. 950. a) x> 7,25. 954. a) X< 6. 955. a) 3 < x< 7.
960. a) R;c) *<4. 961. a) x= 3. 962. a)y= 3; d)j= 18.963.a) (0; -11) si (L; 0). 967.

a) (-00; -2)U (0; oo); b) (-00; 0] U [1; 00). 968. a) (-00; 1)U (2; 00); b) (-3; -2). 969. a)

(-o0; 4] U L;;oo . 970. a) (-00; 1)U (1; o0); b) solutii nu are. 971. a) (-00;-5)U (3;
+«); b) (-7; -2). 972. a) (-*; -1) U (-0,5; 00); b) (-»; -- U f] )~ 973.a) (1; 2);

Li

b) (-7; -3). 974. a) (-00; -3)U (7; 00). 980. 11. 981. 4. 982. 14. 985. 96, 48, 24, 12, 6, 3.
986. 6. 989. a) Da; b) Nu.

PROBLEME SI EXERCITII DE O COMPLEXITATE SPORITA

990. Ridicati expresiile date la patrat. 991. Demonstrati, cd *9 +4V5 =V5+2. 992.
a) 2a2+ b2+ c2- 2ab-lac = (a- b)2+ (a— c)2 993. a) x4+j 4- X3 - xyl= (x-
-Y), darnumerele x - jsi x 1- y' sunt de acelasi semn; b) (x-1)2+ (x- 2yf + (y- 2)2+\

> 0.996. x2+(I-x)2- | =|(2x-1)2. 997. ) |-°°; 2A| U -2; - 1 U (L ~). 999.

(—e0—4) U (8; 00). 1000. Cea mai mica valoare a lui x, pentru care expresia %/x-6 are
valoare, este egala cu 6. Multimea solutiilor fiecarei inecuatii (6; 00).1004.
y =|x+-V2l +|x-n/2|. 1008. 0, 2, 4, 3, 2; construiti graficul functieiy = [x2 - 6x +

51.1009. a) (-00; 0] U [6; 00); b) Nu are solutii. 1012. «16 zile. 1013. 3:4.1014. x = 34;

y=  2.=77.1015. a) 71071; b) 428429. 1016. adcf2- 1) :(cf- 1). 1017. q: (1

3 3 o
- Q)2 1118. 6, -3, — ,....1119. 1sau -2. 1020. Demonstrati, ca pentru a +c¢ = 2b

diferenta dintre trinoamele al treilea si al doilea este egala cu diferenta dintre al doilea
si primul. 1021. a) cinr=1,5 + (-1)" «0,5; b) ar=(-1)"n.1122. a) 1;3n(n + 1){n + 2); b) n2(n
+ 1). 1024. 3, 7, 11, .. . 1025. 1480 lire sterline. 1026. 7, 11, 15, 19, 23, 27, 31, 35.

1027. a” = n2+ 1. 1028. x = 7. 1029. Da, aceasta este progresie aritmetica 16, 31,
46, ..., 15m + 1, ... . 1034. De 2 ori.
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Inegalitati
a >b, daca numarul a-b este pozitiv, a <b, daca numarul a -b este negativ

Proprietatile inegalitatilor numerice

Dacd a <b, atunci b >a Dacdaa <bsi c >0, atunci ac <bc
Dacda <b sib <c, atunci a <c Dacda <bsi c <0, atunci ac >bc
Dacdaa <b, atuncia+c<b +c Dacda <bsic<d,atuncia+c<b +>

Daca 0<a<6si0<c<t/, atunciac <hd

Inecuatii
Cu numere Cu variabile
Identice Cu necunoscute
ax >b ax <b
Daca a >0, atunC|X>;, xe{/ oo] Daca a >0, atunC|X<— X € -CO;S1J
_Oftinnmii=> /////////////////m >
b b

a a

Dacd a <0, atunci x<—, xe(co —] DaCa a <0, atunci x>— Xe\l-) 00)
al

/////////////////q > A////////////////A
b b
a a
4-3-2-1012345 (%2

(-<»; —2) u (2; +°°)
-4-3-2-1 012345

(i:5)
4-3-2-1012345

DacaO<a <b,

2,42
o a+b a2+t
atunci A< 4ab < <b



Functia de gradul al doilea
y =ax2+bx +c¢
Trinomul de gradul al doilea

ax2+bx +c=
=a(x - Xj) (x - x2

Ecuatia de gradul al doilea

ax2+bx +c=0

D =b2- Aac
-b+4D
12 2a

Rezolvarea grafica
a sistemului de ecuatii
\x2+y- 5=0,
[Xx-y +3=0
Sistemul are doua solutii:

(-2; 1)i(1; 4).



Sirurile:

1,2,3,4,5 6,7,8,9, 10, ... — numerelor naturale;
2,4,6,8, 10, 12, 14, 16, ... — numerelor pare;

1,4,9, 16, 25, 36, 49, 64, ... — patratelor numerelor naturale;
2,3,5, 7,11, 13, 17, 19, ... — numerelor prime

Progresia aritmetica: av a2, as, a4, a5, ...
d=a2-al=aml- an— ratia;

an=a4+(n - 1) d — formulatermenului al n-lea;

Sn=———en — formula sumei primilor n termeni

Progresia geometrica: b4, b2, bs, b4, ba, ...
q=Db2:bl=vm: bn— ratia (q ,bxd 0);

bp=b1 gn 1— formulatermenului al n-leap

S = — formula sumei primilor n termeni (q ® 1););
q-1

S =—— — formula sumei termenilor pentru \q < 1
1-q

bi b2



Legile operatiilor Proprietatile fractiilor

a+bh=b+a, am
! 3 ! bm b’
(@a+b)+c=a+({b+o) a b axb
ab =ba, m m
ab ab
(ab)c=a(bc), mon mn'
a(b +c) =ab +ac, a b an
m n bm

Formulele inmultirii prescurtate

1. (axb)2=a2+2ab +b2, 3. a3tb3={axbh)[a2+ab +b2),
2. (a+b)(a-b) =a2-b2, 4. (axbf =a3+3a2+3ab2+b3
Proprietatile puterilor Proprietatile radacinilor
aman=am-+, yfab =yfa-yjb,
(amn=am, la \fa
\b Jb’
(ab)n=anbn, y [~ =\an\
fay an (\é =a,
bn yfaz = a

Probleme cu procente

Formula procentelor simple: Pn =P0 1 mn
100

Formula procentelor compuse: An = 1
100



