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. A szerzoktol

A TANULOKHOZ

KEDVES HETEDIKESEK!

Egy Gj tantargyat kezdtek el tanulni — mégpedig az algebrat.

Az algebra egy nagyon régi és érett tudomany. Meg kell ismer-
kednetek az algebra alapjaival. Nagyon fontos tudni ezt a tantar-
gyat, mert nincs a jelenlegi tudomanyagak kozott olyan, amelyikben
ne alkalmaznank az algebra vivmanyait: a fizikaban és kémidban, a
csillagaszatban és biolégiaban, a foldrajzban és kozgazdasiagtanban. A
nyelvészek és a torténészek is gyakran hasznaljak az algebra eszkozeit
a munkajuk soran.

Az algebra nemcsak nagyon hasznos, de érdekes tantargy is, ami
fejleszti a logikai gondolkodasunkat. Szerintiink errdl ti is hamarosan
meggy6zbdtok, ha a kezetekbe veszitek ezt a tankonyvet. Ismerkedje-
tek meg a konyv felépitésével.

A tankényv 4 paragrafusra van felosztva, amelyek pontokra van-
nak bontva. A pontok az elméleti rész ismertetésével kezdddnek. A
legfontosabb tudnivalok félkovér és délt betlikkel vannak feltiintetve.

Az elméleti anyag ismertetése feladatok megoldasaval fejez6dik be.
A konyvben a feladatok megoldasanak csak az egyik lehetséges madjat
mutatjuk be.

Mindegyik pont végén talaltok majd példakat. Azonban ezeknek a
példaknak a megoldasahoz, csak azutan fogjatok hozza, ha mar meg-
tanultatok az elméleti tudnivalékat. A feladatok konnyd, kézepesen
nehéz és nehéz feladatokat tartalmaznak. Az utébbiakat csillaggal
(*) jeloltuk.

Minden pont végén talalhaté egy rovat Gyakoroljuk a nem ha-
gyomdnyos maédszereket cimmel. Itt olyan feladatok vannak, amelyek
megolddasahoz nem algebrai ismeretekre, hanem csak jézan észre, ta-
lalékonysagra, csavaros észjarasra lesz sziikségetek. E feladatokkal
problémamegoldé képességetek fejlesztését tlizzik ki célul. A felada-
tok nemcsak a matematikdban és a tanuldsban lesznek hasznotokra.
Segitségiikkel megtanultok varatlan és nem hagyoményos dontéseket
hozni.

A Ha elkésziiltél a hdzi feladattal ciml rovatban a matematika
torténelmérol olvashattok.

Sok sikert kivanunk!



4 A szerz6ktdl

A TANAROKNAK
TISZTELT KOLLEGAK!

Az altalanos oktatasi rendszer( tanintézetek 5-—9. osztalyosok
szamara készilt matematika tantervben a kiévetkezGket olvashat-
juk: A tananyag tartalma a megfelel6 tantargyak témai és az
elsajatitasukhoz sziikséges éraszam meghatarozasa alapjan struk-
turalt. A tartalom és a tanulmanyi id6 ezen felosztasa tajékoztatéd
jellegl. A tanaroknak és a tankonyvek szerzdinek jogukban all mo-
dositani azt az elfogadott médszertani koncepciénak megfelelGen...”

Erre valé tekintettel célszertinek latjuk a tantargy tanulasat az
Egyvdltozos linedris egyenletek cimd témaval kezdeni. Ez 1ényegé-
ben lehet8séget ad nekiink arra, hogy az Egész kifejezések témaban
valtozatosabb4 tegyliik a médszertani anyagokat.

Bizunk benne, hogy ez a tankényv megbizhat6 segit6tarsuk lesz
az Onok nehéz és nemes munkéjdban. Nagy 6romiinkre szolgal majd,
ha tetszeni fog Ondknek.

Alkotéi ihletet és tiirelmet kivanunk Onéknek.

. Egyezményes jelek

o

n az elemi és kozepes tanulményi eredményi szinteknek meg-
felel§ feladatok;

n a megfelel§ tanulmanyi eredményi szintnek megfelel felada-
tok;

a magas tanulmanyi eredményi szintnek megfelel§ feladatok;

matematikai szakkoroknek és fakultativoknak megfelel§ fel-
adatok;

a tétel bizonyitasanak befejezése;
a feladat megoldasanak befejezése;

a szamitogép segitségével megoldhaté feladatok jeldlése;

ﬁ&umo» 3, §

Ha elkésziiltél a hdzi feladattal c. rovat.

7Z06ld szinnel a hazi feladatra ajanlott feladatokat jeloltiik, kékkel
pedig azokat, amelyeket a tanar belatasa szerint (az osztaly tanuldi
egyéni sajatossagainak figyelembevételével) szdbelileg is meg lehet
oldani.



Il Bevezetés az algebraba

Jollehet az algebra 0j tantargy a szamotokra, azonban a mate-
matikadrakon mar megismerkedtetek ennek a bolecs tudomanynak az
alapjaival. Kilonbo6z8 képletek leirasakor, egyenletek felallitdsakor a
szamokat betlkkel kellett helyettesitenetek, igy betikifejezéseket
alkottatok.

Példaul az a2, (x + y)?, 2(a + b) 't—_gﬁ, abe, % matematikai

felirdsokat betlikifejezéseknek nevezziik.

Tudnotok kell, hogy nem minden bet(t, szadmot, kiilonb6z8 miveleti
jeleket és zardjeleket tartalmazoé kifejezést neveziink bettkifejezésnek.
Példaul a 2x +) — ( kifejezésnek nincs semmi értelme.

Azt a kifejezést, amely egyetlen betlibGl 4ll — bettikifejezésnek te-
kinthetjuk.

Megvizsgaljuk a 2 (@ + b) kifejezést. Mar tudjatok, hogy ennek
a kifejezésnek a segitségével ki tudjuk szamitani az a és b oldala
téglalap kertletét. Példaul, ha az a és b betlit a 2 (a + b) kifejezés-
ben 3-mal és 4-gyel helyettesitjiik, akkor a 2 (3 + 4) szamkifejezést
kapjuk. Ebben az esetben a téglalap kertilete 14 egység lesz. A 14-et a
2 (38 + 4) szamkifejezés értékének nevezzik.

Az a és b betlk helyére barmilyen szamot behelyettesithetiink.
Természetesen a valtozd kiillonboz6 értéke mellett a valtozdkat tar-
talmazoé kifejezésnek az értéke is kulonbozd lesz.

Mivel a betiliket barmilyen szammal helyettesithetjiik, ezért a kife-
jezésekben a betiliket valtozéknak nevezziik, magat a betlikifejezést
pedig valtozdokat tartalmazé kifejezésnek (ha a kifejezés csak egy
valtozét tartalmaz, akkor valtozét tartalmazé kifejezés— =k nevezziik).

Megvizsgaljuk a 2x + 3 kifejezést. Ha az x valtozot =-re cseréljik,

g
akkor a & -%+ 3 szamkifejezést kapjuk. Azt mondjuk, hogy az % az
x valtozo értéke, a 4 pedig a 2x + 3 kifejezés értéke, ha ::-l.

2
A szamkifejezések és a valtozokat tartalmazoé kifejezések egyititt
alkotjak az algebrai kifejezéseket.

| Algebrai kifejezések |

/ ™~

Valtozékat tartalmazo
kifejezések (betlikifejezések)

Szamkifejezések




Megvizsgaljuk az algebrai kifejezések két csoportjat:

I. csoport II. csoport
x — 3 1
X
] v
4 (a+h"
1 IR
z B 46z Rt3
R x
T E_?' .

Mindkét csoport kifejezései a kovetkezd miveleteket tartalmaz-
zak: Osszeadast, kivonast, szorzast, hatvanyozast és osztast. Az elsd
csoportban nem taldltok olyan kifejezést, amelyikben eléfordulna val-
tozéval torténd osztas. Ezért az elsd csoport Kkifejezéseit egész ki-
fejezéseknek nevezziik. A masodik csoport kifejezései nem egész
kifejezések.

A 7. osztalyban az egész kifejezésekrdl fogunk tanulni.

PELDA Az a, b és m valtozok értékei olyanok, hogy a — b = 4,
m = -5. Mennyivel egyenl6 a 7bm — Tam kifejezés értéke?
Megoldds: A szorzas széttagolasi és felcserélhetdségi tulajdonsa-

ganak felhasznalasaval a kovetkezdét kapjuk:
Phm—-Tam=FmE-a)=F --0.(—11=7 . 20=140,
Felelet: 140. @

1. Hogyan nevezhetjik még masképpen a betlkifejezéseket?
2. Mit nevezlnk algebrai kifejezéseknek?
3. Mely algebrai kifejezéseket nevezzik egész kifejezéseknek?

_l¢

I GYAKORLATOK

1.° Hatarozzatok meg a szamkifejezések értékét:

1) 0,72 + 3,018; 3) 1,2 0.3 5) 72 : 0,09;
2) 4 — 2,8; 4) 5,4 : 6; 6) 9 : 4.
2.° Mennyi a kifejezés értéke:
1 E Tz, 46,23, 5
D g+g % 1 3E 5 TE'IE D10
iz 4, .. 2, 4. 3 ,al,
2) ?__EI:' 4) EIE:, 6) 3.‘1} 8) 22+4Ei:'



1. Bevezetés az algebraba 7

3, 2 % 343, 2,51
9) E-12: 10) 45-15 1) 83170 12) 15630
3.° Szamitsatok ki a kifejezések értékét:
1) 3,8 + (=2,5); 6) 0 — 7,8; 11) —48 - 0;
2) —4,8 + 4,8; 7 0 - (-2,4); 12) —-3,3 : (-11);
3) -1 + 0,39; 8) —4,5 — 2.5 13) 3,2 : (~4);
8
994 (T8 98- (04 REE
g
5) 4,2 — 5.7, 10) -1,2 - (-0,5);  15) {-1%) .
4.° Mennyi a kifejezések értéke:
E 7 .19 1F 2 _F o aah s,
D11z ler T y (i)
3 q1,,00 B a1l o1
2) {EE'Eﬁ'lﬁj'ﬁ %) { "1z 215:" 55:3}"
3) -1.48 - -8, 280 =040+ =0 - 0,7
5.° Szamitsatok ki a szamkifejezések értékét:
7 2 22 .11, . _ e =TT
D 14gp- s 2 -1g 5 3) (8,26 - 27E: (-0, E+ 0,8 (=70
2,17 1) & FERPLAI
2) {55'135”14:' L 9 { g 212:"512'

6.° irjétok le szamkifejezés alakjaban, és hatarozzatok meg az értékét:
1) —12 és 8 osszegének és 0,5-nek a szorzata;
2) —12 és 8 szorzatanak és 0,5-nek az Gsszege;
3) —1,6 és —1,2 Osszegének és kiilonbségének a hanyadosa;
4) —10 és 6 Osszegének a négyzete;
5) —10 és 6 négyzeteinek az Osszege.

7.° Irjatok le szamkifejezés alakjaban, és hatarozzatok meg az értékét:
1) 3 és _E Osszegének és _id

0 E a%

2) —1,5 és 4 szorzatanak és 2-nek a kulonbsége;
3) —1,9 és 0,9 Gsszegének és kulonbségének a szorzata;
4) 6 és 8 kilonbségének a kobe.

8.° Hatarozzatok meg a kifejezések értékét:
1) 2x — 3, ha x = 4; 0; -3;

2) %m%b, ha a = -6, b = 16;

3)3m —bn + 3k, ham=-7,n=14, k=-0,1.
9.° Hatarozzatok meg a kifejezés értékét:
1) 0,4y + 1, ha y = -0,5; 8; —10;
2

2) ze-0.24, ha ¢ = 28, d = 15.

-nek a hanyadosa;
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10.° Melyik egész kifejezés az alabbiak kozul:

. 4l am, E
1) Ta + 0,3, 3) _:. 5) E + Em:-
2) 5:1:{ —%:I; 4) G+b 6) 9.1:—53.l+%‘i'

11.° Az 0sszeg, kiilonbség, szorzat, hanyados kifejezések felhasznala-
saval olvassatok el az aldbbi algebrai kifejezéseket, és valasszatok
ki kozulik az egész kifejezéseket:

)a- (b +o); 4) 2m — 10; 7) ac + bc;
2) a + bc; 5) —+— 8) ﬁl
3) ;:-a:-; 6) (@ + b) ¢ 9) (@ — b) (c + d).

12.° irjétok le kifejezések alakjaban:
1) az a szam ellentettjét;
2) az a szam reciprok értékét;
3) az x és y szamok Osszegét;
4) az x és y szamok Osszegének ellentettjét;
5) az x és y szamok Osszegének reciprok értékét;
6) az a szamnak és az a szam négyzetének az Osszegét;
7) az a szam és a b szam ellentettjének a hanyadosat;
8) az a és b szamok Osszegének és a ¢ szam ellentettjének a szor-
zatat;
9) az m és n szamok szorzatanak és p és g szamok hanyadosanak
a kulonbségét.
13.° A ceruza x, a fluzet pedig y hrivnyaba kerul. Ird fel véltozokat
tartalmazé kifejezések alakjaban az alabbiakat:
1) mennyibe keriil 5 ceruza és 7 flizet;
2) mennyivel kell tobbet fizetni a darab fiizetért, mint b darab
ceruzéért.
14.° A munkds fizetéskor egy 100 hrivnyds, a darab 50 hrivnyas és
b darab 20 hrivnyas bankjegyet kapott. Ird fel kifejezés alakjaban,
hogy mennyi volt a munkas fizetése.
15.° Két, egymastdl 300 km-re 1év5 varosbol, egyszerre indul el egy-
massal szemben két gépkocsi. Az egyik sebessége m km/6, a masiké
edig n km/6. Hany éra mulva talalkozik egymassal a két gépkocsi?
Irjatok fel valtozét tartalmazéd algebrai kifejezésként.
16.° Két, egyméstél s km-re 1évG varosbdl, egyidejlleg és egy iranyban
egy gyalogos és egy kerékparos indult el. A gyalogos a km/6, a
kerekparos b km/6 sebességgel haladt. Irjatok fel valtozot tartal-
mazé kifejezés formajaban, hany éra mulva éri utol a kerékparos
a gyalogost. Szamitsatok ki a kapott kifejezés értékét, ha a = 4,
b =12 és s = 12.
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17.° Adjuk meg algebrai kifejezéseket hasznalva:
1) az a és b szamok kulonbségének és Osszegének haromszoros
szorzatat;
2) harom egymast kovetd természetes szam Osszegét, ha a legki-
sebb egyenlS n-nel;
3) harom egymast kovet§ paros szam szorzatat, ha a legnagyobb
egyenld 2k-val,
4) azt a szamot, amely a ezresbdl, b szazasbdl és ¢ egyesbdl all;
5) fejezzétek ki az x méter y centimétert centiméterben;
6) fejezzétek ki az m 6ra n perc p masodpercet masodpercben.
18.° Adjuk meg algebrai kifejezéseket hasznélva:
1) négy egymast kovetl természetes szam szorzatat, amelyek koziil
a legnagyobb x;
2) két egymast kovetd paratlan természetes szam szorzatanak
és koziluk a kisebbikneka kiilonbségét, ha a nagyobbik szam
2k + 1,
3) fezezzétek ki a tonna b mazsat kilogrammban.
19.* Allitsatok dssze kifejezést a kék vonallal hatarolt alakzatok ke-
riletének és teriiletének kiszamitasara (1. abra).

£ o £ d ¢ d ¢
c
B [}
-]
s
o a =
a b c
1. dbra

20." Allitsatok ssze kifejezésta kék vonallal hatarolt alakzatok ke-
ruletének és teruletének kiszamitasara (2. abra).

[ = c C [ = E
gl [ 2] [ al__ld &
] Cl: l.')
Bl
a2 C
a b

2. abra
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21.°° Az a és b valtozdk értékei olyanok, hogy a + b = -8, ¢ = 4.
Mennyivel egyenlS az alabbi kifejezések értéke:
Ha+b-cg 2) 0,5 (@ + b) + ¢ 3) 3ac + 3bc?

22.°° Az m és n valtozd értékei olyanok, hogy m — n = 5, k = -2,
Mennyivel egyenl6 az alabbi kifejezések értéke:
1) (n —m) k; 2) 2m — 2n + 3k?

I ISMETLO GYAKORLATOK

23. (Ukran folklorbol szarmazo feladat.) A molnar a meg6rolt gabona
% -ét kapja fizetségiil. Hany pud gabonat vitt a malomba a gazda,
ha 99 pudot vitt haza?

24. Az étkezdébe kaposztat, sargarépat és burgonyat szallitottak. Ka-
posztabdl 64 kg-ot, a sargarépabdl a kaposzta tomegének g-ét, a

burgonyabdl pedig a sargarépa 180%-at. Hany kilogramm zoldséget
szallitottak az étkezdébe Gsszesen?

25. Ismert, hogy az a és b természetes szamok, az % pedig valédi
tort. Allithatjuk-e, hogy:
: 1.1, LI
Da-b>0; 2) 2> 5 3) Lot

l KESZULUNK AZ UJ TEMA ELSAJATITASAHOZ

26. Bizonyitsatok be, hogy:

1) a 3x + 1 = 21 — x egyenlet gyoke 5;

2) a —2 nem gyoke az x (x + 4) = 4 egyenletnek.
27. Oldjatok meg az egyenleteket:

1) 0,3x = 9; 2) —2x = 3; 3) 15x = 0.
28. Bontsatok fel a zardjeleket:
1) 2 (x — 3y + 42); 2) —-0,4 (-5 + 1,5y).
29. Vonjatok 6ssze az egynemd tagokat:
1) 4a + 9a — 18a + «a; 2) 1,2a —a + b — 2,1b.
30. Bontsatok fel a zardjeleket, és vonjatok 6ssze az egynemd tagokat:
1) (x + 3,2) — (x + 4,5); 2) 1,4 (@ — 2) — (6 — 2a).
31. Hatarozzatok meg az egyenlet gyokét:
D2x—-T=x+ 4 2) —0,7 (6 — x) = —4,9.

Ismételjétek meg a 27. és 28. pontot a 241. és 242. oldalon!
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I GYAKOROLJUK A NEM HAGYOMANYOS MODSZEREKET

32. Adva van 12 természetes szdm. Bizonyitsatok be, hogy mindig ki
tudunk koziilik valasztani kettét ugy, hogy a kilonbségik oszt-
hat6 legyen 11-gyel.

Révid kényv a helyrerakasrél és az 6sszevonasrol ‘3_':_@';

Az Gj témahoz készilve megismételtétek az egyenletek alaptulaj-
donséagait (27. és 28. pont, 241. és 242. old.). Az egyik tulajdonsaghoz
kothetS az algebra szé eredete.

A IX. szdzadban az ismert tuddés, Muhammad ibn Musza al-Hva-
rizmi (Hvarizm varosaban sziiletett Perzsidban, Musza fiaként) irt egy
értekezést az egyenletek megoldasanak mddszereir6l. Ebben az idd-
ben a negativ szamokat hamis, abszurd szamoknak tartottak. Ezért,
amikor megoldasul hamis szamot kaptak, akkor valés szamokka ala-
kitottak at ket tgy, hogy atvitték Gket az egyenlet masik oldalara.
Az ilyen atalakitasokat al-Hvarizmi helyrerakdsnak nevezte (arabul
al-dzsabr). Az egyenlet két oldalan 1év6 azonos tagok 6sszevo-
nasat roviditésnek (arabul al-mukabala).

A tanulmany cime Rovid kényv a helyre-
rakdsrol és az dsszevondsrol (arabul — Hiszdb
al-dzsabr walmukaba).

Kés6bb az al-dzsabr szébdl alakult ki az
algebra kifejezés.

A XII. szazadban al-Hvarizmi mveit le-
forditottak latinra. A kozépkori Eurdpaban
al-Hvarizmi nevét Algorizmi-nek irtak at. A
tanulmanyaban elSfordulé szabaly tébbsége
Dixit Algorizmi (Algorizm mondta) szavak-
kal kezddodik. Fokozatosan” megszoktak,,hogy Muhammad ibn Msza
ezekkel a szavakkal kezdddnek a szabalyok, al-Hvarizmi
és az Algorizmi kifejezést mér nem a szerzd (IX. szazad)
nevével kapcsoltak oOssze. Igy alakult ki az Kbzép-azsiai matemati-
algoritmus kifejezés, amelyen azt az eljarast Kus, csillagasz, geogra-
értjuk, amikor véges szamu lépések végrehaj- fus.. © voIt’ az elso,

. L, aki munkaiban az
tasa a feladat megoldasahoz vezet. algebrat a matematika
Ezekkel az eljarasokkal részletesebben az 6nallé aganak

informatikaérdkon ismerkedtek meg. tekintette



EGYVALTOZOS
LINEARIS EGYENLETEK

o Ebben a paragrafusban megismétlitek az egyenletek tulajdon-
sagait, egyre nagyobb jartassagra tesztek szert az egyenletek
megoldasaban, megtanultok feladatokat megoldani egyenletek
felallitasaval.

o Meggy6z6dtok arrél, hogy az eddig ismert egyenletek csopor-
tosithatok, tipusokba sorolhaték.

Egyvaltozés linearis egyenletek

Megvizsgalunk 3 egyenletet:

2x = -3,
Ox = 0,
Ox = 2.

A —1,5 az els6 egyenlet egyetlen gyoke.

Mivel barmely szamot nullaval szorozva nullat kapunk, ezért a
masodik egyenlet gyoke barmely szam lehet.

A harmadik egyenletnek nincs gyoke.

Annak ellenére, hogy a harom egyenletnek a megoldasai teljesen
eltérdek, a felirasuk maédja hasonlé: mindegyiket fel tudjuk irni ax = b
alakban, ahol x a valtozd, az a és b pedig szamok.

Az ax = b alaku egyenleteket, ahol x valtozo, a és b tetsz6-
leges szamok, egyvaltozos linearis egyenleteknek nevezzik.

Lassunk néhany példat egyvaltozés linearis egyenletre:

%.1:-?; —-0,4x = 2,8; —x = 0.

Felhivjuk a figyelmeteket arra, hogy az x2 =0, (x — 2) (x — 3) = 0,
| x | = 5 egyenletek nem linearis egyenletek.

A félkovér betikkel jelolt szovegrész az egyvaltozds linedris
egyenlet magyarazatat adja. A matematikdban azokat a mondatokat,
amelyekben egy kifejezés (fogalom, objektum) lényegét fogalmazzak
meg, meghatarozasnak nevezziik.
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Tehat megfogalmaztuk vagy megadtuk az egyvaltozds linearis
egyenlet meghatarozasat.

Megoldjuk az ax = b egyenletet az a és b kiilonboz6 értékeire.

1) Ha a # 0, akkor az ax = b egyenlet mindkét oldalat elosztva

a-val azt kapjuk, hogy .1:-%. fgy tehat levonhatjuk a kovetkez-
tetést: ha a # 0, akkor az ax = b egyenletnek egy gyoke van,
mégpedig a %.

2) Ha a = 0, akkor a linearis egyenletet Ox = b alakban irhatjuk
fel. Ekkor két eset lehetséges: b = 0 vagy b # 0.

Az els6 esetben a Ox = 0 egyenletet kapjuk. Igy tehat levonhat-
juk a kovetkeztetést: ha a = 0 és b = 0, akkor az ax = b egyenletnek
szdmtalan gyoke van, vagyis bdarmely szdm megolddsa az egyenletnek.

A masodik esetben, amikor b # 0, az ax = b egyenlGség hamis lesz
x barmely értékénél. Tehat levonhatjuk a kévetkeztetést: ha a = 0 és
b # 0, akkor az ax = b egyenletnek nincs gyoke.

A kapott kovetkeztetéseket az alabbi tablazatban foglaljuk Gssze:

Az a és b értékei | a# 0 a=0,b=0 a=0,b+#0
Az ax =b b . [ Az egyenletnek
o - x — barmely szam . ..
egyenlet gyokei " nincs gyoke

1. PELDA Oldjitok meg azegyenletet:

1) Bx +2,1) (8 — 2x) = 0; 2) | bx -6 | = 4.

Megoldds: 1) Tudjuk, hogy szorzasnal akkor kapunk nullat, ha a
tényezdk koziil legalabb az egyik egyenl6 nullaval. Forditva is igaz, ha
a tényezGk valamelyike egyenlé nullaval, akkor a szorzat is egyenld
nullaval. Tehat az egyenlet megoldasahoz elegendd megoldanunk az
alabbi egyenletek mindegyikét:

3x+21=0, 8-2x=0.
Innen x = -0,7 vagy x = 4.
Felelet: —0,7; 4.

2) Itt azt vesszuk figyelembe, hogy csak két olyan szam létezik,
amelyeknek modulusa 4-gyel egyenld, ezek a 4 és a —4. A kovetke-
z6ket kapjuk:

5x — 6 = 4 vagy bx — 6 = —4.

Innen x = 2 vagy x = 0,4.

Felelet: 2; 0,4. @

Felhivjuk a figyelmeteket arra, hogy a felhozott egyenletek koziil
egyik se linearis, de a megoldasuk soran linearis egyenletekké alaki-
tottuk at Gket, és a tovabbiakban a linearis egyenletek megoldasanak
a szabalyai szerint jartunk el.
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2. PELDA Oldjatok meg az egyenleteket:
)@-1) x=2; D @+9x=a+9.
Megoldas: 1) Ha a = 1, akkor az egyenletet a Ox = 2 alakban
irhatjuk fel. Ebben az esetben az egyenletnek nincs gyoke. Ha a # 1,

akkor x:i.
a-1

Felelet: ha a =1, akkor az egyenletnek nincs megoldésa,
ha a # 1, akkor I=E'

2) Ha a = -9, akkor az egyenletet Ox = 0 alakban irhatjuk fel. Eb-
ben az esetben az egyenletnek szamtalan megoldasa van. Ha a # -9,
akkor x = 1.

Felelet: ha a = -9, akkor x barmely szam lehet;

ha a # -9, akkor x = 1. @

-~

1. Mit neveziink egyvaltozés linearis egyenletnek?
2. Hany megoldasa van az ax = b egyenletnek, ha:
1) a#0; 2) a =0, b # 0; 3)a=5b=07?

I GYAKORLATOK

33.° Az alabbi egyenletek kozll melyik linearis:

1) 3x = 6; 3) x% = 4 5) %-2; 7) x = 0;

9) x = 4; H x| =2 6)%.1:-2; 8) Ox = 82
34.° Oldjatok meg az egyenleteket:

1) 18 — 16x = —30x — 10; 4) 6x — 19 = 2x — 15;

2) -Tx +2=3x—-1; 5) 0,2x + 3,4 = 0,6x — 2,6;

3) 10 — 2 = 12 + x; 6) Sx+12=Tx-2,
35.° Hatarozzatok meg az egyenletek gyokeit:

1) 10x + 7 = 8x — 9; 3) 2,7+ 1,9x = 2x + 1,5;

_ : 13 =
2) 20 — 3x = 2x — 45; 4) 12.1:+1:3_12.1:+-E.

36.° Bizonyitsatok be, hogy:
1) a 4 (x — 5) = 4x — 20 egyenlet megoldasa barmely szam,;
2) a 2y — 8 = 4 + 2y egyenletnek nincs megoldasa.
37.° Oldjatok meg az egyenletet:
1) -3 (x—4) =5bx— 12 3) 26 —4x =3x — 7 (x — 3);
2) (16x — 5) — (3 — 5x) = 6; 4) -2 3 —-4x) + 5 (2 - 1,6x) = 4.
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38.° Oldjatok meg az egyenleteket:
1) 4 (13 — 3x) — 17 = —bx; 3) 14 —x=05 4 - 2x) + 12;
2) (18 — 3x) — (4 + 2x) = 10; 4) dx-3(20-x1=10%-311+x)
39.° Oldjatok meg az egyenleteket:
1) 0,8 — (1,5x — 2) = —0,8 + 4,5x;
2) 0,6x — 5 (0,3x + 0,2) = 0,5 (x — 1) — 0,8;

17 afe. T 1,
3) F{ﬁ?”)'I{E?”E:I‘ﬁ*
& = 2 s
1) =B A -2 =0,00+ 75 (5,2 3430,
40.° Hatarozzatok meg az egyenletek gyokeit:
1) 0,9 — 0,6 (x — 3) = 2 (0,2x — 1,3);
2) —0,4 3x— 1) + 8 (0,8x — 0,3) = 5 — (3,8% + 4);
3) & 0,56-423)+0,4= 7 (0,52 6,5)

41.° Oldjatok meg az egyenleteket:

1) 8 (7x — 3) = —48 (3x + 2); 2) 4,5 (8x + 20) = 6 (6x + 15).
42.° Mivel egyenlS az egyenlet gyoke:

1) =36 (6x + 1) =9 4 — 2x); 2) 3,2 (3x — 2) = —4,8 (6 — 2x)?
43.° Oldjatok meg az egyenleteket:

1) (4x — 1,6) (8 + %) = 0; 3) (:3.1:—2){4+%x:|=ﬂ;
2) x (5 — 0,2%) = 0; 4) (Bx+1,2) (x+13 (0, Px+ 0,211 = 0,
44.° Oldjatok meg az egyenleteket:
1) 1,8 — 0,3y) 2y + 9) = 0; 2) by + 4) (1,1y — 3,3) = 0.
45.° Hatarozzatok meg az egyenlet gyokét:
1) %=%; 2) EP;_E%%E.
46.° Hatarozzatok meg az egyenlet gyokét:
1) Im+bk_ EBm+l, 2) Ex+3 x-FE
4 3 ¢ E o2
47.° Mivel egyenlS az egyenlet gyoke:
ax Bx_ .4, X _5_ T, 3_4_ %
D g+g=in 2T D [ TE"E
48.° Oldjatok meg az egyenleteket:
T B _ 4 e % _1E, E
Ve = 277w 9 —gtl=1g

49.° A valtozd mely értékénél lesz:
1) a 4x — 0,2 (8x — 7) kifejezés értéke —22,6;
2) a 0,2 (3 — 2y) és 0,3 (7 — 6y) + 2,7 kifejezéseknek kiilonboz8 az
értékuk;



16 1.8. EGYVALTOZOS LINEARIS EGYENLETEK

3) a 0,6y kifejezés értéke 1,5-del nagyobb a 0,3 (y — 4) kifejezés
értékénél,
4) az 5x — 1 kifejezés értéke 5-szor kisebb a 6,5 + 2x kifejezés
értékénél?
50.° A valtozé mely értéke mellett lesz:
1) a6 - 2x—9) és (18 + 2x) — 3 (x — 3) kifejezéseknek azonos
az értéke;
2) a —4 (2y — 0,9) kifejezés értéke 2,4-del kisebb az 5,6 — 10y ki-
fejezés értékénél?
51.° Oldjatok meg az egyenleteket:
D]x|+6=13;, 4 | x—-5| =4 N 3x+4]| =2
D |lx| -7=-12; 5) | 9+x | =0; 8 | 2x+1 | +13 = 14;
37| x| -3=0;, 6|x—4]=-2, 9| |x]|-3]=-5.
52.° Oldjatok meg az egyenleteket:
D]x|-8=-5 3 |x+12 | =3; 5)|10x-7]|-32=-16;
2l x| +5=2; 4 18-02x|=12;6) | | x| -2 ] =2.
53.° Az a mely értékénél lesz:
1) az 5ax = —45 egyenletgyoke 3;
2) az (@ — 4) x = —ba + 4x — 7 egyenlet gyoke —6?
54.° Az a mely értékénél lesz:
1) a 3ax = 12 — x egyenlet gydke —9;
2) az (ba + 2) x = 8 — 2a egyenlet gyoke 2?
55.° Adjatok a b-nek olyan értéket, hogy az alabbi egyenletek megol-
dasai egész szamok legyenek:
1) 01x=b; 2 bx = 21; 3) %x-b; 4) a:.:-%.
56.° Allitsatok fel olyan egyenletet, amelynek:
1) az egyetlen gyoke —4-gyel egyenls;
2) szamtalan gyoke van;
3) nincs megoldasa.
57.°° Hatarozzatok meg az m Osszes olyan egész értékét, amelyeknél
az alabbi egyenleteknek egész szdm lesz a megoldasa:
1) mx = 3; 2) (m + 4) x = 49.
58.°° Hatarozzatok meg az n Osszes olyan egész értékét, amelyeknél
az alabbi egyenleteknek természetes szadm lesz a megoldasa:
1) nx = -5; 2) (n — 6) x = 25.
59.°° A b mely értékénél lesz az alabbi egyenleteknek azonos a meg-
oldésa:
1) 7— 3x = 6x — 56 és x — 3b = —-35;
2) 2y —9b=76s 3,6 +5y=7(12—)?
60.°° A ¢ mely értékei mellett lesznek azonosak az alabbi egyenletek
gyokei:
1) @x+1)—(Tx +2) =xés 12x — 9 = ¢ + 5;

2) %-.:::::4:+-:= és 6 — 3 2x — 4) = —8x + 4?
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61.°° Az a mely értékei mellett nincs megoldasa az egyenletnek:

1) ax = 6; 2) B —-a) x =4; 3 (a@—-2)x=a+ 2?
62.° Az a mely értékénél lesz az alabbi egyenleteknek szamtalan
gyoke:
1) ax = q; 2 @-2)x=2-aq; a(@+5bx=a+5?
63.°° Az a mely értékénél lesz az alabbi egyenleteknek egyetlen gyoke:
1) (@ — 5) x = 6; @+ x=a+17?
64.°° Oldjatok meg az egyenleteket:
DG+1)x=09; 2) b2+ 1) x = —4.

65.°° Oldjatok meg az (m + 8) x = m + 8 egyenletet.
66.°° A 6x + 8 = 4x + * egyenlGségben melyik szammal helyettesithet-
jik a csillagot, hogy olyan egyenletet kapjunk, amelyiknek:
1) nincs gyoke; 2) szamtalan gyoke van; 3) egyetlen gyoke van?
67.°° A 2 (1,5x — 0,5) = 7x + * egyenlGségben melyik szammal helyet-
tesithetjuk a csillagot, hogy olyan egyenletet kapjunk, amelyiknek:
1) nincs gyoke; 2) szamtalan gyoke van; 3) egyetlen gyoke van?
68." Oldjatok meg az egyenleteket:
D|lx| +3x=12; 2) | x| —4x=9; 3)2(x-5)—-6]|x]|=-18.
69." Oldjatok meg az egyenleteket:
D2x— | x| =-1;, 27| x| -3 (x+ 2 =-10.
70. Az a mely egész értékeinél lesz az aldbbi egyenleteknek olyan
egész szam a gyoke, amelyik oszthat6 2-vel:
Dx-2=a 2x+7a=9;, 3)2x—a=4;, 4) x+ 2a=3?
717 Az b mely egész értékeinél lesz az aldbbi egyenleteknek olyan
egész szam a gyoke, amelyik oszthaté 3-mal:
1) x+3=b; 2) x — 2 = b 3) x — 3b =87
727 A b mely értékeinél lesz az alabbi egyenletek gyoke kisebb b-nél:
1) 3x = b; 2) x = 2b?
73." A d mely értékeinél lesz az al4dbbi egyenletek gyoke nagyobb d-nél:

1) 4x = d; 2) pr-d?

I ISMETLO GYAKORLATOK

74. Az egyik munkas 45 6ra alatt tudja elvégezni az adott feladatot,

;o 1 1 L1 g .
a masiknak ugyanerre 1§ -szer kevesebb idére van sziliksége, mint

az elsének. Hany o6ra alatt végzik el a munkat, és a munka hanyad
részét végzi el mindegyik munkas, ha egyttt dolgoznak?

75. Az els§ napon Lackd a konyv részét, a masodik napon az %-ét,

=
1E
a harmadik napon pedig a megmaradt 12 oldalt olvasta el. Hany
oldalas a konyv?
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76. Ismert, hogy az n-természetes szam. Paros vagy paratlan szam
lesz-e az alabbi kifejezések értéke:

1) 4n; 2) 2n — 1, 3 n(m+ 1)?
77. Az a barmely értékénél igazak-e az alabbi allitasok:
1) 2a > q; 22 lal|>]al?

I GYAKOROLJUK A NEM HAGYOMANYOS MODSZEREKET

78. Hany olyan hatjegyl szam létezik, amelyek felirasaban legalabb
egy paros szamjegy szerepel?

AN Feladatok megoldasa egyenletek
segitségével

Sokszor el6fordult mar, hogy egy feladatot egyenlet felallitdsaval
oldottatok meg. Ezeknek a feladatoknak a sokszinlisége azt mutatja,
hogy mennyire univerzalis a feladatok megoldasanak ez a médja. Mi
ennek a titka?

A titok nyitja az, hogy barmennyire is kiilonb6znek egymaéstdl ezek
a feladatok, mindegyikben a feltételeket fel tudjuk irni a matematika
nyelvén.

A feladat feltétele gyakran valds helyzetet ir le. Az ilyen feltéte-
lek alapjan felallitott egyenlet a feladat feltételének matematikai
modellje.

Ahhoz, hogy megkapjuk a feladat megolddsat, meg kell oldanunk
az egyenletet. Ehhez az algebraban kiilonb6z6 médszereket és tech-
nikakat dolgoztak ki. Ezek koziil mar ismertek néhanyat, de nagyon
sok moédszert kell még megtanulnotok.

Ha megtalaljuk az egyenlet gyokét, ez még nem jelenti azt, hogy
megoldottuk a feladatot. Le kell ellendrizniink, hogy a kapott ered-
mény megfelel-e a feladat feltételében szerepl§ valds helyzetnek.

Megvizsgaljuk a kovetkez feladatokat:

1) 4 6ra alatt 6 kg bogydt szedtek le, mégpedig minden éraban
azonos mennyiséget. Hany kilogramm bogyét szedtek le egy
6ra alatt?

2) Néhany kisfia 6 kg bogyét szedett. Mindegyikiik 4 kg-ot. Hany
fia vett részt a munkaban?

Mindkét feladat alapjan felallithaté a 4x = 6 egyenlet, amelynek
1,5 a megoldasa. Az els§ feladat megoldasanak ez a szdm meg is fe-
lel, mivel ebben a feladatban az volt a kérdés, hogy hany kg bogydt
szedtek le oranként. Ebben a feladatban elfogadhaté az a felelet, hogy
1,5 kg bogyét szedtek oranként. De ha a masik feladat feleletében
az szerepel, hogy 1,5 kisfit vett részt a munkéaban, ez mar nem lesz
helyes. Tehat a méasodik feladatnak nincs megoldasa.
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Az egyenletek segitségével megoldhaté feladatok megoldasakor
tartsuk be a kovetkez6 sorrendet:
1) a feladat feltétele alapjan allitsunk fel egyenletet (a feladat ma-
tematikai modelljét);
2) oldjuk meg a kapott egyenletet;
3) tisztazzuk, hogy a kapott megoldas megfelel-e a feladat feltéte-
lének, és irjunk feleletet.
A miveleteknek ezt a harom lépésbdl allé sorrendjét nevezzik a
szoveges feladatok megoldasi algoritmusanak.

1. PELDA A munkésnak a megrendelést 8 nap alatt kellett volna
teljesiteni. Mivel mindennap 12 alkatrésszel tobbet készitett el a ter-
vezettnél, ezért 6 nap alatt elkészitette a megrendelést, és raadasul 22
alkatrésszel tobbet is gyartott. Hany alkatrészt készitett el a munkéas
naponta?

Megoldds: Tegyuk fel, hogy x alkatrészt készitett a munkas na-
ponta. Akkor a terv szerint naponta (x — 12) alkatrészt kellett volna
elkészitenie, Osszesen pedig 8 (x — 12). Valdjaban a munkas 6x darabot
készitett el. A feladat feltétele alapjan a 6x 22-vel tébb a 8 (x — 12)
kifejezés értékénél, ezért felirhatjuk a kovetkezl egyenletet:

6x — 22 = 8 (x — 12).

Innen 6x — 22 = 8x — 96;

6x — 8x = —96 + 22;
—2x = T4,
x = 37.

Felelet: 37 alkatrész. @

2. PELDA A kerékparos 5 éra alatt 65 km-t tett meg. Az Gt egy
részén 10 km/6, a tobbin pedig 15 km/6 sebességgel haladt. Hany éran
at volt a sebessége 10 km/6, illetve 15 km/6?

Megoldds: Tegylk fel, hogy a kerékparos x 6rat haladt 10 km/é
sebességgel. Akkor 15 km/6 sebességgel (5 — x) 6rat volt aton. Az Ut
elsG része 10x km, a masik része pedig 15 (5 — x) km. Mivel az egész
ut 65 km-t tett ki, ezért a kivetkezd egyenletet allithatjuk fel:

10x + 15 (6 — x) = 65.

Innen 10x + 75 — 15x = 65;

—bx = —10;
x = 2.

Tehat 10 km/6 sebességgel 2 6ran keresztiil haladt, 15 km/6 sebes-
séggel pedig 5 — x = 3 érat.

Felelet: 2 6ra, 3 6ra. @
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I GYAKORLATOK

79.° Peti 24 fiizetet vasarolt, mégpedig vonalasbdl 6-tal tobbet, mint
kockasbdl. Hany vonalas, illetve kockéas fuizetet vasarolt Peti?

80.° Két fardl 64,5 kg meggyet szedtek le, mégpedig az egyik fardl
12,6 kg-mal kevesebbet, mint a masikrél. Hany kg meggyet szedtek
le mindegyik fardl kilon-kiilon?

81.° A téglalap kertlete 7,8 cm, az egyik oldala 1,3 cm-rel nagyobb a
masiknal. Hatarozzatok meg a téglalap oldalait.

82.° A téglalap egyik oldala 11-szer kisebb a masiknal. Hatarozzatok
meg a téglalap oldalait, ha a keriilete 144 cm.

83.° A Karpatokban, a Csornohora hegyvonulatban talalhaté Ukrajna
harom legmagasabb hegycsicsa: a Hoverla, a Brebeneszkul és a
Petrosz. A harom hegycsics 6sszesen 6113 m magas. A Hoverla a
Brebeneszkulnal 29 m-rel, a Petrosznal pedig 41 m-rel magasabb.
Szamitsatok ki mindegyik hegycsics magassagat.

84.° Ukrajna harom legmélyebb barlangja — a Szoldatszka, a Kasz-
kadna és a Nahimovszka a Krimen talalhaté. Mélységik oOssze-
sen 1874 m. A Kaszkadna mélysége 1,2-szer kisebb a Szoldatszka
barlang mélységénél és 26 m-rel mélyebb, mint a Nahimovszka.
Hatarozzatok meg mindegyik barlang mélységét.

85.° A 160 lakasos hazban haromféle lakas talalhaté: egyszobas, két-
szobas és haromszobas. Egyszobas lakasbdl 2-szer kevesebb van,
mint kétszobasbdl, és 24-gyel kevesebb, mint haromszobasbdl.
Hany lak4s taldlhaté a hdzban mindegyik tipusbdl?

86.° Harom munkas 6sszesen 96 alkatrészt készitett el. Az els6 mun-
kéas 3-szor annyi alkatrészt készitett el, mint a masodik, a harma-
dik pedig 16-tal tobbet, mint a masodik. Hany alkatrészt készitett
el mindegyik munkas kilén-kilon?

87.° A gyar harom mihelyében 6sszesen 101 munkas dolgozik. Az elsd

mihelyben dolgozé munkasok szama %-e a harmadik mihelyben

dolgoz6 munkasok szamanak, a masodik mdhelyben dolgozdk sza-
ma pedig 80%-at teszi ki a harmadikban dolgozéknak. Hany mun-
kéas dolgozik az els§ miihelyben?

88.° A kerékparosok egy haromnapos turara indultak. A masodik és

a harmadik napon megfelelen az elsé napi ut 120%-at és a %

részét tették meg. Hany km-t tettek meg az els§ napon, ha az
egész Ut hossza 270 km volt?

89. 6 nagy és 8 kis ladaban 232 kg alma van. Hany kg alma volt
mindegyik ladaban, ha a kis ladakba 6 kg-mal kevesebb alma fér,
mint a nagyokba?
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90.° Egy mozi két termében Gsszesen 534 1l6hely van. Az egyik te-
remben 12, azonos tlGhelyet tartalmazd sor, a mésikban 15 sor
szék van. Az els6 terem mindegyik soraban 4 székkel tobb van,
mint a masodik terem mindegyik soraban. Hany til6hely van a két
teremben kiilén-kiilon?

91.° A két varos kozotti tavolsagot a motorkerékparos 0,8 éra, a kerék-
paros pedig 4 éra alatt tette meg. A kerékparos sebessége 48 km/6-
val kisebb a motoros sebességénél. Szamitsatok ki a motoros és a
kerékparos sebességét.

92.° 2 kg csokiért az egyik félébsl annyit fizettek, mint a masikbdl
3,5 kg-ért. Mennyibe keriil mindegyik csokibdl egy-egy kg, ha az
els6 csoki 12 hrivnyaval dragabb, mint a maéasik csoki kilénkénti
ara?

93.° Egy kg uborka 0,8 hrivnyaval olcsébb egy kg paradicsomnal.
Mennyibe kertl 1 kg paradicsom, ha 3,2 kg paradicsomért annyit
fizettek, mint 3,6 kg uborkaért?

94.° Az egyik tartalyban 3-szor tobb viz van, mint a masikban. Mi-
utan az egyik tartalyba 16 liter, a masikba pedig 80 liter vizet
toltottek, a két tartalyban azonos mennyiségd viz lett. Mennyi viz
volt a tartalyokban eredetileg?

95.° Az egyik polcon 4-szer tébb kényv volt, mint a maéasikon. Mi-
utan az egyik polcrdl levettek 5 konyvet, a masikra pedig tettek
16-ot, a két polcon azonos lett a kényvek szama. Hany konyv volt
a polcokon eredetileg?

96.° Az apa 26 éves, a fia pedig 2 éves. Hany év mulva lesz az apa
5-szor 1dGsebb a fidnal?

97.° Az anya 40 éves, a lanya pedig 18 éves. Hany évvel ezel6tt volt
a lany 3-szor fiatalabb az anyjanal?

98.° Az iskolai konyvtar részére 40 helyesirasi és értelmez§ szotart
vasaroltak, amelyekért 690 hrivnyat fizettek. Hany szétart vettek
mindegyik fajtabdl, ha a helyesirasi szotar 15, az értelmezé pedig
24 hrivnyaba keril?

99.° Az ugyfél 3000 hrivnyat tett be a bankba két kiillonb6zd szamlara.
Az egyik szamla évi 7%, a masik pedig évi 8% kamatot fizet. Egy
év alatt 222 hrivnyat kamatozott a pénze. Mennyi pénzt tett be
mindegyik szamlara?

100.° A pénztarban 2 és 5 hrivnyasbdl 19 bankjegy volt, ami Gsszesen
62 hrivnyat tett ki. Hany darab 2 hrivnyas, illetve 5 hrivnyas volt
a pénztarban?

101.° Két raktarban azonos mennyiségl szén volt. Miutan az egyikbdl
elszallitottak 680 tonnat, a masikbdl pedig 200 tonnat, az els6
raktarban 5-szor kevesebb szén maradt, mint a masikban. Mennyi
szén volt a két raktarban eredetileg?

102.° Petinek és Lackénak ugyanannyi pénze volt. Miutdn Peti
30 hrivnyat, Lacké pedig 45 hrivnyat koltott konyvekre, Petinek
2-szer annyl pénze maradt, mint Lackonak. Mennyi pénziik volt
a fitknak eredetileg?
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103.° Az egyik zsakban 5-szor tobb liszt volt, mint a masikban. Mi-
utan az egyik zsakbdl 12 kg lisztet atontottek a masikba, a masik
zsakban 1év6 liszt mennyisége az % részét tette ki az elsd zsakban
1évG liszt tomegének. Hany kg liszt volt a zsdkokban eredetileg?

104.° Az egyik konténerben 3-szor tébb szén volt, mint a masikban.
Miutan az elsé konténerbdl 300 kg szenet atontottek a masikba,
az els6 konténerben maradt szén tomege a masik konténerben 1évg
szénnek a 60%-at tette ki. Mennyi szén volt a konténerekben ere-
detileg?

105.° Az egyik munkasnak 90, a masiknak 60 alkatrészt kellett elké-
sziteni. Az els6 munkas naponta 4 alkatrészt készitett el, a masik
pedig 5-6t. Hany nap mulva kell az els6 munkasnak 2-szer annyi
alkatrészt elkészitenie, mint a masiknak, ha figyelembe vessziik,
hogy egyszerre kezdtek el dolgozni?

106.° Az egyik tartalyban 200, a méasikban pedig 640 liter viz volt.
Miutan a masodik tartalybdl kétszer annyi vizet hasznaltak el,
mint az els6bdl, a masodikban 3,5 szer tobb viz maradt, mint az
els6ben. Hany liter vizet hasznaltak el mindegyik tartalybdl?

107.° Két, egymastol 385 km-re 1évG varosbdl egy személygépkocsi és
egy teherautdé indult el egymassal szemben. A gépkocsi sebessége
80 km/d, a teheraut6é pedig 50 km/6 volt. Hany éra mulva talal-
koznak, ha a teheraut6 4 6raval kés6bb indult el, mint a személy-
gépkocsi?

108.° Az egyik telepulésrdl a méasikba egy gyalogos indult el 4 km/é
sebességgel. 1,5 6ra mulva a masik falubdl vele szemben elindult
egy kerékparos 16 km/6 sebességgel. Hany perc mulva talalkozik
a kerékparos a gyalogossal, ha a két telepulés kozotti tavolsag
14 km?

109.° A két varos kozotti tavolsag a folyon 55 km-rel révidebb, mint
az orszaguton. Az egyik varosb6l a masikba eljuthatunk hajéval
6 6ra alatt, vagy autdbusszal az orszaguton 3 d6ra 30 perc alatt.
Hatarozzatok meg a hajéo és az autdbusz sebességét, ha a hajo
sebessége 30 km/6-val kisebb az autébuszénal.

110.° A motoros hajé 4 éran keresztiil ment a vizfolyas irdnyaban
és 3 oran at a vizfolyassal szemben. A haj6é a vizfolyds irdnyaban
48 km-rel hosszabb utat tett meg, mint a vizfolyassal szemben.
Hatarozzatok meg a hajé sebességét allévizben, ha a vizfolyas se-
bessége 2,5 km/6.

111.° A turista a folyén 5 6ran at utazott egy tutajon a vizfolyas
iranyaban, aztan 1,5 6rat egy motorcsénakon a vizfolyassal szem-
ben. A csonak sebessége allovizben 24 km/6. Hatarozzatok meg a
vizfolyas sebességét, ha a turista a vizfolydassal szemben 23 km-rel
tobbet haladt, mint a vizfolyas iranyaban.
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112.° Két dobozban 6sszesen 55 kg keksz volt. Miutan az elsé doboz-

ban 1év6 keksz mennyiségének az % részét atraktak a masikba,

az els6 dobozban 5 kg-mal tobb keksz lett, mint a masikban. Meny-
nyi keksz volt a két doboz mindegyikében eredetileg?
113.° Két kosarban 24 kg korte volt. Miutan az egyik kosarban 1évé

korte % részét atraktak a masikba, a méasik kosarban 2-szer any-

nyl korte lett, mint amennyi az els6ben maradt. Hany kg korte
volt a kosarakban eredetileg?
114.° Harom polcon kényvek vannak. Az els§ polcon az 6sszes konyv
& 4ll, a masikon a 60%-uk, a harmadikon pedig 8 konyvvel
kevesebb volt, mint az elsén. Hany konyv van mindegyik polcon?
115.° Egy bizonyos mennyiségi tejet négy kannaba ontotték szét. Az

els6 kannaba kerilt az Osszes tej 30%-a, a masodikba az els6be

ontott tej % része, a harmadikba 26 l-rel kevesebbet, mint az el-

s6be, a negyedikbe pedig 10 l-rel tébb, mint a méasodikba. Hany
liter tej lett mindegyik kannaban?

116.° A turistakat satrakban szallasoltdk el. Hogyha mindegyik sator-
ba 6 turistat szallasolnak el, akkor 5-nek nem jut hely, ha pedig
mindegyik satorba 7 turistat helyeznek el, akkor 6 hely szabadon
marad. Hany turista vett részt a kirdndulason?

117.° A hetedikesek részére karacsonyi ajandékot készitettek. Hogyha
mindegyik csomagba 4 narancsot tesznek, akkor 3-ba nem jut na-
rancs, ha mindegyik csomagba 3 narancsot tesznek, akkor viszont
25 db megmarad. Hany narancsot kell szétosztani?

118.° A munkas Ugy tervezte, hogyha naponta elkészit 20 alkatrészt,
akkor id6ben elkésziil a feladattal. Mivel a tervezettnél mindennap
8 alkatrésszel tobbet készitett el, ezért mar 2 nappal a hataridg
el6tt 8 alkatrésszel tobb volt a tervezettnél. Hany nap alatt kellett
volna elkészitenie a munkasnak az alkatrészeket?

119.° A vizsgara késziilve a tanulé Ggy tervezte, hogy naponta meg-
old 10 feladatot. Mivel mindennap 4 feladattal tobbet oldott meg,
ezért 3 nappal a vizsga el6tt mar csak 2 olyan feladata volt, amit
még nem oldott meg. Osszesen hany feladatot tervezett megoldani
a tanul6?

120.° Egy kétjegyl szamban a tizesek helyén all6 szamjegy 3-szor
nagyobb az egyesek helyén 4allé szamjegynél. Ha felcseréljiik a
szamjegyeket, akkor a kapott szdm 54-gyel kisebb lesz, mint az
eredeti. Hatarozzatok meg az eredeti kétjegyd szamot.



24 1.8. EGYVALTOZOS LINEARIS EGYENLETEK

121.° Egy kétjegyl szamban a tizesek helyén allé szamjegy 2-vel ki-
sebb az egyesek helyén allé6 szamjegynél. Ha felcseréljiik a szam-

jegyeket, akkor az igy kapott szam lg-szer nagyobb lesz az ere-

detinél. Hatarozzatok meg az eredeti kétjegyd szamot.

122.°* Két, egymastdl 270 km-re 1év6 varosbdl egyszerre két gépkocsi
indult el egymassal szemben. Az induldsuk utan 2 o6raval mar
csak 30 km volt kozottiik a tavolsag. Hatarozzatok meg a gépko-
csik sebességét, ha az egyik sebessége 10 km/é-val nagyobb, mint
a masiké.

123.°* Van két réz-cink 6tviozetink. Az egyik 6tvozetben 9%, a masik-
ban 30% a cink részaranya. Hany kilogramm o6tvozetet kell ven-
nink mind a két fajtabdl, hogy olyan 300 kg otvozetet kapjunk,
amelyben a cink részaranya 23%?

124.°° Van két vizes séoldatunk. Az egyik oldatban 25%-0s, a masik-
ban 40%-0s a sétartalom. Hany kilogramm oldatot kell Gsszeke-
verniink mindegyik fajtabdl, hogy 50 kg 34%-o0s sboldatot kapjunk?

I ISMETLO GYAKORLATOK

125. Szamitsatok ki a kifejezések értékét:
1) -9,6 : 12 — 29 : (-5,8) + 4 : (-25);
9) —8.4.d-4/+124 . (-08-2 2

A e
3) {0,4-5)-5-3-1,?5.{ ?E)?

4) [E,G :{ -%)- 26 {-%D -{-%)- 0,6 ¢ (= 0.A8).

126. Szamitsatok ki a kifejezések értékét:
1) 14 — 6x, ha x = 4; —2; 0; —0,3; %;
2) a®> + 3, haa="17-2;0; 04; —1%;_
3) @2m — 1) n, ha m=0,2, n =-0,6.
127. A megadott x értékeknek megfelelGen szamitsatok ki a —3x + 2
kifejezés értékét, majd toltsétek ki az alabbi tablazatot:

X -4 | -3 | 2 | -1 0 1 2 3 4
—3x + 2

128. Milyen szamjegyet kell irnunk a 37 bal és jobb oldalara, hogy
az igy kapott szdm oszthat6 legyen 6-tal?
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129. Van-e gyoke az egyenletnek:
1) x? = 0; 2) x? = -1, 3) | x| =x 4 | x| =-
Igenld valasz esetén nevezzétek meg a gyokot.

130. Lehet-e egész szém a kifejezés értéke:

1,
) X 2) .1:+1

I GYAKOROLJUK A NEM HAGYOMANYOS MODSZEREKET

131. Hatarozzatok meg az n minden természetes értékét, amelyeknél
az n — 2, n + 24, n + 26 kifejezések értéke primszam lesz.

1. SZAMU FELADATSOR. ONELLENORZES TESZT FORMAJABAN
1. Szamitsatok ki az 5 — 4b kifejezés értékét, ha b = -2.

A) 3; B) -3; C) 13; D) —-13.
2. Szamitsatok ki az %m+%ﬂl kifejezés értékét, ha m = 35, n = —18.
A) 1; B) 2; C) 3; D) 4.

3. Az alabbiak kozil melyik kifejezés fejezi ki az a és b szorzatanak
és a ¢ szamnak a kilonbségét?
A) a — bg; B) ab - ¢; C)a b -o; D) (@ - b) c.

4. Az alabbi algebrai kifejezések koziil valasszatok ki az egész kife-
jezést.

b b+E b+E +E h+E
A) oo B) 2 C) D) 2£2,
5. Hatarozzatok meg a 7x + 2 = 3x — 6 egyenlet gyokét.
A) 2; B) 1; C) -2; D) -1.
6. Az alabbi egyenletek kozul melyik linearis?
A) 2x + 3 = 0; C) |l x| —-4=0;
B) 1.0, D) x—1) (-2 = 0.
7. Oldjatok meg az E_E_E egyenletet.
A) 12; B) 36; C) —6; D) -1.
8. Oldjatok meg a 2 (x — 3) — (x + 4) = x — 10 egyenletet.
A) 0; C) x — barmely szam lehet;
B) nincs gyoke; D) 10.
9. Az a mely értékénél nem lesz gyoke az (@ + 4) x = a — 3 egyenletnek?
A) 3; B) —4; C) 0; D) nem létezik ilyen szam.
10. Tudjuk, hogy az a szam 45%-a 7-tel nagyobb az a %-nél. Hata-

rozzatok meg az a szamot.
A) 36; B) 45; C) 60; D) 90.
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11. Harom munkas 70 alkatrészt készitett. Az els6 munkas 2-szer
kevesebb alkatrészt gyartott, mint a masodik, a harmadik pedig
10-zel tébbet, mint az elsd.

Legyen x az els6 munkas altal elkészitett alkatrészek szama. Az
alabbi kifejezések kozll melyik felel meg a feladat feltételének?
A) x + 2x + 2x + 10 = 70; C) x + 2x + 2x — 10 = 70;

B) x + 2x + x + 10 = 70; D) x+ 2x + x— 10 = 70.

12. Az els6 foldrészlegen 4-szer annyl malnabokor van, mint a maso-
dikon. Miutan az elsé részlegr6l 12 bokrot atiltettek a méasodikra,
a masodik részlegen 2-szer kevesebb lett a malnabokrok szama,
mint az elsén.

Tegyuk fel, hogy a masodik részlegen x bokor volt eredetileg. Az
alabbi kifejezések kozil melyik lesz a feladatban el6fordulé ese-
mény matematikai modellje?

A2 (4x - 12) = x + 12 C)4x + 12 =2 (x — 12);

B) 2 (4x + 12) = x — 12; D) 4x — 12 = 2 (x + 12).

AZ 1. PARAGRAFUS OSSZEFOGLALASA

Valtozot tartalmazo kifejezés
Az olyan kifejezést, amely szamokat, betliket, matematikai mive-
leteket, zardjeleket tartalmaz, betlikifejezésnek vagy valtozét tar-
talmazdé kifejezésnek nevezziik.

Algebrai kifejezések
1) Szamkifejezések.
2) Valtozot tartalmazo6 kifejezések (betlkifejezések).
Egész kifejezés
Az olyan kifejezést, amelyikben nem szerepel valtozéval vald osz-
tas, egész kifejezésnek nevezzik.

Egyvaltozoés linearis egyenlet
Az ax = b alaku egyenletet, ahol x valtozo, az a és b tetszlleges
szamok, egyvaltozds linearis egyenletnek nevezziik.

A szoveges feladatok megoldasanak algoritmusa
1) A feladat feltétele alapjan feldllitani az egyenletet (a feladat
matematikai modelljét).
2) Megoldani a kapott egyenletet.
3) Leellendrizni, hogy a kapott eredmény megfelel-e az adott feladat
feltételének, és felirni a feleletet.

Az egyvaltozos linearis egyenlet megoldasa

Az a és b értékeli | a #0 a=0,b=0 a=0,b+£0

Az ax = b egyenlet x-i x - barmely szém Az Qegyenh?tnek
gyokei 3 nincs gyoke




EGESZ KIFEJEZESEK

e Ebben a paragrafusban megtanuljatok, hogyan kell egysze-
ribb alakra hozni a kifejezéseket, megismerkedtek olyan kép-
letekkel és modszerekkel, amelyek megkonnyitik a kifejezések
atalakitasat.

o Meggy6z6dtok arrdl, hogy a szam négyzetre és kbbre valo
emelése a szamtani miveleteknek egy kuldn esete.

e Megtanuljatok osztalyozni az algebrai kifejezéseket.

Egyenlé kifejezések. Azonossagok

Megvizsgalunk két par kifejezést:

1) x° — x és bx® — bx;

2) 2 (x—1) -1 és 2x — 3.

A tablazatok e kifejezések értékeit tartalmazza az x valtozd néhdny
értéke esetén.

X -2 -1 0 1 2

x° — x -30 0 0 0 30
5x% — 5x | —-30 0 0 0 30
x -2 -1 0 1 2
2@x-1)-1 -7 -5 -3 -1 1
2x — 3 =7 -5 -3 -1 1

Latjuk, hogy ezek az értékek egybeesnek mindegyik kifejezéspar
esetén.

Teljestil-e ez a torvényszerliség az x valtozé tetszéleges értékére?

Az elsé tablazatban szerepld kifejezéseknél lathatjuk, hogy nem
teljestil. Példaul, ha x = 3, akkor az x° — x = 3° — 3 = 240, és az
5x* —bx =5 -3 -5 -3 =120.
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Ugyanakkor a masodik tablazatba foglalt kifejezések értékei min-
dig egyenlGk lesznek az x valtozé barmely értékénél. Bebizonyitjuk ezt.
2(x—-1)—-1=2x—-2—-1=2x — 3, vagyls miutdn egyszerlibb
alakra hoztuk a 2 (x — 1) — 1 kifejezést, a 2x — 3 kifejezést kaptuk.

Meghatarozas. Azokat a kifejezéseket, amelyeknek az
értéke egyenlo egymassal a valtozé barmely értéke mellett,
azonosan egyenld6 kifejezéseknek nevezzik.

Példaul a 2 (x — 1) — 1 és 2x — 3 kifejezések azonosan egyenlGek,
az x° — x és bx® — bx kifejezések pedig nem azonosan egyenlGek.

Lassunk néhany példat azonosan egyenld kifejezésekre:

7 (@ + b) és Ta + 7b;
3x +yésy + 3x;
m?np és nm?p;
a—(b+césa—->b-c

Megvizsgaljuk a 7 (@ + b) = 7a + Tb egyenl8séget. A szorzas szét-
tagolasi tulajdonsaga alapjan elmondhatjuk, hogy ez az egyenlGség
mindig igaz lesz az a és b valtozd barmely értéke mellett.

Meghatarozas. Azt az egyenléséget, amely igaz a valtozo
barmely értéke mellett, azonossagnak nevezziik.

Egy azonosan egyenl$ kifejezésparbdl nagyon kénnyen azonossagot
kaphatunk.

Példaul mind a harom egyenlGség

3x +y=y+ 3x,
m2np = nm?p,
a-b+tco=a-b-c
azonossag.

Megjegyezzik, hogy azonossdgokkal mar taldlkoztatok korabban
1s. Példaul az 6sszeadas és a szorzas tulajdonsagait kifejezG egyenld-
ségek azonossagnak tekinthetdk:

a+b=>b+q;
@a@+b+c=a+®+o0;
ab = ba;
(ab) ¢ = a (bo);
a (b +c)=ab+ ac

Meghatérozzuk a 1la — 3a + 2 kifejezés értékét, ha a.-l. Termé-

=
szetesen kiszamithatjuk a kifejezést gy is, hogy rogton behelyette-
sitjik az a helyére az é:—-t: 11 -%—B-%+ 2. De sokkal egyszer(ibb, ha

el6szor 6sszevonjuk az egynemd tagokat, igy a 11la — 3a + 2 kifejezés
azonosan egyenl( lesz a 8a + 2 kifejezéssel. Ha most behelyettesitjik
1

az a helyére az -:1-%, megkapjuk: S-§+ =1,
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Az adott kifejezés cseréjét a vele azonosan egyenld kifejezéssel, a
kifejezés azonos atalakitasanak nevezzik.

Az egynemi Osszeadanddk Gsszevondsa, a zardjelek felbontasa a
kifejezések azonos atalakitasanak tekinthet6k. Ha egyszerdsitjik a
kifejezést, valgjaban egy vele azonosan egyenld kifejezésre cseréljik.

Ahhoz, hogy bebizonyitsuk, hogy az adott egyenlGség azonossag
(vagy, ahogy mondani szoktak bebizonyitani az egyenlGséget), a ko-
vetkezd technikakat (médszereket) alkalmazzuk:

e azonosan dtalakitjuk az adott egyenldség egyik oldaldt ugy, hogy

megkapjuk a mdsik oldalt,

e azonosan dtalakitjiuk az egyenléség mindkét oldaldat ugy, hogy az

egyenléség mindkét oldalan ugyanazt a kifejezést kapjuk;

o megmutatjuk, hogy az egyenléség bal és jobb oldaldnak a kiilonb-

sége azonosan egyenld nulldval.

1. PELDA Bizonyitsatok be az azonossagokat:

1) 2 Ba+4b) + 3 (@ —7b) — 7 2a — Tb) = —ba + 360b;
2) 0,6 x—5)+0,4 (x+1) =08 (x+2) +0,2 (x — 21);
ab-c+bc—a)=c((b-a.
Megoldds: 1) Egyszertibb alakra hozzuk az egyenldség bal ol-
dalat:
2 (Ba + 4b) +3(a—Tb) — 7 (2a — Tb) =
= 6a + 8b + 3a — 21b — 14a + 49b = —ba + 36b.
Bebizonyitottuk az azonossagot.
2) Egyszertbb alakra hozzuk az egyenlGség bal és jobb oldalat:
06 (x—-5)+04(x+1)=06x-3+04x+ 0,4 =x— 2,6
0,8 x+2)+0,2(x—-21)=08x+ 1,6+ 0,2x — 4,2 = x — 2,6.
Mivel ugyanazt a kifejezést kaptuk, ezzel az azonossiagot bebizo-
nyitottuk.
3) Megvizsgaljuk a bal és a jobb oldal kiilonbségét:
ab-c+b(c—a—cb-a=ab—-ac+ bc—ab—->bc+ ac=0.
Bebizonyitottuk az azonossigot. @

2. PELDA Bizonyitsatok be, hogy az (a@ + 2) (@ — 3) = a? — 6 egyen-
16ség nem azonossag.

Megoldds: A bizonyitashoz elegendd felhozni egy ellenpélddt:
megmutatni a valtozénak olyan értékeit (ha lehet néhanyat), ame-
lyeknél az adott egyenl6ség nem teljestl.

Példaul, ha a = 1, akkor:

@+2)@-3=01+20-3)=-6; a*—6=1-6=-5.

Tehat az adott egyenl6ség nem azonossig. @
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-~

1. Mit nevezink azonosan egyenlé kifejezéseknek?

2. Mit nevezink azonossagnak?

3. Mit neveziink az kifejezés azonos atalakitdsanak?

4. A kifejezések milyen azonos atalakitasait ismeritek?

5. Milyen mddszereket alkalmazunk az azonossagok bizonyitasanal?

I GYAKORLATOK

132.° A szamtani miveletek mely tulajdonsagainak felhasznéalasaval
tudjuk igazolni, hogy az alabbi kifejezések azonosan egyenlGek:
1) ab + cd és cd + ab; 4) x+2)(x+3)és 3+x 12+ x);
D@+l +bésa+@+db; 57 (@-4) és Ta— 287
3) a - 4b és 4ab;

133.° Azonossagok-e az alabbi egyenldségek:

1) 2x — 12 = 2 (x — 6); 7 3a —a=3;

2)a—b=—b - a) 8) 4x + 3x = Tx;

3)3m +9=3(m + 9); Na-b+t+co=a->b+ ¢

4) @+ 1=a+F 100)0m+@m—-—k =m+n-—Ek

5) i@+ E -0=a+k 11) 4a — Ba — 5) = a + 5;

6) @—a)(® + b =0; 12) (@a-5)@+3)=6G-0a B+ a)?

134.° Azonosan egyenlGk-e a kifejezések:
1) 8@—b+c) és 8a—8b+ 8¢;3) ba—4) — (2a—17) és 3a — 11?
2) =2 (x — 4) és —2x — §;

135.° Hasonlitsatok ossze az a? és | a | kifejezések értékeit,
ha a = — 1; 0; 1. Kijelenthetjik-e, hogy az a?> = | a | egyenlGség
azonossag?

136.° Az alabbi kefejezések koziil melyik lesz azonosan egyenl§ a
—3a + 8b — a — 11b kifejezéssel:
1) —4a + 3b; 2) —3a + 3b; 3) —4a — 3b; 4) —3a — 3b?
137° A —10a + 7, —10a — 7, —14a + 7, —14a — 7 kifejezések kozott
talaljatok meg azt, amelyik azonosan egyenld a —12a + (7 — 2a)
kifejezéssel.
138.° Bizonyitsatok be az azonossagokat:
1) =5x — 6 (9 — 2x) = Tx — 54;
2) La2-0,60+0,09=01z+4;
3@ —-a) -7 - 3a) =14 + 18a;
4) 6x —8) — bx — (4 — 9x) = 10x — 12;
5) 3 (2,1m — n) — 0,9 (7m + 2n) = —4,8n;

6) %{—%xﬂi)—%{@l -1%,-.::]: 0.
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139.° Bizonyitsatok be az azonossagokat:
1) -0,2 (4b —9) + 1,4b = 0,60 + 1,8;
2) (5ba — 3b) — (4 + 5a — 3b) = —4;
3) 5 (0,4x — 0,3) + (0,8 — 0,6x) = 1,4x — 0,7,
1 1 _1
4) 3 M -271- E{E}I_ 1,5:]— a

140.° Az alabbi egyenlGségek koziil melyek azonossagok:

1) (2a — 3b)? = (3b — 2a0)% 5 | a>+4 | =a®+ 4

2) (@-0¢=(0-0a% 6) la+bl=]lal+1bl
|l a+5]|=a+b5; Nla-11]1=]al -1
) la-b|l=|b-al; 8) a2 - b= (a - b)*?

141.° irjétok fel egyenlGségek formajaban az alabbi allitasokat:
1) két ellentett szdm Osszege egyenld nullaval;
2) az adott szam és az 1 szorzata egyenld 1-gyel;
3) az adott szam és a —1 szorzata egyenl6 az adott szam ellen-
tettjével;
4) az ellentett szamok modulusa egyenld egymassal,
5) az ellentett szamok kiilonbsége egyenlS nullaval.
Melyik azonossag a fenti egyenlGségek koziil?
142.° Bizonyitsatok be az azonossagokat:
D4 @2-3m)—6-—m)—2 @Bm+ 4) =-1Tm — 6;
2)a+b—-10ab=2a B-b) —3b (@a—-2)—5 (b + a+ b,
3) 6 ba — 3) + (10 — 20a) — (6a — 4) = ba — (3a — (2a — 4)).
143.° Bizonyitsatok be az azonossagokat:
1) (e—T1-0,6- 0,8 (e 51— (—1,7— 1 47)= 1,5:
9) Ta(b+4d) -aa{m%e::l: 02 (26 + ),
144.° Bizonyitsatok be, hogy az alabbi egyenl6ségek nem azonossagok:
D@+ 3?=a*+09; 3 c+t1P=c+1;
2)0-D0+H=0-Db+1L HIml-Inl=Inl-Iml
145.° Bizonyitsatok be, hogy az alabbi kifejezések nem azonossagok:
1) 4 —m?és (2 - mp 3) m® + 8 és (m + 2) (m? + 4).
2) | —m | és m;

I ISMETLO GYAKORLATOK

146. A személyvonat a két allomas kozotti utat 12 6ra alatt teszi
meg. Ha ezekr8l az allomasokrdl egyidejlileg, egymassal szemben
elindul egy személyvonat és egy tehervonat, akkor az indulastoél
szamitva 8 éra mulva taldlkoznak. Mennyi id§ alatt ér el a teher-
vonat a masik alloméasra?
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147. A farmer két, 0sszesen 24 hektaros foldrészlegen hajdinat ter-
mesztett. Az egyik foldrészlegrél 8 mazsa hajdinat takaritott be
hektaronként, a masikrél pedig 9 mazsat. Hany mazsa termést
takaritott be a farmer Gsszesen, ha a masodik részlegr6l 46 q-val
tobbet gy{jtott be, mint az els6r6l?

148. Tudjuk, hogy a > 0 és a + b < 0. Hasonlitsatok Gssze:

1) b és 0 2l alés| bl

149. Az aru arat elGszor 50%-kal felemelték, aztan 50%-kal csokken-
tették. Tobb vagy kevesebb lett az aru ara az eredetihez viszonyit-
va, ha igen, akkor hany szazalékkal?

150. A Dnyeper folyd 6sszesen 2201 km hosszd. Ebb6l az ukrajnai
szakasza 981 km. A Gyeszna foly6 hossza 1130 km, ebbdl az uk-
rajnai szakasza 591 km. Szazalékban szadmitva melyik folyénak
hosszabb az ukrajnai szakasza?

I GYAKOROLJUK A NEM HAGYOMANYOS MODSZEREKET

151. A tablara fel vannak irva az 1, 2, 3, ..., 10 szamok. Az els§
lépésben kivalasztunk két szamot, mindkettjiikkhéz hozzaadhatunk
5-6t vagy mindkett6jiikbdl elvehetink 1-et. Ezeknek a lépéseknek a
segitségével elérhetjik-e, hogy a tablan 1év6 Osszes szam egyenl( le-
gyen?

Sl A természetes kitevoji hatvany

Mar tudjatok, hogy a matematikdban megtalaltak a médjat az azo-
nos tényezdket tartalmazé szorzat rovidebb felirasanak.

A
Példaul L.1 -l={%) .

)
A {%:I kifejezést hatvanynak nevezziik, az % a hatvany alapja,
a 3 a hatvany kitevdje.

Meghatarozas. Az a szam természetes n kitevojii hatva-
nyanak nevezziuk azt az n tényez6bol allo szorzatot, amelynek
minden tagja a-val egyenlo.

Az a alapu és n kitevGjd hatvanyt a" alakban irjuk fel és igy
olvassuk: a az n-edik hatvanyon. Ha a hatvanykitevé 2 és 3, akkor
az a? kifejezést igy olvassuk: a a négyzeten, az a*-t pedig: a a kébon.
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Felhivjuk a figyelmetek a természetes kitevGjli hatvany megha-
tarozasaban az n > 1 feltételre. Kézenfekvs, nem vizsgalhatunk egy
olyan szorzatot, amelyik csak egy tényezGbdl all.

Es lehet-e 1 a hatvanykitev6? Erre a kérdésre a valaszt a kovetkezd
meghatarozas adja meg.

Meghatarozas. Az a szam az els6 hatvanyon magaval az
a szammmal egyenlo.

A fenti meghatarozas szerint minden szdmra ugy tekinthetlink,
mint az adott szam els6 hatvanyara.

A két meghatarozas alapjan felirhatjuk:

i =ai-..-2, han>1,

_———

T
a' = a.

Konnyen kiszamithatjuk, hogy 25 = 32. Ebben az esetben azt mond-
juk, hogy a 2-t az 6todik hatvanyra emeltiik, és 32-t kaptunk.
De azt is mondhatjuk, hogy elvégeztiik a 2 6to6dik hatvanyra valé
emelését.

A (-3)? = 9 egyenlGség azt jelenti, hogy a — 3-at négyzetre emel-
tik, és eredményiil 9-et kaptunk, a (-3)? = —27 egyenlGség azt jelenti,
hogy a — 3-at kobre emeltiik, és eredményil —27-et kaptunk.

Megjegyezzik, hogy az algebrai kifejezések az 6sszeaddson, kivo-
nason, szorzason és osztason kivil hatvanyozast is tartalmazhatnak.

Konnyen belathat6, hogy amikor a > 0, akkor o > 0; ha a = 0,
akkor 0" = 0.

Tehat, ha egy nem negativ szamot hatvanyra emeliink, ered-
ményiil szintén nem negativ szamot kapunk.

Ha negativ szamot emeliink hatvanyra, akkor két eset lehetséges.

1) Ha a hatvanykitevé paros szam, akkor hatvanyra emelésnél a
tényezbdket parosithatjuk.

Példaul (-2)° = ((-2) (-2)) - (-2) (-2)) - (-2) (-2)).

2) Ha a hatvanykitevd paratlan szam, akkor a parositas utan egy
szamnak nem marad parja.

Példaul (-2)° = ((-2) (-2)) - (-2) (-2)) - (-2).

Mivel két negativ szam szorzata pozitiv szam, ezért igazak a ko-
vetkezd allitasok:

negativ szam hatvanyra emelésekor, ha a hatvanykitevé pa-
ros szam, akkor eredményiil pozitiv szamot kapunk, ha pedig
a negativ szam hatvanykitevdje paratlan, akkor az eredmény
negativ szam.

Lehet-e példaul az 5-6t 0 vagy —2 hatvanyra emelni? A valasz igen.
Hogy hogyan kell ezt elvégezni, errdl a 8. osztalyban fogtok tanulni.
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1. PELDA Oldjatok meg az (x — 10)® = —1 egyenletet.

Megoldads: Mivel barmely negativ szam hatvanyra emelésekor, ha
a hatvanykitevd paros, eredményiil nemnegativ szamot kapunk, ezért
az adott egyenletnek nincs megoldasa.

Felelet: nincs megoldas. @

2. PELDA Bizonyitsatok be, hogy a 102° + 2 kifejezés értéke oszt-
hat6é 3-mal.

Megolddas: A 10%°° kifejezés értéke egy 1l-es szamjegybdl és 200
darab nullabdl all, a 102°° + 2 kifejezés eredménye egy 1-es, egy 2-es
szamjegybdl és 200 darab nullabdl all. Tehat, ha 6sszeadjuk a kifeje-
zés értékének a szamjegyeit, az Osszeadds eredményéiil 3-at kapunk,
ezért maga a szam is oszthatd 3-mal. @

3. PELDA Bizonyitsatok be, hogy a 9" — 1 kifejezés értéke oszthaté
10-zel barmely paros n esetén.

Megoldds: Ha n paros szam, akkor a 9" kifejezést olyan szorzat-
ként irhatjuk fel, amelyik paros szamu kilencesbGl Aall:
0= (0.0 (9 -9, (093 Mivel 9-9=81, ezért a (9 @ (9. 9,,, (3. 0
kifejezés értékének utolsé szamjegye 1. Tehat a 9" — 1 kifejezés érté-
kének utols6 szamjegye 0. Levonhatjuk a kovetkeztetést, hogy a 9" — 1
kifejezés értéke oszthaté 10-zel barmely paros n esetén. @

?

1. Mit nevezink az a szam természetes n kitev6s hatvanyanak n > 1
esetén?

2. Hogyan olvassuk el a kévetkezd kifejezéseket: a”, a?, a3?

3. Mit neveziink az a szam elsé hatvanyanak?

4. Mennyivel egyenlé a 0" kifejezés értéke barmely termésetes n
esetén?

5. Pozitiv vagy negativ szdmot kapunk pozitiv szam hatvanyra eme-
Iésekor?

6. Pozitiv vagy negativ szamot kapunk negativ szdm hatvanyra eme-
Iésekor, ha a hatvanykitevé paros? Ha paratlan?

I GYAKORLATOK

152.° Olvassatok el a kifejezéseket, nevezzétek meg a hatvany alapjat
és a hatvanykitevét:
1) 95, 3) 0,3% 5) (=0,6)3; 7) 73%
2) 2,47 4) (=8)% 6) —a)'; 8) (3p)*.
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153.° irjétok fel hatvany alakjaban az azonos tényezGket tartalmazod

kifejezéseket:
1)5-5-5"5; 5) x? - x% - x% - a%
2) 7)) - 1) - ) 6) ¥ ¥ m - B
10 i+
a-a-a-a-aq 7) Q4. 04, 0
bt
4) 2m - 2m - 2m - 2m - 2m; 8)-:\_-::?_-%‘.
I

154.° A hatvany meghatarozasanak felhasznalasaval irjatok fel szor-
zat alakjaban a hatvanyokat:

Y
1 115 9 (-4 5) (3,60’
2) 0,14 4) (50)% 6) (a + b)s.
155.° Hatarozzatok meg a kifejezés értékét:
i
D2 9 15" 5 1% &
{4
2) 0,62 4) 05; 6) (-1)'%; 8) {-1§) .
156.° Végezzétek el a hatvanyraemelést:
&
7 9 1.2 o9 m -]
1y 14
2 05" 9 o {1 9 {-01] .
157.° Toltsétek ki a tablazatot:
a | 2 | 2| 10| -0|o01 |01 & |-L
b ) 2 2
aZ
a3
a4
158.° Toltsétek ki a tablazatot:
o | -6 | 6 |—04| 04| 3 |003 % | oo
10a?
(10a)?
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159.° A Krim félsziget Ukrajna legnagyobb félszigete. Teriilete
2,565 - 10* km?. Fejezzétek ki ezt a teriiletet természetes szammal
négyzetkilométerekben.

160.° A Fold és a Nap kozotti tavolsag 1,495 - 10! m. Fejezzétek ki
ezt a tavolsagot természetes szammal méterekben.

161.° A szarazfold és a szigetek tertlilete a Foldon 1,49 - 10% km?, az
6ceanok tertilete pedig 3,61 - 10° km?. Fejezzétek ki ezeknek a
teriuleteknek a nagysagat természetes szammal.

162.° Szamitsatok ki:

1) 82 — 11 3) ,2-9 4. 25%

2) 09 &% 4) (63 : 200 — 0,42) : 0,23.
163.° Szamitsatok Kki:

1) 43 + 35, 2) 0,63 — 0,43; 3) nlz.5t

164.° Hatarozzatok meg a kifejezések értékét:
1) x> — x%, ha x = 0,1;
2) 15a?, ha a = 0,4;
3) (x — 5 ha x=0,8, y =0,6;
4) a?b?, ha a = 0,6, b = 0,5;

5) (@* =y : (x -y, hax=5y=3
6) x> —y?) :x—y,hax=5y=3;
Nx>—y*:(x—-y,hax=5y=3;

8 x?—y>:x—-—y,hax=5y=23.
165.° Hatarozzatok meg a kifejezések értékét:

1) 16 — ¢?, ha ¢ = 2; 3) a®*b?, ha a = 10, b = 0,1;
2) (16x)%, ha x = 0,125; 4) 4a* — a, ha a = 3.
166.° A kifejezések kiszamitasa nélkul tegyétek ki a megfelel§ relacids
jelet:
1) (-5,8)% és 0; 3) (-12)7 és (-6)% 5) (=17)¢ és 175,
2) 0 és (-3,7)% 4) —8% és (—8)%; 6) (—34)° és (-39)°.
167.° A kifejezések kiszamitasa nélkiil tegyétek ki a megfelel§ relacids
jelet:
1) 0 és (-1,9); 3) (=0,1)2 és (—12)%;
7 g1
A (—T6)15 X ae 152
2) 0 és (—76)"; 4){ gjl es{ﬁnjl.

168.° Hasonlitsatok ossze 0-val a kifejezések értékét: 21°0; (—2)100; —2100,
—(=2)1°°, Van-e kozottiuk olyan kifejezés, amelynek azonos az értéke?
169.° Hasonlitsatok 6ssze 0-val a kifejezések értékét: 501; —5101; (—5)101;
—(=5)1%t, Van-e a kozottik olyan kifejezés, amelynek kiilonbozé az
értéke?
170.° Igazak-e az alabbi egyenldségek:
1) 32 + 4% = 72 3 12+ 32+ 5+ T2+ 92 =132
2) 5% + 122 = 13% 49 1 +2+32=1%+ 2%+ 3%
171.° Bizonyitsatok be, hogy: 12 + 2% + 4% + 62 + 82 = 112,



5. A természetes kitev6jl hatvany 37

172.° Rendezzétek novekvl sorrendbe a kifejezéseket:
1) 0,3; 0,3% 0,33 2) —0,4; (=0,4)%; (-0,4)°.
173.° Hasonlitsatok 6ssze 0-val a kifejezések értékét:
D 47 (F12)% 2) (5)° - 11" 3) (F14)* - (=25)" 4) (=7)° - 0°.
174.° Hasonlitsatok 6ssze 0-val a kifejezések értékét:
D21 (30 - ' 2) (=517 - (=6)'* - (7).
175.° irjatok fel:
1) a 16-ot; a 64-et; a 256-ot 4 hatvanyaként;
2) a 0,09-ot; a 0,027-et; 0,00243-et 0,3 hatvanyaként.
176.° Irjatok fel a: 1) 10 000; 2) —32; 3) 0,125; 4) —0,00001; 5) —%
szamokat egynél nagyobb hatvanykitevével és a modulus szerint a
legkisebb lehetséges alappal.
177.° Irjatok fel szamkifejezés alakjaban az aldbbi kifejezéseket, és
szamitsatok ki az értékiket:
1) 7 és 5 kiilonbségének a négyzete;
2) 7 és 5 négyzeteinek kiilonbsége;
3) 4 és 3 osszegének kobe;
4) 4 és 3 kobének Gsszege.
178.° Irjatok fel szamkifejezés alakjaban, és szamitsatok ki az értékét:
1) 5 kobének és 8 négyzetének Osszege;
2) 9 és 8 kulonbségének kdbe;
3) 2,5 és 0,25 négyzeteinek Osszege;
4) 7,8 és 8,2 osszegének négyzete.
179.° Hany:
1) méter; 2) centiméter; 3) milliméter van 1 km-ben?
A valaszokat irjatok fel 10-es alapt hatvanyok alakjaban.
180.° A fény sebessége légiires térben 300 000 km/s.
1) Irjatok fel ezt a szamot 10-es alapa hatvany alakjaban.
2) Fejezzétek ki a fény sebességét méter per szekundumban; a
kapott szamot irjatok fel 10-es alapt hatvany alakjaban.
181.° Hany:
1) négyzetdeciméter; 2) négyzetcentiméter;
3) négyzetmilliméter van 1 négyzetméterben?
A feleletet irjatok fel 10-es alapu hatvany alakjaban.
182.° A -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3 szamok kozil melyek az alabbi egyen-
letek gyokei:

1) x* = 16; 3) 2+ x=2;
2) x° = —243; 4) x3 + x? = 6x?

183.° Az x mely értékénél lesz az alabbi kifejezések értéke nulla:
1) 2x — 3)% 2) (x + 4% 3) (6x — 1)*?

184.° Oldjatok meg az egyenleteket:
1) x =-1; 2) (x — 5)* = —16.
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185.° Az n mely természetes értéke mellett lesz igaz a 8 < 3* < 85
egyenlGtlenség?
186.° Az m mely természetes értéke mellett lesz igaz a 0,07 < 0,4™ <
< 0,5 egyenlGtlenség?
187.°° Bizonyitsatok be, hogy az x* + (x — 1)? kifejezés csak pozitiv
értéket vehet fel.
188.°° Bizonyitsatok be, hogy az (x + 1)? + | x | kifejezésnek csak
pozitiv értéke lehet a valtozé barmely értéke mellett.
189.°° Bizonyitsatok be, hogy az aldbbi egyenleteknek nincs pozitiv
gyoke:
1) 2x* + 5x + 2 = 0; 2) x*+ 3x*+4x>2+3x+1=0.
190.°° Bizonyitsatok be, hogy az alabbi egyenleteknek nincs negativ
gyoke:
Dt —bx+6x2—-—Tx+5=0;, 2)x*+x*+1=x"+2x+x
191.”° Az x és az y mely értékei mellett igazak az alabbi egyenl&ségek:
1) x* + y* = 0; 2) =D+ (y+2)°=0?
192.°° Az x és az y mely értékei mellett igaz az x®* + (y — 3)2 = 0
egyenlGség?
193."° A valtozé mely értéke mellett lesz a kifejezésnek legkisebb az
értéke:
1) x? + 7, 2) (x — )* + 167
194.°° A valtozd mely értéke mellett lesz a kifejezésnek legnagyobb
az értéke:
1) 10 — «% 2) 24 — (x + 3)8?
195.°° Bizonyitsatok be, hogy az alabbi kifejezés:
1) 101 + 103! maradék nélkil oszthatd 2-vel;
2) 167 + 15% — 11° maradék nélkul oszthaté 10-zel;
3) 10 — 7 maradék nélkul oszthat6 3-mal;
4) 6" — 1 maradék nélkil oszthaté 5-tel barmely természetes n
esetén.
196.°° Bizonyitsatok be, hogy az alabbi kifejezés:
1) 10'°° + 8 maradék nélkiil oszthatd 9-cel;
2) 111" — 6 maradék nélkil oszthatd 5-tel barmely természetes n
esetén.

I ISMETLO GYAKORLATOK

197. SzéAmitsatok ki a {a% 10-72 -0t 5,5) £ kifejests ér-
tékét.

198. A 400 kg-os 6tvozethez, amely 15% rezet tartalmaz hozzaadtak
még 25 kg rezet. Mennyi lett ezek utan az 6tvozet réztartalma
szazalékban kifejezve?

199. Az egyik zsakban 80 kg, a masokban 60 kg cukor van. Miutan
az elsé zsakbdl 3-szor tobb cukrot vettek ki, mint a masikbdl,
a masodik zsakban 2-szer annyi cukor maradt, mint az elsGben.
Hany kg cukrot vettek ki a zsakokbdl?
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200. Oldjatok meg az egyenleteket:
D9Cx—-1)-511-x=3x+4); 2)b6x—26=12x—17 (x — 4).

201. Ismert, hogy az a, b és ¢ szamok kozil az egyik pozitiv, a ma-
sik negativ, a harmadik egyenld nullaval, mikoézben teljestil az
| a | = b%2(b — ¢) egyenl6ség. Hatarozzatok meg, hogy az adott
szamok kozul melyik pozitiv, melyik negativ és melyik egyenld
nullaval.

l KESZULUNK AZ UJ TEMA ELSAJATITASAHOZ

202. Hasonlisatok éssze a kifejezések értékeit:
1) 2% - 23 és 2% 3) (3%)? és 35 5) 5% - 23 és (5 - 2)%

a
2 14 3. 1‘ 4 11“ 9 2 9
2) 42 - 4! és 43 4) = es |5] i 6) (0,25 - 4)% és 0,25 - 42,

I GYAKOROLJUK A NEM HAGYOMANYOS MODSZEREKET

203. Egy varos barmelyik metréallomasarél eljuthatunk barmelyik
masik Aalloméasra (lehet, hogy csak atszallasokkal). Bizonyitsa-
tok be, hogy létezik egy olyan Aallomas, amelyiket, ha bezarjuk
(nem utazhatunk 4t rajta), a megmaradt allomasok barmelyikérsl
ugyanugy el tudunk jutni barmelyik masik allomésra.

A természetes kitevojli hatvany
tulajdonsagai

Megvizsgalunk egy olyan szorzatot, amelyik két azonos alapd hat-

vanybdl all: a?a®. Ezt a kifejezést felirhatjuk a alapu hatvanyként:
2z = (z2d) - (zaged) = eadoaas =a’,

Tehat: a%a® = a?*5.

Hasonloképpen meggy6zddhetiink pédaul arrél, hogy a® - a? =
= @2 = @5, 2ot =gl = H10

Megfigyelhetjiik a kovetkezd torvényszertséget: a™z®=a™ "™, ahol
m és n természetes szamok.

Azonban tetszdleges szamu konkrét példa esetén sem tudjuk ga-
rantalni, hogy a vizsgalt egyenl6ség mindig igaz bdrmely természetes
m és n esetén. Az egyenlGség helyességérsl csak bizonyitas utjan

s

gy6z6dhetiink meg.
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A matematikdaban az olyan allitast, amelynek helyességérdl bizo-
nyitas segitségével tudunk meggydz6dni, tételnek nevezzik.
6.1. tétel. Barmely a és barmely természetes m és n szamra
igaz a kovetkezd egyenldség:
atat = a™rtn,
Bizonyitds. m > 1 és n > 1 esetén:

g e R ] s S ) B R L S
— s = e — f— Ta —
[ RT3 [ LTERTF -3 [ + ] Lo

Mivel nem elfogadott az egy tényez6bdl allé szorzat vizsgalata,
ezért a bizonyitas teljessége érdekében kiilon-kiilén megvizsgaljuk a
kovetkezd eseteket: m = 1ésn >1;m >1ésn =1, m = n = 1. Tehat,
ha m =1 és n > 1, akkor

22 =3 (2 - . - BI=EE . @ = O
‘_:1::;#:@-_. ;+1T;n;a;

Az m > 1 és n =1 vagy m = n = 1 eseteket vizsgaljatok meg
onalléan. A

Az az®=a"™*" azonossidg a hatvany alaptulajdonsagat fejezi
ki.

Ez a tulajdonsag igaz harom vagy tobb hatvany szorzata esetében
1s. Pédaul:

:39 i :33 i :3'?':':\:39 i :33) i :3':"= :391-3 i :3':"=E|[9+3]+':"= :391-31-':"::31':.

Tehat azonos alapt hatvanyok szorzasdndl az alapot valto-
zatlanul hagyjuk, a hatvanykitevéket pedig 6sszeadjuk.

Megizsgaljuk az a® : a* kifejezést, ahol a # 0. Ez a kifejezés két
azonos alapu hatvany hanyadosa. Mivel at . &' = 2 ezérta hanya-
dos meghatarozasa alapjan felirhatjuk: a® : a* = a® vagyis a° : a* =
=a?" % E példa alapjan felirhatjuk a kovetkezd tételt.

6.2. tétel. Barmely nullatél kiilonb6zé a szamra és barmely
természetes m és n hatvanykitevére (m > n) igaz a kovetkezé
egyenldség:

a™ . a”=am"" "

Bizonyitds. Megvizsgaljuk az a" és az a™ " hatvanyok szorzatat.

Felhasznalva a hatvany alaptulajdonsagat, felirhatjuk:

e L I
Ekkor a hatvany meghatarozasa alapjan:
am:a*=a"" " A
Ebbdl a tételbll a kovetkezd szabaly kovetkezik:
azonos alapu hatvanyok osztasanal az alapot valtozatlanul
hagyjuk, az osztando hatvanykitevéjébél pedig Rivonjuk az

0szté hatvanykitevdjét.
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Megvizsgaljuk az (a®)* kifejezést. Ennek a kifejezésnek az alapja

a?, a hatvanykitevdje pedig 4. Ezért felirhatjuk:
(2 = alalala? o g e e o g gl

A fenti péda a kovetkezl tétel felirasara ad lehetGséget.

6.3. tétel. Barmely a szam és természetes m és n szamok
esetén igaz a kévetkez6 egyenldség:

(am)n = q™n,

Bizonyitdas. Konnyen belathatd, ha n = 1, akkor igaz az egyen-

18ség. Ha n > 1, akkor felirhatjuk:

Lo rud el
— -

EmrF=am" e egm =gttt 2™, A
= —

EbbdGl a tételbll a kovetkezd szabaly kovetkezik:

hatvany hatvanyozasanal a hatvanykitevéket osszeszoroz-
zuk, az alapot pedig valtozatlanul hagyjuk.

Példaul: (@3 =™ =g g = 2 = W,

Az (ab)? kifejezés példajan megmutatjuk, hogyan tudjuk atalakitani
a szorzat hatvanyat:

@B = @B - (@h) - @B = (2za) - EEE) = 2P

Altaldnos esetben felirhatjuk a kovetkezd tételt.

6.4. tétel. Barmely a és b szam és természetes n szam ese-
tén igaz a kévetkezé egyenléség:

(ab)” = a™b".

Bizonyitds. Kénnyen belathatd, hogyha n = 1, akkor a bizonyitott

egyenldség igaz. Ha n > 1, akkor felirhatjuk:
@B = @) @5 @h) = @a-.. @) @B B = aTE A
& LT [ T T The

Ez a tulajdonsag igaz harom vagy akar tobb tényezl esetén is.
Példaul: zha™ = (iabi 1" = @h® o= a2

Tehat a szorzat hatvianyozdasanal a tényezdéket kiilon-kiilon
hatvanyra emeljiik, majd a kapott eredményeket Gsszeszoroz-
zuk.

1. PELDA 1 Hozzuk egyszeriibb alakra a kifejezéseket:
D @@ 2) a)% 3) (—ah)s

Megoldds: 1) Egymas utan alkalmazzuk a hatvany hatvanyoza-
sanak és az azonos alapi hatvanyok szorzasanak szabalyait:
@Y @ = ol ot = g%,
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2) Mivel —z*=-1.a* ezért felhasznalva a szorzat hatvinyozasa-
nak szabdlyat a kovetkez6t kapjuk:
(—a%® = (-1 - a*° = (-1)? - (@)° = -1 - a® = —a®.
3) Végil: (—a¥t= -1 atf=(-1)% mhi=1 a¥=c® @

2. PELDA irjétok fel hatvany alakjdban a 216 a®b® kifejezést.
Megoldads: Felirhatjuk: 216z%f = 6.2 . &% = 525", @

T 0
3. PELDA Hatéarozzatok meg a kifejezés értékét {1 %:I {%:I .

7 0 T 7 g T g g
VRN P S N = N A - =1 NI SO R 4 N - R~
Megoldas: {13) {4) '{3) {4) {4) '{3 4) {4) '{4) 16 @
4. PELDA Hasonlitsatok Gssze a kifejezéseket:

1) (11" - (=11)3 és (-11)'6; 3) 530 és 920,

2) (-12)'° és (-12)'%; 4) 16° és 652

Megoldas: 1) Felirhatjuk: (-11)** - (—11)? = (-11)'7 < 0. Ezzel egyiitt
felirhatjuk: (-11)%¢ > 0.

Tehat (-11)* - (-11)3 < (=11).

2) Mivel | (<12)* | > | (=12)* |, és a szamok, amelyeket Gsszeha-
sonlitunk negativak, ezért (-12)!° < (-12).

3) Mivel 530 = (5%)1° = 12510 és 920 = (92)10 = 8110, ezért 530 > 920,

4) Felirhatjuk: 16° = (4?)% = (4%)? = 642. Tehat 16° < 65%. @

5. PELDA Milyen szdmjegyre végzddik a 21°° kifejezés értéke?

Megoldas: Felirhatjuk: 219 = (24 = 16%°. Mivel 6 ‘- 6 = 36, ezért
barmelyik 6-ra végz6dd szam szorzatanak az utolsé szamjegye 6 lesz.
Ezért a 6-ra végz6dS szam barmilyen hatvanya 6-ra végzddik.

Felelet: 6. @

‘P

1. irjatok fel azt az azonossagot, amely kifejezi a hatvany alaptulaj-
donsagat!

2. Hogyan lehet azonos alapu hatvanyokat szorozni?

3. Hogyan lehet azonos alapu hatvanyokat osztani?

4. Hogyan emeljik hatvanyra a hatvanyokat?

5. Hogyan emeljik hatvanyra a szorzatot?
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I GYAKORLATOK

204.° Adjatok meg hatvany alakjaban a szorzatot:

D m°m*, 5) ¥’y 9) xtxx'lx?;

2) xx7; 6) c8c’c; 10) fzE® . gkl

3) a’a’; 7 (b -0 (b-0% 11) o+ H° - 2o+ apth

4) . g% 8) 11%. 11*. 11% 12) P - -z’ - e
205.° Adjatok meg hatvany alakjaban a kifejezést:

1) a®ab; 3) a’aq; 5) (ret+m™ - (me+m

2) a’a%; 4) aa’a’; 6) ft - it ),

206.° A csillag helyére irjatok olyan a alapi hatvanyt, hogy igaz
egyenlGséget kapjunk:
1) a_*.r:a.“';_ 2) t.a,*:a.':r;_ 3) ﬁ.'.i':'-t-a“:a.”.

207.° Az a'? kifejezést irjatok fel két a alapi hatvany szorzataként,
amelyek kozil az egyik:

1) ab; 2) a; 3) a? 4) a’; 5) a.
208.° Adjatok meg hatvany alakjaban a hanyadost:

1) a'?: a? 2) b8 : b; 3) ¢ : 5 4) (@ + b)®: (a+ b
209.° Hatarozzatok meg a kifejezés értékét:

K a

D777 2)10%: 104 3) 0,6°: 0,65  4) {-1%) :{-1%) .
210.° Végezzétek el az osztast:

1) m : m?% 2) x5 : x4 3) y18 . b,
211.° Adjatok meg a kifejezést m alapu hatvany alakjaban:

1) (m°)% 2) (m%* 3) (m*)"% 4) mh - mhh,
212.° Adjatok meg a kifejezést n alapu hatvany alakjaban:

1) ()% 2) (n%)? 3) (@) 4) mtyt @t
213.° Adjatok meg a hatvanyt hatvanyok szorzataként:

1) (@)% 3) 30); 5) (=0,2cd)*;

0

2) (mnp); 4) (-8xy)%; 6) {%‘-‘-E:I -
214.° Adjatok meg a hatvanyt hatvanyok szorzataként:

D (ax)* 2) (xy2)'% 3) (Tm)%; 4) (-0,3bo)".
215.° Hozzatok egyszerlibb alakra a kifejezést:

1) —x-x% 3) —%-(—x)s

2) )t 4) ) - (- ),

216.° Hozzatok egyszerlibb alakra a kifejezést:
D et 2) —at-ah 3) a4 - g
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217.° Hozzatok egyszer(ibb alakra a kifejezést:

D a3 2) (=a%% 3) izt matt,
218.° Hozzatok egyszerlbb alakra a kifejezést:
D (=a%?)% 2) ((=a")?’.
219.° Adjatok meg hatvany alakjaban a kifejezést:
) ) 2Y s,
1) a®b? 3) 9m?n?; 5) —Ecd H
2) —m’; 4) 64x3y3; 6) 0,0001%p*.

220.° Adjatok meg hatvany alakjaban a kifejezést:
1) x2y'%,  2) —125m3n3;  3) 32pi¢>; 4) 1 000 000 000a®b?c?.
221.° Adjatok meg hatvany alakjaban a kifejezést, és szamitsatok ki
értékét (ha sziikséges hasznaljatok a konyv elézéklapjan talalhato
hatvanytablazatot):

Q
1) &2*.24 3) 02.0.8.08 5 212 28 7) %) g%

2) (3% 4) 0,84 24 6) (39°: 31 8) 2,5 4,

222.° Adjatok meg hatvany alakjaban a kifejezést, és szamitsatok ki
értékét (ha sziikséges hasznaljatok a konyv elézéklapjan talalhato
hatvanytablazatot):

0
1) g8 2 3) a%.g.4% 5) ?"-{ﬁj;
2) (22)3; 4) 0,38 : 0,37 6) 12 56% 8%
223.° Az alabbi példakban keressétek meg a hibakat:
1) a*a® = a'% 4) 39_59=15"';_ 7 3_4’2':123;
2) @-a =5 5) 297 =14% 8) a'd” = (ab)*;
3) (@%? = a¥ 6) (2a)* = 8a? 9) a®*b? = (ab)®.

224.° Helyettesitsétek a csillagokat olyan kifejezéssel, hogy igaz egyen-
16séget kapjatok:
1) (*)* = ¢ 2) ()2 = ¢ 3) (*)" = ¢ 4) (*) = ¢™,
ahol n természetes szam.

225.° frjétok fel az a” hatvanyt két, a alapa hatvany szorzataként az
Osszes lehetséges maddon.

226.° irjétok fel hatvany alakjaban a kifejezéseket:
D a'a’  2) aary 3) a’a; 4 @y 5) @t
ahol n természetes szam.

2217.° irjétok fel hatvany alakjaban a kifejezéseket:
1) 24 - 21, 9) 24 + 21 3) 2" - o 4) 2n + 2,
ahol n természetes szam.

228.° irjétok fel hatvany alakjaban a kifejezéseket:
1) 35+ 3% + 3% 2) 4% + 4% + 4% + 4% ahol k természetes szam.
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229.° Bizonyitsatok be, hogyha a négyzet oldalat n-szeresére néveljik,
akkor a teriilete n?-szeresére né.

230.° Hanyszorosara nd a kocka térfogata, ha az élét m-szeresére
noveljuk?

231.° Adjatok meg a kifejezéseket olyan hatvanyok alakjaban, amely-
nek kitevije 2:
1) a2b®; 2) xByl4; 3) xtyl0z18; 4) 4m'2n’%; 5) 81clods2p*.

232.° Adjatok meg a kifejezéseket olyan hatvanyok alakjdban, amely-
nek kitevGje 3:
1) a’bb; 2) x9y15; 3) Bxl2yl8z24, 4) 0,001m3°n*,

233.° Adjatok meg a kifejezéseket olyan hatvanyok alakjaban, amely-
nek 5 az alapja:
1) 1258 2) (25%2.

234.° Adjatok meg a kifejezéseket olyan hatvanyok alakjaban, amely-
nek —5 az alapja:

1) 6257 2) ((-25)%»3.
235.° Adiatok meg 2-es alapu hatvanyként a kifejezéseket:
1) &%.4% 2) 32.16%. A4,

236.° Szamitsatok ki a kifeiezések értékét:

4 a I pi
DRCIRI R e (i¥ 5

. eg?. 1op? g 4
2) 8 . 4 ’ 4) T} 6) ﬁ_l

237.° Szamitsatok ki: o
0 K a 9
. 47 .15 4
1) 100° : 1000%  2) 3: 3:; 3) S 1) o

238.° Szamitsatok ki a kifejezések értékét:

0 10 K %
1) feh, W[ gl {_ l) {E)
1 {15) {,{,) , 9) E4. [ g8, 3 113 3],
239.° Hatarozzatok meg a kifeiezésel; értékét:
1 10% 047, 2 1e44]
240.° Hasonlitsatok 6ssze a kifejezéseket:
1) =51 (=8) és (-5)*; 3) &fF (—&* és (-8)%
2) =T =TT és (DY 4) =6 -6 és (—6)1.

241.° Helyettesitsétek a csillagot olyan hatvannyal, hogy igaz egyen-
16séget kapiunk:
1) &.4=2%
2) ;ﬁ:‘-ir:d*““, ahol n természetes szam.

242.° Irjatok fel a 3** kifejezést olyan hatvanyként, amelynek alapja:

1) 33 2) 32 3)9; 4) 81.
243.° Irjatok fel a 248 kifejezést olyan hatvanyként, amelynek alapja:
1) 24 2) 216, 3) §; 4) 64.

244.° Oldjatok meg az egyenleteket:
1) x7 = 64 2) x* = 52,
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245.°* Hasonlitsatok 0ssze a kifejezések értékeit:
1) 2800 &g 3200, 2) 418 &5 18%; 3) 2720 és 11%°; 4) 310 - 58 s 15°.
246.°° Hasonlitsatok 0ssze a kifejezések értékeit:
1) 10%° és 10 001'%; 2) 124* és 5'2; 3) 8!2 és 59% 4) 6 és 26 - 3'2,
247 Tudjuk, hogy a 625 + 625 + ... + 625 oOsszeg egyenld 5. Hany
Osszeadanddébdl all az 6sszeg?
248. Milyen szdmjegyre végzidik a kifejezés értéke (n természetes

szam):
1) 400, 2) 34, 3) 47, 4) 377
249." Milyen szamjegyre végzddik a kifejezés értéke (n természetes
szam):
1) 9% 2) T 3) 7?7

250." Bizonyitsatok be, hogy a kifejezés értéke:

1) 178 + 19 oszthat6 10-zel,

2) 645 — 1 oszthat6 5-tel;

3) 3% + 14, ahol n természetes szam, oszthat6 5-tel.
251." Bizonyitsatok be, hogy a kifejezések értéke:

1) 440 _ 1; 2) 20041 + 1712004

oszthatd 5-tel!
252." Bizonyitsatok be, hogy 48%° < 344",

I ISMETLO GYAKORLATOK

253. (Ukran folklorbol szdrmazé feladat.) Azt kérdezi Janos gazda
Istvan gazdatdl: ,Hany kacsad van?” Erre Istvan gazda azt va-
laszolta: ,,Annyi kacsam van, hogyha megiilnének és ugyanannyi
kiskacsat koltenének ki, mint amennyi kacsam jelenleg van, és
vennék hozzajuk még 3-szor annyit, mint amennyi nagykacsa és
kiskacsa van Osszesen, akkor pontosan 100 kacsam lenne.” Hany
kacsdja volt Istvan gazdanak?

254. Az egyik szobafestd 6 déra alatt tudja kifesteni a szobat, a ma-
sik 4 éra alatt. El6szor az els6 munkas dolgozott 2 drat, aztan
csatlakozott hozz4a a masik munkas. Hany 6ra alatt festették ki
egylitt a szobat?

255. A kikot6bdl a vizfolyas iranyaban egy csénakkal turistak indul-
tak el kirandulni. Ugy tervezték, hogy 4 6ra mulva térnek vissza.
A csonak sebessége allovizben 10 km/é, a vizfolyas sebessége pedig
2 km/6. Milyen legnagyobb tavolsagra tavolodhatnak el a kik6t6tdl
a turistak, ha a visszaut el6tt terveznek egy 2 6ras pihendt?

256. Oldjatok meg az egyenleteket:

1) 2,6 - 3x =3 (x — 2,5) — 2;
2)17 2 —-3x) =5 (x+ 12) =8 (1 — Tx) — 34.
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257. Egy hatjegyl szam elsd és negyedik, masodik és 6todik, harma-
dik és hatodik szamjegye egyforma. Bizonyitsatok be, hogy ez a
szam 7,11 és 13 tobbszorose.

l KESZULUNK AZ UJ TEMA ELSAJATITASAHOZ

258. Hozzatok egyszerlibb alakra a kifejezéseket:
3 ¥

1) 3a-(-1.2) 3) —Va 5) ~{r™ gt
9) -0, .05  4) 24x. I 6) —%&-%b-(—ﬂc}.

259. Hozzatok egyszeritbb alakra a 20m - (=0,3n) kifejezést, és sza-
mitsatok ki az értékét, ha = % n = 4.

I GYAKOROLJUK A NEM HAGYOMANYOS MODSZEREKET

260. A villamosjegyek sorszama 000 000-t4l 999 999-ig terjed. A sor-
szamot szerencsésnek mondjak, ha az els6 harom szamjegy 6sszege
egyenld az utols6 harom szamjegy osszegével. Bizonyitsatok be,
hogy a szerencsés jegyek szama paros szam lesz.

Egytagu kifejezések

Megvizsgaljuk a
20; %-ﬁ'gl —ab; maRY, @14 py® (=TIt kifejezéseket.
Kozilik mindegyik szamok, valtozék és azok hatvanyainak szor-
zata. Az ilyen kifejezéseket egytagu kifejezéseknek vagy egyta-
goknak nevezzik.
Egytagoknak nevezziik az 6sszes szamot, valtozot és azok hatva-
nyait. Példaul egytagiak a kovetkezd kifejezések:
-5; 0,3; x; %, 2.
Felhivjuk a figyelmeteket arra, hogy a
2a+b,x—1,a:b, y*+y—2
kifejezések nem egytaguak, mivel a szorzdson és a hatvanyozason
kiviil egyéb miiveleteket is tartalmaznak.
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Amikor latjuk a 3ab® {—%jlab:: kifejezést, természetes szamunk-

ra, hogy egyszer(ibb alakra hozzuk. Egyszerlsités utan a kiévetkezd
kifejezést kapjuk:
3ab* -{—%)aﬁc: a. {——gjlm*&:: ~zatha,

A kapott egytagu kifejezés mar csak egy nulldtél eltéré szdamot
tartalmaz, amely a kifejezés elején dll. Az 6sszes tobbi tényezl kiilon-
bozd alapu hatvany. Az ilyen egytagu kifejezést normalalakiunak
nevezzuk.

Felirunk még néhanv normalalaku egytagot:

—%:@'; 2,8a?; Txyz3td.

Felhivjuk a figyelmeteket arra, hogy az a¥. 28* és —3x2xy® egytagok
nem normalalakiak, mivel ugyan az elsGben csak egy szam van, de
az nem az els6 helyen all, a mésodikban pedig az x alapi hatvany
kétszer szerepel.

Az ilyen kifejezések konnyen atalakithatok normalalaku egytag-
ga:

ad. 2 = 2a%? és —3xxy? = —3adys.

A normalalaku egytagok ko6zé sorolhatjuk a nullatél kilénbozé
szamokat, a valtozokat és azok hatvanyait. Példaul a —2; 32; x; b3
kifejezések normaéalalaka egytagok.

A 0 szintén egytagu, amelyik azonosan egyenld nullaval. Példaul
a 0x?%, Oab kifejezéseket, amelyek azonosan egyenl6k nullaval, nulla
egyutthatéju egytagu kifejezésnek nevezziik. Az ilyen egytagokat
nem soroljuk a normaéalalaku egytagok kozé.

Meghatarozas. A normalalaka egytagu kifejezésben a
szamtényezlt az egytag egyiltthatéjanak (koefficiensének)
nevezzik.

Példaul a —3a?bc és 0,07x egytagok egytitthatélr —3-mal és 0,07-dal
egyenl6k.

Osszegezve: barmely normalalaki egytagnak van egytitthatdja.
Példaul az x>y és —mn egytagok egyutthatdjat nem tesszik ki, de
tudjuk, hogy egvutthatéik megfeleléen 1-gyel és —1-gyel egyenlék. Ez
érthets, mivel x'y=1.x% —mn=-1.mn

Megvizsgaljuk a %f’}'z és a —2zx’y egytagokat. Ezekben az egy-
tagokban a valtozdk egyforméak, vagyis a valtozdkat tartalmazoé rész
azonosan egyenld egymaéssal. Az ilyen egytagokat egynemiieknek

nevezzlik. Az egynemi egytagokhoz tartoznak a szamok is. Példaul a
7 és a —b egynemd egytagok.

Felhivjuk a figyelmeteket példaul arra, hogy egytagok %.1:33.'93

és —2zx%y valtozokat tartalmazé része nem egyforma, bar ugyanazok-
bél a betilikbdl allnak, ezért ezek az egytagok nem egynemdek.
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Meghatarozas. Az egytag fokszamanak a benne talalha-
t6 0sszes valtozo hatvanykitevéjének O6sszegét nevezziik. Ha az
egytag nullatél kiillonb6z6 szam, akkor a fokszamat nullanak
tekintik.

Szintén ugy tekintjiik, hogy a nulla egyttthatdja egytagnak nincs
foka.

Példaul a —3,8m?xy” fokszama 10, az x® és 9 egytagok fokszdma
megfelelGen 3 és 0.

1
E
tag a szorzatuk. LeegyszerUsitjik:

%a&* 1 lab= {% 1 u]l (22 %)% = Bl
Tehat két egytag szorzata szintén egytag, amelyeket legtobbszor
normalalakban adunk meg.

Ha az egytagot hatvanyra emeljiik, szintén egytagot kapunk. Emel-

Megvizsgaljuk az +ab* és 10 abx egytagokat. Az %a&* -1 0zEx egy-

jik a negyedik hatvanyra példaul a —%:x:_.:."a':ﬁg egytagot. Azt kapjuk,
hogy:
1,_aalt iy i o_ 1 g
e YR e

1. PELDA Hozzuk egyszeriibb alakra a 0,2a%b* - (-5a’b)? kifejezést.
Megoldas:
0 2z3kt .~ 52709 = 0, Ba¥t =5 iptiRY = 0, Ba¥pt 2627 =
=0,2. 26292 %9 = 5a'EF, @
2. PELDA Az a és a b valtoz6 értéke olyan, hogy 4a3b* = 7. Hata-

rozzatok meg a —%&E‘b’t kifejezés értékét.

Megoldas:
Sotpio )l gpefpio Ll gotpep o 1 o pe_ 1 4q_ T
T 5= EE 1625 = EE (4a’sYf = B - Eg =g @
?
1. Mit neveziink egytagu kifejezésnek?
2. Magyarazzatok meg, milyen egytagot neveziink normalalakunak!
3. Mit neveziink az egytagu kifejezés egyutthatéjanak?
4. Mit neveziink egynem( egytagu kifejezésnek?
5. Mit neveziink az egytag fokszamanak?
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I GYAKORLATOK

261.° Melyik egytag az alabbi kifejezések kozul:
Eynd h—al

1) 5xy; 4) 8§; 7 T 10) 3 (a® — b?);
2) —%&“b’a‘q 5) 0; 8) b°: 11) -E%M“a*b*;
Y

3) m + n; 6) %ph"; 9 mim;  12) {-1%}] Fatprtty
262.° Nevezzétek meg a norméalalakt egytagokat:

1) 5mnm?; 3) 7 .42, 5) 54

2) 1,4ab’c? 4) —abc; 6) mfa* 10,
263.° Egynemtiek-e az egytagok:

1) 5a és Ta; 3) 8x%yt és 8x2y5; 5) %m?ni és %mirz?;

2) 3a’b’c és 6a?b3c; 4) 3y? és 2y 6) —0,1a°b6™ és 0,1a°6'°?

264.° frjatok fel az adott egytaggal olyan egynevd egytagot, amelynek
egyutthatéja 4-szer nagyobb az adott egytagénal:

1) 1,4x%y7; 2) c*d"p?; 3) 1%&":&": 5

265.° frjétok fel az adott egytagokat normalalakban. Hatarozzatok
meg az egyutthatéjukat és a fokszamukat:
1) 9a‘aa’; 3) Tax-(—dac): 5) —fad 01y - (-2
9) 9x. 04y -6zy  4) -a%mﬁ-gm“; 6) & (=1 ot

266.° frjétok fel az egytagot normalalakban, és huzzatok alda az
egyutthatdéjukat:

1) GBE 3) -0 gut. 4 . aMy

9) 1,5a% 4% 2aiq¥, 4) iﬁa"m’-’-%aﬁb’*a
267.° Hatarozzatok meg az egytagok értékét:

1) 5x%, ha x=—d:

9) —4,22%" ha a=-1, a-%;

3) 0,04:3% ha e=-10, 4=0;

4) %m*ngp’a? ha m=-9, n=8, p=-1.
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268.° Hatarozzatok meg az egytagok értékét:
1) 8m*, ha m=-3

gt R Y
2) maﬁb . ha @= ?, =i
3) 0&mindk, ha w09, n-%? Re 2000,
269.° Végezzétek el az egytagok szorzasat:
1) 062%" . 42'E, 4) m?x*y° 0,803,
2) 2,855 - 0,5c%% T ;"ﬂp*q“,
3) 18" - (—fed 6) —fi= mipﬂ G—m A
270.° Hozzatok egyszeriibb alakra a klfe_]ezeseket:
1) 122%. 6% 4) ﬁﬁx“y“-?ﬁxﬂy;
2) —dm®. 0, &5m" 5) -%,p“ (CETR). Sphe
3) fgh - (=1 TalE: 6) 2%&“.:‘#* -{—B%b*-::"-:i"jl.
271.° Alakitsatok at a kifejezéseket normalalaka egytagokké:
D e B ctombiy, 5 (L)
]
D e0zetyh 4 aetYAE 6 (1lat]
272.° Végezzétek el az egytagok hatvanyra emelését:
K
D oeornty 9 ot 5 [Lawel
]
9) [Pty 4) (azkhatrt 6) {2%&*).

273.° Adjatok meg az alabbi kifejezéseket két egytag szorzataként,
amelyek kozil az egyik: 9a¥b*:

1) 82t 9) -1ga%®  3) —z7a% 4 2%&“&*“‘.

274.° Milyen egytaggal kell helyettesiteni a csillagot, hogy igaz egyen-
16séget kapjunk:

1) & -3&4=1085 3) —Ta'B". v =4 22",
2) —5a"H vz —20a%E, 4) 28z = _2agPETY

275.° Végezzétek el az egytagok szorzasat, ha m és n természetes
szamok:

E wetpmen 9 bm-drim-1, R S oy S R G S|
1) 2gamipmt. d dp e -1, 2) —Fga™k 1H¢*z:- .
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276.° Adjatok meg a kifejezést normalalaka egytag négyzeteként:

1) 4z 2) Afaihd: 3) 01fazMet  4) zaogi%BMa,
277.° Adjatok meg a kifejezést normalalaka egytag kobeként:
1) & 9) —27+"y%  3) 000l 4 -;fgf‘y”f*

278.° Adjatok meg a Gdz®E egytagot:
1) két olyan egytag szorzataként, amelyek koziil az egyik 2a¥h%:
2) normalalakd egytag négyzeteként;
3) normalalaku egytag kobeként.

279.° IrJatok fel a Elm*al® egytagot:

1) két olyan egytag szorzataként, amelyek kozil az egyik —%mn“’;

2) normalalaka egytag négyzeteként;
3) normalalaku egytag negyedik hatvanyaként.
280.° Hozzatok egyszeriibb alakra a kifejezéseket:

g
1) 2a® . =5t 4) —1—r;r:-."r1':' -{——r:r:-.r:'.*jl
2) Catyt 11x4h 5 157 (Satp?)
i
3) =0, Bz Y. ag st 6) -(-zr:*d‘:r-’-{-?:ﬁi“).
281.° Hozzatok egyszeriibb alakra a kifejezéseket:
1) &0a®- Gy 4) 02575 6y
2) (Ft1mh, 5 {-Lart] e
¥ g
3) (AmSat. {— r:-t"r:l.jl 6) {—%.1:“3.':] -{—%:@l“:l.

282.°* Helyettesitsétek a csillagot olyan egytaggal, hogy teljesiiljon
az egyenlGség:

1) - ° = Gt 3) () () = —Temially
2) )t =162% 4) ¥ = eyt

283.°* Az x és az y valtozé értéke olyan, hogy Sx'wd=6. Hatdrozzatok
meg a kifejezések értékét:
1) 1, 6c0p% 2) BExiyt 3) —25x5y'2,

284.°° Az a és b valtozék értéke olyan, hogy 9ab* =4, Hatdrozzatok
meg a kifejezések értékét:
1) -1,5ab% 9) &Fa’sh 3) -%aﬁb*.
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285.°° Az a, b és c valtozék értéke olyan, hogy Za*h=T, a2,
Hatarozzatok meg a kifejezések értékét:

1) Gz 2) @Bl 3) 2%&%".

286.°° Az m, n és p valtozék értéke olyan, hogy m*n¥=a, % e,

Hatarozzatok meg a kifejezések értékét:
1) m*a¥pd 2) 2m3nép*; 3) -0, dmlntipd,

I ISMETLO GYAKORLATOK

287. Valamely szamot el6szér 10%-kal csokkentették, majd a kapott
eredményt 20%-kal novelték. Eredményil egy olyan szamot kap-
tak, amely 48-cal nagyobb az eredetinél. Hatarozzatok meg a ke-
resett szamot.

288. (Orosz folklorbél szarmazé feladat.) Egy csapat liddal szembe
repiilt egy ludacska, aki igy fogadta Gket: ,,Udvozollek benneteket
100 ludak!” ,Nem vagyunk szazan — felelte neki a ludak vezére —,
ha annyian lennénk, mint most, és még feleannyian és még ne-
gyedannyian és még te, akkor lennénk pontosan szazan. ” Hany
Iad volt a csapatban?

289. A csillagot helyettesitsétek olyan szamjegyekkel, hogy:

1) a *5* szam oszthat6 legyen 3-mal is és 10-zel is;
2) a 13*2* szam oszthat6 legyen 9-cel is és 5-tel is;
3) az 58*% szam oszthat6 legyen 2-vel is és 3-mal is.
Keressétek meg az Gsszes lehetséges megoldast.

l KESZULUNK AZ UJ TEMA ELSAJATITASAHOZ

290. Hozzatok egyszerlbb alakra a kifejezéseket:

1) Gx—-1Z2x+ 1529 3) -0, 8+ 09-17h+05k+14;
9) Ta— WB— 1%+ 14k 4) —%&+%&+%a—%&.

I GYAKOROLJUK A NEM HAGYOMANYOS MODSZEREKET

291. Hanyféleképpen rakhatjuk fel a sakktablara a fehér és a fekete
bastyakat tgy, hogy ne lissék egymast?
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Tobbtagok

Mar tudjatok, hogy két egytag szorzata szintén egytag. Mas a hely-
zet az egytagok 6sszeaddsanal. Példaul a 2a + b? és 2a — b? kifejezések
nem egytagok. Az elsé kozilik a 2a és b?egytagok, a masik pedig a
2a és —b? egytagok Osszege.

Meghatarozas. Néhany egytag Osszegét tobbtagnak ne-
vezziik.

Lassunk még néhany példat tobbtagokra: 7xy + y —11; x* —2x% + 5x% —
-x+1; 3¢ —a+ b 11x — 2x.

Azokat az egytagokat, amelyekbdl a tobbtag 6sszetevidik, a tobb-
tag tagjainak nevezzik. fgy példaul a 7xy + y — 11 tébbtag tagjai a
Txy, y és a —11 egytagok.

Azt a tébbtagot, amelyik két egytagbdl all kéttagnak, azt pedig,
amelyik harom egytagbdl tevédik ossze, haromtagnak nevezziik. Az
egytag a tobbtag részesete. Ijgy tekintjiik, hogy az egytag olyan tobb-
tag, amelyik egy tagbdl 4ll.

A tobbtagok, az egytagok és a szamok kozotti Osszefliggést a
3. dbra mutatja.

To6bbtagok

Egytagok

3. abra

Ha azok kozoétt az egytagok kozott, amelyekbdl a tobbtag all tala-
lunk hasonléakat, akkor ezeket a tobbtag egynemu tagjainak ne-

tagjait egyenld szama vonalkaval haztuk ala.
Az egynemi tagok Osszevondsanak szabalyat alkalmazva egysze-
ribb alakra hozzuk a kovetkezd tobbtagot:
Ta'h -Gz +4-a"Bb-1+a+b=feh- 22+ b4+ 3,
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Az ilyen egyszerisitést a tobbtag egynemii tagjai 0sszevona-
sanak nevezziik. Ez az atalakitas lehet6séget ad nekink arra, hogy
a tobbtagot helyettesitsiik egy vele azonosan egyenl§ tébbtaggal, ame-
lyik egyszertbb és kevesebb tagbdl all, mint az eredeti.

Megvizsgaljuk a 2x*y — xy + 1 tobbtagot. Ez a tobbtag csak nor-
malalaki egytagokbdl all, amelyek kozott nincsenek egynemd tagok.

Meghatarozas. Az olyan téobbtagot, amelyik normalala-
ku egytagokbol all, amelyek k6zott nincsenek egynemi tagok,
normalalakia tobbtagnak nevezzik.

Példaul az xy? + x%y, 2a%b, 5 kifejezések normalalaku tébbtagok.

Felhivjuk a figyelmeteket arra, hogy a 3bab* +a 5 +a - 2b° —a
nem normalalaka tobbtag, de konnyen azza alakithatjuk: elGszor a
tobbtagokat alkoté egytagokat irjuk fel normalalakban, majd Gssze-
vonjuk az egynemu tagokat.

Adodik: 9Babi+ a-G+a -2 —a=0ab" +Sa+ 2ab® - 2= Sab? + 4a,

Megvizsgaljuk a 2x3y — x%y? + 5x%y + y — 2 normalalaku tobbtagot.
A kovetkezd egytagokbol all:  2afy: —x%¥ &xdy y; -2 amelyek
fokszama megfelelGen egyenlé: 4, 4, 3, 1, 0. Ezek kozil a legnagyobb
fokszamu egytag negyedfoki. Ezért azt mondjuk, hogy a Zap— x99 +

+hx%+ p— 2 tobbtag negyedfokd.

Meghatarozas. A normalalaka tobbtag fokszama a leg-
magasabb fokszamu tagjanak a fokszama.

Felhozunk még néhany példat:

e a 3x? — xy + 5y? tobbtag fokszama 2-vel egyenld;

e a 3x*y? tobbtag fokszama 6-tal egyenld;

e a 3 tobbtag fokszdma nulla.

A 0-t és mindazokat a tobbtagokat, amelyek azonosan egyenlGk
0-val (példaul: Oa + 0b, x — x és igy tovabb), nulladfoku tébbtagnak
nevezzik. Az ilyen tobbtagokat nem soroljuk a normalalaku tobbtagok
kozé.

Ijgy tekintjiik, hogy a nulladfokt tobbtagnak nincs fokszama.

‘?
I 1. Mit neveziink tdbbtagnak?
2. Milyen tdbbtagot neveziink kéttagnak? Haromtagnak?
3. A tobbtag mely tagjait nevezzik egynem( tagoknak?
4. Milyen tobbtagot neveziink normalalaku tébbtagnak?
5. Mit neveziink a normalalaku tobbtag fokszamanak?
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I GYAKORLATOK

292.° Mely egytagok Gsszege az alabbi tobbtag:
1) -Gat+azd-z+8; 3) #+at' —4e+5;
2) B4 — 10+ T + 2™ 4) 1,22% - 372" +16ab® - E4?

293.° Hatarozzatok meg az alabbi tébbtagok értékét:
1) 24%+x-3 ha x=0.5
2) £ +8xp ha x=9, p=-2
3) ¥ —2ab+Bd ha a=-4, E-6;
4) p*+Ty'—3¥—p+10 ha y=-1.

294.° Hatdrozzatok meg a 2y® —3y*> + 4y — 6 tobbtag értékét, ha:
1) p=1; 2) p=0 3) ¥=-4
295.° Alakitsatok at a tobbtagokat normalalakd tébbtagga. Hataroz-
zatok meg a kapott tobbtag fokszamat:
1) 48 a9+ 0zb— 1888 _ OgFs
2) #mt —19mu-in? -2m® - 2
3) Za¥h—Fab® — Az b+ 2ot
4) N9eb+1 168+ - 0605
5) Ot +hx—G-xd-10x+9;
6) B - dhe+ 3B 4 Bhe— 45,

296.° Alakitsatok at a tobbtagokat normalalaka tébbtagga. Hataroz-
zatok meg a fokszamat:

1) 6% —10x+9 - 24" + 14— 20
2) —m* + et — Gt 1 28m® —18m®
3) &z +14x'-22-09z"+1, 82"+,
4) G- -8+ 2epd -+ T
297.° Vonjatok 0Ossze a tébbtag egynemi tagjait, majd hatarozzatok
meg a kapott tobbtag értékét a valtozd adott értéke mellett:
1) -8a2®+42” + Fa* — 102" + 182, ha 2=-2
2) x%y — 3xy* — 4x’y + 8xy?, ha x=-1, p=-0
3) & -00x—x"+1,6+11x-06 ha x="5;

4) %¢g¢+%a¢“+%¢9¢+1,25~2¢9, ha @=-4, ¢ = 3.
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298.° Vonjatok 6ssze a tobbtag egynemi tagjait, majd hatarozzatok
meg a kapott tobbtag értékét a valtozd adott értéke mellett:
1) 22+ -t - 62" - Tab+ 3, ha a=2, b = —6;
2) mna-Gmad-fma-Gma’, ha m=085 n=-2;

3) 10apd —1 Zxip + 0x'y - Bapd. ha .1:-%, pe 0,

299.° A 4a, —3ab, 7a?, —8a?, 9ab, ba egytagok kozul valasszatok ki
néhanyat, és alkossatok belGlik:
1) normalalaka toébbtagot;
2) olyan tobbtagot, amelyikben vannak egynemd tagok;
3) az Osszes adott egytag felhasznaldasaval két normalalaka tobb-
tagot.

I ISMETLO GYAKORLATOK

300. A 42 hrivnyas csokoladét Gsszekeverték olyan csokoladéval, ame-
lyik kiléja 57 hrivnyaba keriil. Az igy kapott keverék kilogrammja
48 hrivnya. Milyen mennyiség van mindkét fajta csokibdl a kapott
keverék 1 kilogrammjaban?

301. A postan 20-féle boriték és 15-féle bélyeg kaphaté. Hanyfélekép-
pen valaszthatunk boritékot bélyeggel?

l KESZULUNK AZ UJ TEMA ELSAJATITASAHOZ

302. Az alabbi kifejezések kozil melyikkel lesz azonosan egyenld a
—9x + (4x — 7) kifejezés:
1) 13x-T; 2) -5x+T 3) -5x-T; 4) 13+

303. Az alabbi kifejezések kozil melyikkel lesz azonosan egyenld a
-8y — By — 1) kifejezés:

1) 11y +1; 2) -Gu+1: 3) -11y-1: 4) -5p-11
304. Egyszerlsitsétek a kifejezéseket:

1) 22+ Fi- (5= 2a) 3) (fre+ ) — (2wt w1 - (Fre—4n1

2) Ba-4)+ 3-S5z, 4) Ge- - e+ D+ -2

Ismételjétek at a 24. pontot a 241. oldalon!

I GYAKOROLJUK A NEM HAGYOMANYOS MODSZEREKET

305. Egy csillag koril néhany bolygdé kering, amelyek kozott a ta-
volsag nem valtozik és paronként kiilonb6z8. Mindegyik bolygén
tartézkodik egy lirhajos, aki a legk6zelebbi bolygét tanulméanyozza.
Bizonyitsatok be, hogy létezik két olyan bolygé, ahol az trhajosok
egymas bolygdjat tanulmanyozzak.
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n Tobbtagok osszeadasa és kivonasa

Ossze kell adni a 9xpd +52909 - Fap+x+11 és —Bap+ 99 + 2ap s
+ -2 tobbtagokat. Ehhez zardjelbe tessziik mindkét tobbtagot, és ki-
tessziik a két zardjel kozé a plusz jelet. Ezutan felbontjuk a zardjele-

ket, majd 6sszevonjuk az egynemi tagokat (ha vannak ilyenek).

A kovetkezdt kapjuk:

A + 69 - Fap o+ 1D+ C2d + Py Dy - D=
—3.'3@'9+5.1.'-93.'g—'?.1:}'+.1:+11 E:x:;."‘+f3."’+2:q..l+y 2—
= +Ex"3.'g fap +x+p+ 9

Az igy kapott tobbtag a két adott tobbtag Gsszege.

Most az elsG tobbtagbdl kivonjuk a masodik tobbtagot. Ehhez
mindkét tobbtagot zardjelbe tessziik, és a két zardjel kozé kitessziik
a minusz jelet. Ezutan felbontjuk a zardjeleket, majd 6sszevonjuk az
egynem tagokat.

A kovetkez6t kapjuk:

e + 50 - Fap+ o+ 10 - 2 + 0¥ + B - B0 =
—El.q.' +haipd —T":x,?,.'+:4:+11+E.eq,.'“—:x:“yg 2:@' 3.'+2_

= 5.13.'9 +dai -y x-p 41 El.
Az igy kapott tobbtag a két adott tobbtag kiilonbsége lesz.
Toébbtagok 6sszeadasakor és kivondsakor az eredmény mindig tobb-
tag lesz.

1. PELDA Bizonyitsatok be, hogy két olyan kétjegyd szam kiilonbsé-
ge, amelyek kozul a masodik ugyanazokbdl a szamjegyekbdl all, mint
az elsd, csak forditott sorrendben oszthat6 9-cel!

Megoldds: Az adott szam a tizesbdl és b egyesbdl all. Felirhatjuk
a kovetkezd alakban: 10a + b.

Az a szam, amelyik ugyanezekbdl a szamjegyekbdl all, csak fordi-
tott sorrendben, egyenls: 106 + a-val.

Megvizsgaljuk a kovetkezd kiilonbséget:

(10a + b) — (10b + @) = 10a + b — 10b —a = 9a — 96 = 9 (a — b).

Koénnyen beldthatd, hogy a 9(a — b) szdm oszthatd 9-cel. @

Az ab kétjegyd szamot a kiovetkezSképen jeloljuk. A szam a tizest
és b egyest tartalmaz, vagyis felirhatjuk &% =10z+% alakban. Hason-
16 az afe haromjegyld szam jelélése, amelyikben van a szazas, b
tizes és ¢ egyes, vagyis a@bve=1002+1 0+
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2. PELDA Bizonyitsatok be, hogy az iah+ae+5a)-1ha+az+ab) kii-
16nbség maradék nélkil oszthaté 18-cal!

Megoldas: Felirhatjuk: \ah+ac+bal—ibatoz+abl =
=(l0z+F+10z+a2+ 1B+ A -1 E+a+102+a2+1 024+ E) =
=202 +1 15+ B2 — (B0x+1 15+ 8a) =
=202 +110+ 22 -20a-11k - 2a=18a—-182=18 (g -4,
Konnyen belathatd, hogy a 18(a — ¢) szam maradék nélkil oszthaté
18-cal. @

3. PELDA Bizonyitsatok be, hogy négy egymaést kovetd paros termé-
szetes szam 0Osszege nem oszthaté maradék nélkiil 8-cal.

Megoldds: Legyen az els6 szam 2n, ahol n tetszfleges termé-
szetes szam. Akkor a tobbi harom szamot megfelelGen felirhatjuk:
2n + 2, 2n + 4, 2n + 6.

A vizsgalt 6sszeg a kovetkezGképpen néz Kki:

2n+ 2n+2)+ 2n +4) + 2n + 6) = 8n + 12.

Az els§ 6sszeadandd 8n oszthatdé 8-cal, de a masodik Osszeadan-
dé, a 12 viszont nem. Tehat a 8n + 12 Osszeg sem oszthaté maradék
nélkiil 8-cal. ®

I GYAKORLATOK

306.° Hatarozzatok meg a tobbtagok Osszegét:

1) —5x?—4 és 8x%—6; 2) 2x+16 és —x? —6x—20.
307.° Hatarozzatok meg a tébbtagok kulonbségét:
1) x®2+8x és 4—3x; 3) 4x>—Tx+3 és x> —8x+11;
2) 2x2 +5x és 4x%—2x; 4) 9m?2—-5m+4 és —-10m+m?+5.

308.° Hozzatok egyszerlibb alakra a kifejezéseket:
1) Ga*+ BB - (At — da¥m B
2) o 10"+ 9" - 14x+ g - 143"
3) Fakd — Bzk+42%)+ (102k- Ta ey,
4) (B + A0+ Cof + - (2 + da -1,
309.° Hozzatok egyszertbb alakra a kifejezéseket:
1) (A - 2+ (—x" + A
2) (e - Zady— 1 0 + Baddy
3) (2t — T — Sren)— (Brer —1 On + 1 4ey,
4) (I - Zmn +4wm®) - (T + 307,
310.° Milyen kéttagot kell hozzdadni az adott kéttagokhoz, hogy a

kapott Gsszeg azonosan egyenlS legyen 0-val:
1) a+ b; 2) a — b; 3) —a — b?
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311.° Oldjatok meg az egyenleteket:
1) 95— g - 8- (' - S=
2) 18- (f-0x- 2"1= &% + Gx— 14
3) 4 - @3 -85 - Gp+D=T,
4 @ -4y -17-pt -dp-2=1-p-5°
312.° Oldjatok meg az egyenleteket:
1) B -3 - 2+ 5) = 5
2) 2 —ix+11-(® - T+ 381=0;
3) @' +mp--p-+T=0p"-2p-14,
313.° Bizonyitsatok be az azonossagokat:
1) @ +B o B e g —at =t -
2) d-zt-ad+F+2ah--2af +10=1
3) fa +dxM - (x4 61+ 1+ x5 =dx¥ 5,
314.° Bizonyitsatok be az azonossagokat:
1) 4a® - (6a? -2k + (Dab+ Ba¥)=Gab;
2) (s -45"- (- - Exf -5sM=2F 40,
315.° Hatarozzatok meg a kifejezések értékét:
1) Ga* - 20a"- da® -122%, ha a=-9;
2) 484 — (7B — b1+ (069 —Tha), ha B=-15 c=i,
316.° Szamitsatok ki a kifejezések értékét:
1) 672" -2 1gb+5% - (3025 092" + 2%, ha a=-1, B8
2) Gemin—m™+ Tee® — (B —9mIn), ha m= —%, n-%.
317.° Bizonyitsatok be, hogy az adott kifejezés értéke nem fiigg a
valtozd értékétol:
1) 1,6-7a —(08-da®+@ad - 0,7
2) 8xf - Ox— @ -6 — (- 2,
318.° Bizonyitsatok be, hogy a (B — & +1,8 —a¥ — (2% - 32— 2,27 kifeje-
zés értéke nem fligg a valtozd értékétdl.
319.° Milyen tobbtagot kell hozzdadni a 2a¥ —6az+ T haromtaghoz, hogy
a kapott 6sszeg egyenld legyen:
1) 5 2) 0; 3) <™ 4) —2a?
320.° Milyen tébbtagot kell kivonni a #z* - & kéttagbdl, hogy a kapott
kilonbség egyenld legyen:
1) —4; 2) 9; 3) —2a? 4) 3a?
321.° A csillag helyére irjatok olyan tobbtagot, hogy azonossagot kap-
jatok:
1) v—fAs —dap+ Sz 0+ 3% 2) 2 -mad+Bz-=at 422 -7
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322.° A csillag helyére irjatok olyan tébbtagot, hogy azonossagot kap-
jatok:
1) (2 — 14+ O+ (¥ 1=20-10u
2) 9z*—17a%+ 5" - (3= 202t + 5a%p,
323.° A csillag helyére irjatok olyan tébbtagot, hogy az egynem tagok
Osszevondsa utan a tobbtag tagjai kozott ne legyen olyan, amelyik
tartalmazza az a valtozoét:
1) da¥ b4 B 424 2) Gz* — 02 +Tal + B+ Brot ¥,
324.° A csillag helyére iriatok olvan tébbtagot. hogy az egynem tagok
osszevondsa utan a 9x” + Sxy +Tx— 8y +1 5+ v tobbtag tagjai kozott
ne szerepeljen:
1) x%-et tartalmazé tag; 3) y valtozoét tartalmazé tag.
2) x valtozét tartalmazé tag;
325.° Adjatok meg tobbtag alakjaban azt a szdmot, amely:
1) 4 szazasbdl, x tizesbil és y egyesbdl all;
2) a ezresbll, b szazasbol, 5 tizesbil és ¢ egyesbdl all.
326.° Adiatok meg tobbtag alakidban az alabbi kifeiezéseket:

1) aba: 2) ghe—ak 3) ale+as,
327.° Adiatok meg tobbtag alakidban az aldbbi kifeiezéseket:
1) eab+ea 2) b+ By 3) b9+ Fa,

328.° Bizonyitsatok be, hogy a (9 — 18n) — (6n — 7) kifejezés 8 tobb-
szOrose az n valtozd barmely természetes értéke mellett.

329.° Bizonyitsatok be, hogy a (6m + 8) — (3m — 4) kifejezés 3 tobb-
szOrose az m valtozé barmely természetes értéke mellett.

330.° Bizonvitsatok be, hogy az n barmely természetes értéke mellett
az Ba+9-5-2r) kifejezés 7-tel vald osztasakor a maradék 4-gyel
egyenld.

331.° Mennyi lesz a maradék a 1 Gr+&1- T+ kifejezés 9-cel vald
osztasakor, ha n tetszéleges természetes szam?

332.° Ir]atok fel a 3a*®+82a® —Ga+135-19 tobbtagot két olyan tobbtag
osszegeként, amelyek koziil az egvik nem tartalmazza a b valtozot.

333." Irjatok fel a 4dmnd+11m*—Tm®+14mn-9+9 tobbtagot két
olyan tobbtag kulonbségeként, amelyeknek pozitivak az egytitt-
hatoik.

334.° Irjatok fel a G —fAsp +5x-8p +2 tobbtagot két olyan tobbtag
kilonbségeként, amelyek kozil az egyik nem tartalmazza az y
valtozoét.

335.° Bizonyitsatok be, hogy a 13m + 20n és a 7m + 2n tobbtagok
kilonbségének értéke, ahol az m és az n tetszéleges természetes
szamok, maradék nélkil oszthaté 6-tal!

336.° Bizonyitsatok be, hogy a 1bha-6&Ek és a Z2FE-Za tobbtagok 0sz-
szegének értéke, ahol az a és a b tetszbleges természetes szamok,
maradék nélkiil oszthat6 7-tel!

337.° Irjatok fel az &% - fx+14 tébbtagot:
1) két kéttag kilonbségeként;
2) haromtag és kéttag kulonbségeként.
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338.° irjétok fel a 94" +10x-5 tobbtagot kéttag és haromtag kiilonb-
ségeként.

339.* Bizonyitsatok be, hogy a (Zxt+dx—11- (" +2+ 020+ B+
+x9 02" kifejezés csak negativ értékeket vesz fel az x valtozé
barmely értéke mellett. Mennyi lesz a kifejezés legnagyobb értéke,
és az x valtoz6 mely értékénél?

340.** Bizonyitsatok be, hogy a fg" - S+ S1- (37" - A+ 41+ 3p kifeje-
zés csak pozitiv értékeket vesz fel az y valtozé barmely értéke
mellett. Mennyi lesz a kifejezés legkisebb értéke, és az y valtozé
mely értékénél?

341.** Bizonyitsatok be, hogy:

1) 6t egymast kiovetl természetes szam Osszege maradék nélkiil
oszthatd 5-tel;

2) 3 egymast kévetl paros természetes szam Gsszege maradék nél-
kil oszthaté 6-tal;

3) 4 egymast kovetd paratlan természetes szam Osszege maradék
nélkil oszthat6 8-cal,;

4) 4 egymast kovetd természetes szam Osszege nem oszthaté ma-
radék nélkil 4-gyel;

5) 6 egymast kovetl természetes szam Osszegének 6-tal valé osz-
tasakor a maradék 3.

342.°° Bizonyitsatok be, hogy:

1) harom egymast kovets természetes szam Gsszege 3 tobbszorose;

2) 7 egymast kiovetl természetes szam Osszege maradék nélkil
oszthatd 7-tel;

3) 4 egymast kévets paros természetes szam Osszege maradék nél-
kil oszthaté 4-gyel,

4) 5 egymast kovetl paros természetes szam 6sszege maradék nél-
kil oszthaté 10-zel.

= 343.°" Bizonvitsatok be, hogy:

1) az @b, Bbex és o szdmok Osszege maradék nélkil oszthatd 11-
gyell

2) az abe és &z szamok kulonbsége maradék nélkil oszthatd
99-cel.

344.°° Bizonvitsatok be. hogy:

1) az abe, Boz és oxE szamok Osszege 111 tobbszorose;

2) az abe szamnak és e szam szamjegyel Osszegének a kiilonbsége
maradék nélkil oszthaté 9-cel.

345.** Bizonyitsatok be, hogv az x és v valtozénak nem létezik olyan
értéke, amelyeknél az G — fap —Tp¥ és a -2 + Gxp+ 870 tobbta-
gok értéke egyidejlleg negativ lenne.

346.°° Tegyetek zardjeleket gy, hogy az egyenlGségekbll azonossa-
gokat kapiunk:

) P-gr+l--g2x-1=8 3) £ -2x+l-2 -2x-1=10,
2) x4l —Ox-1=-0
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I ISMETLO GYAKORLATOK

347. Valamely szamot elGszor 20%-kal névelték, aztan 20%-kal csok-
kentették. Kisebb vagy nagyobb szamot kaptunk ezek utan az ere-
detinél, és hany szazalékkal?

348. Az egyik cs6von keresztiul 3 6ra alatt telik meg teljesen a me-
dence, a masikon pedig 6 éra alatt. El§szor két 6rara megnyitottak
az elsd csovet, aztan elzartak, és kinyitottak a mdésikat. Mennyi
1d6 alatt telik meg a medence vizzel?

349. Tudjuk, hogy a parkban taldalhat6 fak %-e gesztenye-, az

%-a pedig nyirfa. Hany fa van 6sszesen a parkban, ha tudjuk,

hogy a szamuk tébb mint 100, de kevesebb mint 200?

350. A falubdl az alloméasra egy gyalogos indult el 4 km/6 sebes-
séggel. Egy 6ra mulva a falubdl 10 km/6 sebességgel egy kerékparos
indult el, aki fél éraval hamarabb ért az allomésra, mint a gyalogos.
Milyen messze van a falutdél az allomas?

l KESZULUNK AZ UJ TEMA ELSAJATITASAHOZ

351. A szorzas széttagolasi tulajdonsagat alkalmazva hatarozzatok
meg a kifejezések értékét:

N T L
352. Bontsatok fel a zardjeleket:
1) 42z-9), 3) =2, 6m+352=F, 2. =10);
2) 0AM@x-53+T0 4) —mi—a+8%k-1%5.
353. Hozzatok egyszerlibb alakra a kifejezéseket:
1) min- 0dma® 3) —Hahfzt .m0 gl
2) ?%b*a“-%a‘b‘; 4) —5%&&:-3,5&”&-”-:.

Ismételjétek at a 11. pont tartalmat a 237., 238. oldalon!

I GYAKOROLJUK A NEM HAGYOMANYOS MODSZEREKET

354. Sanyi és Laci egy 30-jegyd szam felirasa kozben csak az 1, 2, 3,
4, 5 szamjegyeket hasznaljak. Az elsG szamjegyet Sanyi irja fel, a
masodikat Laci stb. Laci olyan szamot szeretne kapni, amelyik 9
tobbszorose. Meghitsithatja-e ezt Sanyi?
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2. SZAMU FELADATSOR. ONELLENORZES TESZT FORMAJABAN

1. Az alabbi egyenlGségek kozil melyik nem azonossag?
A) -3 (@ — b) = —3a + 3b;
B) 9a — 8a + a = 2q¢;
C)8a — (4a + 1) = 4a - 1;
D) —(x + 3y) + 2x — y) = 3x + 2y.
2. Hatarozzatok meg a (2,4 + 0,4)* kifejezés értékét.
A) -8, B) 8; C) 16; D) -16.

3. Egyszertisitsétek le a (—z*1* . (—z™* kifejezést.
A) a? B) —a?; C) as; D) —att.
4. Végezzétek el a (0,3z%" hatvanyra emelését.
A) 0,9a%; B) 0,9a% C) 0,09a5 D) 0,09a3.
5. Az alabbi kifejezések kozil melyik egytag?
A) 0,4x + y; C) 0,4xy;
B) 0,4x — y; D) egyik sem.
6. Az alabbi egytagok koziil melyikkel egyenl§ a 0 Fa*8 . %aﬁb" kife-
jezés?
A) Ta’bb; B) 7aSb? C) 0,1a°b% D) 0,1a%b%.
7. Az alabbi egytagok kozil melyiknek a négyzete az %b’“&im kifeje-
zés?
A) -3 B) S2U () 1Y D) -3,

8. Ismert, hogy m < 0 és n < 0. Hasonlitsatok 6ssze 0-val az m®n®
kifejezés értékét.

A) m°n® = 0; C) m®n8 < 0;
B) mn% > 0; D) nem lehet megéallapitani.

9. Vonjatok 6ssze a 2x% + 6xy — 5x% — 9xy + 3y? tobbtag egynem tagjait.
A) —3xy; C) 3x2y?
B) —3x% — 3xy + 3y% D) 3x% + 3xy + 3y%

10. Hatarozzatok meg az x> — 3x — 4 és az x — 3x2 — 2 tGbbtagok
kilonbségét.
A) 4x? — 4x — 2; C) —2x* — 2x — 6;
B) —2x% — 4x — 2; D) 4x% — 4x — 6.

11. Az alabbi kifejezések koziil melyik vesz fel csak negativ értékeket?
A) x5 + 4; B) x® — 4; C) —x® + 4; D) —xf — 4.

12. Melyik az (x — 7)* + 2 kifejezés legkisebb értéke?
A) 2; B) 7, C) 5 D) 9.
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Egytag szorzasa tobbtaggal

Megszorozzuk a 2x egytagot a 3x + 2y — 5 tobbtaggal. Ehhez fel-
irjuk a 2x (3x + 2y — 5) szorzatot. Felbontjuk a zardjelet a szorzas
széttagolasi tulajdonsaganak felhasznalasaval. A kovetkez6t kapjuk:

2 fe+ By —5)= Sx-Ox+ 2 By -2x G=6" +dap -1 0%,

N7

A kapott tobbtag a 2x egytag és a 3x + 2y — 5 tobbtag szorzata.
Az egytag és a tobbtag szorzatat mindig felirhatjuk tobbtagként.

Egytagot tobbtaggal ugy szorzunk, hogy az egytagot meg-
szorozzuk az adott tobbtag mindegyik tagjaval, és a kapott
szorzatokat 6sszeadjuk.

Az egytag és a tobbtag szorzasanal teljesiil a szorzas felcserélhe-
téségi tulajdonsiaga. Ezért a fenti szabalyt felhasznalhatjuk a tobb-
tagnak egytaggal vald szorzasanal is.

1. PELDA Hozzatok egyszer(ibb alakra a 6x (x — 1) — 3 (2x® —
— 3x + 4) kifejezést:
Megoldas:
6x (x —1) —3 2x>—3x + 4) =
= B -fx- G’ + Qx-12=9x-12, @

2. PELDA Oldjatok meg a 0,5x (3 + 4x) = 2x (x — 2) — 11 egyenletet:

Megoldas:
1,5x + 2x? = 2x% — 4x — 11;
1,5x + 2x? — 2x% + 4x = —11;

5,6x = —11;
x = —2.
Felelet: —2. ®
Ex+d %43

3. PELDA Oldjatok meg az

5 E - 2 egyenletet.

Megoldas: Az egyenlet mindkét oldalat megszorozzuk 24-gyel, ez
a szam az egyenlet tortjeinek legkisebb k6zos nevezdje. A kivetkezGt
kapjuk:

Ex+d 43 _a
{T-T)-z4_z 24,
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Ex4d x+3
Innen 24T—24T=4E;
2 Bx+4) -3 (x+ 3) =48;
10x + 8 — 3x — 9 = 48;
Tx — 1 = 48;
x="1.
Felelet: 7. @

4. PELDA Bizonyitsatok be, hogy a 3a (a* — 4) — 2a%(1,5a + 4a%) +
+ 6 (2a — 1) kifejezés értéke negativ lesz az a valtozé barmely értéke
mellett.

Megoldads: 3a (a> — 4) — 2a®(1,5a + 4a*) + 6 2a — 1) =

= 3a® - 12a — 3a® — 8a% + 12a — 6 = —8a® — 6.

A —8af kifejezés értéke az a valtozé barmely értéke mellett nem
pozitiv. Tehat a —8a® — 6 kifejezés értéke negativ az a valtozd barmely
értéke mellett. @

5. PELDA Az m természetes szam 6-tal valé osztasakor a maradék
5, az n természetes szam 4-gyel vald osztasakor a maradék 2. Bizo-
nyitsatok be, hogy a kifejezés maradék nélkiil oszthaté 4-gyel, és nem
oszthaté 12-vel.

Megoldds: Legyen az m szam 6-tal valé osztasakor a nem teljes
hanyados a, az n szam 4-gyel val6 osztasakor pedig b. Ezért felirhat-
juk: m = 6a + 5, n = 4b + 2.

Tehat:

2m +3n =2 (6a +5) + 3 (4b + 2) =
=12a + 10 + 12b + 6 = 12a + 12b + 16.

Az 6sszes kapott Osszeadandd oszthaté 4-gyel, ezért az Gsszeg is
oszthatd 4-gyel.

A két els§ osszeadandd oszthatd 12-vel, azonban a harmadik nem.
Ezért az 6sszeg sem oszthatd 12-vel. @

‘)
i Hogyan szorzunk egytagot tébbtaggal?

I GYAKORLATOK

355.° Alakitsatok tobbtagga a szorzatokat:
1) 3x (2x + 5); 3) —Zala?+a-
2) 4xix¥ - 2w 2 4) 69 (- TE410):
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5) mmimin-n' 9) (L ™1, 7E4— 9 8. 1027
6) Zab(a® -8+ B0 10) —dp&® (Apk - p+dk—20
7) -Gy + 715Ny 11) %M“ (Bre 180+ 9

8) M4xdp (Bt - Sup+ 189y 12) 1%.::1 {%-ﬁ:‘—%&‘d"’—%d”).

356.° Végezzétek el a szorzast:

1) 9 - 4) £ (" -2+ Fx-1)

2) —fad g - Rz -0y 5) —Zaldd et — 2t 4544,

3) (B 1 0B+ - 0,58 6) Bm’n-fma'-2a% . Cdmia®.
357.° Hozzatok egyszerilbb alakra a kifejezéseket:

1) 8x — 2x (3x + 4); 5) 2m (m — 3n) + m (bm + 11n);

2) Ta'+ 8z (9-5a); 6) &x(x? +3")- 0 (x -3

3) faite—T1I-1202c" +17 7) B (ER-9- & 66 b6

4) af@-11+a" 211, 8) x B’ +bx+ H—dxi2+ Zu+xh,
358.° Hozzatok egyszerlbb alakra a kifejezéseket:

D) Tx (x—4) —x (6 — x); 3) ap (2w 1130-x (wp +147";

2) fabda+ 3B -102% (BB -1 4) 527 @a-31- 228 (227 -13),
359.° Hozzatok egyszerlbb alakra a kifejezéseket, és hatarozzatok
meg az értéklket:
1) 3x (2x — 5) — 8x (4x — 3), ha x = -1,
2) Zxldx? —x+M+4x(25+ 3TN, hax =7
3) fzh i - 24 - Tz 2% -98"), ha a = -3, b = 2.
360.° Hozzatok egyszer(bb alakra a kifejezéseket, és hatarozzatok
meg az értékiiket:
1) 6x (6x — 4) + 9x (3 — 4x), ha x:—lﬁ;
2)2m (m—-n —n@Bm—-n)—n (n+6), ha m=-4, n=0,5.
361.° Oldjatok meg az egyenleteket:
1) 5x (3x — 2) — 15x (4 + x) = 140;
2) 1,2x 4 +5x) =3x Cx + 1) - 9;
3) 6x (7x — 8) — 2x (21x — 6) = 3 — 30x;
4) 12x — 3x (6x — 9) = 9x (4 — 2x) + 3x;
5) T —x(Tx—9-202,fx+10-0=10
6) &(xd—d)-2x (1 5x-T)= 205 -G,
362.° Hatarozzatok meg az egyenletek gyokeit:
1) 0,4x (bx — 6) + 7,2 = 2x (x + 0,6);
2) x(Ac+T-90x" - T =Gx (1 0- %1
3) 12 —21-Fxix? -11=55" + 2+ 6,
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363.° Igazoljatok a kiévetkezd azonossagot:
1) ab B-dl+as p-F-a B - e+ o= abe;
2) 4a 2+ —a@a- 45 -2ab=gd:
a@+2b)+b@+b=>b2a+ b +a(+ b
Hab+c—-—be)—b@+c—ac)=(@-0>b)ec
364.° Igazoljatok a kiovetkezl azonossagot:
1) aig+E-biz-F=a"+8%
2b@-b+bbB+c)=b@+b->b(®B-o.
365.° Bizonyitsatok be, hogy amikor:
Da+b+c=0, akkor a (bc — 1)+ b (ac—1) + ¢ (ab — 1) = 3abc;
2) ad+®8 =% akkor ¢ (ab—¢) — b (ac — b) — a (bc — a) + abc = 0.
366.° Bizonyitsatok be, hogy az
sl2e+il -2 ' + -2 1+ de—xh
kifejezés értéke nem flugg a valtozd értékétdl.
367.° Bizonyitsatok be, hogy a

b l;ﬂ:-aj-g{%f-zm?)

kifejezés értéke nem flugg a valtozd értékétsl.

368.° Bizonyitsatok be, hogy a 4ix)-Zx+41-05x (fx—161 kifejezés
értéke pozitiv az x barmely értékénél.

369.° Bizonyitsatok be, hogy a 31 (- 41— fx (l,5x-22" + ™ kifeje-
zés értéke nem pozitiv az x valamennyi értékénél.

370.° Bizonyitsatok be, hogy a Ta* (z + M—a® (2la+Ta" - 42" kifejezés
értéke nem negativ az a valamennyi értékénél.

371.° Helyettesitsétek a csillagot olyan egytaggal, hogy azonossagot
kapjatok:

1) v -(2-EB+a)= —ahe+be-ba®  3) —8g% (v— 1) =6z" +1 624,
2) & (@b -1 =a"F- "

372.° Helyettesitsétek a csillagot olyan egytaggal, hogy azonossagot
kapjatok:

D) -3 =gl -a'y 3) Lax-+) dx=e-06x%
2) 0 ) p= vt 4) = (x—x"3* +83%1= 25" + Gt — s,
373.° Hozzatok egyszerilibb alakra a kifejezéseket:

1) 15‘“'%4*12“’9'%;

g A .4
2) T Ll +§¢_3—13¢“-—¢ _'; +2;

3) 84z I¥oasy ZoB gy s,
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374.° Hozzatok egyszerlbb alakra a kifejezéseket:
4 3
ged 2ot gpp 22

D

3 4
2) 14w BB 2L a6n -z w42,
375.° Oldjatok meg az egyenleteket:
1) 2= % _., 5) Bx—-F 3x+l _11-x,
4 BT B E T 1B ¢°
£+6 x=-F _ Ex—2 de+3 o,
2) =T =4: 6) 5 3 =x-1:
Bred 1-dx_1 Sx-E dy+d E-Oy
DTty o7 D=3 ——g 7z —°®
v+ d k4B gxd—fr  Ba¥ 41
4 -t T 7 -1
376.° Hatarozzatok meg az egyenletek gyokeit:
T+l  dx4+ 3, 2x+3 Ex+l3 E-Zx
1)x—2_4, 3)3 E+2_E*
g g
9 Zrl_Errl_y, g o 1024 g

377.° A valtozé mely értékénél lesz 8y (y — 7) kifejezés értéke 15-tel
nagyobb a 2y (4dy — 10,5) kifejezés értékénél?

378.° A téglalap hossza 3-szor nagyobb a szélességénél. Ha a szélessé-
gét 6 cm-rel kisebbitjiik, akkor a teriillete 144 cm?-rel lesz kisebb.
Hatarozzatok meg, hany cm volt a téglalap szélessége eredetileg.

379.° A téglalap szélessége 8 cm-rel rovidebb a hosszanal. Ha a tég-
lalap hosszat 6 cm-rel noveljiik, akkor a teriilete 72 cm?-rel lesz
nagyobb. Hatarozzatok meg a téglalap keriiletét.

380.° A turista 3 nap alatt 108 km-t tett meg. A masodik napon
6 km-rel tobbet tett meg mint az els6n, a harmadikon pedig az

elsd két napon megtett Ut % részét. Hany km-t tett meg a turis-

ta mindegyik napon?
381.° Harom brigad egy miszak alatt 80 alkatrészt tervezett elkészi-
teni. Az els§ brigad 12 alkatrésszel kevesebbet készitett el, mint

, . . . T, . ” 2
a masodik, a harmadik pedig a 7 részét annak, amit az elsd és

a masodik brigad készitett el 6sszesen. Hany alkatrészt készitett
el mindegyik brigad?
382.°* Hozzatok egyszerlbb alakra a kifejezéseket:
1) f-l-i l-'r_r_:-l-ﬁ _1:| _f-i-ﬂ |:.1.-‘+E _1._3.'];-
) il | Pl R P
ahol n természetes szam.
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383.°° Hozzatok egyszerilibb alakra a kifejezéseket:
1) 2 (=4 Do) o (D™ —
2) iyl 2o i+ a7 - 2T,
ahol n természetes szam.

384.°° A természetes a szam 3-mal vald osztasakor a maradék 1, a
természetes b szam 9-cel vald osztasakor a maradék 7. Bizonyit-
satok be, hogy a 4a + 2b kifejezés értéke oszthat6 3-mal.

385.°° A természetes m szam 5-tel valé osztasakor a maradék 3, a

természetes n szam 3-mal vald osztasakor a maradék 2. Bizonyit-
satok be, hogy a 3m + 5n kifejezés értéke nem oszthatd 15-tel.

I ISMETLO GYAKORLATOK

386. Ukrajna harom legnagyobb torkolata, a Dnyeper—Bugi-liman, a
Dnyeszter-liman és a Szaszik (Kuduk)-liméan, a Fekete-tengerbe
omlik. Az ossztertletiikk 1364,8 km?. A Dnyeszter-liman terulete

2% -szer kisebb a Dnyeper—Bugi-liman teriileténél, a Szaszik-liman

terilete 25,6%-a a Dnyeper—Bugi-limén teriiletének. Hatarozzatok

meg mindegyik liman tertiletét.

387. Az els6 napon Lacké elolvasta a konyv % részét, a masodik

napon a konyv 64%-at, a harmadikon pedig a maradék 54 oldalt.
Hany oldalas a konyv?

388. Mi a valészinlisége annak, ha feldobjuk a dobdkockat, akkor a

lapja:

1) paratlan szamra esik;

2) olyan szamra esik, amelyik oszthatdé 3-mal,;

3) olyan szamra esik, amelyik nem oszthaté 3-mal?

389. A kerékparos az ut elsd felét 3 ora alatt tette meg, a masodik
felét pedig 2,5 déra alatt, mivel a sebességét 3 km/6-val novelte.
Mekkora utat tett meg a kerékparos?

390. Az egyik raktarban 184 tonna, a masikban 240 tonna mitragya
volt. Az els6 raktarbdl 15 t tragyat adnak el naponta, a masikbdl
pedig 18 tonnat. Hany nap mulva lesz az elsé raktarban maradt

mitragya tomege % része a masodik raktarban maradt talajjavité

tomegének?
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I GYAKOROLJUK A NEM HAGYOMANYOS MODSZEREKET

391. A roplabdaverseny elsé kore utan (vagyis amikor mindegyik csa-
pat mindegyik csapattal jatszott egy meccset), a csapatok 20%-a
veszitett. Hany csapat vett részt a versenyen? (Megjegyzés: a rop-
labdaban dontetlen eredmény nincs, mindenképp az egyik csapat
nyer, a masik veszit.)

Tobbtag szorzasa tobbtaggal

Megmutatjuk, hogyan kell 6sszeszorozni egy tobbtagot egy masik
tobbtaggal a kovetkezd példan: (@ + b) (x — y — 2). Ha a mésodik té-
nyez6t c-vel helyettesitjuk, akkor a kovetkezdét kapjuk:

E+Hx-p-Zi=z+He=ac+ ba

Most az ac + bc kifejezésben a ¢ helyére behelyettesitjiik az

x — y — z tobbtagot. Felirjuk:
ac+ b= (X-y - +b(x-yV-Z=axr—ap -2+ b -y -5z

A kapott tobbtag a keresett szorzat.

Ugyanezt az eredményt kapjuk, ha a szorzatot a kévetkez6 séma
szerint hatarozzuk meg:

T

A séma alapjan a kovetkezl szabalyt irhatjuk fel:

Tobbtagot tobbtaggal ugy szorzunk, hogy az elsé tobbtag
mindegyik tagjdat megszorozzuk a madsik t6bbtag minden egyes
tagjaval, és a kapott szorzatokat osszeadjuk.

Tehat tobbtagnak tobbtaggal valdé szorzasakor mindig tobbtagot
kapunk eredményil.

1. PELDA Hozzatok egyszertibb alakra a kifejezést: (3x — 4) (2x +
+3)—(x—2) (x +5).

Megoldas:
Bx—-—4) 2x+3)—(x—2) (x +5) =
=6x2+ 9x — 8x — 12 — (x* + bx — 2x — 10) =
=Ealv Gu-fo-12- 2 -xa2ue 0= -20-2. @
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2. PELDA irjétok fel a kifejezést tobbtag alakjaban:
@+ 2) (@—-5) (@ + 3).
Megoldds: (@+ 2) (@a—5) (@+ 3)=(@*—-5a+ 2a—-10) (a + 3) =
=@ -3a-10) (@ + 3) =2+ =" - Az - Gz —10z-90=
—a*~19a-30.®

3. PELDA Hatérozzatok meg azt a négy egymast kovetd természetes
szamot, amelyek kozil a harmadiknak és a negyediknek a szorzata
38-cal nagyobb az elsé és a masodik szam szorzatanal:

Megoldads: Legyen a legkisebb szam x, akkor a harom kovetkezd
szam x + 1, x + 2, x + 3. Mivel a feltétel szerint az (x + 2)(x + 3)
szorzat 38-cal nagyobb az x (x + 1) szorzatnal, ezért felirhatjuk:

x+2)(x+3) —x(x+1) =38

Innen x>+ 2x + 3x + 6 — x? — x = 38;

4x = 38 — 6;
x = 8.
Tehat a keresett szamok 8, 9, 10 és 11. @

4. PELDA Bizonyitsatok be, hogy az
n+39) (n-4—-@m+ 31 (n-23
kifejezés értéke 7 tobbszorose az n barmely természetes értéke mellett.
Megoldds: Elvégezzik az atalakitast:
mn+39 n-49)-mn+3)(n-3 =
=n? —4n + 39n — 156 — (n? — 3n + 31n — 93) =
=n'-4n+3%-156- 2+ 9n— 8la+ 99 ="Tn -63=T(n- 1)

Az adott kifejezést felirtuk két olyan tényezl szorzataként, ame-
lyek koziil az egyik 7, a masik pedig csak egész értékeket vesz fel.
Tehat barmely természetes n esetén az adott kifejezés értéke oszthatd
7-tel. @

‘P
| Hogyan szorzunk tébbtagot tébbtaggal?

I GYAKORLATOK

392.° Végezzétek el a szorzast:
1 (@—-2) @ +5) 4) (x — 10) (x — 9);
2) (m +n) (p - k) 5) (c +5) (c + 8);
3) (x = 8) (x + 4); 6) By +1) (4y — 6);
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7 (2m — 3) (6 — m); 10) (x — 5) (x* + 4x — 3);

8) (bx? — x) (6x* + 4x); 11) 2a + 3) (4a? — 4a + 3);

9) (—c — 4) (c® + 3); 12) a (ba — 4) (3a — 2).
393.° Alakitsatok tobbtagokka a kifejezéseket:

1) (@ +b) (- ad) 6) By — 5) (2y — 12);

2) (x — 6) (x — 4); 7) 2x* - 3) (& + 4);

3) (a@a—-3) (a+7); 8) (x — 6) (x? — 2x + 9);

4) (11 - o) (c + 8); 9) 5x —y) 2x*+ xy — 3y%);

5) (d + 13) 2d — 1); 10) b (66 + 7) (3b — 4).

394.° Hozzatok egyszerlbb alakra a kifejezéseket:
1) (x+ 2 (x +11) — 2x (3 — 4x);
2)(@+5)@—-2) +@-4 (@+6)
-9 C-D)-@ +1 Gy -7
4) (4x — 1) (4x — 3) — (2x — 10) (Bx + 1).
395.° Hozzatok egyszer(ibb alakra a kifejezéseket:
D@-2 @—-1) —a(a+ 1)
2) (b—5) (b +10) + (b + 6) (b — 8);
3) 2c+3)Bc+2) —2c+T7) (2c—-T7);
4) 3d + 5) (6d — 1) — (6d — 3) (2 — 8d).
396.° Hozzatok egyszer(ibb alakra a kifejezéseket, és hatarozzatok
meg az értékiket:
Dx+2) (x-5) —(x—-3) (x+4), ha x = -5,5;
2) (b +9) (y -2+ G- 6+5) ha p=-11,
397.° Egyszerlsitsétek a kifejezéseket, és hatarozzatok meg az érté-
kiket:
D@+3) (@-10 - (@ + 7 (@ — 4), ha a = -0,01;

2) Bc + 12) (3¢ — 1) + (B¢ + 2) (-5¢ — 6), ha a=11,

3
398.° Oldjatok meg az egyenleteket:
1) 2x — 3) (4x + 3) — 8x2 = 33;
2) 2x — 6) Bx + 5) + (3 — 4x) (3 + 4x) = 55;
3) 2l —(Px-TIFx—N =07
) (x+1) (x+2)—(x—-3) @+4) =12
) (dx+ 1) (x—-1) —x=5-2x) Cx+ 3) - 17.
399.° Oldjatok meg az egyenleteket:
1) 2x —1) (15 + 9x) — 6x (3x — 5) = 87,
2) (14x - 1) 2+ x) = 2x — 8) (7x + 1);
3) (x+10) x—5) —(x—6) (x + 3) = 16;
4) Bx+7) Bx+ 1) =(®6x—"7) (4x — 1) + 93x.
400.° Végezzétek el a szorzast:
Dx+2) (x-1) (x —4); 4) (@ + 2b -0 (@ — 3b + 20);
2) 2x + 1) (x + 5) (x — 6); 5) fa+ B (a® — a4+ abd -5

3) ¥ — 2o+ o + -0 6) -1t +a® + 128 + 410,
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401.° Alakitsatok szorzatta a kifejezéseket:
D@+ @-2 (@-3); 3) i -2z +1ied +a- 2
2) Ba-2) @+ 3 (@-"17); 4) m+l@ar-at+al a4+l

402.° Helyettesitsétek a hatvanyt szorzattal, majd a szorzatot alakit-
satok tobbtagga:
1) fz+5" 2) -t 3) lz+b+ah 4 @-B

403.° Bizonyitsatok be, hogy az (x + 3) (x> —4x + 7) — (x> — 5) (x — 1)
értéke egyenlG 16-tal a valtozd barmely értéke mellett.

404.° Bizonyitsitok be, hogy az (x—&1ix" +Fi-ix- 2 (%" —x+ 5 érté-
ke egyenld 11-gyel a valtoz6 barmely értéke mellett.

405.° Adott négy természetes szam. A masodik szam 1-gyel nagyobb
az els6nél, a harmadik 5-tel nagyobb a masodiknal, a negyedik
pedig 2-vel nagyobb a harmadiknal. Hatarozzatok meg ezt a négy
szamot, ha az els6 szam Ggy aranylik a harmadikhoz, mint a ma-
sodik a negyedikhez.

406.° Adott harom természetes szam. A masodik szam 4-gyel nagyobb
az els6nél, a harmadik pedig 6-tal nagyobb a masodiknal. Hata-
rozzatok meg ezeket a szadmokat, ha az els6 szam ugy aranylik a
masodikhoz, mint a masodik a harmadikhoz.

407.° Hatarozzatok meg azt a négy egymast kovetd természetes sza-
mot, amelyek koziill a negyediknek és a masodiknak a szorzata
17-tel nagyobb a harmadik és az els6 szdm szorzatanal.

408.° Hatarozzatok meg azt a harom egymast kovetd természetes sza-
mot, amelyek koziil a masodiknak és a harmadiknak a szorzata
50-nel nagyobb a harmadik és az els§ szam szorzatanal.

409.° A négyzet oldala 3 cm-rel révidebb a téglalap egyik oldalanal, és
5 cm-rel hosszabb a masiknal. Hatarozzatok meg a négyzet oldalat,
ha a tertiilete 45 cm?-rel nagyobb az adott téglalap teriileténél.

410.° A téglalap kertiilete 60 cm. Ha az egyik oldalat 5 cm-rel meg-
roviditjiik, a masikat pedig 3 cm-rel meghosszabbitjuk, akkor a
teriilete 21 cm?-rel kisebb lesz az eredetinél. Hatarozzatok meg az
adott téglalap oldalait.

411.° A téglalap hossza 2 cm-rel nagyobb a szélességénél. Ha a hosszat
2 cm-rel noveljik, a szélességét pedig 4 cm-rel roviditjik, akkor a
tertlete 40 cm?-rel kisebb lesz az eredetinél. Hatarozzatok meg a
téglalap oldalainak eredeti hosszat.

412.° Bizonyitsatok be az azonossagokat:

1) 2 -2x+7=(x-1x-T

2) 3 =T+ =pt -5 - 1t
3)a*—-8=(a-2) (@ + 2a + 4);
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H@-D@+1) @+ =a*"-1:
5) ft—ad+ gt ¥ 411 =at + 2t
413.° Bizonvitsatok be az azonossagokat:

1) G¢“+ID¢+H=H(¢+H:|{¢+1);

2) fz+ 116t + B+ B = (2% + B2+ 20 (2 + T,
3) fz+1) fat-af +a—a+ )=a% +1.

414.° Igaz-e, hogy az (n + 9) (n + 11) — (n + 3) (n + 5) kifejezés értéke
az n barmely értéke mellett 12 tébbszorose?

415.° Igaz-e, hogy az (n + 29) (n + 3) — (n + 7) (n + 1) kifejezés értéke
az n barmely értéke mellett 8 tobbszorose?

416.° Helyettesitsétek a csillagokat olyan egytagokkal, hogy azonos-
sagokat kapiatok:
1) (2—5 (x+m=a’+v—a 2) Qa+T7) (@—* =%+ *— 14,

417.° Helyettesitsétek a csillagokat olyan egytagokkal, hogy azonos-
sagokat kapiatok:
D G+ (e+ 8 =0+ 544 2) (x—4) (x + %) =% + % + 24,

418.°* Kivalasztottak négy egymast kovetd természetes szamot, majd
kiszamitottak ezek kozil a szamok koézil a masodik és harmadik
szam szorzatanak, valamint az elsd és negyedik szam szorzatanak
a kilonbségét. Fiigg-e a kiilonbség értéke a szamok kivalasztasa-
tol?

419.°° Kivalasztottak harom egymast kévetl természetes szamot,
majd kiszamitottak ezek koziil a szamok koziil a masodik szam
négyzetének, valamint az els6 és a harmadik szdm szorzatanak a
kiilonbségét. Fligg-e a kiilonbség értéke a szamok kivalasztasatol?

420.°* Bizonyitsatok be, hogy az b -ba - ab kifejezés értéke maradék

nélkil oszthatd 10-zel fiiggetlenil az a és b értékétdl.

421.°° Az x természetes szam 6-tal torténd osztasakor a maradék 3,
az y természetes szam 6-tal térténd osztasakor pedig a maradék 2.
Bizonyitsatok be, hogy az x és y szamok szorzata maradék nélkiil
oszthat6 6-tal.

422.°° Az a természetes szam 8-cal torténd osztasakor a maradék 3,
a b természetes szam 8-cal torténd osztasakor pedig a maradék
7. Bizonyitsatok be, hogy az a és b szorzatanak 8-cal torténd osz-
tasakor a maradék 5.

423.°° Az m természetes szam 11-gyel térténd osztasakor a maradék
9, az n természetes szam 11-gyel torténd osztdasakor a maradék
5. Bizonyitsatok be, hogy az m és n szorzatanak 11-gyel térténd
osztasakor a maradék 1.

424.** Bizonvitsatok be. hogv amikor ab + bc + ac = 0. akkor

E-Fla—ai+ B-d F-ad+ p-a)fe-F=ad + 5 4 27,
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I ISMETLO GYAKORLATOK

425. Két munkas egyutt 108 alkatrészt készitett el. Az egyik mun-
kas 5 6rat, a masik 3 6rat dolgozott. Hany alkatrészt készitett el
mindegyik munkdas éranként, ha egyiitt 1 6ra alatt 26 alkatrészt
készitettek el?

# 426. Osszekevertek 72 gramm 5%-o0s és 48 gramm 15%-os s6olda-
tot. Hany szazalékos séoldatot kaptak?

427. Oldjatok meg az egyenleteket:

1) lx+2x= b 2) ot + x5 =1x2,
428. Bizonyitsatok be az azonossagokat:
1) 1% =g pi=. gli=, 2) TH™=gzaa%. Gagi=

ahol n természetes szdm.

429. (Osrégi gorog feladat.) Démokritosz' hosszi életének negyedét
kisfiaként, 6todét ifjuként, harmadat férfiként és 13 évet oregként
élte le. Hany évet élt Démokritosz?

l KESZULUNK AZ UJ TEMA ELSAJATITASAHOZ

430. A szorzas széttagolasi tulajdonsaganak alkalmazasaval szamit-
satok ki a példakat:

: Y RE L
1) 42.29+42.71: 3) 314 0,3-0.3 121+III,=3 15.
9 7 E T,
S o v
431. Oldjatok meg az egyenleteket:
)x(x+4)=0; 3) Bx +5) (10 — 0,4x) = 0.

2) (x-6) x+9=0;
Ismételjétek at a 11. és 13. pont tartalmat a 237. és 238. oldalon!

I GYAKOROLJUK A NEM HAGYOMANYOS MODSZEREKET

432. Egy 5 x 5 tabla minden négyzetében il egy bogar. Egy bizonyos
pillanatban mindegyik bogiar atmaszik a szomszédos négyzetbe
(vagy vizszintes vagy fliggbleges iranyban). Mindenképpen tiresen
marad-e ekkor valamelyik négyzet?

! Démokritosz (1. e. IV-III. szazad) — dkori gorog politikus, szénok és
torténész.
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IV Tobbtagok tényezékre bontasa.
A kozos tényezd kiemelése a zardjel elé

Megszorozzuk a 2x — 1 tobbtagot az x + 1 toébbtaggal. Felirjuk:
-1+ =2 + By —x—1=8xY 4 51,

Megkaptuk a [Z£-1)(x+11= 25% + £—1 tobbtagot, amelyet felirhat-
juk a kovetkezd médon is: Ead +x-1 =(Zx—1)(x+11,

Ebben az esetben az mondjuk, hogy a 2x* + x — 1 tobbtagot a
2x — 1 és x + 1. tényezokre bontottuk.

Altalénosségban elmondhatdé, hogy a tobbtagok felirasat néhany té-
nyezd szorzataként, a tobbtag tényezdkre bontasanak nevezziik.

Sok feladat megoldasanak kulcsa a tobbtagok tényezGkre bontasa.
Példaula 2x — 1 = 0 és az x + 1 = 0 egyenleteket nagyon koénnyd
megoldani, de a 2x? + x — 1 = 0 egyenlet megoldasa szamotokra még
ismeretlen. De, ha tényezdkre bontjuk a 2x2 + x — 1 tébbtagot, akkor
a 2x? + x — 1 egyenletet a kivetkezSképpen irhatjuk fel:

(s -1 (x4 1= 10,

Innen 2x — 1 = 0 vagy x + 1 = 0. A keresett gyokok a 0,5 és a —1.

Tehat a tobbtag tényezGkre valé bontdsa vezetett ahhoz, hogy az
Osszetett egyenlettSl eljutottunk két egyszerd egyenlet megoldasahoz.

Tébb moédszer is létezik, amelyek segitségével tényezSkre tudjuk
bontani a tobbtagokat. Az egyik legegyszerlibb ezek kozil a kozos
tényez6 kiemelése a zarojel elé.

Ez az atalakitdas szdmotokra mar ismert. Példaul a hatodik osz-
talyban az 1,62.1,08-008.1 62 kifejezést a kovetkez6 médon szami-
tottatok ki:

1,62.1.08-008.1 62=1 621 0%8-0081=162,

Itt a szorzas Osszeadasra vonatkoztatott széttagolasi ¢ (@ + b) =
= ac + bc tulajdonsagat alkalmaztuk, de most jobbrdl balra olvasva:
ac +bc=c (a +b).

Ezt a médszert alkalmazzuk a kovetkez6 példak megoldasanal.

1. PELDA Bontsatok tényezdkre:
1) a?b? + ab?; 2) 8a?b? — 12ab? 3) 10a® — 5a®.
Megoldds: 1) Az a?b? és ab® egytagok a kiévetkezd kozos ténye-
z6ket tartalmazzak: a, b, ab, b? és ab’. Ezek koziil a tényezlk ko-

zil barmelyiket kiemelhetjiik a zardjel elé. De a kozos tényezdt ugy
valasztjuk ki, hogy a zardjelben maradd tobbtag tagjainak mar ne
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legyenek kozos betltényezdi. Ez a gondolatmenet azt sugallja, hogy a
zardjel elé az ab? kozos tényezét kell kiemelniink:
a?b? + ab® = ab®(a + b).

Ahhoz hogy leellenérizzik, helyesen bontottuk-e tényez6kre a tobb-
tagot, 6ssze kell szoroznunk a kapott tényeziket.

2) Ha a tobbtag egyutthatéi egész szamok, akkor a zardjel elé e
szamok modulusainak a legnagyobb kozos osztdjat emelik ki (a mi
esetlinkben ez a 4-es szam):

8a?b? — 12ab?® = 4ab? 2a — 3b).
3) Felirjuk: 10a® — 5a® = 5a° 2a® — 1). ®

2. PELDA frjétok fel a kifejezéseket tobbtagok szorzataként:
)a@m-3)+b(m - 3); 3) 6x (x —7) — (x — T)>
2 xc—-d)+yd-oc);
Megoldds: 1) Ebben az esetben az m — 3 tobbtag a kézos tényezé:
a(m-3)+b@m-3=(m-3) (a+Dd).
2) Felirjuk:
-+ vEd-i=xie—d+y =0 lp-di =

=x(z—d)-3 z-d)=lz-d) x -3
3) Felirjuk:
6x (x—T7N—-(x-72=x-T7 6x—(x-17) =
=x-7NGx—-—x+7N=x-7 Gx+17). @

3. PELDA Emeljétek ki a kozos tényezét a zardjel elé a (12x — 18y)?
kifejezésben.
Megoldads: Felirjuk: (12x — 18y)? = (6 (2x — 3y))? = 62 (2x — 3y)? =
=36 (2x — 3y)>. @

4. PELDA Oldjatok meg az egyenleteket:
1) 4x% — 12x = O; D Bx-7NkEx+4H+x-1) (x+4) =0.
Megoldds: 1) TényezGkre bontjuk az egyenlet bal oldalat, és fel-
hasznaljuk azt a szabalyt, hogy egy szorzat mikor egyenld nullaval,
felirjuk:
4x (x — 3) = 0;
x=0vagy x — 3 =0;
x =0 vagy x = 3.
Felelet: 0; 3.
D Bx-TNx+4+@x-1) (x+4) =0;
x+4) Bx—-T7T+x-1)=0;
x+ 4 =0vagy 4x — 8 = 0;
x =—4 vagy x = 2.
Felelet: —4; 2. ®
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5. PELDA Bizonyitsatok be, hogy a kifejezés értéke: 1) 87 — 4° ma-
radék nélkil oszthaté 14-gyel; 2) 20° — 4* oszthaté 121-gyel.

Megoldas: Felirjuk a) 87 és 4° kifejezéseket 2-es alapt hatvanyként,
majd kivissziik a ko6zos tényez6t a zardjel elé. A kiovetkezbt kapjuk:

Soq¥ o pahT oy ol plE ot et gy gl gy
=g .r=gT.a =074

Tehat az adott kifejezés két természetes szam szorzataval egyenld,
amelyek kozil az egyik 14. Ebbdl kovetkezik, hogy a 8™ — 4° kifejezés
maradék nélkiil oszthatd 14-gyel.

2) Felirjuk: 20% —d*=(5 .4y —at =5% 4% _g4=0* (5% 4 =

=4% (126-d1=4%.121,
Tehat a kifejezés értéke maradék nélkiil oszthatd 121-gyel. @

6. PELDA Az a mely értékénél lesz az (x + 2) (x + @) —x (x + 1) =
= 3a + 1 egyenletnek szdmtalan gyoke?

Megoldas:

x>+ ax+ 2x+ 20 — x> —x=3a + 1;
ax + x + 2a = 3a + 1;
ax +x=a+ 1;
a@+1)x=a+ 1.

Ha a =-1, akkor az utols6 egyenletet felirhatjuk Ox = 0 alakban, és
ennek az egyenletnek szamtalan gyoke van. Megjegyezzik, ha a # -1,
akkor az egyenletnek egyetlen gyoke van, mégpedig x = (@ + 1) :
: (@ + 1), amelyik egyenld 1-gyel.

Felelet: haa=-1. @

6?

1. Magyarazzatok meg, hogy mit értink a tobbtag tényezdkre bon-
tasan!

2. A szorzas melyik tulajdonsagat hasznaljuk fel, amikor kiemeljik
a kozos tényezét a zardjel elé?

I GYAKORLATOK

433.° Vigyétek ki a kozos tényez6t a zardjel elé:

1) am + an; 8) ax + a; 15) a¥ —a™

2) 6x — 6y; 9) 7c - T, 16) B +5;

3) 4b + 16¢; 10) 24x + 30y; 17) Fp —Gp:

4) 12x — 1by; 11) 10mx — 15my; 18) 1 5a83 — B
5) —cx — cy; 12) & + 13 19) 14y +210pd:
6) 4bk + 4bt; 13) a4y — fedy 20) -2s + 1615

7) —8a — 18b; 14) da? + 16ak: 21) Rzt - 9627,
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434.° Bontsatok tényezGkre a kifejezéseket:

1) fa+ 6k 5) 5b — 25bc; 9) Gx-—2Fxh

2) 1%m—16m 6) 14x9+7x 10) 18p% +129%

3) 10ck—1Gam 7 a*-n% 11) S6z*"* —g2agted
4) 8ax + 8a; 8) mf+mh 12) Afmen® + Gamin®

435.° Szamitsatok ki a kifejezéseket a kozos tényezd zardjel elé vald
kiemelésének alkalmazasaval:
1) 1739 +17a3.27 2) 214.914-214% 3) n4*+04%.0,6,
436.° Hatarozzatok meg a kifejezés értékét:
1) S16%-616.-619; 2) 0.f+07.051: 3) na*t-nz*.1.8,
437.° Szamitsatok ki a kifejezések értékét, el6zbleg tényezbkre bontva
Gket:
1) 6,92¢—x" ha x = 4,32;
2) @ +a¥® haa=15b=-205

3) m?p — m?n?, ha m = 3, p-l, n =-3.

438.° Hatarozzatok meg a kifejezés értékét:
1) 0.74x" + 265, ha x = 100; 2) 3 -4f hax=4,y=5.
439.° Oldjatok meg az egyenleteket:

1) g -6y=0 3) dm?-20m=0;, 5) x"-fx=0

2) H+x=0 4) 19"+ x=10 6) 1&x—0,8x"=10,
440.° Oldjatok meg az egyenleteket:

1) f-x=0 3) G —Anx=10

2) p+lfip=0 4) 14x% 4185 =10,
441.° Bontsatok tényezbkre:

1) 2x (@ + b) +y (a + b); 7 b (b - 20) + (20 — b);

2) (@ —4) — b (a — 4); 8) 6a (o — 3b) — 13b (3b — a);

3) 5a (m — n) + 7b (m — n); 9) (re— M -3 -

4) 6x (4x + 1) — 11 (4x + 1); 10) a (@ + 5)* + (a + 5);

5 a(—-d)+b(d-oc); 11) (m? — 3) — n (m? — 3)%

6) x (x — 6) — 10 (6 — x); 12) 8¢ (p — 12) + 7d (p — 12).
442.° Adjatok meg a kifejezéseket tobbtagok szorzataként:

Decx—-3—dx-—3); 5) 4x 2x — y) — 5y (y — 2x);

2)m (p -k —(p-k); 6) @+ 1f —dpp+1];

Hm@x—y-n(y-x; 7) 106" -5 + @' -8

4 x2-x +4 @x—2); 8) la— & -6 ia- 1.

443.° Bontsatok tényezikre:
1) 22" — 42 + Gz % 2) mr®+Smind - Tmin:
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3) ¥+ iy - 5) —Gret—am - 2w
4) 95 + 459 — 6) 4fa - 28z%F - 702",
444.° Vigyétek ki a zardjel elé a kozos tényezdt:
1) min+ma+n 3) Ta® _142%E4 4 21294
2) 2xF + 6 -16c% 4) Z0R% — 4R oF _ ARt oY,
445.° Keressétek meg, és javitsatok ki a hibakat az egyenl@ségekben:
1)da+4=4(a+ 4); 3) —=5x — 10y = =5 (x — 2v);
2) 6ab — 3b = b (6a — 2b); ) Foxtr = -2+ 5

446.° Bizonyitsatok be, hogy barmely természetes szam és e szam
négyzetének Gsszege paros szam.
447.° Bontsatok tényezbkre:
1) a@a+bile+b-daia+E
2) Amd (- 21+ G (- 21
3) 2a+3) (@+5b)+((@-1 (a +5)
4) Bx+17) 4y -1 — @4y —1) 2x + 10);
5) (bm — n)® (m + 8n)? — (bm — n)? (m + 8n)®.
448.° irjétok fel a kifejezéseket tobbtagok szorzataként:
1) (x—6) 2x—4) + (x —6) (8 —x);
2) -2 Ey+ 8- - iyl
3) (4a — 3b) (ba + 8b) + (3b — 4a) (2a + b);
H@P-9'"Cp+1)°+(p-9°Ep+ D
449.° Oldjatok meg az egyenleteket a tényezGkre bontéas felhaszna-
lasaval:
DEx-3)x+7)—-—x+7 (x—-8 =0;
2)(@x -9 x-2)+1-% (x—2) =0;
3) 0,2x (x —5) + 8 (x — 5) = 0;
4) Fix-T1-(x-T"=0.
450.° Oldjatok meg az egyenleteket a tényezGkre bontéas felhaszna-
lasaval:
1) 2Qx -9 (x+6) —x (x +6) =0;
2) Bx +4) (x —10) + (10 — x) (x — 8) = 0;
3) A+ —d @+ =10
4) 9x — 12) — x (9x — 12) = 0.
451.° Vigyétek ki a kozos tényez6t a zardjel elé:
) gs-§% 3 @Ex+30pY  5) (ix-W0 7)) To-14ab)’
2) Gp+EY 4 Er+dh 6) ' +abry 8 fet-aeht,
452.° Vigyétek ki a kozos tényezdt a zardjel elé:
1) fke-430% 3) (Eme—10m)"% 5) d fix'y +4 0™y
2) 1&z+2TEY 4) i@ -z 6) (22x*— 2Rxty™¥,
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453.° Bizonyitsatok be, hogy a kifejezés értéke:
1) 19° + 19* a 20 tobbszorose; 4) 2 - 32006 + 5 - 32005 4 7 . 32004
a 10 tobbszorose;
2) 80 — 8% — 8% a 11 tObbszorose; 5) 27 — 9° a 24 tobbszorose;
3) 8" + 2! az 5 tobbszorose; 6) 12* — 45 a 130 tébbszorose.
454.° Bizonyitsatok be, hogy a kifejezés értéke:
1) 25% — 25% maradék nélkil oszthaté 12-vel;
2) 16* + 85 — 47 maradék nélkil oszthatdé 10-zel;
3) 36° + 6° maradék nélkil oszthato 42-vel;
4) 10° — 57 maradék nélkil oszthato 7-tel.
455.°° Bizonyitsatok be, hogy amikor:
1) a + b = 2, akkor @+t —2zb=10;
2) 3a + 4b = —2, akkor 122" +1Aa%Y + 322% = 2429,
456.°° Bizonyitsatok be, hogy amikor:
1) a+ b+ c=0, akkor 2™ a% + 294 4+ 2%p%" = 0
2) a¥-B=2ak+1, akkor a*b*-2a"F* —a%f =agipt,
457.°* Oldjatok meg az egyenleteket:
1) 8 -a(x-4=18; 3) 4x — 0,2x (x + 20) = x%;
2) b5x® — x (2x — 3) = 3x; 4) Sxix- TN+ (a-410c- =20,
458.°° Hatarozzatok meg az egyenlet gyokét:
1) Bx—-2) Bx+ 2) — (2x —5) (8x — 3) = 4x — 19;

2) %a2+ .t*j:lﬁ::“ +4,

459.°° A kozos tényezl kiemelésének alkalmazasaval egyszerisitsétek
a kifejezéseket:
De@e@-D@+t2)-@-2)@+2)+@-3 (@+2)—-(a—9 (a+2)
2) (Hez—2) (5 — 4B+ 1004+ (2 - B2 (55 - BB+ 100
3) e -TH Bz — 4k + 54 - (e - TE (22¥ - 2 -5,

= 460.°° A kozos tényezd kiemelésének alkalmazasaval egyszeriisit-
sétek a kifejezéseket:
1) ab (2 +ab+ B —ab jg' - ab + 5,
@+d)@+l)—(@+b A-b)+Ob+a (b-a).

461.°° Oldjatok meg a 4x® — 1,2x = a egyenletet, ha az egyik gyoke
0,3-del egyenld.

462.°° Oldjatok meg az 5x% + 8x = a egyenletet, ha az egyik gyoke
—1,6-del egyenld.

463.°* Vigyétek ki a zardjel elé a kozos tényeziét (n természetes szam):

1) a=t4a= 4) %= _g=

2) B=-3=* n >3 5) g=**+g.g=i_g.z=

3) e=ye=t n >4 6) vty =,
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464.°° Bontsatok tényezGkre (n természetes szam):
1) a=-a= 2) B+t - gty by 3) ag=+16%,
465.°° Ismeretes, hogy az y valamely értéke mellett az y? — 4y + 2 ki-
fejezés értéke 6-tal egyenld. Hatarozzatok meg az y ezen értékénél
a kifejezések értékét:
1) Gpi-20p+10; 3) Gui-1gp+ 2,

2) # ' -4y + D-4p ' - 4w+ 2

466.°° Ismert, hogy az a valamely értéke mellett az a? + 2a — 5 kife-
jezés értéke —4-gyel egyenld. Hatarozzatok meg a ezen értékénél
a kifejezések értékét:
1) —Za'—da+10; 3) 4a’+8a- 16,
2) a¥ (2% + 22— F+ 22 (2t + Ba—1

467.°° Az a mely értékénél nincs gyoke az egyenletnek:
Dx+1) (x—-—3) —x -3 =ax;
2)xBx—-—1) —(x—a bx—-1) = 4x — 2aq;
3 2x—-5)(x+a)—Cx+3) (x+1) =47

468.°° Az a mely értékénél van az egyenletnek szamtalan gyoke:
Dix—-4) (x+a)—(x+2) (x—a =-6;
2) x Bx —2) — (x + 2a) Bx + 2) = ba + 6?

= 469." Hatarozzatok meg az 6sszes olyan kétjegyd szdmot, amelyek
egyenlGk szamjegyeik szorzatanak eggyel novelt értékével.

I ISMETLO GYAKORLATOK

470. Hozzatok egyszer(bb alakra a kifejezéseket:

g
1) 0,42.1-:*-1—&?3 A 3) —Eém"wa-{%np‘:l L
1 1.a s 18
2) 1,24z EEA’-E}'E;_ 4) {IE:::“;.'*:I -ﬁf}'“.

471. A tengerviz 5% sot tartalmaz. Hany kg édesvizet kell hozzaonteni
30 kg tengervizhez, hogy a kapott oldat sétartalma 3%-os legyen?
472. Az iskola felgjitasahoz festéket vasaroltak. Az els6 napon az 6sz-
szes festék félénél 2 dobozzal tobb festéket hasznaltak fel, a ma-

sodik napon az els6 napon felhasznalt festék g részét. Ezutan

2 doboz festék maradt. Hany doboz festéket vasaroltak?

473. A dobozban 2 piros, 4 zdld és 10 kék ceruza van. Mennyi a va-
l6szinlisége annak, hogy a taldlomra kivett ceruza:
1) piros; 2) zold; 3) nem zold?
Legalabb hany ceruzat kell kivenni a dobozbdl, hogy biztosan le-
gyen kozottuk kék szinG?
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2 474. Létezik-e olyan kétjegyl szam, amelyben a tizesek helyén
allé szamjegy 4-gyel nagyobb az egyesek helyén all6 szamjegynél,
ezenkivill ennek a szamnak és e szam forditott sorrendben felirt
szamjegyeibdl alkotott szamnak a kiulonbsége 27-tel egyenld?

I GYAKOROLJUK A NEM HAGYOMANYOS MODSZEREKET

475. Egy kartonlapbdl kivagtak néhany azonos méretd egyenld olda-
I4d haromszoéget. Mindegyik cstcsaba beirtak az 1, 2, 3 szamokat.
Ezutan ezeket a haromszogeket egymdésra raktak. El6fordulhat-e,
hogy a halom mindegyik széle mentén a szamok 6sszege 55 lesz?

Tobbtagok tényezdkre bontasa.
A csoportositasi modszer

Az ax + bx + ay + by tobbtagot nem lehet tényez6kre bontani a
ko6zos tényezd zardjel elé valé kiemelésével, mivel nem tartalmaz olyan
tényezbt, amelyik kozos lenne mindegyik 6sszeadandéban. Ugyanak-
kor a tobbtag tagjait csoportosithatjuk Ugy, hogy a csoportok tagjai
tartalmazzanak kozos tényezét:

AL+ + G + 8 = @+ Bl + ae+ B0 = 2la+ B+ p i+ EL
Kaptunk egy olyan kifejezést, amelyben mindkét tag kozos ténye-
z6je az (a + b). Kivissziik a zardjel elé:
T+ +p e+ =z +5 X+
Az adott tobbtagot sikerilt tényez6kre bontani, mivel megfelel§

moédon csoportositottuk a tagjait. Ezért a tébbtagok tényezGkre bon-
tasanak ezt a médjat csoportositasi modszernek nevezziik.

1. PELDA Bontsatok tényezfkre a tobbtagokat:
1) 2ac + 2bc + bam + 5bm; 3) xy — 12 + 4x — 3y.
2) x* — 2x® — 3x + 6;

Megoldds: 1) A tobbtag tagjait igy csoportositjuk, hogy mindegyik
csoportban a tagoknak legyen kozos tényezGjiik. A kovetkezdt kapjuk:
2ac + 2bc + bam + 5bm = (2ac + 2bc) + (bam + 5bm) =
=2c(a+b +b5m(a+ b =(a+ b 2c+ bm).

Ugyanerre az eredményre jutunk, ha az 6sszeadandékat masképp
csoportositjuk:
(2ac + bam) + (2bc + 5bm) = a 2c + bm) + b (2¢ + 5bm) =
= (2c + 5m) (a + b).
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2) Felirjuk: x* — 2x® — 3x + 6 = (x* — 2x°) — (Bx — 6) =
=x(x-2)-3@x—-2)=(x-2) (x* - 3).
xy—12+4x—-3y=(y+4x) + (-12-3y)=x(y+4) -3 4 +y) =
:(y+4) (x—3).

2. PELDA Bontsatok tényezékre az x> + 6x + 8 haromtagot.
Megoldds: Miutdn a 6x Osszeadandét felirjuk 2x + 4x Gsszege-
ként, alkalmazzuk a csoportositasi modszert:
>+6x+8=0x>+2x+4x+8=(*+2x) + (4x + 8) =
=x(x+2+4x+2)=x+2) (x+4). @

I GYAKORLATOK

476.° Bontsatok tényezikre a tobbtagokat:

1) ma + mb + 4a + 4b; 5) a — 1+ ab - b;

2) 3x + cy + cx + 3y; 6) xy + 8y — 2x — 16;

3) 5a — 5b + ap — bp; 7 ab +ac - b — ¢

4) Tm + mn + 7 + n; 8) 3p — 3k — 4ap + 4ak.
4717.° frjétok fel a kifejezéseket tobbtagok szorzataként:

1) ay — 3y — 4a + 12; 4) 8x — 8y + xz — yz;

2) 9a + 9 — na — n; 55 mn+m-n-1;

3) 6x + ay + 6y + ax; 6) ab — ac — 2b + 2c.
478.° Bontsatok tényezékre a tobbtagokat:

Da*+a?+a+1; 5) a¥ —ab+ ae—be;

2) 2 -0t +dad 12, 6) Z0aBe-28a2" + 1527 — 215,

3) ¢b — 10c¢* — 5¢% + 50; 7) x%y? + xy + axy + q;

4) p* 18+ 630 -0 8) Zdxf —ddyby 185927 4 aipd,
479.° Bontsatok tényezSkre a tobbtagokat:

1) 8% -8 +4a-1: 4) #a’ - Bzh—dae+ Be

2) prx+apie 5) ZE —Thla—db 4 14

3) 9a%b — 3a* + 3b2 — b; 6) Ga% +4%p" —0xp— 63,

480.° Bontsatok tényezdkre, majd hatarozzatok meg a kifejezések ér-
tékét:
1) 2a* -8z —ZzF+ 3 ha a = 0,5, b = 2,25;
2) sp+3i-12x-12y, ha x = 10,8, y = —8,8;

3) £Fx" - 865 +65— 2, ha x:—i%.

481.° Hatarozzatok meg a kifejezések értékét:
1) 2a+b+22%+ @k, haa=-3, b= 4;

2) 35" —x"—6Gx+2, ha .1:-%.
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482.° Szamitsatok ki szamologép hasznalata nélkil:
1) 3,749 4074 .2 26-0,74.1 24 -2 26 1,24
2) 53,?‘-1?2+HE 852 :34? 1, 2 2.02.96;
3) 2 a$+1 2,3+25EI g2 +1 22,
483.° Hatérozzatok meg a klfe]ezesek értékét:
1) 34,419 F-M 4.8F-156.-27+13F-15,6;
2) 06*-2.06°-08+06-089-2.048%
484.° Bontsatok tényez6kre a tébbtagokat:
1) ax?+ap—Ba By o 4o
2) a*b+a+abd + b+ dakb4d
)P —x2+xly +x—xy+y;
4) min+men-5-9re+n-Gmd;
5) #F —ax®yax? 2ty Bx—10;
6) @*B+abd —aghe® —ala_Batat,
485.° irjétok fel a kifejezéseket tobbtagok szorzataként:
1) ab + ac + ad + bx + cx + dx;
2) o —Tk —px+ kx + k —p;
3) #p* - + xp— G+ G — Gyt
4) g% -a% +a2% P - 2'F* 4 aFt - BY,
486.°° Bontsatok tényezlkre a kifejezéseket (n természetes szam):
1) a=lsa®+a+l;
2) = —b-14+b=
3) 3yn+3 _ 3y2 _ 5 + 5yn+l
487.° Bontsatok tényezdkre a haromtagot, eldzlleg felirva egyet a
tagjai kozil egynemi tagok Gsszegeként:
1) 2 +8x+12 2) £ —Gx+d; 3) A+Tx—8 4) -dx-5,
488.°° Bontsatok tényezGkre a haromtagokat:
1) 2 +dx+d;, 2) £ -105+16; 3) " +8x-18; 4) =" -4£-32,
489." Bizonyitsatok be, hogy az n Osszes természetes értéke mellett
az n® + 3n? + 2n kifejezés oszthatd 6-tal:
490." Bontsatok tényezlkre az a? + b% + ¢ + 2ab + 2bc + 2ac tobbtagot.
491." Bizonyitsitok be, hogy az n barmely 1-nél nagyobb értékénél a
3n*2 —2n+2 4+ 3n — 91 kifejezés értéke oszthatd 10-zel.
492." Ismert, hogy az x és az y néhény értéke mellett igaz az x> + y> =1
egyenldség. Az x és az y ugyanezen értékei mellett hatdrozzatok
meg a 2x* + 3x%y? + y* + y2 kifejezés értékét.
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I ISMETLO GYAKORLATOK

493. (Ukrdan folklorbél szdrmazé feladat.) A pasztor kihajtotta a ju-

hokat a legel6re. A legeldn covekek vannak. Ha a pasztor mind-
egyik covekhez kikot egy baranyt, akkor egynek nem jut covek. Ha
mindegyik covekhez két baranyt kot ki, akkor viszont egy covek
felesleges lesz. Hany baranyt hajtott ki a pasztor a legeldre?

494. Peti és Miki, ha egytitt dolgoznak, akkor 2,4 éra alatt locsoljak
meg a veteményest. Peti egyediil ezt a munkat 4 6ra alatt tudja
elvégezni. Mennyi iddre van sziiksége Mikinek a munka elvégzé-
séhez?

495. Az egyik kanndban 4-szer tobb tej van, mint a masikban. Mi-

utan az els6 kannabdl 10 liter tejet atontottek a masikba, a masik

kannaban 1évé tej mennyisége za annak, mint amennyi az elsé

kannaban maradt. Mennyi tej volt mindegyik kannaban eredeti-
leg?

KESZULUNK AZ UJ TEMA ELSAJATITASAHOZ

496. Emeljétek négyzetre az egytagokat:

-

1) 2a; 3) aE* 5) 0,3x: 7 %E“b*-:"'

2) a* 4) Tk 6) ndgfz: 8) l%m*r:l..

497. Trjatok fel kifejezés alakjaban:

1) az a és ¢ Osszegét;

2) az m és n kulonbségét;

3) az x és y Osszegének és kiulonbségének szorzatat;
4) az x és y kiilonbségének a négyzetét,

5) az x és y négyzetének a kiillonbségét.

GYAKOROLJUK A NEM HAGYOMANYOS MODSZEREKET

498. A kieséses rendszerd sportversenyen (aki veszit, az kiesik) n

1.

2.

teniszezl vesz részt. Hany meccset kell lejatszani ahhoz, hogy ki
tudjak hirdetni a gy8ztest?

3. SZAMU FELADATSOR. ONELLENORZES TESZT FORMAJABAN
Adjatok meg tobbtag alakjaban a 3y? (y® + 1) kifejezést.

A) 3y5 + 1; B) 3y + 3y%  C) 3y° + 1; D) 3y> + 3y%.
Hozzatok egyszer(ibb alakra a —9y (y — 3) + 4,5y (2y — 4) kifejezést.
A) 45y; B) —45y; C) —9y; D) 9y.
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3. Melyik tobbtaggal egyenld az (x — 3) (x + 7) kifejezés?

A) x? + 4x — 21; C) 2 + 10x — 21;
B) x? — 4x — 21; D) x* — 10x — 21.
4. Hozzatok egyszerlibb alakra a 3x + 2) Cx — 1) — (bx — 2) (x — 4)
kifejezést.
A) x? — 23x — 10; C) x2 — 21x + 6;
B) x? + 23x — 10; D) x? + 21x + 6.
5. Emeljétek ki a kozos tényez6t a zardjel elé: 3mn — 4mk.
A) n Bm — 4k); C) n 4dm - 3k);
B) m (3n — 4k); D) m (4n — 3k).
6. Bontsatok tényezGkre az m?n + mn? kifejezést.
A) m (m + n); C) mn (m + n);
B) n (im + n); D) m?n? (m + n).
7. Bontsatok tényez6kre az mn — mn? kifejezést.
A) mn (1 — n); C)m@A-n A - n)
B) mn (1 + n); Dnd-m Q- m).
8. frjétok fel a 2x? — 4x° tébbtagot egytag és tobbtag szorzataként.
A) 2x? (1 — 2x3); C) 2x2 (2 — x%);
B) 2x2 (1 — 2x%); D) 2x% 2 — x9).
9. Oldjatok meg az x* — 2x = 0 egyenletet.
A) 0; B) 0; -2; C) 0; 2; D) 2.
10. frjétok fel szorzat alakjaban az ax — ay + 5x — 5y tobbtagot.
A) (x =) (@ + 5); C) (x + ) (a-5)
B) (x - y) (@ - 5); D) (x +y) (@ + 5).
11. Oldjatok meg az .1551 —jT-"l:i egyenletet.
A) 11, B) 1, O 7 D) 5.

12. Az a valtozé értéke olyan, hogy az a?> — 7a + 3 kifejezés értéke
egyenlé 2-vel. Hatarozzatok meg a 2a? — 14a + 10 kifejezés értékét.

A) 4; B) 12; C) 8; D) 14.
Két kifejezés kulonbségének és

14.
. osszegének a szorzata

A matematikaban nem ritka, hogy az altalanos torvényen (tételen)
kivil egyedi esetekben sokszor hasznalunk mas szabalyt is.

Példaul tizedes tortek 10-zel, 100-zal, 1000-rel torténd szorzasakor
nincs értelme a szokasos moédon (egymas ald irva) Osszeszorozni a
szamokat, sokkal kézenfekvGbb alkalmazni a tizedesvesszd athelye-
zésének szabalyat.




14. Két kifejezés kildnbségének és 0sszegének a szorzata 89

Egyedi szituaciok fordulnak elé a tobbtagok szorzasanal is.
Megvizsgalunk egy olyan esetet, amikor két tébbtag szorzasakor az
egyik tényezd két kifejezés kiilonbsége, a masik pedig e két kifejezés
osszege.
Felijuk:
Z-Be+E =a +ab-ba-bd=a-pY

A kovetkezb azonossagot kaptuk:

i —F) (e +F)=a¥ - 14

Ezek utan két kifejezés kiillonbségének és osszegének a szorzasakor
lerévidithetjiik a munkankat, és rogton felirhatjuk az eredményt e
két kifejezés négyzetének kiilonbségeként. Ezért ezt az azonossagot a
roviditett szorzas képletének nevezziik. Ezt a kovetkezd szabaly
fejezi ki:

Két Rifejezés kiilonbségének és 6sszegének a szorzata egyenld
e kifejezések négyzetének a kiilonbségével.

1. PELDA Végezzétek el a szorzast:

1) (2a — 5b) (2a + 5b);
2) (y* + 3x') Bx' — )
3) (~4mn — p) (4dmn — p).
Megoldds: 1) (2a — 5b) (2a + 5b) = (2a)? — (6b)? = 4a? — 25b2.
2) (y* + 3x) Bx* —y?) = (3x* + %) Bx' —y?) = (3x*)* — (v7)* = 9x° — .
3) (~4mn — p) @mn — p) = (—p — 4mn) (-p + 4mn) =
= (-p)* — (dmn)* = p* — 16m*n*. @
2. PELDA Hozzéatok egyszertibb alakra a kifejezést:
DGB-3)bB+3)-@b+1) (2b -1
2) 2x (x + 5) (b — x);
3) @ —2) (@ + 2 @+ 4).
Megoldas: 1) (6 -3) (b +3)—-2b+1) 2b-1) =
=b>—-9—-(4b2—-1) =0b2—-9— 4>+ 1=-3b>- 8.
2) 2x (x +5) (6 —x) = 2x (25 — x?) = —50x + 2x°.
3) Kétszer felhasznalva két kifejezés kiilonbségének és tsszegének

szorzatat, a kovetkezdt kapjuk:
@-2)@+2)@+4H=@@"-4) @+4=a%-16.0

1. Mivel egyenld két kifejezés kilonbségének és 6sszegének a szor-
zata?

2. Adjatok meg ket kifejezés kulonbségének és dsszegének a szor-
zatat kifejezd képletet!
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I GYAKORLATOK

499.° Az alabbi toébbtagok koézil melyikkel azonosan egyenlé a
(7Ta — 2b) (7a + 2b) szorzat:
1) Tad - o 2) Fad+2b¥:  3) 40z —4pd: 4) 49z% + 4549
500.° Végezzétek el a toébbtagok szorzasat:

1) (m — n) (m + n); 6) (4a — b) (b + 4a);

2) (x—1) (x + 1); 7) (b + 1) (1 — 5b);

3) O - O +y); 8) (3x — 5y) (3x + 5y);

4) 3b—-1) (3b + 1); 9) (13c — 10d) (13c + 10d);

5) (10m — 7) (10m + 7); 10) 8m + 11n) (11n — 8m).
501.° Irjatok fel tobbtag alakjaban a kifejezést:

1) (- 2) (c +2); 5 (x+7) (7 - x);

2) 12 —x) (12 + x); 6) (ba — 8b) (ba + 8b);

3) Bx +y) Bx — y); 7) 8m + 2) (2 — 8m);

4) (6x —9) (6x + 9); 8) (13c — 14d) (14d + 130¢).
502.° Végezzétek el a szorzast:

1) @ —dgise o 6) 1z + My ERd —11a2™

2) S+8@ -0, 7) F -

3) (- gty f + 230 8) {E&*&—%ﬂb’“){ﬂﬂ*&+%ﬂbﬂ);

4) Q0 —TRIL0p® + TR 9) (08" +0,1n™(09m" - 012",

5) fds? —&p®) it + 837 10) {%G“-::—1,4&‘:]{1,4&'#%&“-:::].
503.° Végezzétek el a szorzast:

1) x*+4)0e” -4 5) (Ba’ - &) (Ga” + 2B

2) @k—ciak+2n 6) Grt-mY Gnt+mty

3) -3+ 7) 02w - 0,825 0, 80 + 0,80%),

4) (Al -2 (Gl 4 20 8) {%p?+1;'i1h":|{f—1h" —%p?:l.

504.° Hozzatok egyszerlibb alakra a kifejezést:
1) (Za-Ei2a+B)+55
2) 10 + (g — G2 (3 + G5
3) Badmd— (Spet U1 (@ee— 01
4) (4x — Ty) (4x + Ty) + (Tx — 4y) (Tx + 4y);
5 (@—2) (a+ 3)+ (6 —a (a+ 6)
6) 3a (@ — b) — (3a + 2b) (3a — 2b).
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505.° Hozzatok egyszertbb alakra a kifejezést:
1) (2-2)00%+ 5 - 18a% AGBG+7) bB-4+ (2b-6) (2b+ 6);
2) 28w - Fee-T105m +71 4) 4x 3x — 10y) — (4x + y) (4x — y).

506.° Milyen kifejezéssel kell megszorozni a 0,3x® — xy? kéttagot, hogy
eredményiil a 0,09x° — x%y* tobbtagot kapjuk?

507.° Milyen kifejezéssel kell megszorozni a 7t* + 9p® tobbtagot, hogy
eredményil a 49¢% — 81p'° tobbtagot kapjuk?

508.° Melyik egytaggal kell helyettesiteni a csillagot, hogy azonossagot
kapjunk:

D) (v—18z)(x+ %)= B -5 3) [DTp+¥(v-0,7p =%mi - 04 0p
2) -G+ 5A =168 % 4 @Amd+vv-s=omtoaty
509.° Helyettesitsétek a csillagot olyan egytaggal, hogy azonossagot
kapjunk:
1) @zih- v (Be¥h+ 3 = v - 2525
_1 s){in )_L;_LH
2) { 125 i et et
510.° Irjatok fel a kifejezést tobbtag alakjaban:

Da@-2) @+2); 4) fa—dife+da et + 4%
2) -3 (x+3) (x—-3) 5) iBz-1)(2z+11ida”+1);
3) TR (B4 @d-F) 6) @ -5 i + Wt + 26,
511.° Végezzétek el a szorzast:
1)5bB-1) b+ 1); 3) fre— 107 (e + 1000 (et 1100
2) fE+ 5 (z—87- 8 4) @ +11 @t -1 et + 10,
512.° Szorozzatok oOssze a kéttagokat (n természetes szam):
1) @ -4)E=+4, 3) ft=+ gy p=io g™
2) B ™t - ot 4) fa=t—p= =t eb=h, n> 1L

513.° Hozzatok egyszerlbb alakra a kifejezéseket:
1) Ba — 3) 8a + 3) — (7Ta + 4) (8a — 4);
2) 0,6m 2m — 1) 2m + 1) + 0,3 (6 + 5m) (6 — 5m);
3) (7T—-2x) (T+2x) —(x—8) (x+8 — 4 - 3x) (b + 3x);
4) Fax(dh - b @b+ 2N 41 B

514.° Hozzatok egyszer(ibb alakra a kifejezéseket:
Dx+1)@x-1)—-@x+5) (x—-5)+ @+ 1) (x—5)
2) #la® - - B et + 25 e + 57,

515.° Oldjatok meg az egyenleteket:
1) 8x 3+ 2x) — 4x + 3) (4x — 3) = 9x — 6;
2) Tx — 4x (x — 5) = (8 — 2x) (8 + 2x) + 27x;
3) 6x +7) (6x —7) + 12x = 12x (3x + 1) — 49;
4) E-Dis+H i + et +1 G =25 +1 0
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516.° Oldjatok meg az egyenleteket:
1) (x-17)(x+171= 2" + Ax-49;
2) 1,2x — 4) 1,2x +4) — (1,3x — 2) (1,3x + 2) = 0,5x (8 — 0,5x).
517.° Bizonyitsatok be, hogy a kifejezések értéke nem fiigg a valtozo
(valtozdok) értékétsl:
DE-9 x+9 — (x+ 19 (x — 19);
2) 2Za—b) 2a+b)+bB-c (b+c+ (- 2a)(c+ 2a).
& 518.° Bizonyitsatok be, hogy a (7n + 8) (7n — 8) — (5n + 10) (5n — 10)
kifejezés értéke barmely természetes n esetében oszthat 12-vel.
519.° Bizonyitsatok be, hogy létezik olyan természetes n szam, amely-
nél a 4n + 3) On — 4) — (6n — 5) (6n + 5) — 3 (n — 2) kifejezés
érétke oszthatd 8-cal.
520.° Bizonyitsatok be, hogy a (9n — 4) 9n + 4) — 8n — 2) (4n + 3) +
+ 5 (6n + 9) kifejezés értéke barmely természetes n esetében oszt-
hato 7-tel.
521.°* Hatarozzatok meg a kifejezések értékét:
1) af.pdtop@d® _mypat e,
2) G+ 287 (528174 1 4% oM
3) T .gt_qaltfeaget -,

4) 3 -0t DEt 1 L 0EY L1 @ 21 -0

5 2+1)@2+1)@*+1) @28+1) (2% + 1) — 2%
522.°° Mennyivel egyenlG a kifejezések értéke:

1) ¥ 2% m® 1) 6% -1

2) S¥-(5" - E" + HE +H FY 4100
523." Hasonlitsatok Gssze a kifejezéseket anélkiil, hogy kiszdmitanatok
értékiiket:
1) 415 - 425 és 426 -414; 2) 1234 567 -1 234 569 és 1 234 5682,
524." Hasonlitsatok 6ssze a kifejezéseket anélkiil, hogy kiszamitanatok
értékiiket:
1) 253 - 259 és 252 - 260; 2) 987 6542 és 987 646 - 987 662.

I ISMETLO GYAKORLATOK

525. Lacké a falubdl az allomésra kerékparon 3 éra alatt ér el, gyalog
pedig 7 6ra alatt. Gyalog a sebessége 8 km/6-val kisebb, mint ke-
rékparon. Mekkora sebességgel halad Lacké a kerékparral? Milyen
messze van az allomas a falutdl?

526. Az egyik zsakban 60 kg, a masikban pedig 100 kg cukor volt.
Miutan a masodik zsakbdl 4-szer tobb cukrot vettek ki, mint az
els6bdl, az els6 zsakban 2-szer annyi cukor maradt, mint a méso-
dikban. Hany kg cukrot vettek ki mindegyik zsakbol?
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527. Az egyik teheraut6 10 6ra alatt tudja behordani a mezérél a
betakaritott termést, a masodik 12 éra alatt, a harmadik pedig
15 éra alatt. Hany ora alatt tudja elszallitani a termést a mezdrél
a harom teherauté egytitt?

528. (Osrégi egyiptomi feladat.) Hét ember mindegyikének hét macs-
kaja van, s mindegyik macska hét egeret eszik meg, minden egér
hét kalaszt pusztit el, minden kalaszb6l hét marék Aarpa lenne.
Egy marék arpa sulya 80 gramm. Hany marék magot mentenek
meg a macskak évente? Mennyi ez tonnaban kifejezve? A valaszt
kerekitsétek szazasokra.

529. Oldjatok meg az egyenleteket:

dr -1 3‘15+1=_1:+1; 9 dx-8 Gr+l E-x

1)12'9 g B 2

l KESZULUNK AZ UJ TEMA ELSAJATITASAHOZ

530. Adjatok meg a kifejezést kéttag négyzeteként:
1) =% 3) 4l 5) atEt™ 7 1,e21emd"a®;

2) gt 4) %,-.;*-, 6) nafeyd g 1%&&*.

531. Felirhatjuk-e a kifejezéseket két egytag négyzetének kilonbsé-
geként:
1) a¥-166%; 3) 1008 - 2525 5) —a™— 4ot
2) 25¢2 + 9b% 4) -4 +a'" 6) —0,01a* + 0,04b6*?
Igenld valasz esetén irjatok le négyzetek kiilonbségeként.

I GYAKOROLJUK A NEM HAGYOMANYOS MODSZEREKET

532. A teherszallitdsra 4, 7 és 8 tonnas teherautdékat hasznalnak.
Mindegyik autdé csak egyszer fordulhat. Hany teherautéra van
sziikség mindegyik fajtabdl, hogy elszallitsanak 44 t terhet?

Két kifejezés négyzetének a kulonbsége

A tobbtag tényezSkre bontasanak két médjat mar ismeritek: a ko-
z0s tényezl kiemelését a zardjel elé és a csoportositasi médszert.
Az (a — b) (@ + b) = a® — b? képletet a kévetkezbképpen irhatjuk at:

ad-F = -Fi(a+ B)
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Ez az azonossag két kifejezés négyzetének kiilonbsége képlet
alakjaban felirva.

Megfogalmazzuk a kovetkezd szabalyt:

Két kifejezés négyzetének a kiilonbsége e két kifejezés kiilonb-
ségének és osszegének a szorzatdaval egyenlé.

Felirunk néhany példat arra, hogyan tudjuk tényezékre bontani a
tobbtagokat a fenti képlet segitségével.

1. PELDA Bontsatok tényezdkre:

1) a? — 4 2) Eﬁm’“—zgni; 3) —a%b® + 1.

Megoldds: 1) Felirjuk: a2 — 4 =a%>-22=(a — 2) (@ + 2).

9

2) Bfmi- zg n¥ = 8 hmd — 25 nt = (Bof - { :|=
g
_{Em EE Em+3r:l. .

3) a2 +1=1-a%=(1 —ab’) (1 + ab’). ®

2. PELDA Bontsatok tényezékre a négyzetek kiilonbségének fel-
hasznalasaval:
1) 100 — (a + 5)% 2) (2a + 3b)? — (3a — b)>.
Megoldds: 1) 100 — (a + 5)2 = 10?2 — (a + 5)? =
=10 - (@ + 5)) (10 + (a + b)) =
=(10-a-5)1A0+a+5)=06B-a (15 + a).
2) 2a + 3b)? — Ba — b)? = ((2a + 3b) — (3a — b)) (2a + 3b) +
+Ba—-0)=Q2a+3b—-3a+b) 2a+3b+3a—-b)=(4b—-a) (5ba+ 2b). ®

3. PELDA Oldjatok meg az egyenleteket:
1) x2 — 36 = 0; 2) 2x — 7> — 81 = 0.
Megolddas: 1) A négyzetek kulonbsége képletének és a szorzat
0-val valé egyenlGsége szabalyanak felhasznalasaval megkapjuk:
(x—6) (x + 6) =0;
x—6=0vagy x+ 6 =0;
x =6 vagy x = —6.
Felelet: 6; —6.
2) Felirjuk:
Cx-T7T-9 Cx-7+9) =0;
2x — 16) 2x + 2) = 0;
2x — 16 = 0 vagy 2x + 2 = 0;
x = 8 vagy x = —1.
Felelet: 8;, -1. @
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4. PELDA Bizonyitsatok be, hogy barmely természetes n esetében a
(6n + 7)?2 — (2n — 1)? kifejezés értéke oszthaté 8-cal.

Megoldas:

6n+7?-C2n-12=06Gn+7-2n+1) 6Gn+7+2n-1) =

=(4n+8 Bn+6)=4n+2)-2@n+3)=8{n+ 2) 4n + 3).

A kapott kifejezés harom tényezd szorzata, amelyek kozil az egyik
8, a masik kett§ pedig szintén természetes szam. Ebbél kovetkezik,
hogy a kifejezés értéke maradék nélkil oszthaté 8-cal barmely ter-
mészetes n esetén. @

6?
i irjatok fel két kifejezés négyzetének kiildnbségét képlet alakjaban!

I GYAKORLATOK

533.° Az alabbi szorzatok koziill melyikkel egyenlé azonosan az
a? —144 tobbtag:

1) rz-127: 3) (12 — a) (12 + a);

2) (@ — 12) (a + 12); 4) (12 — a) (<12 — a)?
534.° Az alabbi egyel6ségek koziil melyik azonossag:

1) 40+89=(F - F+51 3) —404+89 =7 B4

2) —49+54 = (B=T1 B+ T 4) —49+5% = (B-49) (b+ 497
=

= 535.° Tényezbkre bonthatdk-e az alabbi kifejezések a négyzetek
kilonbségének felhasznalasaval:

1) a¥-u 4) 26+ xn 7) Bl+100p%  10) -mind-250
2) B4l 5) 1-p% 8) &1-100gd:
3) 4—a™ 6) 1629 —&d: 9) min¥-24:

Ha ez nem lehetséges, akkor végezzétek el a tényezGkre bontast
mas moédon.

536.° Bontsatok tényezikre:

1) B g9, 7) 000 -21k% 13) a¥piat 1,

2) -1 8) 1fixY-1213": 14) 1002 - 0,018,
3) —xd+1; 9) B4 _1: 15) a*—Ed:

4) 96—k 10) %.1:"—%3.'“; 16) pa — 036849
5) 4- 26z 11) —4a¥d 428 17) -0

6) 40g? 100, 12) 14490 —400;  18) 4_-4:“-1%;;1*.
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537.° Bontsatok tényez6kre:

1) 16-54 5) dxf - 25 9) dadaf — iy

2) of —49; 6) Ela? — G 10) x4 —p®:

3) 004-a¥ 7) n09d -0 25p%  11) 1600+

g 8) a'bt-cfat 12) gﬂ_%,
538.° Oldjatok meg az egyenleteket:

1) 2 — 49 = 0; 3) x2 + 36 = 0; 5) 9x2 — 4 = 0;

2) %-f =0, 4) x>~ 0,01=0; 6) 00dgd-1=0,

539.° Oldjatok meg az egyenleteket:
1) ¢ - 0,25 = 0; 2) 81x2 — 121 =0;  3) —0,09 + 4x? = 0.

540.° Bontsatok tényez6kre a négyzetek kiilonbsége képletének fel-
hasznalasaval:

1) o+ -49; 6) 8y + 4 — 4y — 3)%
2) (x-1m" - 26p" 7) (5a + 3b)2 — (2a — 4b)?;
3) 26— (w- 9 8) 4 (@~ b~ (a+ b3
4 fa-aF - ia+ D 9) (@ +x+ 1) - (&* —x + 2)%
5) (me—107 - r-67"; 10) —8x" + 309 - 1645,
541.° Irjatok fel a kifejezéseket szorzat alakjéban:
D) (z-2'-4; 4) at-Fr-ahyh
2) (b + 7)2 — 100c¢?; 5) (- o¥ — R4+ 109
3) 121 — (b + T)% 6) G+ b+ —@-E-op,

542.° Hatarozzatok meg a kifejezések értékét:
1) 9x — 4)?> — (7x + 5)%, ha x = 1,5;
2) bx + 3y)2 — (Bx + 5y)%, ha x = 2,1, y = 1,9.
543.° Hatarozzatok meg a (2,50 — 1,5b)? —
- (1,5a — 2,5b) Kkifejezés értékét, ha
a =-1,5, b =-3,5.
2 544.° Mivel egyenld a 4. dbran lathaté
besatirozott alakzat terulete? Hataroz-
i zatok meg a kapott kifejezés értékét, ha
g a="74cm, b =26 cm.
B 545.° Két kornek, amelyeknek a sugarai R
és r (R > r), kozos a kozéppontjuk. Fejez-
e zétek ki n, R és r segitségével a korvona-
4 lak altal hatarolt alakzat tertletét. Sza-
mitsatok ki a kapott kifejezés értékét, ha
4. abra R =51cm, r =4,9 cm.

I3
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546.° irjétok fel harom tényez6 szorzataként a kifejezéseket:

1) m* — 625; 3) 24" — 16, ha n természetes szam.

2) £ -2l
547.° Bontsatok tényezGkre:

1) af & 2) o - 28a,
548.° Oldjatok meg az egyenleteket:

1) (3x — 5)2 — 49 = 0; 3) e-1r-—=a+Wi=10;

2) Mx+Ti-axi=0 4) ZEME+ 116 -1 =0,
549.° Oldjatok meg az egyenleteket:

1) 16-E-1159=0; 2) Fre— 197 - Ore+1 39 =10,

550.° Bizonyitsatok be, hogy barmely természetes n esetében a kife-
jezések értéke:
1) (7n + 4)> — 9 maradék nélkiil oszthatd 7-tel;
2) (8n + 1)> — (3n — 1) maradék nélkiil oszthat6é 11-gyel;
3) Bn + 7)? — (3n — 5)? maradék nélkiil oszthatd 24-gyel;
4) (7Tn + 6)2 — (2n — 9)? maradék nélkil oszthaté 15-tel.

551.° Bizonyitsatok be, hogy barmely természetes n esetében a kife-
jezések értéke:
1) (bn + 4)? — (5n — 4)? maradék nélkiil oszthaté 80-nal;
2) 9n + 10)2 — (9n + 8)2 maradék nélkil oszthatdé 36-tal;
3) (10n + 2)% — (4n — 10)? maradék nélkil oszthaté 12-vel.

552.*° Bizonyitsatok be, hogy:
1) két egymast kovet§ természetes szam négyzetének kilénbsége
egyenld e két szam Osszegével;
2) két egymast kovetG paros szam négyzetének kiulonbsége oszt-
hat6 4-gyel.

553.°° Bizonyitsatok be, hogy:
1) két egymast kovetd paros szam négyzetének kiilonbsége egyenld
e két szam Osszegének kétszeresével,
2) két egymast kovetd paratlan szam négyzetének kiillonbsége oszt-
hat6 8-cal.

554.°° Bizonyitsatok be az azonossagot:
it — " e et - et = dma®
555.°° Két olyan kétjegyd szam négyzetének kiillonbsége, amelyekben
a szamjegyeik egyenlék egymassal, egyenlé 693. Hatarozzatok meg
ezeket a szamokat.
556.°° Az egyik természetes szam 7-tel vald osztasakor a maradék 4,

a masik szam 7-tel valé osztasakor pedig a maradék 3. Bizonyit-
satok be, hogy e két szam négyzetének kiilonbsége 7 tobbszorose.
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557.°° A b mely értéke mellett lesz a (b — 4) x = b — 2 egyenletnek:
1) szamtalan gyoke;
2) nem lesz gyoke;
3) egy gyoke?

558.°° Az a mely értéke mellett lesz az (a? — 25) x = a + 5 egyenletnek:
1) szamtalan gyoke;
2) nem lesz gyoke;
3) egy gyoke?

I ISMETLO GYAKORLATOK

559. A csénak 2,4 éran at haladt a vizfolyas iranyaban és 3,6 6ran at
a vizfolyassal szemben. A vizfolyas iranyaban megtett Ut 5,4 km-rel
hosszabb a vizfolyassal szemben megtett Gt hosszanal. Hatarozza-
tok meg a csénak sebességét, ha a vizfolyas sebessége 2,5 km/6.

560. Harom nap alatt 130 kg narancsot adtak el. A masodik napon
eladott narancs az els6 napon eladott narancs mennyiségének a

%-e, a harmadik napon pedig annyit adtak el, mint amennyit az

els6 és masodik napon Gsszesen. Hany kg narancsot adtak el az
elsé napon?

561. Az ...,a, b,¢,d, 0,1,1, 2, 3,5, 8, ... sorozatban mindegyik szam
egyenld a két el6z6 Gsszegével. Mivel egyenl$ az a szam?

562. Oldjatok meg az egyenleteket:

) 2l _Ets_ . 2)3@2x+3) -2 @Bx+5)=-1.

563. A két tagbdl alld kifejezésekben hatarozzatok meg az a Osszes
olyan értékét, amelyek mellett a kifejezések masodik tagja 3-szor
nagyobb az els§ tag megfelel§ értékénél:

1) a és 3a; 2) a® és 3a? 3) a® + 1 és 3a® + 3.

l KESZULUNK AZ UJ TEMA ELSAJATITASAHOZ

564. rjatok fel kifejezés alakjéban:

1) az a és a b szamok osszegének négyzetét,;

2) az a és a b szamok négyzetének Osszegét;

3) az a és a b szamok kétszeres szorzatat;

4) a 3m és a 4n egytagok kiilonbségének négyzetét.
565. Hatarozzatok meg az egytagok kétszeres szorzatat:

1) a¥ és 3b; 2) 5x és 6y; 3) 0,bm és 4n; 4) %r:r:-."I és 6m.
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I GYAKOROLJUK A NEM HAGYOMANYOS MODSZEREKET

566. Az étlapon 101 étel szerepel. Bizonyitsatok be, hogy paratlan
szamu ételbdl ugyanannyiféleképpen valaszthatjuk ki az ebédet,
mint paros szamubdl, azzal a feltétellel, hogy nem valaszthatjuk
ki az osszes ételt az étlaprol.

G Két kifejezés O0sszegének és
kulonbségének a négyzete

Atalakitjuk az (a + b)? kifejezést. Felirjuk:

E+ B = i+ B g+ B =a® + ab+ ba + 89 =a¥ + Zab+ B,
Tehat

i+ BY =ad + Bak o+ B

Képlet alakjaban megkaptuk két kifejezés Gsszegének négyzetét.
Megfogalmazhatjuk a kovetkezl szabalyt:

Két kifejezés osszegének négyzetét ugy hatarozzuk meg, hogy
az elsé kifejezés négyzetéhez hozzdaadjuk e két kifejezés kétsze-
res szorzatat, majd hozzdadjuk a masodik kifejezés négyzetét.

Atalakitjuk az (a — b)? kifejezést. Felirjuk:

m-Fl=la-Fla-F=a’ —ab-ba+8 =g — Zabh+ B,

Képlet alakjaban megkaptuk két kifejezés kiillonbségének négyze-

tét.

i —F19 = g - Bak + B

Két kifejezés kiilonbségének négyzetét ugy hatdarozzuk meg,
hogy az elsé Rifejezés négyzetébdl kivonjuk e két Rifejezés kétsze-
res szorzatat, majd hozzaadjuk a masodik kifejezés négyzetét.

Felhivjuk a figyelmeteket arra, hogy két kifejezés kiillonbségének
négyzetét megkaphatjuk a két kifejezés 6sszegének négyzetébdl is:

fm—EY = a4 (B0 = a¥ + B2 B+ (B =a¥ - Zab 4+ B,

A kapott képletek segitségével egyszerlibben emelhetjiik négyzetre

két kifejezés Gsszegét vagy kilonbségét anélkiil, hogy felhasznalnank

a tobbtagok szorzasanak a szabalyat. Ezért ezeket a képleteket a ro-
viditett szorzas képletei kozé soroljuk.
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1. PELDA irjétok fel tébbtag alakjaban a kifejezéseket:

1) (3b — 4¢)% 2) (@® + 5a).
Megoldas: 1) Két kifejezés kiilonbségének négyzete alapjan fel-
irhatjuk:

(Bb — 4¢)> = (3b)> — 2 - 3b - 4c + (4¢)* = 9b? — 24bc + 16¢2%.
2) Két kifejezés Osszegének négyzete alapjan felirhatjuk:
@+ 5a2=@+2-a® 5a+ (Ba)?=a®+ 10a* + 25a>. @

2. PELDA Alakitsatok at tobbtagga a kifejezéseket:
D) (-a - b)% 2) (—x* - 6)".
Megoldds: 1) Képlet: (—a — b)> = (—a)? — 2 (—a) - b + b% =
=a? + 2ab + b
Ezt a példat megoldhatjuk mésképpen is.
Mivel a (—~a — b)? = (-1 - (a + b))? = (-1)? - (@ + b)’> = (a + b)?, vagyis
a (—a — b)? és (a + b)? kifejezések azonosan egyenlbk, ezért felirhatjuk:
(~a - b)?=(a+ b?=a®>+ 2ab + b
2) (x> - 6)2 = (x> + 6)> =x' + 122> + 36. @

3. PELDA Oldjatok meg az (x — 10)2 = (x + 7)* — 17 egyenletet.

Megoldas:

x? — 20x + 100 = x% + 14x + 49 — 17,
x? — 20x — x? — 14x = 49 — 17 — 100;
—34x = —68;
x = 2.
Felelet: 2. ®
4. PELDA Bizonyitsatok be, hogy a természetes szdm négyzetének
3-mal val6 osztasakor a maradék vagy O vagy 1.

Megoldas: Legyen n valamely természetes szam. Megvizsgalunk

harom esetet.

1) Az n szdm harom tobbszorose. Ekkor n = 3k, ahol & természetes
szam. Felirjuk: n? = (3k)? = 9k%. A 9k? kifejezés értéke 3 tobb-
szérose, vagyis n? 3-mal vald osztasakor a maradék 0.

2) Ha az n szam 3-mal vald osztasakor a maradék 1, akkor az n
szamot felirhatjuk az n = 3k + 1 alakban, ahol k természetes
szam. Felirjuk:

nf=@Bk+1)2=9k2+6k+1=3@BkR+2k) +1=3p+1,
ahol p = 3k? + 2k az n%nek 3-mal torténd osztasakor a nem
teljes hanyados, a maradék pedig 1.

3) Ha az n szamnak 3-mal térténd osztasakor a maradék 2, akkor
n = 3k + 2, ahol k természetes szam. Felirjuk: n?> = (3k + 2)> =
=9k + 12k + 4=k + 12k +3) + 1 =3 Bk + 4k + 1) + 1.
Koénnyen belathaté, hogy ebben az esetben az n2-nek 3-mal tor-
ténd osztdsakor a maradék 1. @
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? 1 Melyik azonossag fejezi ki két kifejezés 6sszegének négyzetét?
2. Fogalmazzatok meg, hogyan emeljik négyzetre két kifejezés 6sz-
szegeét!
3. Melyik azonossag fejezi ki két kifejezés kildnbségének négyze-
tét?
4. Fogalmazzatok meg, hogyan emeljik négyzetre két kifejezés ki-
I6nbségét!

I GYAKORLATOK

567.° Az alabbi tobbtagok kéziil melyikkel egyenld azonosan az (5a + 3)?
kifejezés:
1) 2529 +182+9 2) 26z2%+802+9;  3) 25z29+9  4) Gz +97
568.° Az alabbi egyenletek koziil melyik azonossag:
1) d%z-F=144:9 54 3) %z—Fd=1447% _ 24k 4 54,
2) léz-F¥=144z" + 2dab+ 34 4) 12z-F=12z" - 2dah+E0
569.° Irjatok fel tobbtag alakjaban a kifejezéseket:

D g+ 2" 7) Fh+ 6 13) @& -11%

2) x+EY 8) (Ex+dz", 14) (z" +45",

3) -1 9 M4m-05a% 15) '+
9

9 6-p% 10 faarde]s 16 @-mn

5) @+ k3 11) -1 17) @+

6) @e—2;  12) q8-pf, 18) 3 — &* Y,

570.° Végezzétek el a négyzetre emelést:

D i+ & 6) x- @l 1) @ - @t

2) -2 7) G- 4w, 12) A5+x4%

3) T+ 8) e+ 7Fadr: 13) (e —anf:
4

9 6-aty 9 fas-Lelt 10 mtoan

5) (Em+1F:  10) (08z+0,%F:  15) Hat- 22T
571.° Egyszerisitsétek a kifejezéseket:

1) a4+ 3z -E 6) Srelme—4)— e+ 5

2) dx+ T -2 7) G-t - (0
3) &0z’ —(Ta- 1, 8) fx-4) (x+4)-ix- 1%
4) o+ 96 — jz— 67 9) (Zz— 9599 + 3z + 25

5) [x—IZf + xix+10); 10) (x-5F-(x- T (£+7).
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572.° EgyszerUsitsétek a kifejezéseket:

1) (x — 12)* + 24x; 4) @+ T+ i+ B p-T
2) iw+E)" - x+ ) 5) i@+ 11z -11-(a+ 47
3) &x (x+ -z 6) E-10(9-2)+ s+ 10"
573.° Oldjatok meg az egyenleteket:
D) - -xx+f=-2; 3) (Ee+l)!-Er-1)Es+ =10,
2) i+ = (-8 (x4 9 4) xix- -G+ 9" =95,
574.° Oldjatok meg az egyenleteket:
) e+ -xix+H=1; 3) (x—4) (x +4) — (x + 6)2 = —16;

2 @-11)P2=@-7 (-9; 4 1-30"-x8x-=5

575.° Helyettesitsétek a csillagokat olyan egytagokkal, hogy azonos-
sagokat kapjatok:
1) (x+EP = vt dab B 3) (x— 8" = v — BlBIa 4 25
2) (dr-¥ =169 x4 100p% 4) Fat+ 39 = x4 v+ BF

576.° Helyettesitsétek a csillagokat olyan egytagokkal, hogy azonos-
sagokat kapjatok:

1) (a+ @) = v+ Zdabr sy 2) (v—o =Gmt-42mint + s,
577.° Bizonyitsatok be az (@ — b)? = (b — a)? azonossagot.

578.° Alakitsatok at tobbtagokka a kifejezéseket:

1) x+1F; 3) (—ha+ 3% 5) (=0,7¢ — 10d)%;
]
9) - m 4) (—dx — 8y)% 6) {4&%@) .
579.° Végezzétek el a négyzetre emelést:
1) 8w+ Fay® 3) xt -t
2) (-0,4x — 1,5y)%; 4) (—a¥Bd 423,
580.° Végezzétek el a négyzetre emelést:
H]
1) 1 0zd - Fapi, 5) {1%¢=‘a+ 2%&&9) .
9
9) (0,85 + 0,554, 6) {z%fy“-l—iyijl .
]
3) (@0mla+ 0, 0dn) 7) 15m“+§m*:| .

'l
9 m5eY - 2057 9 folaty®+ Loage].
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581.° Alakitsatok at tobbtagokka a kifejezéseket:

D 6 -5 5) i@+ 3 im-4
']
2) -12{;:%3;) : 6) (Zx+4" (x-8);
3) ala— /) 7 @- 8 @+ o
4) Gt +7E 8) (x+4pi (dx- 40",
582.° Alakitsatok at tobbtagokka a kifejezéseket:
1) (0,02p% + 20 pdEdy® 4) T -2
]
2) {1%??1?1—%??19?1'5:' : 5) @3.'—2)9 ey +1n
]
3) -15{%&-—;5) . 6) Q0p—&P (l0p+ ks,

583.° Hozzatok egyszerlibb alakra a kifejezéseket, és hatarozzatok
meg az értékiiket:

1) 2+3f-z-92+9), ha a = -2,5;

9) -2 —(dg— 5% +26x, ha x=-%;
3) 4+ @ -4 - 201 -339) 1+ 934, ha -1
584.° Hozzatok egyszer(libb alakra a kifejezéseket, és hatarozzatok
meg az értékiiket:
1) Zemipe—-G —m? (Zm-15), ha m = —4;
2) (Zx-57 -4 x+11(x-7), ha x = -3,5.
585.° A valtozé mely értéke mellett lesz az x + 12 kéttag értéke
225-tel nagyobb az x — 13 kéttag megfelel§ értékénél?
586.° Oldjatok meg az egyenleteket:
1) (x—12) (x + 12) = 2 (x — 6)® — «a%;
2) (x-13"+ e+ 8 = Br-1) G+ 1),
3) S+ S+ (-1 - Qx4+ B (x- =22,
587.° Oldjatok meg az egyenleteket:
D) e+ &+ - D e+ 1= G- 17
2)2(m+1)2+3m-1)2-5m+1) (n-1=-4
= 588.° Hatarozzatok meg a négyzet oldalat, ha oldaldanak 5 cm-rel

torténd novelésekor olyan négyzetet kapunk, amelynek a teriilete
95 cm?-rel lesz nagyobb az adott négyzet teruleténél.

IE

589.° Ha a négyzet oldalat 8 cm-rel kisebbitjik, akkor egy olyan
négyzetet kapunk, amelynek a teriilete 352 cm?-rel kisebb az adott
négyzet terileténél. Hatarozzatok meg az adott négyzet oldalat.
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590.° Hatarozzatok meg azt a harom egymdast kovetd természetes
szamot, amelyek koziil a legnagyobb szadm négyzetének kétszerese
79-cel nagyobb a masik két szam négyzetének Osszegénél.
591.° Hatarozzatok meg azt a négy egymadst kovetd természetes sza-
mot, amelyek koziul a masodik és a negyedik szam négyzetének
Osszege 82-vel nagyobb az elsG és harmadik szam négyzetének
Osszegénél.
592.° Az a és a b mely értéke mellett lesznek igazak az alabbi egyen-
16ségek:
1) iz+ B =a% 484, 2) fz-E =(z+EY
593.° Bizonvitsatok be az azonossagokat:
1) i+ B+ =B =2@Ed+ iy
2) i+ B - (2 B = dak;
3) o +8 = [z +EY - 2ak
4) @+ B + 4% = (ze+ BDY + (ad - B,
594.° Bizonvitsatok be az azonossagokat:
1) 2 +8 =z -5 + 22k
2) fa-Ef 4+ @b +1% = (2? + 1) B 410,
595.° Bizonyitsatok be, hogy a kifejezések értéke nem fligg a valtozé
értékétol:
D) fe- 8+ (ee 07— 2 (- 0 (x4 B
2) e +57 4+ 2" -1 -4 B 0 B 4+ 1
596.° Bizonyitsatok be, hogy a kifejezések értéke nem flgg az x val-
tozé értékétdl.
1) (6x — 8)2 + (8x + 6)2 — (10x — 1) (10x + 1);
2) & dx—-piBx+ 50— 2% —53})9 —dy 26z +10,
597.° Milyen szam, paros vagy paratlan lesz a paratlan természetes
szam négyzete?
598.° Vezessétek le két kifejezés 6sszege kobének a képletét:
(@ + b = a® + 3a%b + 3ab? + be.
A fenti képlet felhasznalasaval alakitsatok at tobbtagokka a kife-
jezéseket:
1) (x + 3)% 2) (2x + y)°.
599.° Vezessétek le két kifejezés kuilonbsége kobének a képletét:
(@ — b = a® — 3a%b + 3ab? — b°.
Ennek a képletnek a felhasznaldsaval alakitsitok at tobbtagokka
a kifejezéseket:
1) (1- %)% 2) (x — 5y)°.
600.° Vezessétek le a haromtag négyzetének a képletét:
@+ b+cP=a®+b%>+c®+ 2ab + 2bc + 2ac.
A fenti képlet felhasznalasaval alakitsatok at tobbtagokka a kife-

jezéseket:
D(a+b-0% 2) (@—- b+ 42
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601.° Az dkori gorog tudds, Eukleidész (i. e. III. szazad) két kife-
jezés Osszege négyzetének és kilonbségének képletét geometriai
moédszerekkel bizonyitotta be. Az 5. és a 6. abra felhasznalasaval

végezzétek el a bizonyitast.
T
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5. dbra 6. dbra
602.°* Mennyivel egyenld a maradék, ha paratlan természetes szam
négyzetét 8-cal osztjuk?
603.°* Tisztazzatok, hogy milyen lehet a maradék, ha természetes
szam négyzetét 4-gyel osztjuk?

604.°° Bizonyitsatok be, hogy két egymdast kovet§ természetes szam
négyzetének Osszege és e két szam kétszeres szorzata kozotti ki-

I6nbség nem filigg a szamok kivalasztasatol.

605.°° Bizonyitsatok be, hogy amikor valamely természetes szam
16-tal torténd osztasakor a maradék 4, akkor ennek a szamnak a

négyzete maradék nélkil oszthaté 16-tal.

606.°° Bizonyitsatok be, hogy amikor valamely természetes szam 25-
tel torténd osztasakor a maradék 5, akkor ennek a szamnak a

négyzete maradék nélkiil oszthatd 25-tel.

607.”° Valamely természetes szam 9-cel térténd osztédsakor a mara-
dék 5. Mennyi lesz a maradék, ha ennek a szamnak a négyzetét
osztjuk 9-cel?

608.°° Valamely természetes szam 11-gyel torténd osztasakor a mara-
dék 6. Mennyi lesz a maradék, ha ennek a szamnak a négyzetét
osztjuk 11-gyel?

609.”° A roviditett szorzas képleteinek felhasznalasaval irjatok fel a
kifejezéseket tobbtagok alakjaban:
D@+bdb+c) (@a+b-oc); @+b+c+d) (@a+bdb-c-d).
2)@+b+c)(@-b-oc);

610.”° A roviditett szorzas képleteinek felhaszndlasaval irjatok fel a
kifejezéseket tobbtagok alakjaban:
D@-b-c (@+bd-oc); Q@-b+c+d) (@—b—-c—d).

611.°° Az a mely értéke mellett nincs megoldasa a (6x — @)? + (8x — 3)? =
= (10x —3)* egyenletnek?
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612.°° Az a mely értéke mellett nincs megoldasa a (2a — 3x)? + (x — 1)2 =
=10 (x — 2) (x + 2) egyenletnek?

613." Bizonyitsatok be az azonossagot:

1%+ End +2nP = 2ad+ 2+ 109

Ez az azonossag az ismert 6kori gorég tudds, Pitagorasz (1. e. VI.
szazad) nevéhez fiz6dik. Az azonossag segitségével kiszamithat-
juk a derékszogli haromszog oldalainak a hosszat, ha azok egész
szdmokkal egyenl6k. Egy és ugyanazon természetes n értéke ese-
tében a 2n + 1; 2n? + 2n; 2n? + 2n + 1 kifejezések a derékszogl
haromszog oldalai hosszaval egyenlGk.

614." (J. L. Lagrange azonossdga') Bizonyitsitok be az azonossagot:

Y+ B e e AN - (e B ol =
= fzn - Bl + (ak-ard? + Bh-am’,
615." Bizonyitsatok be, hogy ot egymast kévetd természetes szdm négy-
zetének Osszege nem lehet természetes szam négyzete.

I ISMETLO GYAKORLATOK

616. Az Ukrajnaban termesztett novények kozil a cukorrépanak a
legmagasabb, 25% a cukortartalma, mig a cukornadnak csak 18%.
Mennyi cukornadat kell feldolgozni ahhoz, hogy annyi cukrot kap-
janak, mint amennyit 3600 tonna cukorrépabdl nyernek?

617. Az tizletbe 80 14da narancsot és banant szallitottak, amelyekben
740 kg gytumoles volt. Mindegyik laddban 10 kg narancs vagy 8 kg
banan volt. Hany kg narancsot széllitottak az tizletbe?

618. Az els6 ladaban 45 goly6é van, kozulik 15 fehér; a méasikban 75
goly6 van, koziluk 25 fehér; a harmadikban 24 fehér és 48 piros
goly6 van; a negyedikben egyenld szamu fehér, piros és zold go-
ly6é van. Melyik ladabdl huzhatunk ki a legnagyobb eséllyel fehér
golyot?

619. A valtozé mely értéke mellett, és mennyi lesz a kifejezések leg-
kisebb értéke:

1) x% 2) x® —16; 3) (x + 4)* + 20?

620. A valtozé mely értéke mellett, és mennyi lesz a kifejezések leg-
nagyobb értéke:

1) —u«? 2) —x? + 4; 3) 12 — (x — 1)??

!Lagrange Joseph Louis (1736-1813) —francia matematikus és csil-
lagasz.
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621. A valtozé mely értéke mellett igazak az egyenlGségek:
D) -1+ =-10 3) -+ x4+ =07
2) e-1"+ix+1t=1
622. Az x és az y valtozdk mely értéke mellett igazak az egyenlGségek:

D o+ +@-6 =-11 2) x+2+-0° =01

I GYAKOROLJUK A NEM HAGYOMANYOS MODSZEREKET

623. Ismert, hogy az m és az n természetes szamok értéke olyan,
hogy a 10m + n kifejezés értéke maradék nélkil oszthatd 11-gyel.
Bizonyitsatok be, hogy a (10m + n) (10n + m) kifejezés oszthaté
121-gyel.

Tobbtag atalakitasa két kifejezés
osszegének és kilonbségének négyzetévé

Felirjuk az 6sszeg és kiilonbség négyzetének képletét forditott sor-
rendben:

ads 2ak+ B = m+ B,
ad-Bab+ B = -

Az ilyen alakban kapott képlet segitségével a haromtag kéttag
négyzetévé alakithaté at.

A kéttag négyzeteként felirhaté haromtagot teljes négyzetnek
nevezzik.

1. PELDA frjétok fel a haromtagot kéttag négyzeteként:
1) x? + 10x + 25; 2) 9a% — 42a%b? + 49b*.
Megoldds: 1) £ +10x+28=x9+2.x .6+ 8 =(x+ 5%
2) Gaf — 422 406t = Bt - 2. a2 TR 4 T = et - TS, @

2. PELDA A Kkifejezés kéttagga valé alakitdsanak képlete segitsé-
gével hatdrozzatok meg az 5,22 + 10,4- 4,8 + 4,8 kifejezés értékét.
Megoldds: 65,29+10,4.4 8+4 89=
=h8942. 604844 89504487 =109=100, @



108 2.§8. EGESZ KIFEJEZESEK

3. PELDA Oldjatok meg a 4x%* — 12x + 9 = 0 egyenletet.

Megoldds: Az egyenlet bal oldalat felirjuk kilénbség négyzete-
ként:
(2x — 3)2 = 0.
Mivel a négyzet értéke abban és csakis abban az esetben nulla,
ha a hatvany alapja nulla, ezért:
2x — 3 = 0;
x = 1,5.
Felelet: 1,5. @

4. PELDA Bizonyitsatok be, hogy a
@Cx + 12 -2 2x+ 1) 2x — 5) + (2x — 5)?
kifejezés értéke nem flugg a valtozd értékétdl.
Megoldds: 2x + 12 —-2 (2x+ 1) 2x —5) + 2x — 5)? =
=@2x+1)-2x—-5)>=2x+1-2x+5)2=6>=236. 0

5. PELDA Bizonyitsatok be, hogy az x* — 4x + 5 kifejezés értéke
barmilyen x esetében pozitiv. Mennyi a kifejezés legkisebb értéke, és
milyen x esetében veszi fel ezt az értéket?

Megoldas: Atalakitjuk a kifejezést:
x> —4x+5=x*—-4x+4+1=(x-272+1.

A kifejezés osszeg alakjaban valé felirasat, amelyben az egyik osz-
szeadand6 kéttag négyzete (a mi esetiinkben (x — 2)?), a kéttagu
kifejezés négyzetének kiemelésérol beszélink.

Mivel barmely x esetén (x — 2)? > 0, ezért az (x — 2)* + 1 kifejezés
csak pozitiv értékeket vehet fel. Erthetd, hogy (x — 2)> + 1 > 1. Tehat
a kifejezés a legkisebb értékét, ami egyenld 1-gyel, x = 2 esetén veszi
fel. ®

6. PELDA Az x és y milyen értékeinél lesz az x2 + y2 — 12x + 4y + 40
kifejezés értéke nulla?

Megoldds: x> + y> — 12x + 4y + 40 =
=x2—-12x+36+y2+4y +4=(—6)2+ (y + 2>~
A tobbtagot két olyan 6sszeadandé 6sszegeként adtuk meg, amelyek
kizardlag nem negativ értékeket vehetnek fel. Az 6sszegiik és egyben
az adott tobbtag is csak abban az esetben lesz nulla, ha az Gsszes

Osszeadand6 nulla, azaz x = 6 és y = —2.
Felelet: x=6,y=-2. @
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I GYAKORLATOK

624.° Az alabbi kifejezések koziil melyik azonosan egyenld az a?> — 18a +
+ 81 tobbtaggal:

D fz-9 2a-9  3)@-9@+9; 4 @-9F1
625.° Az alabbi egyenlGségek koziil melyik azonossag:

1) ¥+ 828 +166% = (z+ 885, 3) ¥ +8ab+1 60 = (ah+ 4!

2) @ +83b+166% = (m+ 489 4) g +2zb +1 669 = [z + 2090
= 626.° irjétok fel 6sszeg vagy kiilonbség négyzeteként:

1) a¥+32+1; 7) B gRag ol

2) £ 12+ 06; 8) mi+r:r1"r1“+%r1";

3) w18y +4a1: 9) Afa¥E —12ak+1:

4) 100 - Z0e+ o 10) x*+ 259 +1:

5) a¥ - a4+ 084 11) ﬁx"—ﬁ.ﬁ:’“f+lﬁy*;

6) 9a2 — 30ab + 25b% 12) 0.01z" + 2t — %7,
627.° Adjatok meg a haromtagot kéttag négyzeteként:

1) B _bal; 5) ¥ — 2y +1 637

2) 4+4dm+ al 6) af —2a*+1:

3) x'—1dx+40: 7) a6z - 2aa’EF 4 4 gl

4) 4z’ +dakb+ 5 8) &lxyF —a6xph® a9,

628.° Adjatok meg kéttag négyzeteként, majd hatarozzatok meg a ki-
fejezés értékét:
1) y* — 8y + 16, ha y = —4;
2) ¢? + 24c¢ + 144, ha ¢ = -10;
3) 25x% — 20xy + 4y%, ha x = 3, y = 5,5;

4) 49a? + 84ab + 36b%, ha a=1i Bog>,

F B
629.° Hatarozzatok meg a kifejezés értékét.
1) b2 — 30b + 225, ha b = 6;
2) 100a? + 60ab + 9b% ha a = 0,8, b = -3.
630.° Milyen egytagot kell a csillag helyébe irni, hogy a kifejezés
felirhat6 legyen kéttag Gsszegeként:
1) * — 56a + 49; 3) * — 42xy + 49y?;
2) Ged —18e4w 4) 0018 + v 41000%;
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5) a¥F —da’B¥ 4, 7) 64 — 80y20 + *yio;
6) 1,44yt apy 0255 8) —E*b“ o+ at
631.° Helyettesitsetek a csillagokat egytaggal oly médon, hogy igaz
legyen az azonossag:
1) n+60n+%=@4+amd 3) ZEfaY vy GuEd = (x s
2) Bfnd— vy = v gh 4) 0,045 + ¥4 =¥+ 0,57
632.° Ha lehetséges, adjatok meg a haromtagot kéttag négyzeteként
vagy a kéttag négyzetével ellentétes kifejezés alakjaban:

1) —8x + 16 + x%; 5) 81¢? — 54b%c + 9b?%

2) a® + 4a*b® + 4b8; 6) b“’ — a’b® + 0,25a%

3) Zx-2%-10,04x% 7 1 f -+ dp™

4) 25md - 30men + I 8) ——rJ. - Oma® - 16mint,

633.° Ha lehetséges, adjatok meg a haromtagot kéttag négyzeteként
vagy a kéttag négyzetével ellentétes haromtag alakjaban:

1) —a*—0 82° —0.16ah 4) 25 at — 10a%F 4+ 4 0pt
2) 121med - d4mn+16a%; 5) auﬂ+1ﬁf+zﬁy“;
3) —a® +da’h— 48 6) B —%-T;-E-:H%-::ﬂ.
634.° Irjatok fel kéttag négyzeteként:
1) e+ 8P - 8B (da + 5y 2) @ 0xz+ 930 — (B + 430 (R — 470,

635.° Alakitsatok at kéttag négyzetévé:
1) (Oee—2r)" + S (dn - w2 2) G+ S — (R4 O (- 43,
636.° Két szam Osszege vagy kiilonbsége négyzetének képlete segitsé-
gével szamitsatok ki a kifejezés értékét:
1) 1,022 — 1,02 - 1,96 + 0,98%, 2) 242 + 96 - 38 + 762
637.° Szamitsatok ki:
1) 2032 — 406 - 103 + 1032 2) 1,682 + 1,68 - 2,84 + 1,422,
638.° Milyen szamot kell hozzaadni a 81a%b? — 36ab + 9 tébbtaghoz,
hogy az igy kapott kifejezés kéttag négyzete legyen?
639.° Milyen szamot kell hozzaadni a 100m* + 120m? + 40 tébbtaghoz,
hogy az igy kapott kifejezés kéttag négyzete legyen?
640.° Oldjatok meg az egyenletet:

1) x* — 16x + 64 = 0; 2) 81x% + 126x + 49 = 0.
641.° Oldjatok meg az egyenletet:
1) x? + 12x + 36 = 0; 2) 25x* — 30x + 9 = 0.

642.° Azonossag-e a kovetkezd egyenlGség:

- iE-NE+ D+ D+ ad=(ad Py
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643.° Bizonyitsatok be a kovetkez6 azonossagot:
1) -1 +2i-11+1 =a";
2) E+Ei-fiE+BiE-F+i-B =45
N @—82>+2(@—-8 B-a) + (a— 3)? =25
4) (= -5 -2 -2+ 5+ 00+ 5% =16, ahol n tetszéleges ter-
mészetes szam.
644.° Bizonyitsatok be, hogy a kifejezés értéke fluggetlen a valtozo
értékétil:
D) @+ S - 2030+ 8) (-5 + (Be -2
2) x-TY+ide— 1107+ 2t -Fi11 - 450
645."° Bizonyitsatok be, hogy az egyenletnek nincs gyoke:
1) 2 —1d4x+52=0 2) dd —Zx41=1,
646.°° Bizonyitsatok be, hogy a kifejezés értéke barmilyen x esetében
pozitiv. Milyen x esetén lesz a kifejezés értéke a legkisebb? Sza-
mitsatok ki:

1) 2 —fx+10; 2) 16 +2dx+256; 3) 2 +x+1,
647.°° Lehet-e negativ a kifejezés értéke:
1) x¥—Zdr+1d4d: 2) dxd 4 204+ 287

648.°° Bizonyitsatok be, hogy a kifejezés értéke barmilyen x eseté-
ben negativ. Milyen x esetén lesz a kifejezés értéke a legnagyobb?
Szamitsatok ki:
1) —xd4+de-18 2) BEx—121x%-2:  3) —66-064% -S4y,

649.°° Lehet-e pozitiv a kifejezés értéke:
1) —x¥+20x-100; 2) —xd—10-dx7

650.° Az x milyen értékénél lesz a kifejezés értéke a legnagyobb?
Szamitsatok ki:
1) —x¥-16x+a6; 2) &-1fx%+24.x.

651.°° Az x milyen értékénél lesz a kifejezés értéke a legkisebb? Sza-
mitsatok ki:
1) &% — 28+ 200; 2) Oxd 4 00x- 25,

652.°° frjétok le a %.ﬁ:‘# i —Eg.ﬂ:gg."' tobbtagot két kéttag négyzetének
szorzataként.

653.** Bizonyitsatok be, hogy az (a — 3b) (@ — 3b — 4) + 4 kifejezés
értéke a valtozok barmely értékénél nem negativ.

654.*° frjétok fel két kifejezés négyzetének osszegeként:
1) 2a¥-8z+1; 4) 10x% - fap+ 30,
2) ' +B 422+ 8R4+ 2 5) 2+ 5% +dap—dy+4;
3) M +Bx+pi-Zpsll: 6) Za¥+ 284,
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655.°° irjétok fel a tobbtagot négyzetek kiilonbségeként, majd adjatok
meg szorzat alakjaban:

1) a*+ a2+ 1; 3) a?b? + 2ab — ¢ — 8¢ — 15;

2) x? — ¥ + 4x — 4y; 4) 8a? — 12a + 2ab — b? + 4.
656.°° irjétok fel két kifejezés négyzetének Osszegeként vagy kiilonb-

ségeként:

1) a* + 17a® + 16; 3) 2x? — 6xy + 9y? — 6x + 9;

2) x* + y2 — 10x + 14y + 74, 4) x> — y> — 4x — 2y + 3.
657.°° Az x és y milyen értékeinél lesz a kifejezés értéke nulla:

1) x2 + 2 + 8x — 10y + 41; 2) x2 + 37y? + 12xy — 2y + 1?

658.°° Létezik-e az x-nek és y-nak olyan értéke, amelyeknél a kifejezés
értéke nulla:
1) 2 +4pi+ Bx—dy+ 8 2) Ui+ —12x+ B+ 217

659.°* Ismeretes, hogy a + b = 7, ab = 2. Hatarozzitok meg az
a? + b? kifejezés értékét.

660.** Az a és b pozitiv értékei esetén a® + b% = 34, ab = 15. Hata-
rozzatok meg az a + b kifejezés értékét.
661.° Az a és b negativ értékei esetén a®> + b%> = 68, ab = 16. Hata-

rozzatok meg az a + b kifejezés értékét.

662.° Adjatok meg a 24-et két szam Osszegeként Ugy, hogy az Gssze-
adanddk szorzata a legnagyobb érték{ legyen.

663.° Hatdrozzatok meg az osszes 20 cm keriiletd téglalap kozil a
legnagyobb teriiletd téglalap oldalait.

664.° Ismeretes, hogy bg+%=1? ab = 3, a > 0, b > 0. Hatarozzatok

meg az a + 2b kifejezés értékét.
665.° Ismeretes, hogy a* + b2 + ¢ — ab — ac — bc = 0. Mivel egyenld
az a + b — 2c¢ kifejezés értéke?

I ISMETLO GYAKORLATOK

666. Az els6 napon a turista az Ut 0,4-ét tette meg, a masodikon a

maradék ut %-ét, mig a harmadikon a megmaradt 20 km-t. Ha-

tarozzatok meg az Ut hosszat.

667. Két, kukoricaval bevetett mezl teriilete 100 ha. Az els6 me-
z6r6l 90 t zoldtakarmanyt takaritottak be egy hektarrdl, mig a
masodikrdol 80 tonnat. Hatarozzatok meg a mezdk teriletét, ha
ismeretes, hogy az els6 mez6rsl 2200 t-val tébbet takaritottak be,
mint a masodikrol.
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668. Adjatok meg szorzat alakjaban:

1) 2ab- gk 4) Za-2h+ae-be
2) axteza® 5) mi-man-dm+dn;
3) 12z%9 + BaiB® +1 Bak™ 6) ax —ay +cy —cx —x + y.

669. Valamilyen x esetén a 3x?> — x + 7 kifejezés értéke 10. Mennyi
lesz ennél az x-nél a 6x* — 2x + 7 kifejezés értéke?

670. (Osi bolgar feladat) Hét halasz a tavon horgaszott. Az egyik
minden nap kiment a téra, a masik csak kétnaponta, a harmadik
minden harmadik napon stb., a hetedik minden hetedik napon. Ma
mind a heten horgasznak. Legkevesebb hany nap mulva lesznek
ismét mind a heten egyszerre a ténal?

l KESZULUNK AZ UJ TEMA ELSAJATITASAHOZ

= 671. Irjatok fel kifejezések alakjaban:
1) az a és b szamok Gsszegének kobe;
2) az a és b szamok kobének Osszege;
3) a ¢ és d szamok kobének kiilonbsége;
4) a ¢ és d szamok kiilénbségének kobe.
672. Emeljétek kobre az egytagot:

1) @4 3) Aa'ph 5) %b*-.*:‘r;
9) fats 4) 0lma% 6) %pi"h“.
673. Adjatok meg egytag koébeként:
1) a2 3) ﬁa"; 5) 0 E16AMpt
2) &xfyh 4) 126zd9p®, 6) 0,008 BT,

I GYAKOROLJUK A NEM HAGYOMANYOS MODSZEREKET

674. Feloszthatok-e az 1 és 32 kozotti természetes szamok harom cso-
portra ugy, hogy mindharom csoport tagjainak a szorzata egyenld
legyen?

4. SZAMU FELADATSOR. ONELLENORZES TESZT FORMAJABAN

1. Végezzétek el a szorzast: 3n + 1) (3n — 1).

A) 9n? - 6n + 1; C) 9n? - 1;
B) 9n% + 6n + 1; D) 9n2 + 1.

2. Melyik tobbtaggal egyenld a (4x — 1) kifejezés?
A) 16x? + 8x + 1; C) 16x% + 1;

B) 16x% — 8x + 1; D) 1642 — 1.



114 2.§8. EGESZ KIFEJEZESEK

3. Bontsatok szorzétényezSkre a 4a? — 25 kifejezést.

A) 2a — 5)% C) 2a — 5) (2a + 5);
B) Q2a + 5)% D) 2a (2a — 25).
4. Adjatok meg szorzat alakjaban: —0,09x* + 81y,
A) (0,03x% — 9y% (0,03x2 + 9y%); C) (9y® — 0,3x%) (9y® + 0,3x2);
B) (9y® — 0,03x%) (9y® + 0,03x2%); D) (9y* — 0,3x?) (9y* + 0,3x?).

5. Az alabbi kéttagok kozil melyik bonthaté fel tényezdkre a négyze-
tek kiilonbségének képlete alapjan?
A) —a? — 4b% B) 4a® + b% C) a% — 4b% D) 4b% + a2

6. Adjatok meg az a? — 8a + 16 kifejezést kéttag négyzeteként.

A) (@ + 93 B) (@ - 9% C) da+1% D) (@- 1D~
g
7. Ismeretes, hogy ‘I%.t—ﬂygjl =%:r" +ax3® + 0% Mennyi az a értéke?
A) 3; B) -3; C) 6; D) -6.
8. Hozzatok egyszeriibb alakra az (x + 8) (x — 8) — x (x — 6) kifejezést.
A) 6x — 16; B) 6x + 16; C) —6x — 64; D) 6x — 64.

9. Melyik kéttaggal egyenld a (7Tm — 2)? — (Tm 1) (Tm + 1) kifejezés?
A) -14m + 5; B) -14m + 3; C) -28m +5; D) —28m + 3.

10. Hozzatok egyszerlbb alakra a (c — 4)? — (3 — ¢)? kifejezést.
A) 2¢ - T, B) 7 - 2¢; C) 7+ 2¢ D) —2¢ - 1.

11. Szamitsatok ki az (x — 4>+ 2 4 + x) 4 — x) + (x + 4)? kifejezés
értékét, ha x = -1,2.

A) 64; B) 32; C) 48; D) 72.
12. Adjatok meg a (4 + a?) (a — 2) (a + 2) kifejezést tobbtag alakjaban.
A) a® - 16; B) 16 — a% C) 16 — at D) a* - 16.

Két kifejezés kobének O0sszege és
kuilonbsége
Meghatarozzuk az a + b kéttag és az a?> — ab + b? haromtag szor-

zatat. A kovetkezbt kapjuk:
e+ Bie? —ab+B= 2’ a4 o + 2B -2l 4 B0 =2 4 B

Ezzel bebizonyitottuk az

a4+ B =i+ B af —ak + B

azonossagot.

Ez az azonossag a kobok o6sszegének képlete.

A képlet jobb oldalan talalhaté a® — ab + b? tébbtagot a kiilonbség
nem teljes négyzetének nevezzik. A megnevezés az a és b szamok
kilonbsége négyzetéhez (a®>— 2ab + b?) valé hasonldsigabdl ered.



18. Két kifejezés kobének Osszege és kiildnbsége 115

Megfogalmazzuk a szabdlyt.
Két Fkifejezés kobének osszege a két Rifejezés Gsszegének és
kiilonbségiik nem teljes négyzetének a szorzataval egyenlé.
Felirjuk szorzat alakjaban az a® — b? kifejezést:
&' -8 = &+ LB = o (B et - R+ B =
=z —F @Y+ ab+ B,
Bebizonyitottuk az azonossagot:

al - B o —Bfad + a4+ B

Ez az azonossag a kobok kiilonbségének képlete.

Az a® + ab + b’ tébbtagot az O6sszeg nem teljes négyzetének
nevezzik.

Megfogalmazzuk a kovetkezl szabalyt.

Két Fkifejezés kRobének kiilonbsége a két Rifejezés kiilonbségé-
nek és osszegiik nem teljes négyzetének a szorzataval egyenlé.

Megjegyezzik, hogy ez a képlet is bebizonyithaté a képlet jobb
oldalan allé tobbtagok Gsszeszorzasaval.

1. PELDA Irjatok fel szorzat alakjaban.

1) 8a® + 27b3; 2) x8 — y°.
Megoldds: 1) A tobbtagot felirjuk két kifejezés kobének ossze-
geként:

8a® + 270 = (2a)® + (30)® = (2a + 3b) (4a® — 6ab + 9b?).
2) A tobbtagot felirjuk két kifejezés koébének kiilonbségeként:
a8 —y0 = (@) = () = (@ - ) (@ + a4 5. @
2. PELDA Hozzatok egyszertibb alakra a (4y — 1) (16y2 + 4y + 1)
kifejezést, és szamitsatok ki az értékét, ha 3.'-%.
Megoldds: 4y — 1) (16y* + 4y + 1) = (4y)® — 1 = 64y° — 1.
Ha y-%, akkor:
1 1

A
Gagp®—1="64 {Ejl ~1=6.2-1=2-1=", o

3. PELDA Alakitsatok 4t az (m — 4)® + 216 kifejezést szorzatta.

Megoldds: Az 6sszeg kobének a képlete alapjan:

(m — 4+ 216 = (m — 4)® + 6% =
=(m-4+6)(m—-4*-6(m-—4) + 36) =
=(m+ 2) (m>—8m + 16 — 6m + 24 + 36) =

=(m + 2) (m?> — 14m + 76). ®
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4. PELDA Bizonyitsatok be, hogy a 25 — 1 kifejezés értéke maradék
nélkil oszthaté 24-gyel.

Megoldas: A kobok kilonbségének képlete alapjan:
955 — 1 = (25 — 1) (252 + 25 + 1) = 24 (252 + 26).
A kifejezést egy olyan szorzat alakjaban irtuk fel, ahol az egyik
tényezd 24, a masik pedig egy tetszlleges természetes szam. Tehat a
kifejezés értéke oszthatb 24-gyel. @

‘?

=

. Milyen azonossagot nevezink a kobok 6sszege képletének?

. Milyen tébbtagot neveziink a kiildnbség nem teljes négyzetének?
3. Fogalmazzatok meg két kifejezés kdobének 6sszege tényezbkre
valé bontasanak szabalyat!

. Milyen azonossagot neveziink a kobok kilonbsége képletének?

. Milyen tébbtagot neveziink az 6sszeg nem teljes négyzetének?

. Fogalmazzatok meg két kifejezés kdbének kilonbsége tényez6k-
re valdé bontasanak szabalyat!

N

(26 N

I GYAKORLATOK

675.° Az alabbi kifejezések koziil melyik azonosan egyenld az a® — 27
tobbtaggal:

1) iz-9 ' + 62+ 9 3) fz— iz’ -8z +
2) fz—& i - a0 4) fz—9 i+ e+ 01
676.° Melyek azonossagok az alabbi egyenl8ségek kozil:
1) m® +8n% = i+ 2nd) i + 2mnd +dat);
2) m +8n% = (- 2a) (¥ + Brend + 4nt;
3) m* +8n% = (m+ 2a% (md - Zmad +4nY):
4) w® + 80 = (- 2a%) (@ - Zeen + datyy
677.° irjétok fel szorzat alakjaban:

1) a®+8: 6) 2Fa*-1: 11) &m® +2fn™
2) & —64: 7) 1000s* —216; 12) mfn® - ptd
3) 125 -5 8) o' —1: 13) 0,02Fx® + 0,126
4) 1+x™ 9) m*a'+0001; 14) 0,216 - 2297
Bd _ g 125 4

g ' L L 8 [ FIL:
5) a?+10010; 10) 2357t TEER - 15) 1000298 4+ 0,00151%

678.° Irjatok fel szorzat alakjiban:
1) x*-1; 2) BF +a™ 3) 21—
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4) é—¢3+b*; 6) a'h?—at 8) 125¢*d*+u,uuab*;
[ . a_ i,

5) af -8 7) ot B 9) ?ng 1|:|:|:|
679.° Adjatok meg tobbtag alakjaban:

1) fe—Ssd + e+ 3) @l +11izt-a?+ 1y

2) rBz-17@a® + Za+ 1 4) 0,8 + 2100, 2800 — ap 4+ 4,
680.° Végezzétek el a szorzast:

D) 41 E" + 4B+116), 3) " + 63" (xf —6a"pt + B6pYy,

q an, 1 1 l 1
2) rZa+ 38 e’ - Gab+ B 4) { - Ebjl{m + g abs 25&*}

681.° Egyszer(lsitsétek a kifejezést, és hatarozzatok meg az értékét:
1) 9 + 4z+1) (32— 13, ha a-%;

9) Ey—2 25 +10p +4+2, ha y:—%.
682.° Hatarozzatok meg a kifejezés értékét.

) d-F11+8 +8Y, ha b = -2;

2) 2x* +T—(x+1ixY —x+1), ha x = —1.
683.° irjétok fel szorzat alakjaban.

1) @+6F-27 4) 1000 +ip-1m*

2) (2x-1)"+64; 5) fx+3n® - (x-30

3) &a* —a-m™ 6) 12— + iz + o
684.° Irjatok le szorzat alakjaban:

1) &-5*+128; 3) - + iz + B

2) - fx)® - 2x® 4 e+ B - -0

685.° Egyszerisitsétek a kifejezést:

D e+l -+ (2— ) o+ B )

2) Gr—4) () +dx+ 10— Co— T (o + A1

3) ale— 9% -2+ iz - dz+ 0y

4) E-Dig+lid -+ E* + 2+ Dt + Dt + 10
686.° Egyszerisitsétek a kifejezést:

1) f2- e+ 82+ 28 - 2- i + 2+ Iy

2) -3+ 0 (- B+ - e

3) z-FE1la+Eiab+ 2 B B,

687.° A csillagok helyébe irjatok olyan egytagokat, hogy a kapott ki-
fejezés azonossag legyen:

1) Fh- v+ v+ = 353" - p
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2) (w+3 26z - v 4068 =1262% + 21 6%,
3) (mum+ ¥ (¥—+ k¥ =m*n* + &

688.° Oldjatok meg az egyenletet:
1) e-10e + Qe+ -0 Axd -4 =17,
2) g+ —dx+1G-xix- T c+T=15;
3) [+ s — A+ 90 —xx— 9 =dx i S —19,5)

689.° Oldjatok meg az egyenletet:
1) F— 2 @0+ 1de+ ¥y B (B — ) (B 4+ 5= 40!
2) 100 (0,2:5+1)0¢0,04x% — 0, 2+ 11= G (0,16x" — 4,

690.° Bizonyitsatok be, hogy:
1) 456% — 156° maradék nélkil oszthaté 300-zal;
2) 254° + 238° maradék nélkiil oszthaté 123-mal;
3) 175 — 1 maradék nélkil oszthaté 36-tal.

691.° Bizonyitsatok be, hogy:
1) 3413 + 109® maradék nélkiil oszthaté 90-nel;
2) 2% + 3% maradék nélkil oszthaté 35-tel.

692.°° Hatarozzatok meg azt a legkisebb n természetes szamot, amely-
lyel az x*" — y*" kifejezés szorzotényezGkre bonthaté mind a négy-
zetek, mind a kobok kiulonbségének képlete alapjan. Bontsatok
tényezGkre mindkét képlet segitségével.

693.°° Gondoljatok ki olyan tobbtagot, amelyet szorzotényezdkre bont-
hattok a négyzetek és a kobok kulonbségének a képletével is.

694.>° Igaz-e az allitds, miszerint ha két természetes szam Osszege
maradék nélkil oszthaté egy harmadikkal, akkor ezzel a szammal
maradék nélkiil oszthato:
1) négyzetik kilonbsége;
2) négyzetiuk Osszege;
3) kobluk Gsszege?

695.°° Bizonyitsatok be, hogy két egymast kévetd paratlan természetes
szam kobeinek 6sszege maradék nélkil oszthatd 4-gyel.

696.°° Bizonyitsatok be, hogy két egymast kiovets természetes szam,
melyek kozil egyik sem a 3 tobbszorose, kobeinek 6sszege maradék
nélkil oszthat6é 9-cel.

697.°* Ismeretes, hogy x? + y?> = 1. Hatarozzatok meg az x® + 3x%y% + y5
kifejezés értékét.

698.°° Ismeretes, hogy x* — y> = 2. Hatarozzatok meg az x® — 6x>y? — y5
kifejezés értékét.
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699.°* Bizonyitsatok be, hogyha 2a — b = 1, akkor 8a® — b® = 6ab + 1.
700.°* Bizonyitsatok be, hogyha a + 3b = 2, akkor a® + 276 = 8 — 18ab.

I ISMETLO GYAKORLATOK

701. Az egyik ladaban 12 kg alméaval tobb volt, mint a maéasikban.
Miutan az egyik 1ladabdl attettek 4 kg-ot a masikba, kidertlt, hogy
a masodik ladaban 1év6 alma tomege az els§ ladaban 1évé alma

tomegének %-e. Hany kilogramm alma volt mindegyik ladaban

eredetileg?
702. Milyen az utols6 szamjegye a 3'¢ + 7' kifejezés értékének?
703. Hatarozzatok meg a kifejezések értékét, ha a = 1, illetve a = —1:

) a+a?+@ +at+. .+ a2+ 3) azizfat. a™at™
2) a+ai+at +at+. o+ a¥+a™; 4) aziz*at . "1,

l KESZULUNK AZ UJ TEMA ELSAJATITASAHOZ

704. irjétok fel szorzat alakjaban:

1) 9% + 123 5) 44—t
2) 10m* - G 6) p+1Z8pk+ 065
3) ab — ac + 7b — Tc; 7 100&"—%&“;
4) Bx—sm—Bp+ph 8) 2hzd —(z—mY
705. Oldjatok meg az egyenletet:
1) (x—4) (x + 3) =0; 4) 9 —Bx+l=0
2) £ -81=0 5) x (x +7) (3x — 2) = 0;
3) Tal+21x=0 6) 125" — 249 =1,

I GYAKOROLJUK A NEM HAGYOMANYOS MODSZEREKET

706. Van 100 halom érménk, mindegyikben 100 darabjaval. Az egyik
halom hamis érmékbdl all, amelyek 1 g-mal kénnyebbek a valé-
dinal, melynek tomege 10 g. Legaldbb hany mérésre van szikség
digitalis mérleg segitségével, hogy megtalalhassuk a hamis érmék-
b6l 4ll6 halmot?
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Tobbtagok tényezékre bontasanak
kiilonb6zé modszerei

Az el6z6kben a tobbtagok tényez6kre bontasanak harom moédsze-
rével ismerkedtiink meg:

o kozOs tényez6 kiemelésével,

e csoportositasi modszerrel;

e roviditett szorzas képleteinek felhasznalasaval.

T6bb matematikai feladat megoldasa soran gyakran tobbféle mod-
szer bizonyos sorrendben toérténé egytittes hasznalatara van szikség.
Egyebek kozott szamtalan olyan tobbtag 1étezik, melyeknek tényez6k-
re bontasahoz egyszerre tobbféle méodszert kell alkalmazni.

Felmeril a jogos kérdés: milyen mdédszereket, és milyen sorrendben
kell alkalmaznunk a tobbtagu kifejezések tényezSkre vald felbontasa-
kor? Mindent figyelembe vevs eljaras nem létezik, minden a konkrét
tobbtagtol fligg. Mégis megfogalmazunk néhany altalanos utmutatast:

1) ha lehetséges, a felbontast a kézos tényez6 kiemelésével kezdjik;

2) a tovabbiakban megvizsgaljuk a roviditett szorzas képletei fel-
hasznalasanak lehetdségét;

3) ha nem hasznalhaték a roviditett szorzas képletei, meg kell
prébalni a csoportositasi modszert.

1. PELDA Bontsatok tényez6kre a tobbtagu kifejezést:
1) 3a%b — 12b; 3) 24m* + 3m;
2) —5x% + 30xy — 45y%; 4) 3a® + 21a® — 6a’b — 42ab.
Megoldas: 1) El6bb kiemeljiik a zardjel elé a kozos tényezbt, majd
felhasznalva a négyzetek kulonbségének a képletét, a kovetkezst kap-
juk:
3a?b — 12b =3b (@®> — 4) = 3b (@ — 2) (a + 2).
2) El6bb kiemeljik a zardjel elé a kozos tényezdt, majd felhasznalva
a kulonbségek négyzetének a képletét, a kovetkez6t kapjuk:
—5x% + 30xy — 45y? = -5 (x? — 6xy + 9y?) = -5 (x — 3y)>
3) El6bb kiemeljiik a tényezbét a zardjel elé, és felhasznaljuk a
kobok Osszegének képletét:
24m* + 3m = 3m 8m? + 1) = 3m @2m + 1) dm? — 2m + 1).
4) Kombinalva a ko6zos tényezd kiemelését a csoportositas modsze-
rével, a kovetkez6t kapjuk:
3a® + 21a? — 6a?b — 42ab = 3a (@*> + Ta — 2ab — 14b) =
=3a (@>+ 7a) + (2ab — 14b)) = 3a (@ (@ +7) —2b (a + 7)) =
=3a (a+ 7 (@ - 2b. ®
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2. PELDA irjétok fel szorzat alakjaban.

1) x'¢ - 1; 2) a'? — b

Megolddas: 1) x% - 1=@x8-1) x®*+ 1) =

=x-DE+DDEE+D=@@ -1+ @+ +1) ==

-1+ E+1) x*+1) @+ 1)

2) a2 — b2 = (a® — b%) (a® + b%) = (a® — b%) (@® + b%) (a® + bO).

Harom szorzétényezit kaptunk, melyek kozil az egyik kobok kii-
I6nbsége, a masik kett6 pedig kobok Osszege. A megfeleld képletek
segitségével a kovetkezbt kapjuk:

a?—-b2%=(@-">b) (@®>+ ab + b)) (a + b) (@> — ab + b? x
x (@* + b?) (@* — a?b® + b*). @

3. PELDA Bontsatok fel tényezbkre.
1) m? — 16n% + 2m — 8n; 2) x% + 4xy + 4y? — 16.
Megoldds: 1) m? — 16n* + 2m — 8n = (m? — 16n? + 2m — 8n) =
=(m—4n) (m + 4n) + 2 (m — 4n) = (m — 4n) (m + 4n + 2).
2) x2 + 4xy + 4y — 16 = (x2 + 4xy + 4y?) — 16 =
=@x+2)?-42=@Cx+2y -4 (x+2y+4). @

4. PELDA Oldjatok meg az x® + x2 — 4x — 4 = 0 egyenletet.

Megoldas:

X@x+1) -4 x+1) =0;

x+1) x*—-4) =0
x+1) (x—-2) (x+2) =0;
x+1=0,vagyx—2=0, vagy x + 2 = 0;
x =-1, vagy x = 2, vagy x = —2.

Felelet: -1; 2; 2. @

5. PELDA Bontsatok tényezékre az x2 + 8x — 9 haromtagot, kiemelve
el6szor a kéttag négyzetét.

Megoldds: Ha az x®> + 8x 6sszeghez hozzdadunk 16-ot, akkor a
kapott x% + 8x + 16 kifejezést felirhatjuk az dsszeg négyzetének a kép-
lete alapjan. Hozzaadva és kivonva a haromtagbdl 16-ot, a kévetkezd
kifejezést kapjuk:

2+ 8x—-9=x2+8x+16—-16 -9 =(x + 42 - 25 =
=(x+4-5)(x+4+5)=x-1)(x+9.@

6. PELDA Bontsatok tényezékre az x* + 4y* tobbtagot.
Megoldas: Mivel x* = (x?)?2, 4y* = (2y?)?, ezért a tobbtaghoz hoz-
zdadva, majd kivonva belGle a 4x%*y? egytagot (az x* és 2y egytagok
kétszeres szorzatat), a kovetkezot kapjuk:
Xt + Ayt = xt 4+ dx?y? + Ayt — dx?y? = (a2 + 2y2)? — 4aPy? =
= (x* + 2y* — 2xy) (x* + 2y + 2xy). @
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I GYAKORLATOK

707.° Bontsatok tényezikre:

1) 2ad - opd 4) Agbd _27a: 7) xr- gt

2) axd -y 5) A" —dx: 8) 000zt —t%

3) 9 -3 6) ap®—1ap: 9) ﬁaﬂa‘a‘ _Bl,
708.° Adjatok meg szorzat alakjaban a tobbtagu kifejezést:

1) 1884 —12a% 4) Amnd - 48m;

2) Ba¥a— oEda: 5) To® Ty

3) Gad -2 6) @ —a*
709.° Bontsatok tényezlkre:

1) 9a¥ + Bab 4 G4, 4) —FE _1dha-_Ta

2) fmd + Gl -1 Oy 5) i+ ldagp® +40p™

3) —Ax +18x—12 6) —2a2%F+ G295 - 02k,
710.° Bontsatok tényezGkre:

1) &+ 1 G+ Bp™ 3) —18* -1 284 — ke

2) -2+ Bdah- TIE, 4) 48m3n — 72m?*n + 2Tmn.
711.° Adjatok meg szorzat alakjaban a tobbtagu kifejezést:

1) at*-F4 2) a*- 21,
712.° Bontsatok tényezikre:

1) x*-16; 2) pt-1,
713.° Bontsatok szorzétényezdkre:

1) da? —gp® 3) T4+TE. 5) Zat_250a;

2) Em?-16; 4) —x* + 27x; 6) Gz* - 0gd,
714.° Adjatok meg szorzat alakjaban:

1) 3x3 + 3y3; 2) Gmt-020mn® 3) Fa¥ —fat,
715.° Bontsatok tényezbkre:

1) o + ab 2) £ -p 3) &% -1,
716.° Bontsatok tényezdkre:

1) ¢b + ¢% 2) m®-n" 3) ot -F4,
717.° Adjatok meg szorzat alakjaban a tobbtagu kifejezést:

1) 3ab + 15b — 3a — 15; 5) a+al-a-1;

2) 84 — 42y — Txy + 14ux; 6) 2 — 2 — Y 4270

3) abc + 6ac + 8ab + 48q; 7) Gad -5 -1 5270+ 1 Gab®

4) m® —min+md - mn 8) a¥Fd 18429,
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718.° Bontsatok tényezGkre:

1) 15¢x + 2¢y — cxy — 30c¢;

2) 35a% — 42ab + 10a?b — 12ab?;
719.° Bontsatok tényezGkre:

1) fzd + 509 - gripd

2) 21 -xd + Gy

3) a4 fab4+E — ot

4) o +deyd-_pN

3) & +xiy+x" +

4) mat-nt+mn® -,

5) 9240 + fae— 0
6) al —F_10R-285
7) 40-—pdsd 14

8) mn¥—m®—12mY - d6m

720.° Adjatok meg szorzat alakjaban a tobbtagu kifejezést:

1) (rd-2ed -1

2) 16— +4m®

3) & 18+ aipd 2
721.° Bontsatok tényezGkre:

1) af-B-_a-F

2) x-p-x+pY

3) dmed — Oy Bt Oy

4) -y de—dd;

5) Ga'y—Bapd -t + 3
722.° Bontsatok tényezdkre:

1

2)

md —nd -t my

atd -t g%
3) 16g? —26z8 —dx -5
4) 1227 4+ 02788 L1 ERY _ 2%

723.° Bontsatok tényezGkre:
1) 2 fe——18x 0o — 3+ 81 (- &
2) dx - O+ e’ (30 - 0- 04 3,
3) B +11-a B+11
4) @-5Et-e"- f-d et -,

4) 64x® + 48xy + 9y? — 144;
5) o —gd4+80a-121"
6) 100 - 2539 —60dy— A6t

6)
7)
8)
9)
10)

al —10z+ 25— ak+ 6h:
Smp+ 2np —md — Bpen—nh
a® + B —gih— abd;

m —2n® - +dmm - dnd;
2’ —dad 4 daz-1,

5) 407 —1dr 41— 2las+ e
6) axt+apd+at+ 2ty 4t
7) 27a —g® 4 0¥ 4 0ad 4 49,
8) B —&h _ IR 41,

724.° Adjatok meg szorzat alakjaban a tobbtagu kifejezést:

D
2)
3)
4)

ad B -11-F [a- 11

(=) (° = p*)- (m - p) (e* - "),

A (e+4)-20x Co+4)+1 00 (x4 4
ad - 96 -2 (36 —a¥1-a® @6-a;
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725.° Oldjatok meg az egyenletet:

1) £ -4c=0; 5) & —10%+28x=1
2) -xi=n; 6) x® + 2x2 — 9x — 18 = 0;
3) x° — 36x3 = 0; 7) £ -Gt +dx-B0=10
4) ' —x=0 8) #F-—xt—x+1=0,
726.° Oldjatok meg az egyenletet:
1) £ -x=0 4) 49x* +14% +x =1
2) +xi=0; 5) A +xi-x-1=1
3) #-ax=10 6) £ -4y - 26x+100=10,

727.° Azonossag-e a kovetkezd egyenlGség:
D) @-17 -9 @-1)=(a- 1)@ 4 (a+ )
2) (1P —dat = -1 oYY
728.° Bizonyitsatok be az azonossagot:
1) i+ 2 - 285+ Di=im+ Dla+ T - T
Dat+2ab+b>-c2+2cd-d*=@+b+c—-d)(a@a+b-c+d).
729.° Bontsatok tényezlkre a kifejezéseket kétféleképpen:

1) hasznaljatok a négyzetek kiilonbségének képletét;
2) bontsatok fel a zardjeleket, majd csoportositsatok a kifejezéseket.

1) 2+ 17— (a+B4 2) lz+ 2B — gk + B
730.°* Adjatok meg a kifejezést kéttag kobeként:
1) a*+ 8%+ 32 +1, 2) B -5+ 12F8- 2,

731.°* Bizonyitsatok be az azonossagot:
1) @+b+d—a’ - - =0+ E+a B+
2) m-Ff+@-a —z-a% = -9 2 -5 F- & la- 2
732.°* Bontsatok tényezbGkre a kifejezést:
DE@-y) @+ +2x+3y) -8
2) (2a — 3b) (2a + 3b) — 4 (a + 3b) — 3.
733.°° Adjatok meg a kifejezést szorzat alakjaban:
1) (bx — »?) (Bbx + y?) — 2 (16x — Ty?) — 40;
2) (Are—2m) 0l Bt 52+ e (Bn+ - 2(0R% - 20n+12),
734."° Kiemelve a kéttag négyzetét, bontsatok tényezGkre a harom-
tagot:
1) 2 -10x+24; 4) 438 -12a3+5;
2) a¥ +4dz-a2; 5) 9% - Bduwg +Tpt
3) B _ah_d: 6) A6md- G0men+ 21ad,
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735.°° Bontsatok tényezGkre a tobbtagot:
1) 2 —dx+0; 3) pd+18p+a5: 5) o +8nd +154%
2) a¥+fz-24: 4) & rx-6; 6) Qx — A0y +1637,
736."° Az x5 és x, értékeire érvényesek az x4 -ay=8 és may =5
egyenlGségek. Hatarozzatok meg a kifejezés értékét:
D) gg-xmxny 2 mesy 3) Geg)h 4 4 -
737.°° Az x és y értékei olyanok, hogy x + y = 6, xy = —3. Hatarozzatok
meg a kifejezés értékét:
D #+atyh 2) x-3% 3) x*+3t
738." Bizonyitsatok be, hogy tetszdleges n természetes szdm esetén a
@n — 1) — 4n? + 2n + 1 kifejezés értéke maradék nélkil oszthatd
16-tal.
739." Bontsitok tényezdkre:

1) xt— a4 3) dxt—12i 41 5) xtsd:

2) xtyxiil; 4) F+x+1 6) £ +x*-2,
740." Adjatok meg a kifejezést szorzat alakjaban:

1) x* + 5x% + 9; 2) - 2a 44,

741. Bizonyitsatok be, hogy tetszdleges, 1-t81 eltérd n természetes
szam esetén az n* + n? + 1 kifejezés értéke Osszetett szam.

I ISMETLO GYAKORLATOK

742. Adott harom szam, melyek kozil minden kovetkezd 4-gyel tobb
az eldzénél. Hatarozzatok meg ezeket a szamokat, ha ismeretes,
hogy a legkisebb és legnagyobb szorzata 88-cal kevesebb a kézépsd
és legnagyobb szorzatanal.

743. Péter 2,5 km/6 sebességgel maszta meg a hegyet, majd egy masik
uton 4 km/6 sebességgel ereszkedett le. Hatarozzatok meg a Péter
altal megtett utat, ha a hegyre felfelé vezetd Ut 3 km-rel révidebb,
a lefelé vezet$ utndal, az oda-vissza uthoz sziikséges idd pedig 4 6.

744. Oldjatok meg az egyenletet:
| Tx-31| =4 N4x—-2+5]| x| =10
Dl lx|-10]=8; 4) | x| =3x-8.

745. Bizonyitsatok be, hogy egy haromjegyl szamnak és szamjegyei
kétszeres Osszegének az Gsszege a 3 tobbszorose.

I KESZULUNK AZ UJ TEMA ELSAJATITASAHOZ

746. Szamitsatok ki az y értékét az y = 0,2x — 3 képlet segitségével,
ha: 1) x = 4; 2) x = -3.
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747. A 7. dbra alapjan hatarozzatok meg az A, B, C, D, E, F, K, M
és N pontok koordinatait.

4
oo
Moy B
r T ol
AR L] A | x
B
N | b
%
7. abra

748. Tuntessétek fel a koordinatasikon az A (2; 3), B (4; b5),
CE317,D (2 2), K (2 -2, M (©0; 2, N (3; 0, P(Q1; -6),
F (—4; —2) pontokat.

749. Szerkesszétek meg az AB és CD szakaszokat, majd hatéroz-
zatok meg metszéspontjuk koordinatdit, ha A (-5; —-2), B (1; 4),
C (=3; 2) és D (2; -3).

750. Hogyan helyezkednek el a koordinatasikon az x tengelyhez vi-
szonyitva a kovetkez6 pontok:
1) A (2; 6); 2) B (=3; 1); 3) C (-4; -5); 4 D (=3; 0)?

751. Hatarozzatok meg a 4 egység oldalu négyzet cstucsainak koordi-
natait, ha két oldala a koordinatatengelyen fekszik, az egyik csticsa
koordinatainak szorzata pedig pozitiv szam. Hany megoldasa van
a feladatnak?

Ismételjétek at a 26. és 34. pontokat a 241., 243. oldalakon!

I GYAKOROLJUK A NEM HAGYOMANYOS MODSZEREKET

752. Legyen az x, x,, ..., X, tetszGleges természetes szamok halmaza,
az ¥, ¥, - Yy az €l6z6 halmaz néhany tagja athelyezése utan

kapott szamsor. Bizonyitsatok be, hogy az (x, — y) - (x, — ,) ...
o (x,, — ) kifejezés értéke paros szam.
5. SZAMU FELADATSOR. ONELLENORZES TESZT FORMAJABAN
1. Adjatok meg az (x — 6) (x> + 6x + 36) kifejezést tobbtag alakjaban.

A) x? — 36; B) x* + 36; C) x? — 216; D) x* + 216.
2. Hatarozzatok meg az M tobbtagot, ha y* — 64 = (y — 4) - M.
A) y* — 8y + 16; 0) y* — 4y + 16;

B) y* + 8y + 16; D) 2 + 4y + 16.



19. A mindenki szamara érthet6 nyelv 127

3. Egyszerisitsétek le az (a®> + 2b%) (a* — 2a%b3 + 4b°) kifejezést.

A) af + 4b%; B) a® — 4b% C) a® — 8b% D) a® + 8b°.

4. irjétok fel a 3¢ — 48 tobbtagot szorzat alakjaban.

A) 3 (c — 16); C) 3 (c — 4)%
B) 3 (c—4) (c + 4); D) 3¢ (¢ — 16).

5. frjétok fel a 7a® —42a + 63 kifejezést szorzat alakjaban.

A) 7 (@-3) (a+ 3); C) 7 (a+ 3)%
B) 7 (a — 3)% D) 7 (@ - 92

6. Adjatok meg az a® — a® tobbtagot szorzat alakjaban.

A) ab (a - 1) C) a® (@ + 1)?
B)a’(@—-1) (@ + 1) D) af (@ — 1)%

7. irjétok fel az m? — n? + m + n kifejezést szorzat alakjaban.
Ay (m+n) (m-n+1); C)(m—-n) (m+n+ 1,
B)(m-n (m —n+ 1) D)(m+n (m+n+1).

8. Adjatok meg az x? — y* + 14y — 49 kifejezést szorzat alakjaban.
A) -y +T7) @+y+T7); CO)x-y+Dx+y-"T7);
Byx-y-7(x+y+7); D)x-y-7@x+y-"17).

9. irjétok fel a 8la* — 1 tobbtagot szorzat alakjaban.
A) Ba —-1) Ba + 1) (9a* + 1); C) Ba — 1)? (Ba + 1)%
B) Ba®?—-1) 3a? + 1) 9a? + 1); D) (3a — 1.

10. Oldjatok meg a 49x — x* = 0 egyenletet.

A 0; 7, B) -7, 0, 7; C) 0; 49; D) -7; 7.
11. Oldjatok meg az x® + 3x2 — x — 3 = 0 egyenletet.
A) -1; 1; B) -1; 3; O 1; 3 D) -3; -1; 1.

12. Adjatok meg az (x> — 2)? — 4 (x® — 2) + 4 kifejezést szorzat alak-
jaban.

A) (x — 9% C) x%
B) (x — 2)* (x + 2)% D) (x* — 6)%
A mindenki szamara értheté nyelv T

Az aldabbiakban harom nyelven — arabul, kinaiul és héberul — ir-

tuk fel a mindenki szamara ismert tulajdonsagot: az 6sszeadanddk
felcserélésétll az 6sszeg nem valtozik.

il LAy sV gslal Jad sl 2
e BB E AT BaseFai it X

DT N IR T PR DT PR 0T00n T OTIa UKD
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Ha az ember nem ismeri ezeket a nyelveket, természetesen még
ezt az egyszeri mondatot sem érti meg. Itt siet a segitségiinkre a
nemzetk6zi matematikai nyelv, amelyen a fenti tulajdonsag a kovet-
kezGképpen irhaté fel:

atb=5b+a.

Mint minden nyelvnek, a matematikainak is megvan a sajat abé-
céje — a matematikai szimb6lumok. Ezek szamok, betlk, miiveleti je-
lek stb. Ezekbdl allnak 6ssze a matematikai nyelv szavai, példaul a
kifejezések. A szavak mondatokat alkotnak, példaul a képleteket stb.

Azt gondolhatnank, nincs annal kénnyebb, mint felirni a 2x = 4 li-
nearis egyenletet. Viszont ezt még a nagy al-Harizmi' is jéval hosszab-
ban irta fel: Két gyok 4 dirhammal® egyenlé. Ennek az az oka, hogy
al-Harezmi idejében még nem léteztek matematikai szimbdélumok.

Ez nem jelenti azt, hogy a IX. szdzad el6tt élt tudésok nem kisé-
relték meg a matematikai nyelv 1étrehozasat.

Még az 1. szazadban Alexandriai Héron goérog matematikus az
ismeretlent a { (szigma) betlvel jelélte meg. A szimbdélumok létreho-
zasaban a kovetkezd 1épést a III. szazadban Alexandriai Diophantosz
tette meg. Az Aritmetika cimd hires milvében nemcsak az ismeretlen
jelolését vezette be, hanem annak néhany hatvanyat is:

elsé hatvany — o

masodik hatvany — AY (Avvayuc — dunamis, ami erét, hatvdnyt
jelent);

harmadik hatvany — KY (KvBog — kubosz, azaz kob).

Egyenl6ségként Diophantosz az 1o jelet hasznalta — az 1cog iszosz
sz6 els6 két betdjét, ami egyenlét jelent.

Diophantosz jeleinek nem egyszerd a hasznalata. Példaul az 6sz-
szeadas és szorzas miveleteire nem vezetett be semmilyen kilon
szimbdélumot. Az Osszes ismeretlen egyetlen ¢ betilivel vald jel6lése
megnehezitette a tobbismeretlenes egyenletek megoldasat. A kor ha-
nyatlasaval a Diophantosz altal bevezetett algebrai szimbdélumok is
feledésbe mertltek.

Az algebrai szimbdélumok létrehozasa a tehetséges német tudds,
Jordanus Nemorarius munkainak koszonhetSen a XIII. szazadban
Gjult meg. O élesztette jja az eurdpai matematikdban a betliszim-
bélum oétletét.

A XV. szdzadban a neves olasz matematikus, Luca Pacioli altal
hasznalt szimbdélumok terjedtek el széles korben.

1 A 11. oldalon olvashattatok rdla.
2D 1r h a m - dkori arab ezistpénz.
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Sokat tettek a matematikai szimbdélumok
tokéletesitésében a XVI. szazadban élt Johan-
nes Widman és Adam Riese német matema-
tikusok 1is.

A Dbetliszimb6lumok megalkotéjanak jog-

gal tekinthet§ az egyik leghiresebb francia
matematikus, a XVI. szazadban élt Francois
Viéte. O els6ként nemcsak a valtozdkat, ha-
nem a mennyiségek értékét is betilikkel jelolte
meg. Viéte a kovetkezGt ajanlotta: A keresett
mennyzsegeket. A"v.('z'gy mdsik maganhapgzoval Francois Viéte
(E, I, O, U) jeloljiik, az adott mennyiségeket (1540-1603)
pedig B, D, G vagy tovabbi massalhangzékkal.
Ezek a jelolések nemcsak egyes egyenletek megoldasahoz nyudjtottak
lehet6séget Viétenek, hanem egy teljes csoport egyenlet megoldasi
folyamatanak a vizsgalatdhoz is. Példaul Viéte szimbdélumainak ko-
szénhet6en irhatjuk fel a linearis egyenletet (ax = b) a 2. pontban
bemutatott alakban.

A népek nyelve folyamatosan fejlédik. Nincs ez masként a mate-
matikaban sem. Az Gj felfedezések 1) szakkifejezések és szimbdolumok
bevezetésével jarnak.

Az ukran matematikai szaknyelv fejlesztésében és rendszerezésé-
ben nagy szerepe volt Volodimir Levickijnek, a lvivi (lembergi) egye-
tem fizika-matematika szakos professzoranak. Tudomanyos munkai
nagy mértékben elGsegitették az ukran matematikai iskola létrejottét
és fejlédését.

Az ukran matematikai kultira megalapitéjanak egyértelmiien az
eurdpail hird tudést, a filozéfia doktorat, Miron Zarickij professzort
tekintik.

V. Levickij M. Zarickij
(1872-1956) (1889-1961)
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A 2. PARAGRAFUS OSSZEFOGLALASA

Azonosan egyenlé kifejezések
Azokat a kifejezéseket, melyeknek az értéke a valtozok megfelelé
értékeinél egyenlGk, azonosan egyenld kifejezéseknek nevezziik.

Azonossag
Azonossagnak nevezziikk a valtozé barmilyen értékénél azonos
egyenldségeket.

Az azonossag bizonyitasanak maédja

o Az egyenlGség egyik oldalat atalakitva megkapjuk a masik oldalt;
e az egyenlGség mindkét oldalat atalakitva ugyanazt a kifejezést

kapjuk;
e igazoljuk, hogy az egyenlGség bal és jobb oldalanak a kiilonbsége
nulla.

Természetes kitevojii hatvany
Az a szam n (n > 1) természetes kitevGjli hatvanyanak az n darab
a szam szorzatat nevezzik. Az a szam 1 kitevdjd hatvianya maga
az a szam.

A hatvany elgjele
Nem negativ szam hatvanyra emelésekor az eredmény szintén nem
negativ szam.
Negativ szam paros hatvanyra emelésekor pozitiv, mig paratlan
hatvanyra emelésekor negativ szamot kapunk.

Py

A természetes kitevgjii hatvany tulajdonsaga
a™a®= a™" (a hatvany alaptulajdonsaga)
a™ . a"=a""
@y =am
(ab)" = a"b”
Egytag vagy egytagu kifejezés
A szamokat, valtozokat és azok hatvanyait tartalmazé kifejezést
egytagnak nevezziik.

Az egytag normalalakja
Az egytagot normalalakinak nevezziik, ha az egytagban az elsé
helyen csak egy, nullatdl eltéré szamtényezd talalhatd, a tobbi té-
nyez6 pedig kilénboéz6 alapi hatvanyok szorzata.

Az egytag egyitthatoja
A normadlalaki egytag szamtényezbjét az egytagu kifejezés egyutt-
hatéjanak nevezzik.
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Az egytag fokszama
Az egytagban 1év§ valtozdk hatvanykitevGinek Osszegét az egytag
fokszamanak nevezzik. A csak nullatdl eltérd szambdl all6 egytagu
kifejezés fokszama nulla.

Tobbtagu kifejezés
Néhany egytag Osszegét tobbtagnak nevezziik.

A tobbtag normalalakja
A normalalaka egytagokbdl allé tébbtagot, ha azok kézott nincs
egynem, a tobbtag normalalakjanak nevezzik.

A tobbtag fokszama
A tobbtag fokszamanak a benne 1év6 legnagyobb fokszamu egytag
hatvanykitevGjét nevezzik.

Egytag szorzasa tobbtaggal
Egytag tobbtaggal valé szorzasakor az egytagot beszorozzuk a
tobbtag minden tagjaval, majd a kapott szorzatokat Gsszeadjuk.

Tobbtagok szorzasa
Tobbtagok szorzasakor az elsé tobbtag minden egyes tagjat beszo-
rozzuk a masodik tobbtag minden tagjaval, majd a kapott szorza-
tokat Osszeadjuk.

Két kifejezés kiilonbségének és O0sszegének szorzata
(@->b) (a+ b =a>-0>b?

Két kifejezés négyzetének kiilonbsége
a?—-b>=(@-">b) (@ + b

Két kifejezés Osszegének négyzete
(@ + b)? = a? + 2ab + b?

Két kifejezés kiilonbségének négyzete
(@ — b)? = a? — 2ab + b?

Két kifejezés kobének oOsszege
a®+ b= (a+ b) (@®>— ab + b?

Két kifejezés kobének kiilonbsége
a®— b= (a—-0b) (@®+ ab + b?



FUGGVENYEK

o Ebben a paragrafusban tanulmanyozzatok a mennyiségek ko-
z06tti 6sszefuiggéseket.

o Megismerkedtek ezen Osszefliggéseket szabalyozd fogalom-
mal — a fliggvényekkel.

piOl A mennyiségek kozotti osszefliggések.
Fuggvények

A tanar a tablara ir. Ezalatt valtozik a kréta hossza, tomege, tér-
fogata, s6t a hdmérséklete is.

Uzemel az iskolai étkezde. A nap leforgésa alatt valtozik az étkezd
tanuldk szdma, az elektromos energia és a viz felhasznalasa, a bevétel.

A korulottink végbemend folyamatokban szamtalan mennyiség ér-
téke valtozik. Egyesek osszefliggenek egymadssal, azaz az egyik meny-
nyiség valtozasa a masik valtozdsat eredményezi.

A fizika, kémia, biolégia és sok mas tudomanyag is foglalkozik a
mennyiségek kozotti osszefliggések vizsgalataval. A realis folyamatok
matematikai modelljeinek a feldllitdsaval a matematika szintén ki-
veszl a részét az osszefliggések tanulmanyozasabdl. A matematikai
modell fogalmaval a 3. pontban mar talalkozhattatok.

Megvizsgalunk néhany példat.

1. PELDA Valtozik a négyzet oldala. Erhets, hogy ekézben a kertilete
1s megvaltozik. Ha a négyzet oldalat a bettlvel jeloljik, a kertletét
P-vel, akkor a P valtozénak az a valtozdé értékeit6l vald fliggését a
kovetkezd képlet segitségével adhatjuk meg:

P = 4a.

Ez a képlet a négyzet keriilete és oldalhossza kozotti 6sszefliggés
matematikai modellje.

Megadva az oldalhossz barmilyen értékét, a képlet segitségével
meghatarozhaté a négyzet megfeleld keruilete. Ezért ebben a modellben
az a fliggetlen valtozo, a P pedig fiiggé valtozé vagy fiiggvény.

Kihangsulyozzuk, hogy az adott képlet azt a szabalyt adja meg,
melynek segitségével a valtozo értéke alapjan egyértelmiien meghata-
rozhaté a fuggvény értéke. @
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2. PELDA A csalad 10 000 hrivnyat tett be a bankba 10%-os ka-
matra. Egy év mulva a szamlan 1év6 M 6sszeg a kovetkezd lesz:

M= 10000 + % = 11000 (hrn).
Két év mulva:
11000 - 1

M= 11000 + 0 _ 312100 (hrn).

i00
Hasonloképpen szamithaté ki, hogy harom év malva M = 13 310 hrn,
négy év mulva M = 14 641 hrn, 6t év mulva M = 16 105,1 hrn.
A tablazatban lathaté a szamlan 1év6 pénzosszeg és a szamlanyitas
Ota eltelt évek kozotti 6sszefliggés.

Evek szdma n 1 2 3 4 5

A szamlan 1évg
pénzosszeg M, 11 000 | 12 100 | 13 310 | 14 641 |16 105,1
hrn

A létrehozott tablazat az M és n mennyiségek kozotti Osszefliggés
matematikai modellje. Ebben az esetben az n flggetlen valtozd, az M
pedig a fuggvény.

Kihangsulyozzuk, hogy a tablazat azt a szabalyt adja meg, amely-
nek segitségével a fliggetlen valtozé értéke alapjan egyértelmiien meg-
hatarozhaté a fuggvény értéke. @

3. PELDA A 8. dbran a hémérséklet és az id§ kozotti osszefiiggés
1lathato.

= =

.

| Hémérséklet, °C

= bk

bbb

8. abra
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A grafikon segitségével barmely ¢ id6pontban meghatarozhat6 a
levegé T hémérséklete (°C-ban). Ebben az esetben a ¢ a fuggetlen
valtozé, a T pedig a fliggvény.

A grafikonra a T (h6mérséklet) és ¢ (id6) mennyiségek kozotti 6sz-
szefliggés matematikai modelljeként tekinthetiink.

Megjegyezziik, hogy a grafikon megadja a fliggetlen valtoz6 alapjan
a fluggvény egyértelmii hozzarendelési szabalyat. @

Az el6z6 példak eltérd jellege ellenére, mindharom esetben a fiigg-
vény hozzdrendelési szabdlydt adtuk meg a fiiggetlen vdltozé alapjan.
Ezt a szabalyt fiiggvénynek, a valtozok egymastdl val6 fliggését pe-
dig figgvénykapcsolatnak nevezzik.

Tehat az 1-3. példakban leirt szabalyok — fliggvények.

Az egyik valtozé masiktdl valb fliiggése nem minden esetben fligg-
vénykapcsolat. Legyen péld4ul az autébusz Gtvonalanak hossza 15 km.
A menetjegy ara a kovetkezl tablazat szerint hatdrozhaté meg:

Menetjegy ara, hrn 2 4 6

Az utvonalszakasz hossza,

km 5-1g 5-t61 10-ig | 10-t61 15-ig

Erthet, hogy a menetjegy ara és az utvonalszakasz hossza vélto-
z0k kapcsolatban vannak egymaéassal. Amennyiben a menetjegy arat
vessziik flggetlen valtozonak, a leirt Gsszefliggés nem fiuggvény. Va-
I6ban, ha az utas 2 hrivnyat fizet, nem allapithaté meg egyértelmiien,
hany kilométert utazott.

Ha a 3. példaban a T hémérsékletet tekintjuk fiiggetlen valtozonak,
akkor nem minden esetben hatdrozhaté meg a T mennyiség értéke
alapjan egyértelmiien a t mennyiség értéke. Ezért a ¢t id§ és a T hé-
mérséklet kozotti Osszefliggés nem fliggvény.

Altaldban a fuggetlen valtozot x betlvel jelolik, a fliggd valtozdt
— y-nal, a figgvényt — f-fel. Ha az y és az x valtozok kozott figgvény-
kapcsolat van, akkor ezt igy jelolik: y = f (x) (olvasd: ipszilon egyenld
ef iksz).

Az x valtozét a figgvény argumentumanak nevezik.

Az argumentum altal felvett Osszes érték képezi a fiuggvény
értelmezési tartomanyat. Az 1. példaban a fluggvény értelmezési
tartomanya az Osszes pozitiv szam; a 2. példaban az 1, 2, 3, 4, 5
természetes szamok; a 3. példaban a 24-nél nem nagyobb negativ sza-
mok.
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Az f fuggvény esetében az x argumentum minden értékének az
y fliggvény valamely értéke felel meg. Az y figgd valtozét a fiigg-
vény értékének is nevezik. A fiiggvénynek az x valtozé x, értékének
megfeleld értékét f (x)-val jeloljik. Példaul a fliggvény értéke x = 7
esetén egyenld f (7).

Ha az el6z6 harom példaban leirt szabalyt f betivel jeloljiik, akkor
az elsd példaban f (2) = 8, a masodikban f (2) = 12 100, a harmadik-
ban pedig f (2) = 0. Altaldnositva tehat elmondhatjuk: az f (@) = b
kifejezés azt jelenti, hogy az argumentum a értékének a fliggvény
b értéke felel meg.

A fuggvény altal felvehets értékeket a fuggvény értékkészleté-
nek nevezziik.

Az 1. példaban a figgvény értékkészlete az Gsszes pozitiv szam; a
2. példaban a tablazat masodik soraban talalhaté szamok; a 3. pél-
daban az 5 és 7 kozotti szamok.

‘?

. Milyen szabalyt neveznek fliggvénynek?
. A valtozék milyen ¢sszefliggését nevezik fliggvénykapcsolatnak?
. Hogyan olvassuk az y = f (x) kifejezést?
. Mit nevezink a figgvény argumentumanak?
. Mit nevezink a fliggvény értelmezési tartomanyanak?
. Mit nevezink a fuggvény értékének?
Mit jelent az f (o) = b kifejezés?
. Mit nevezink a fliggvény értékkészletének?

O~NOUANWNBR

I GYAKORLATOK

753.° Van-e Osszefuiggés az egyenl$ oldald haromszog kerilete és ol-
dalai kozott? Ha a haromszog oldala a, a kertlete pedig P, akkor
milyen képlettel adhaté meg a kozottik 1éve Gsszefliggés? Van-e
figgvénykapcsolat a valtozok kozott?

754.° Fiugg-e a négyzet teriilete az oldal hosszatél? Ha a négyzet ol-
dala a, a teriilete S, milyen képlettel adhaté meg a kozottik 1évs
Osszefliggés? Van-e fliggvénykapcsolat a valtozok kozott?
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755.° A gépkocsi sebessége 60 km/h. Hogyan fiigg az s megtett ut
a ¢t menetid6tSl? Adjatok meg az Gsszefliggést képlet segitségével.
Van-e fuggvénykapcsolat a valtozok kozétt? Ha igen, nevezzétek
meg a fliggvény argumentumat.

= 756.° A tartalyban 300 1 viz volt. A nyitott csapon percenként 2 1
viz folyt ki. Adjatok meg képlet segitségével a tartdlyban maradt
viz V térfogata és a kifolyas ¢t ideje kozotti osszefliggést. Fliggvény-e
a t és a V valtozok kozotti hozzarendelés? Ha igen, hatarozzatok
meg a figgvény értelmezési tartomanyat és értékkészletét.

757.° Legyen az a — a kocka élhossza, V — a térfogata. Adjatok meg
az a és V valtozdk kozotti Osszefliggés képletét. Van-e fliggvény-
kapcsolat a valtozok kozott?

758.° A gépkocsi v sebességgel 120 km-t tett meg. Milyen képlettel
adhat6 meg az Ut megtételéhez sziikséges ¢ 1dG és a v sebesség
kozotti kapesolat? Van-e fliggvénykapcesolat a valtozok kozott? Ha
igen, akkor mutassatok ra a fliggvény argumentumara.

759.° Két mellékszog értéke a és B. Adjatok meg a B szog a-tdél vald
figglségének a képletét. Fluggvény-e a kozottik 1év6 hozzarende-
1és? Amennyiben igen, Ugy nevezzétek meg a fliiggvény argumen-
tumaét, és hatarozzatok meg az értelmezési tartomanyat valamint
értékkészletét.

760.° Az osztalyotokban matematikai dolgozatot irtak.

1) Minden tanul6hoz hozzarendelték az altala kapott osztalyzatot.

2) Minden osztalyzathoz hozzarendelték a tanulét, amelyik az adott
osztalyzatot kapta.

A két eset kozil melyik fliggvény?

761.° Megvizsgaljuk azt a szabalyt, amely szerint minden természetes
szamnak a vele ellentétes elGjeld szam felel meg. Fuggvény-e az
adott hozzarendelés?

762.° Minden negativ szamhoz hozzarendelték magat a szamot, min-
den pozitiv szamhoz az ellentétes elGjelld értékét. Figgvény-e az
adott hozzarendelés?

763.° Minden nullatdl eltérd racionalis szamhoz hozzarendelték az el-
lentétes elGjeld értékét. Fiiggvény-e az adott hozzarendelés?
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764.° A napi hémérséklet és az eltelt 1d6 kozotti 6sszefiiggés grafikonja
alapjan (8. abra) hatarozzatok meg:
1) hany fok volt 4 6rakor; 6 érakor; 10 érakor; 18 érakor; 22 6rakor;
2) hany 6rakor volt a hémérséklet 5 °C; -2 °C;
3) hany 6rakor volt a h6mérséklet értéke nulla fok;
4) hany orakor volt legalacsonyabb a hémérséklet; mennyi volt az

értéke;
5) hany o6rakor volt legmagasabb a hémérséklet; mennyi volt az
értéke;

6) milyen id6kozben volt a hdmérséklet értéke alacsonyabb 0 °C-nal,;
magasabb 0 °C-nal;

7) milyen id6kozben emelkedett a levegd hémérséklete; milyen i1d6-
kozben csokkent.

A grafikon alapjan allitsatok ossze tablazatot a levegé napi hémér-

sékletének 2 6rankénti valtozasardl.

765.° A 9. abran egy oldat hoémérséklete és a kisérlet idétartama ko-
zOttl Osszefliggés grafikonja lathaté.

L
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T
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S 80

NS}

m.
H..
10--

1] | | | 1do, mip
20 40 60 B0 100

9. abra

1) Mennyi volt az oldat kezdeti h6mérséklete?

2) Mennyi volt az oldat hémérséklete a kisérlet kezdete utan
30 perccel? Masfél oraval?

3) Mennyi volt az oldat legmagasabb hémérséklete, és mennyi i1dG-
vel a kisérlet elkezdése utan?

4) Hany perccel a kisérlet kezdete utan lett az oldat h6mérséklete
35 °C?

A grafikon alapjan allitsatok Gssze tablazatot az oldat hémérsék-

letének 10 percenkénti valtozasardl a kisérlet elsé két orajaban.
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10. abra

766.° A 10. dbran a napi hémérséklet és az eltelt id6 kozotti Gsszefiig-
gés grafikonja lathatd. A grafikon alapjan allapitsatok meg:
1) mennyi volt a levegl hémérséklete 2 érakor; 8 érakor; 12 6rakor;
16 orakor; 22 orakor;
2) hany 6rakor volt a hémérséklet —3 °C; —4 °C; 0 °C;
3) hany orakor volt legalacsonyabb a hémérséklet; mennyi volt az

értéke;
4) hany oérakor volt legmagasabb a hdmérséklet; mennyi volt az
értéke;

5) milyen idGkézben volt a h6mérséklet értéke alacsonyabb 0 °C-tdl;
magasabb 0 °C-ndl;

6) milyen 1d6kozben emelkedett, és milyenben csokkent a hémér-
séklet.

A grafikon alapjan allitsatok Ossze tablazatot a levegl napi hémér-

sékletének 2 6rankénti valtozasarol.

767.° A motorkerékparos elment otthonrél, majd bizonyos id§ elteltével

hazajott. A 11. 4bran a motorkerékparos és az otthona ko6zotti tavol-

sag valtozasa, valamint az eltelt 1d6 kozotti 6sszefliiggés grafikonja

lathaté (a kerékpdros mozgdsgrafikonja). A grafikon segitségével

allapitsatok meg:

1) mekkora tavolsagot tett meg a motorkerékparos az elsé éra alatt;

2) a mozgas kezdlpontjatél mekkora tavolsdgra allt meg pihenni
els6 alkalommal; masodik alkalommal;

3) mennyi ideig tartott az els6 pihend; a masodik pihend;

4) mekkora tavolsagra volt az otthonatél a motorkerékparos az
indulds utan 5 oraval;

5) milyen sebességgel haladt az utols6 fél éraban.
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11. abra

768.° A turista turazni indult a taborbdl, majd néhany éra elteltével
visszatért oda. A 12. abran a mozgasgrafikonja lathato.
1) Milyen tavolsagra volt a turista a tabortdl az elindulas utan

10 éraval?

2) Mennyi 1d6t toltott pihenéssel?
3) Az elinduldsa utan mennyi idé mulva volt 8 km-re a tabortdl?
4) Mekkora volt a turista sebessége a pihendig?
5) Milyen sebességgel tette meg az utolsé két érat?

i S, J :
kﬁq-
18+

81

0 2 4 | B 8B 10 1% 14 .t h
12. abra

769.° Minden szamhoz hozzarendelték a szamot jel6l§ pont és az origd
(koordinatatengely kezd&pontja) kozotti tavolsagot. Magyarazzatok
meg, hogy a fent leirt szabaly miért fiiggvény. Hatarozzatok meg a
fliggvény értelmezési tartomanyat és értékkészletét. A fluggvényt
f betivel jelolve, hatarozzatok meg az f (2), f (-5), f (0) figgvény-
értékeket.
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770.° Megvizsgaljuk a kovetkezd szabaly szerint megadott g fliggvényt:
minden egyjegyd természetes szdmhoz hozzarendelték a négyzete
értékének utolsé szamjegyét.
1) frjétok le, mivel egyenld g (7); g 3); g (1); g (9); g (4).
2) Hatarozzatok meg a fluggvény értelmezési tartomanyat és ér-

tékkészletét.

771.° Megvizsgaljuk azt a szabalyt, melynek alapjan az G6sszes paros
szamot a 0-hoz rendelik, a paratlanokat pedig az 1-hez. Fliiggvény-e
az ilyen hozzarendelés?

772.° Mondjatok példat olyan f fliggvényre, melynek az értelmezési
tartomanya a természetes szamok halmaza, az értékkészlete pe-
dig harom szam: 0; 1; 2. Hatarozzatok meg az f (7); f (15); f (101)
fuggvényértékeket.

773.° Megvizsgaljuk azt az esetet, amikor minden természetes szam-
hoz a szam 7-tel val6 osztasdnak maradékat rendelik. Fiiggvény-e
az ilyen hozzarendelés? Amennyiben igen, hatdrozzatok meg az
értelmezési tartomanyat és értékkészletét.

774.° A tablazatban a napi h6mérséklet érankénti értékeit lathatjatok?.
Az adatok alapjan rajzoljatok grafikont.

Iio’ ol1/2|3|4|5|6|7|8|9|10/11]12
Homeféemet’ 213/1/0|-2|-3|-5[-4|-2/0|14]|7

1d6,

N 13[14 15| 16|17 |18|19|20| 21|22 23|24
Homeféeklet’ slol7|s5|als|2|1]0]|-=2-3|-6

A grafikon segitségével hatarozzatok meg, mennyi ideig emelke-
dett, illetve mennyi ideig cstkkent a hémérséklet.

775.° A kerékparos kirandulasra indult. Az els6 2 6rat 12 km/h sebes-
séggel tette meg, majd miutan egy orat pihent, 8 km/h sebességgel
ért haza. Rajzoljatok meg a kerékparos mozgéasgrafikonjat.

776.° A tablazatban a foly6é vizallasa atlagvizszintt8l valé eltérésének
majus 1-je és 15-6dike kozott mért értékei taldlhatok.

1 A tablazatban az argumentum értéke minden egyes oszlopban az el6-
z6 értéktGl 1-gyel nagyobb. Ebben az esetben azt mondjuk, hogy a tablazat
1 lépésenként van osszeallitva.
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Da- Vizallas, Da- Vizallas, Da- Vizallas,
tum cm tum cm tum cm

1 8 6 20 11 4

2 10 7 18 12 0

3 12 8 14 13 -3

4 15 9 10 14 -5

5 16 10 8 15 —6

Abrézoljétok a vizallasvaltozas grafikonjat az emlitett idGszakban.
777.° A melegités kezdete el6tt a viz homérséklete 6 °C-os volt. A me-
legités folyaman a viz h6mérséklete percenként 2 °C-al novekedett.
1) irjétok fel a T hémérséklet és a melegités t ideje k6zotti Gssze-
fuggés képletet.
2) Allitsatok éssze a T percenkénti valtozasanak tablazatat O és
10 perc id6kozben.
3) Abréazoljatok a viz hémérsékletvéltozdsa és az eltelt id§ kozotti
Osszefliggés grafikonjat az elsé 10 percben.
778.° A turistatabor egy egyenes Ut mellett teriil el. A tabortdl 5 km-
re 1évé turista 4 km/h sebességgel indult el az ellenkezd iranyba.
1) Hatarozzatok meg a turista és a tabor kozotti s tavolsagot az
induléastdl szamitott ¢ id§ mulva.
2) Toltsétek ki a tablazatot.

t, h 0 (0,25| 0,5 | 0,75 1 1,25 | 1,56 | 1,75 2
s, km

3) A tablazat alapjan abrazoljatok a tabor tavolsaga és a menetidd
kozotti 0sszefliggés grafikonjat.
779.° Gazdasagi kutatasok alkalmaval gyakran hasznaljak a keresleti
fuggvényt vagy gorbét. A keresleti gérbe az aru ara és a hozza
tartozé keresleti mennyiség kozotti Gsszefiiggés grafikonja. A tab-
lazatban a burgonya egyes térségekben val6 keresletének és kilog-
rammonkénti aranak osszefiiggése talalhato.

1 kg burgonya ara, hrn 3 4 5 6 7 8
Kereslet, ezer t 15 12 10 6 4 1

Az felsorolt adatokat abrazoljatok grafikon segitségével. A feltiin-
tetett pontokat 6sszekotve rajzoljatok meg a keresleti gorbét.
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780.° Aprajafalva husz taga tanacsaban két part képvisel6i kaptak
helyet: a torpok és Hokuszpdk hivei. A képviseldi testiilet 20 tagu.
A téblazatban a torpok altal az elmult 8 valasztds sordn szerzett
képviseldi helyek szama talalhato.

Valasztas 1 2 3 4 5 6 7 8

A torpok altal
szerzett képviselGi 14 |12 | 10 [ 16 | 18 | 156 | 14 | 10
helyek szama

1) Allitsatok Ossze hasonl6 tablazatot Hokuszpdk partja esetére is.

2) Abrazoljatok kozos koordinata-rendszerben a két tabldzat ada-
tait, és rajzoljatok meg a partok népszerliségi gorbéjét.

781.° A tartalyba, melyben eredetileg 8 1 petréleum volt, percenként

4 1 petréleumot éntenek.

1) Irjatok fel a tartalyban 1év6 petréleum y literje és az x idd
kozotti Osszefiiggés képletét.

2) Abrazoljatok az y valtozasanak grafikonjat az x 0-t6l 10-ig fel-
vett értékei esetében.

3) A grafikon segitségével hatarozzatok meg:

a) hany liter petréleum lesz a tartalyban 12 perc mulva; 15 perc
mulva;
b) hany perc mulva lesz a tartalyban 40 1 petréleum.

4) Hany perc alatt telik meg a 80 literes tartaly?

782 A telepre, ahol 100 t szén volt, mindennap még 20 t-t szalli-
tottak.

1) Képlet segitségével fejezzétek ki a szén m mennyisége és a t idd
kozotti osszefiiggést.

2) Abrazoljatok az osszefliggés grafikonjat.

783.>* A 13. abran lathat6 grafikonok kozil melyik fejezi ki az x és y
valtozok kozotti 6sszefiiggést:

1) az autébusz menetjegyének ara 10 km-ként 1 hrivnyaval emel-
kedik (x — az at hossza kilométerben, y — a jegy ara hrivnya-
ban);

2) a fém rugét megnyujtottak, majd elengedték (x — az eltelt id§
szekundumban (s), y — a rugd hossza centiméterben;

3) a szamdca ara a piacon majus—junius folyaman (x — az i1d§ na-
pokban, y — a szamdéca ara hrivnyaban)?

¥ ¥ [

b
13. dbra
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I ISMETLO GYAKORLATOK

784. Oldjatok meg az egyenleteket:
1) -1,2x + 7,2 = 0; 3) 3x + 1,6 = -2,5;

2) —%J:—E:D; 4) 6 — 0,5x = 16.
785. Bontsatok tényezdkre a kifejezéseket:

1) -%b*-emn“-iﬁmﬂnﬁ 3) 0,027 454,

2) 20z% +3 xy — 1bxz — 4yz,

786. Hatarozzatok meg azt a legkisebb a természetes szamot, amely-
nél az x? — 4x + 2a kifejezés az x barmely értékénél pozitiv lesz.

787. (J. Vojtyahovszkij: A tiszta matematika elméleti és gyakorlati kur-
zusa c. konyvébdl vett feladat’) A kapitany arra a kérdésre, hany

ember van a csapataban, a kovetkezdt valaszolta: a csapat ¢ része

E
, % része dolgozik, % része kérhazban és 27-en van-

nak jelen. Hany emberbdél all a csapat?

Grségben van

I GYAKOROLJUK A NEM HAGYOMANYOS MODSZEREKET

788. Az x és y természetes szamokra érvényes a 34x = 43y egyenlGség.
Bizonyitsatok be, hogy az x + y Osszetett szam.

Al A fuggvény megadasanak maodjai

Az el6z6 pontban megvizsgalt feladatok arrdl taniuskodnak, hogy
a figgvények kiilonb6z6 médon adhaték meg.

A fliggvényt megadotinak tekintjiik, ha ismert az értelmezési tar-
tomdnya, valamint a szabdly, amely szerint a fiiggetlen vdltozé értéke
alapjan meghatdrozhaté a fiiggvény értéke.

! Juhim Vojtyahovszkij (1750—1812) orosz matematikus. A tiszta matema-
tika elméleti és gyakorlati kurzusa c. konyve (1787-1790) sok kiadast élt meg
és 40 éven at az akkori iddk legelterjedtebb tankonyve volt.
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Bizonyara sok alkalommal fogalmaztatok meg kiilonféle szabalyo-
kat. Mivel a fuggvény egy szabaly, tehat kifejezhet6 szavakkal is,
vagyis a fuggvény széban is megadhaté.

Megvizsgalunk néhany példat.

1. PELDA A fuggetlen valtozé barmilyen értéket felvehet. A fiiggvény
meghatarozasanak szabalya a kovetkezG: a fuggetlen valtozé 2-szeres
szorzatabol kivonunk 1-et. Ez a méd lehet8séget ad egyértelmiien meg-
hatarozni a figgvény értékét. Tehat megadtuk az f fliggvényt, melynek
értelmezési tartomanya az Osszes szam. Példaul f(2) =2 -2 -1 = 3,
f{%) = % B8 =1=10, f(-13,4) = (-134) - 2 -1 = -27,8 sth. ®
2. PELDA A fuggetlen valtozé 0 kivételével barmilyen értéket felve-
het. A figgetlen valtozd és a fliggvény megfelel§ értékei — kolecsondsen
forditott (reciprok) értékek. Ebben az esetben adott az f fliggvény,
melynek értelmezési tartomanya 0 kivételével az Gsszes szam. Példa-
ul (1) =1; T3 = % f{—lz) = & sth. ®

A fuggvényeket leggyakrabban képletek segitségével adjak meg.

Ha az 1. példaban a fiiggetlen valtozét x-szel, a fuggvényt pedig
y-nal jeloljik, megadjuk az értelmezési tartomanyt, ami az Osszes
szam, akkor az emlitett fuggvény az y = 2x — 1 képlet segitségével
irhaté fel.

Erthetd, hogy a 2. példa fuggvénye az @ -% képlettel adhaté meg,

ahol x — barmely szam, a 0 kivételével.

Ha a fiuggvény egy olyan képlettel van megadva, amelynek jobb
oldala egész kifejezés és ekdzben nincs megadva az értelmezési tarto-
manya, akkor Ugy tekintjiik, hogy a fliggvény értelmezési tartomanya
barmilyen szam. Példaul az y = x?, 3= 'tT_S,; y = x? — x + 2 képletek
olyan fiiggvényeket adnak meg, melyek értelmezési tartomanya bar-
milyen szam lehet.

Ha a fliggvény az y = x% képlettel van megadva, akkor azt mondjuk,

hogy adott az y = x? fliggvény.
Ha ki szeretnénk hangsuilyozni példaul, hogy az y:ﬁ—% képlet

egy f fuggvényt ad meg, akkor azt igy irjuk fel: ¥ (xzi= 5—%.
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Ha azt szeretnék kiemelni példaul, hogy az s = 10t + 2 képlet a
t argumentumu fuggvényt adja meg, ennek a koévetkezd a jelGlése:
s () = 10t + 2.

Megvizsgaljuk a —1; O; %; 1; 3 értelmezési tartomanyu f (x) =
= x — 2x? figgvényt.

FED =3 £ =0 =00 =17 @ =15

A kapott eredményeket tablazatba foglaljuk.

X -1 0

f @) -3 0

1 3

O | ral

-1 -15

A tablazat els6 soraban 1év6 értékek alkotjak az f fuggvény értel-
mezési tartomanyat. A tablazat segitségével meghatarozhaté az ar-
gumentum értékeinek megfeleld figgvényérték. Tehat az f fuggvény
megadasanak még egy modja a tablazat.

Ezt a médot abban az esetben célszerd hasznalni, ha a figgvény
értelmezési tartomanya csupan néhany szambdl all.

3. PELDA A fuggvény az y = 5x + 2 képlettel van megadva. Hataroz-
zatok meg az argumentum azon értékét, melynél a fliggvény értéke 12.

Megoldds: Behelyettesitve az y = bx + 2 képletbe az y helyett a
12-t, az 5x + 2 = 12 egyenletet kapjuk, ahonnan x = 2.
Felelet: 2. @

4. PELDA Az f fuggvényt a kovetkezd képlettel adtak meg: f (x) =
=x+ 7 hax<-1és f(x) =2, ha x > —1. Hatarozzatok meg az
f fuggvény értékét az argumentum kévetkezd értékei esetén: 1) —2;
2) —1; 3) 1.

Megoldds: 1) Mivel -2 < -1, ezért a fuggvény értékét az
f (x) = x + 7 képlettel szamitjuk ki. Tehat: f (-2) = -2 + 7 = 5.

2) Mivel -1 < -1, ezért f (1) = -1 + 7 = 6.

3) Mivel 1 > -1, ezért f (1) = 2.

Az adott fuggvény felirhaté kapcsos zardjel segitségével:

47, ha < -1,

T = {2 ha x3-1, @

-
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5. PELDA A fiiggvények az y = 4x + 1 és y = 2x — 7 képletekkel
vannak megadva. Az argumentum mely értékénél lesz egyenld a két
figgvény értéke?

Megoldds: Hogy megtalalhassuk az argumentum keresett ér-
tékét, megoldjuk a 4x + 1 = 2x — 7 egyenletet:

dx — 2x = -7 — 1;
x = —4.
Felelet: x = —4 esetén. @

?

1. Mikor mondhatjuk, hogy a fliggvény meg van adva?
2. A fuggvény megadasanak milyen maédjait ismeritek?

I GYAKORLATOK

789.° Jeloljétek meg a fuggvények argumentumat és a fliggd valtozot:
1) s (¢) = 70¢ 3) ¥izlma'
2) y (x) = —2x + 4; 4) flx=x"-4,

790.° A figgvény az y = 10x + 1 képlettel van megadva. Hatarozzatok
meg az y értékét, ha:

1) x=-1; 2) x = 3; 3) x= 4) x="1.

1,
-&
791.° A fuggvény az y = x® — 3 képlettel van megadva. Hatarozzatok

meg az y értékét, ha:

1) x = 5; 2) x = —4; 3) x =0,1; 4) x = 0.
792.° A fuggvényt az }':—%.ﬁ.’-+2 képlettel adtak meg. Szamitsatok
ki:

1) a fuggvény értékét a kiovetkezd argumentumok esetén: 12; 6;
-6; 0; 1; 2; —4; -3;
2) az argumentum értékét, ha a fluggvény értéke 4; 3; 0; —1.
793.° A fuggvény az f (x) = 3 — 4x képlettel van megadva. Igazak-e a
kovetkezd egyenlGséoek:

DfD=-5 2FF=lt HfO=-1L HFCH="7
794.° A fuggvényt az [ (x) = 2x — 1 képlettel adtak meg.

1) Szamitsatok ki az f (3); f (—4); f (0); f (-0,5); f (3,2).

2) Hat4arozzatok meg az x értékét, amelynél f (x) = 7; f (x) = -9;

f@=0;f=-24
3) Igazak-e az egyenlGségek: f (5) = 9; £ (0,3) = 0,4; f (-3) = -T7?
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795.° A fuggvény az y = x (x + 8) képlettel van megadva. Téltsétek
ki a tablazatot.

x -3 —2 -1 0 1 2 3
Y

796.° A fuggvényt az }':—%1’- képlettel adtak meg. Toltsétek ki a

tablazatot.

x | -9(-6|-3|-2]|-1 0 1 2 3 6
Y

797.° Minden 10-nél nagyobb, de 20-nal kisebb természetes szamhoz
a 6-tal valé osztasanak maradékat rendelték.
1) Milyen médon adtak meg a fliggvényt?
2) Milyen a flggvény értékkészlete?
3) Adjatok meg a fliggvényt tablazat segitségével.
798.° A fuggvény értelmezési tartomanya — az egyjegyd természetes
szamok, a fuggvény értékkészlete pedig az argumentum értékeinél
2-szer nagyobb szamok.
1) Milyen médon adtak meg a fliggvényt?
2) Adjatok meg a flggvényt tablazat és képlet segitségével.
799.° Adjatok meg a fluggvényt képlet segitségével, ha értéke:
1) ellentétes elGjeld az argumentum megfeleld értékével;
2) ha egyenld az argumentum megfelel6 értékének haromszoro-

saval;
3) ha 4-gyel nagyobb az argumentum megfelel értékének négy-
zeténél.

800.© Adjatok meg a fiuggvényt képlet segitségével, ha a fliggvény
értéke:
1) 3-mal kisebb az argumentum megfeleld értékénél;
2) 5-tel tébb az argumentum megfelel6 értékének kétszeresénél.

801.° Allitsatok 6ssze 0,5 lépésenként tablazatot az y = x% + 2x kép-
lettel megadott fliggvény értékeibdl, ha -1 < x < 3.

802.c Allitsatok 6ssze tablazatot 1 lépésenként az y = x — 1 képlettel
megadott fliggvény értékeibdl, ha -3 < x < 2.

803.° A fuggvényt az y = 0,2x — 5 képlet adja meg. Toltsétek ki a
tablazatot.

x 4 1,5 -3
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804.° Adott az }'=3—%.‘4.‘- fuggvény. Toltsétek ki a tablazatot.
x 14 14
y 0 9
a0 .. , ,
8 — 3x flggvény. Hasonlit-

805.° Adott a Q’If_.i:):T— Aésah (x)=

satok Ossze:

D g 1) és h (D 3) & (=2) és h (6).

—fx+1 ha x=-2,
4 ha -2« x<13,

2) g (5) es h (2);

806.° Adott a kovetkezd fuggvény: § (x1=4x",
B, ha x 24,
Szamitsatok ki: 1) f (=3); 2) f (-2); 3) f 2); 4) f 3); 5) [ (2,9);
6) f (8,1).

807.° S , /t ,t k ki _ _2'1'-""4:- ].'I.-H.I}U} f 4 , t,
. zamitsato. 1 az ¥= 01%—5, ha £ 0 uggveny azon erte-

keit, amelyek az argumentum kévetkezd értékeinek felelnek meg:
4) -8.

1) 3; 2) 0,001; 3) 0;
808.° A fuggvény tablazat segitségével van megadva.
X 2 4 6 8
y 5 7 9 11

1) Milyen szamokbdl all a fliggvény értelmezési tartomanya?
2) Adjatok meg a fluggvényt széban és képlet segitségével is.
809.° A fliggvényt a kovetkezl tablazat adja meg:

X

1

3

5

7 9

0,5

1,5

2,5

3,5

4,5

1) Milyen szamokbdl all a fiiggvény értelmezési tartomanya?
2) Adjatok meg a fuggvényt utasitassal és képlettel.

810.° Két fuggvényt az y = x2 — 8x és y = 4 — 8x képletek adjak meg.
Az x mely értékeinél lesz egyenl§ a két fliggvény értéke?

811.° A fliggvény az [ (x) = 3x + 5 képlettel van megadva. Az x milyen
értékénél egyenld a figgvény az argumentummal?

812.° A fiiggvény az y = x? + 2x — 1 képlettel van megadva. Az x milyen
értékeinél lesz egyenld a fliggvény az argumentum kétszeresével?
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813." Az f fliggvényt utasitdssal adtdk meg: a fliggvény értéke egyenld
a legnagyobb egész szammal, amelyik nem nagyobb az argumen-
tum megfeleld értékénél’. Szamitsatok ki: f (3,7); f (0,64); f (2);
f ©); f (=0,35); f (-2,8).

I ISMETLO GYAKORLATOK

814. Az alabbi egyenletek koziil melyiknek: a) van egy gyoke; b) van
két gyoke, ¢) van szamtalan gyoke; d) nincs egy gyoke sem:
1)34(1+3x)-12=2(1,1+ 5,1x);

2) | 2x -1 | =17,3;
3)3( x-1]-6)+21=0;
4) 0,2 (7-2x) =2,3-0,3 (x—6)?

815. Adott harom szam, melyeknél minden kovetkezd 10-zel nagyobb
az el6zénél. Hatarozzatok meg ezeket a szamokat, ha a legnagyobb
és a kozépsd szorzata 320-szal tobb a legnagyobb és legkisebb szor-
zatanal.

816. Bizonyitsatok be: ha a + ¢ = 2b, akkor a? + 8bc = (2b + ¢)%.

817. Ismeretes, hogy .1:+3.'=%? y +z=—a és x + z = 1. Bizonyitsa-
tok be, hogy az x + y + z kifejezésnek minden esetben nem negativ
értéke lesz.

l KESZULUNK AZ UJ TEMA ELSAJATITASAHOZ

818. Rajzoljatok az A(-2; 3) és B(4; 3) pontokon athaladé egyenest.
Mivel egyenlék az egyenes pontjainak ordinatai?

819. Rajzoljatok a C(3; 0) és D(3; —4) pontokon Aathalad6 egyenest.
Mivel egyenlék az egyenes pontjainak abszcisszii?

Ismételjétek at a 34. pont (243. old.) tartalmat!

I GYAKOROLJUK A NEM HAGYOMANYOS MODSZEREKET

820. Bizonyitsatok be, hogy barmely 60-jegy{ szam esetében, melynek
a normalalakja nem tartalmaz nullakat, athizhat6 néhany szam-
jegy és az igy kapott szam oszthaté 1001-gyel.

1 Az emlitett fuggvénynek egyedi jel6lése van: y = [x] (olvasd: y egyenld
az x egész részével).
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sl A fuggvények grafikonja

Megvizsgaljuk az y = x? — 4x fliggvényt, ahol -1 < x < 4. Elké-
szitjik a fuggvény értéktablazatat az argumentum egész értékeire.

x -1 0 1 2 3 4
y 5 0 -3 4 -3 0

Az oszlopokban talalhat6 szamparokat a koordinatasikon talalhaté
pontok (x; y) koordinatajaként vizsgaljuk meg. Az argumentum ér-
téke a pont abszcisszaja, a fliggvény megfelel6 értéke pedig a pont
ordinat4ja.

A pontokat a 14. abran lathatjatok.

Nyilvanvald, hogy amennyiben az argumentumnak az értelmezési
tartomanybdl mas (az egésztll eltérd) értékeket adunk, a flggvény

értékeinek a meghatarozasaval egyre tébb pontot tiintethetiink fel a
koordinatasikon (15., 16. 4bra).

FL, R N ¥ L, O O Y.L,
L ]
W
1
L
*
|- L
1 1 "41
o] 1 i ) R o1 | *
] L L ] L 2
- ‘ Il
* . - . '1 .
* L T
14. abra 15. abra 16. abra

Az igy felvett pontok alkotjak a fliggvény grafikonjat.

Meghatarozas. Az f fliggvény grafikonjanak azt a mér-
tani alakzatot nevezziik, amely azokbdl és csakis azokbdl a
pontokbdl all, melyek abszcisszaja az f fliggvény argumentu-
maval, ordinataja pedig az f fuggvény megfelelo értékeivel
egyenlé.

Nyilvanvald, hogy az y = x? — 4x fliggvény grafikonjat a leirt médon
gyakorlatilag lehetetlen megrajzolni, mivel a felvehet§ pontok szama
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végtelen. Viszont ha elegendS pontot hata- | | g4 |
rozunk meg, majd folytonos vonallal kotjik
azokat 6ssze (17. abra), a kapott gorbe annal
kevésbé fog eltérni a keresett grafikontdl, mi-
nél tébb pontot tintetink fel.

Mivel a leirt szerkesztési modszer sok ap- | | @Ok 1 |

-H'ir

réolékos munkaval jar, annak jelent6s része
szamitogép segitségével is elvégezhets. Ma-

napsag szamtalan grafikonkészit6 program
létezik. A 18. dbran az y = x? figgvény grafi-
konja lathatd, ahol —2 < x < 2. 17. abra

18. abra

Ha valamely alakzat az f fliggvény grafikonja, akkor érvényes a
kovetkezd két feltétel:

1) ha x, az argumentum valamely értéke, az f (x,) pedig a megfeleld
fiiggvényérték, akkor az (x, f (x,) koordindtdju pont a grafikonhoz
tartozik;
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2) ha (x, y,) a grafikon tetszéleges pontjanak koordindtdja, akkor
az x, és y, az argumentum és az f fliggvény megfeleld értékei, azaz
Y, = [ (x).

A fuggvény grafikonja nem minden esetben vonal. A 19. 4bran a
kovetkezd tablazattal megadott fliggvény grafikonja lathato:

X 1 -2
3 0

Mindéssze két pontbdl All.

i Wi
L . P .HI Pl =
Yl
2. 1 I ﬂ.T. .E_. ]
o] 1 = 11 ¥af=o-¥
0 z -
19. abra 20. abra 21. abra

Elkészitjik az utasitdssal megadott fliggvény grafikonjat.

Legyen a fliggvény értelmezési tartomanya az ésszes szam. Minden
pozitiv argumentum esetén a fliggvény értéke 1; minden negativ argu-
mentum esetén pedig —1; ha az argumentum nulla, akkor a fliggvény
értéke is nulla. A fuggvény grafikonja a 20. abran lathat6. A grafikon
harom részbdl all: az O (0; 0) pontbdl és két félegyenesbdl, melyeknek
LJures” a kezd@pontja.

A koordinatasikon abrazolt alakzatok nem mindegyike felel meg a
grafikon kovetelményének. Vegylik példaul a korvonalat, amely nem
grafikon, mivel az x valtozé megadott értékeinek nem minden esetben
felel meg egyértelmiien az y valtozé értéke (21. abra).

A koordinatasikon abrazolt alakzat abban az esetben lesz vala-
mely fluggvény grafikonja, ha az abszcisszatengelyre merdSleges bar-
mely egyenesnek az alakzattal nem tobb mint egy kozos pontja van.
A fuggvények megadasanak ezt a médjat grafikus médnak nevezzik.
Az alakzat pontjainak abszcisszai és ordinatai alkotjak a fliggvény
megfelel§ értelmezési tartomanyat és értékkészletét.
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Ha a fluggvény grafikusan van megadva, akkor az argumentum
megadott x, értékei alapjan a fiiggvény értékeit a kovetkezd szabaly
szerint hatarozhatjuk meg: az (x;; 0) ponton keresztil az abszcissza-
tengelyre merGlegest szerkesztiink, majd megkeressiik a merdGleges
és a grafikon metszéspontjat. Az igy kapott ordinita értéke f (x,)
(22. abra).

u -ﬁ"
FEE
-a ¥
o]
(1]
A
22. abra 23. abra

Abra, séma vagy fénykép segitségével médunk van vizualisan el-
képzelni valamely objektumot, illetve folyamatot. Hasonl6 szerepe van
a fluggvény esetében a grafikonnak. Példaul a 23. abran lathaté grafi-
kont tanulmanyozva, a kovetkezGket allapithatjuk meg:

1) a fuggvény értelmezési tartomanya: —3 < x < 6;

2) a fuggvény értékkészlete: —2 < y < 4;

3) az argumentum azon értékei, melyeknél a fliggvény értéke nulla:
x = -3 vagy x = 1;

4) az argumentum azon értékei, melyeknél a fliggvény értéke po-
zitiv: 1 < x < 6;

5) az argumentum azon értékei, melyeknél a fuggvény negativ ér-
tékeket vesz fel: -3 < x < 1.

Az adott pont anyaganak elsajatitasa utan érthetévé valik szamo-
tokra, miért terjedtek el olyan széles korben a technikdban, orvostu-
domanyban, kbézgazdasagtanban és egyéb tudomanyagban a kiilénféle
grafikonok elkészitésére szolgald szamitdgépes programok.

1. PELDA Allapitsatok meg, hozzatartoznak-e az y = x — 6 fiiggvény
grafikonjahoz a kovetkezd pontok: 1) A (8; 2); 2) B (2; 4).
Megoldds: Hogy megallapithassuk, hozzatartoznak-e a pontok
a grafikonhoz, meghatarozzuk a fliggvény értékét, ha az argumentum
értéke egyben az adott pont abszcisszaja is. Ha ekozben a fliggvény
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értéke megegyezik a pont ordinatajaval, akkor a pont a grafikonhoz
tartozik, ellenkez6 esetben nem tartozik a fliggvényhez.

1) Ha x = 8, akkor y = 8 — 6 = 2. Tehat az A pont a grafikonhoz
tartozik.

2) Ha x = 2, akkor y = 2 — 6 = —4 # 4, vagyis a B pont nem tar-
tozik az y = x — 6 fuggvény grafikonjahoz. @

2. PELDA Szerkesztés nélkiil hatarozzatok meg az y = x2 — 4 fiigg-
vény grafikonja és a koordinatatengelyek metszéspontjait.

Megoldds: Egy pont abban és csakis abban az esetben fekszik
az abszcisszatengelyen, ha az ordinataja 0. Tehat a grafikonnak az
abszcisszatengellyel valé metszéspontjanak koordinatait megtalalhat-
juk, ha megoldjuk az x? — 4 = 0 egyenletet. Innen x = 2 vagy x = 2.
Tehat az adott fliggvény két pontban metszi az abszcisszatengelyt:
A (2; 0) és B (-2; 0).

A pont abban és csakis abban az esetben fekszik az ordinataten-
gelyen, ha az abszcisszaja 0. Ezért, ha x = 0, akkor y = —4. Tehat a
grafikon a C (0; —4) pontban metszi az ordinatatengelyt. @

?

1. Mit nevezink a figgvény grafikonjanak?

2. Milyen két feltételnek kell teljeslini ahhoz, hogy az adott alakzat
az f figgvény grafikonja legyen?

3. Allhat-e a fiiggvény grafikonja egy pontbdl?

4. Lehet-e a koordinatasikon elhelyezked6 barmely alakzat az f fligg-
vény grafikonja?

5. Mondjatok példat olyan alakzatokra, amelyek nem lehetnek fligg-
vény grafikonjai!

6. Hany k6zos pontja lehet a fliggvény grafikonjanak és az abszcisz-
szatengelyre mer6leges egyenesnek?

I GYAKORLATOK

821.° Az y = f (x) fuggvény 24. abran lathatd grafikonja segitségével
toltsétek ki a tablazatot.

x | 2| 1| 0 1 2 3 4 5 6
f @)
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L .

24. abra

822.° A 25. abran egy fliggvény grafikonja lathaté. A grafikon segit-

ségével hatarozzatok meg:

1) az y értékét, ha x = —-3,5; —1,5; 2; 4;

2) az x értékét, ha y = -3; —-1,5; 2.

3) az argumentum azon értékét, melynél a fliggvény értéke nulla;

4) a fliggvény értelmezési tartomanyat és értékkészletét;

5) az argumentum azon értékeit, melyeknél a fiiggvény értéke po-
Zitiv;

6) az argumentum azon értékeit, melyeknél a fliggvény értéke ne-
gativ.

EL

b4 ]b.-ﬁ 30

4,

25. abra
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823.° A 26. abran az y = f (x) figgvény grafikonja lathaté. A grafikon
segitségével hatarozzatok meg:
D f4); f(2,5); f (0,5); f (2);
2) az x azon értékeit, melyeknél f (x) = 2,5; f (x) = 1; f (x) = 0;

3) a fuggvény értelmezési tartomanyat és ertekkeszletet

4) az argumentum azon értékeit, melyeknél a fliggvény értéke po-
zitiv;

5) az argumentum azon értékeit, melyeknél a fliggvény értéke ne-
gativ.

-k =B wﬁ.miwx"i.i\v.i.ix
-

26. abra

824.° A kovetkez6 pontok koziil melyik tartozik az y = x? + 2 fuggvény

grafikonjahoz:

1) A (05 2); 2) B (-1; 1); 3) C (-2; 6); 4) D (=3; =7)?
825.° Nevezzetek meg néhany olyan pontot, amelyek az alabbi flugg-

vények grafikonjaihoz tartoznak:

1) y="Tx— 4 2) y = x% + 1, y=4—-| x|
826.° Hozzatartoznak-e az = —% figgvény grafikonjahoz a kovetke-

zG pontok:

1) A(©;-3); 2) B(6; 2); 3) C (-1; 3); 4) D (-12; 9)?

827.° A 27. dabran lathat6 alakzatok koziil melyik lehet az x argumen-
tumu figgvény grafikonja?

FJI. yn. H'J FJ

b

HY
Y

‘\\ fr‘_
0 x o EJ/& b

-

27. abra
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L L

28. abra

828.° A 28. abran lathaté alakzatok kozul melyik lehet az x argumen-
tumu figgvény grafikonja?

829.° A fluiggvény grafikonja az A (-3; 6), B (-1; 2), C (3; —2) és D (9; 0)
csucsokkal rendelkezd ABCD toréttvonal.

1) Abrézoljétok a fuggvény grafikonjat.

2) Hatarozzatok meg a flggvény értékét, ha az argumentum:
-2; 0; 2; 6.

3) Hatdarozzatok meg az argumentum értékét, melyeknél a figg-
vény értéke: 1; —1; 0.

830.° Lehet-e az ABC toérottvonal valamely fliggvény grafikonja, ha:
1) A4 -1, B(1;2), C(2;4);
2) A (-4; -1), B (1; 2), C (1; 3)?

831.° Az MKE torottvonal, melynek cstcsai M (-4; 1), K (2; 4),

E (5; —2), valamely fliggvény grafikonja.

1) Abrazoljatok a fiiggvény grafikonjat.

2) Hatarozzatok meg a fliggvény értékeit, ha az argumentum:
-2; 0; 3.

3) Hatarozzatok meg az x értékeit, melyeknél y = —2; 0; 2.

832.° A fiiggvény az y = x2 — 1 képlettel van megadva, ahol -2 < x < 3.

1) Allitsdtok 6ssze a fliggvény értéktablazatat 1 1épésenként.

2) Az Osszeallitott tablazat segitségével abrazoljatok a figgvény
grafikonjat.

3) A grafikon segitségével hatarozzatok meg, az argumentum mi-
lyen értékeinél lesz a fliggvény értéke kisebb, illetve nagyobb
nullanal?

4) A grafikon alapjan hatarozzatok meg a fliggvény értékkészletét.

833.° A figgvény az y = 4 — x? képlettel van megadva, ahol -3 < x < 2.

1) Allitsatok ossze a figgvény értéktablazatat 1 1épésenként.

2) Az Osszeallitott tablazat segitségével abrazoljatok a fliggvény
grafikonjat.
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3) A grafikon segitségével hatarozzatok meg, az argumentum mi-
lyen értékeinél lesz a fliggvény értéke kisebb, illetve nagyobb
nullanal?

4) A grafikon alapjan hatarozzatok meg a fuggvény értékkészletét.

834.° Az y = f (x) figgvény értéke 0, ha az argumentum értéke —5 és

4. Melyik igaz a kovetkez6 allitasok kozil:

1) a fuggvény grafikonja a (0; —5) és (0; 4) koordinatajui pontokban
metszi az ordinatatengelyt;

2) a fuggvény grafikonja a (—=5; 0) és (4; 0) koordinataji pontokban
metszi az abszcisszatengelyt?

835.° Szerkesztés nélkiil hatarozzatok meg a koordinatatengelyek és
az alabbi figgvények grafikonjai metszéspontjainak koordinatait:
Dy=x>2-16x; 2)y=|x]1-2; 3)y=2-9x 4) y=0,8x

836.° Szerkesztés nélkil hatarozzatok meg a koordinatatengelyek és
az alabbi figgvények grafikonjai metszéspontjainak koordinatait:

1) y = 36 — 9x; 2)y = x* + x; 3) y =49 — x2

837.* Adott az y = 1 — x fliggvény, melynek értelmezési tartomanya az
Osszes egyjegyU természetes szam. Abrézoljétok a fliiggvény grafi-
konjat.

838.° Abrézoljétok az f (x) = 1,6x + 1 fuggvény grafikonjat, melynek
értelmezési tartomanya a —4 < x < 2 intervallumban talalhaté
egész szamok.

839." Abrézoljétok annak a fliggvénynek a grafikonjat, melynek az
értelmezési tartomanya az Osszes természetes szam, az értéke az
argumentum paros értékeinél 1, a paratlanok esetében pedig —1.

840." Az f fuggvényt utasitdssal adtdk meg: a fuggvény értéke a leg-
nagyobb egész szam, amely nem nagyobb az argumentum megfelel§
értékénél. Abrézoljétok a fliggvény grafikonjat.

I ISMETLO GYAKORLATOK

841. EgyszerUsitsétek le:
Dec+2 (-3 —(@Cc+1)(+3); 3) Bx—5F - @ - 10x
2) (p+4)ip-11)+ (p+EY 4) Fgp-8-2Fp-10
842. Bizonyitsatok be az egyenlGségeket:
1) e+ Y+ T-dai -2 e+ e - T =100,
2) 12® - 62k + B4 (2 + Gz + BN — et - i =0,
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843. Bizonyitsatok be, hogy barmely paratlan n esetében a (4n + 1)% —
— (n + 4)? kifejezés értéke oszthaté 120-al.

844. Talaljatok az x valtozénak harom olyan természetes szamot, me-
lyek segitségével az a? — 2x kifejezés a négyzetek kiillonbségének
képlete segitségével bonthaté fel. A kapott kifejezéseket bontsatok
tényezdkre.

845. (Bhdszkara' feladata.) A kadamba virdg szirmara a méhraj egy-
6tode szallt, a mellette virité6 szimendgara pedig egyharmada. A
szamuk kiilonbségét szorozd harommal, annyian tltek a jazminra.
Csak egy méhecske nem taldlta a helyét és ropdosott ide-oda, szivta
magaba a virdgok illatat. Most pedig mondd meg, hany méhbdl
allt az egész raj?

l KESZULUNK AZ UJ TEMA ELSAJATITASAHOZ

846. A tablazatban az x és y megfelel§ értékei talalhatok. Allapitsétok
meg, egyenesen aranyosak-e ezek a mennyiségek.

| x | 2 5 7 9 2) | x [{04]1,8(2,3)|3,1
6 | 15 | 21 | 27 y [0,8]3,8]|4,6]|6,2

847. Toltsétek ki a tablazatot, ha az y és az x egyenesen aranyosak.

0,3 8 3,2
9,6 2.7 42

Ismételjétek at a 33. pont (243. old.) tartalmat!

I GYAKOROLJUK A NEM HAGYOMANYOS MODSZEREKET

848. Az egész szamu négyzetet tartalmazé négyzet alaku kockas pa-
pirlapbdl, a racsvonalak mentén olyan négyzetet vagtak ki, amely
szintén egész szamu négyzeteket tartalmaz. Ezutan még 71 négy-
zet maradt. Hany négyzet volt eredetileg a papirlapon?

! Bhaszkara (1114—1185) hindd matematikus és csillagasz. A csillagdszat
korondja (kb. 1150) c. értekezés szerzdje, melyben egész sor algebrai feladat
megoldasat adta meg.
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Linearis fuggvény. A linearis fuggvény
grafikonja és tulajdonsagai

Megvizsgalunk két példat.

1. PELDA A medencében 200 1 viz volt, majd ¢ percen 4t percen-
ként 80 1 vizet szivattytztak még bele. Miel6tt a medence megtelne,
a benne 1évG viz V térfogata a kovetkezd képlettel hatarozhaté meg:
V = 80t + 200, ahol ¢ > 0.
A képlet a V valtozd ¢ valtozotdl valé fiiggését adja meg. @

2. PELDA Az egyik brigdd 25 ldda, mig a masik brigdd minden
tagja 2-2 lada almat szedett. Legyen a masodik brigad létszama x fG.
A brigadok altal szedett alma mennyiségét jeloljiik y-nal. Akkor az x
és y valtozok kozotti Osszefliggést a kovetkezl képlet fejezi ki:
y = 2x + 25, ahol x — természetes szdm. @
A fenti példakban két valds helyzetet leiré fliggvényt allitottunk
0ssze, melyek alakja minkét esetben y = kx + b.

Meghatarozas. Az y = kx + b képlettel megadhato fugg-
vényt, ahol k& és b — adott szamok, x — fiiggetlen valtozo, line-
aris fliggvénynek nevezzik.

Lineéaris fuggvények példai:

y=-2x+1,y=1—-x;y=5x;y = 2.

Megjegyezzik, hogy a linedris fiigguények értelmezési tartomdnya
az Osszes szam.

Megrajzoljuk az y = —2x + 1 fuggvény grafikonjat.

A fuggvény és az argumentumok értékeibdl tablazatot készitiink.

-3 —2 -1 0 1 2 3
7 5 3 1 -1 -3 -5

Az A (-3; 7), B (-2; 5), C (-1; 3), D (0; 1), E (1; -1), F (2; -3),
G (3; —5) pontok a keresett grafikonhoz tartoznak (29. abra). Minden
pont egy egyenesen fekszik, amely az y = —2x + 1 fuggvény grafikonja
(30. abra).

Majd a 9. osztalyban mértanéran bebizonyitjatok, hogy a linedris
fiiggvény grafikonja egyenes.
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29. abra 30. abra

Megjegyezziik, hogy az egyenes nem lehet fliggGleges, vagyis mer6-
leges az abszcisszatengelyre. Valéban, a fliggfleges egyenes nem lesz
fuggvény grafikonja.

Mivel az egyenes egyértelmlien megadhatd két pont segitségével,
ezért a linearis fuggvény grafikonjanak a megszerkesztéséhez elegen-
dé kivalasztanunk az argumentum két értékét, majd Osszeallitani a
fuggvény értékeinek tablazatat, amely két oszlopbdl fog allni.

3. PELDA Abrézpljétok az y = —3x + 2 fuggvény grafikonjat.
Megoldds: Osszeallitjuk a flggvény értéktablazatat az argu-
mentum barmely két értékével:

X 0 1
Yy 2 -1

Felvessziik a koordinatasikon a (0; 2) és (1; —1) pon-
tokat, majd egyenest huzunk rajtuk keresztil (31. abra).
Ez az egyenes az y = —3x + 2 fliggvény grafikonja. @

A y = kx + b képlettel megadhat6 linearis fuggvény- | Ld
ben el6fordul, hogy a & = 0 vagy/és b = 0.

Megvizsgaljuk azt az esetet, amikor b =0 és k # 0.
Akkor a képlet alakja: y = kx. Ebbsl az kévetkezik,
hogy a nullatdl eltéré argumentumértékekre felirhaté

az %-h képlet. Ez a képlet azt mutatja, hogy az y = kx

figgvény esetében, ha x # 0, a fiiggvény és az argu- 31. abra
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mentum hanyadosa allandé marad és k-val
egyenld.

A 6. osztalyban mar megismerkedtetek
a mennyiségek kozotti hasonld Osszefiiggé-
sekkel, amelyet egyenes aranyossagnak ne-
vezunk. Ezek alapjan az y = kx, ha £ # 0
képlettel megadott fliggvényt egyenes ara-
nyossagnak nevezziik.

Linearis fuiggvény

Egyenes
aranyossag

32. dbra

Az y=2xy=xy=—x; y=—%x fugg-

vények az egyenes aranyossag példai.

Mivel az egyenes aranyossag a linearis fliggvények specidlis esete
(ahogyan a 32. abran lathato), ezért a grafikonja egy olyan egyenes,
amely barmilyen % esetén atmegy az O (0; 0) ponton, azaz az origdn.
Valéban, ha a képlet alapjan x = 0, akkor y = 0. Ezért aztan az egye-
nes aranyossag grafikonjanak a megszerkesztéséhez elegendd talalni
egy, az origotdl eltérd pontot és meghizni rajta és az O (0; 0) ponton
keresztil az egyenest.

A 33. dbran a fent felsorolt egyenes aranyossagok grafikonjai lat-
hatdk.

33. dbra

Megvizsgaljuk a linearis fliiggvények még egy esetét.

Tekintsuk, hogy az y = kx + b képletben & = 0. Akkor y = b.
Erthetd, hogy ebben az esetben a fliggvény értéke valtozatlan marad
barmilyen argumentum esetén.
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4. PELDA Abrazoljatok az y = 2 fiiggvény grafi- ¥
konjat. A 1B
0

Megoldds: Mint altalaban a linearis flugg-
vények esetében, keresnink kell a grafikonhoz
tartozd két pontot. Ezeknek azonos lesz az ordi-
natajuk — 2. Az abszcissza barmilyen szam lehet.
Legyen a —2 és a 0. Ezek utan az A (-2; 2) és 34. abra
B (0; 2) pontokon keresztiil egyenest hizunk, amely
parhuzamos az abszcisszatengellyel (34. 4dbra). @

Megjegyezziik, hogy az y = 0 fuggvény grafikonja maga az
abszcisszatengely. Az y = b, ahol b # 0 fluggvény grafikonja az
abszcisszatengellyel parhuzamos egyenes.

5. PELDA frjétok le a 35. dbran lathaté6 fliggvény
képletét.

Megoldds: A grafikon a (0; 4) pontban met-
szi az ordindtatengelyt. Behelyettesitjik ezeket a
koordinatakat az y = kx + b képletbe: 4 =k -0 + b.
Innen b = 4.

Mivel a grafikon a (3; 0) pontban metszi az
abszcisszatengelyt, a koordinatakat Ujbdl behelyet-
tesitiik az y = kx + b képletbe: 3k + 4 = 0;

4

35. abra

Felelet: y:—%x+4..

. Milyen fliggvényt neveziink linearisnak?

. Milyen a képe a linearis fliggvény grafikonjanak?

. Milyen fliggvényt neveziink egyenes aranyossagnak?

. Hogyan néz ki az egyenes aranyossag grafikonja?

. Milyen az y = b fuggvény grafikonja?

. Milyen fliggvény grafikonja az abszcisszatengely?

. Létezik-e olyan fliggvény, melynek az ordinatatengely a grafikonja?

NOoO O WNPE

I GYAKORLATOK

849.° Linearisak-e az alabbi figgvények:

Dy=3x—-2; 4) y=%+2; 7 p=
2)y=8-"Tx 5) p= 2t 44 8) y = —4;
3) y=%+2; 6) y:%; 9) y = 0?

Amennyiben igen, Ugy nevezzétek meg a k és b egyutthatok érté-
keit.
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850.° Egyenes aranyossagok-e az alabbi fliggvénye:

1) y = 4x; 3) p=% 5) y = —4x;
4 o __x
2) 3"-;:- 4) Yy = 0’ 6) 3"_ 4?

Ha igen, akkor nevezzétek meg a k értékeit.
851.° A linearis fliggvény az y = 6x — 5 képlettel van megadva. Tolt-
sétek ki a tablazatot.

x -3 —2 -1 0 1 2 3
Y

852.° A fuggvényt az y = —2x + 5 képlet adja meg. Hatarozzatok meg:
1) a figgvénynek a —4; 3,5; 0 argumentumoknak megfeleld értékeit;
2) az argumentum azon értékeit, melyeknél a fluggvény értéke
9; —5; 0.
853.° A fuggvény az y = 0,3x + 5 képlettel van megadva. Hatarozza-
tok meg:
1) a figgvénynek az 5; —2; 0 argumentumoknak megfelel§ értékeit;
2) az argumentum azon értékeit, melyeknél a fliggvény értéke
1; -11; 0,8.
854.° Abrézoljétok a fuggvények grafikonjait:
Dy=x—5 2y=3x+1 3 y:-%a:-z; 4) y = 0,4x + 3.

855.° Abrézoljétok a fuggvények grafikonjait:
1)y=4-x 2) y = —4x + 5; 3) y =0,2x — 3.

856.° A fuggvényt az 3= %.1: képlettel adtak meg. Hatarozzatok meg:
1) az y értékeit, ha x = 6; —3; —3,2;
2) az x értékeit, melyeknél y = —2; %;_ 12.

857.° A fuggvény az y = 1,2x képlettel van megadva. Hatarozzatok
meg:
1) az y értékeit, ha x = 10; 0,6; —5; —4;
2) az x azon értékeit, melyeknél y = 3,6; —2,4; 6.

858.° Abrazoljatok az egyenes aranyossag grafikonjait:

1)y =3x; 2) y = —2x; 3)y=-06x; 4 }'-%-1:-

859.° Abrézoljétok a fuggvények grafikonjait:
1) y = bx; 2) y = 0,8x; 3) }I:—%I.

860.° Az x és y valtozdk kozott egyenes aranyossag van.
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1) Toltsétek ki a tablazatot

x 8 6 2 1

] Rl

Y 4

2) Adjatok meg a fliggvény képletét.
3) Abrézoljétok a fuggvény grafikonjat.
861° Abrézoljétok ko6zos koordinatasikon a kovetkezd linearis fuggvé-
nyek grafikonjait: y = 3; y = -5; y = 0.
862.° Abrézoljétok az y = 2x — 3 fuggvény grafikonjat, majd a grafikon
alapjan hatarozzatok meg:
1) a fuggvény értékét, ha az argumentum: 4; —1; 0,5;
2) az argumentumot, amelynél a fliggvény értéke: 1; —1; 0O;
3) az argumentum azon értékeit, melyeknél a fliggvény pozitiv ér-
tékeket vesz fel.
863.° Abrazoljatok az y = 2 — 4x fiiggvény grafikonjat, és a grafikon
alapjan hatarozzatok meg:
1) a figgvény értékét, ha az argumentum: 1; 0; —2;
2) az argumentumot, amelynél a fliggvény értéke: —4; —2; 2;
3) az argumentum azon értékeit, melyeknél a fliggvény értékei
negativak.
864.° Abrézoljétok az y = 0,5x fuggvény grafikonjat, és a grafikon
alapjan hatarozzatok meg:
1) a fuggvény értékét, ha az argumentum: 4; —6; 3;
2) az argumentum értékét, amelynél a fliggvény értéke: 2,5; —2; 1;
3) az argumentum azon értékeit, melyeknél a fliggvény negativ
értékeket vesz fel.
865.° Abrazoljatok az y = — 4x fiiggvény grafikonjat. A grafikon alapjan
hatarozzatok meg:
1) a figgvény értékét, ha az argumentum: 2; —1; 0,5;
2) az argumentum azon értékét, amelynél a fliggvény értéke:
—4; 2;
3) az argumentum azon értékeit, melyeknél a fuggvény értékei
pozitivak.
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866.° Grafikon megrajzolasa nélkiil hatarozzatok meg, az adott pontok
melyikén halad 4t az y = 1,8x — 3 fliggvény grafikonja: A (—2; —6,6);
B (1; 1,2); C (0; —=3); D (5; 7).

867.° Szerkesztés nélkul allapitsatok meg, melyik pont tartozik az
y = 8x — 14 fuggvény grafikonjahoz:
1) A (-1; —-6); 2) B (2; 2).

868.° Abrézoljétok ko6zos koordinatasikon az y = x — 1 és }I:%x+2
fuggvények grafikonjait, és hatdrozzatok meg a metszéspontjaik
koordinatait.

869.° Abrazoljatok kozos koordinatasikon az y = b5x —6ésy =—-2x + 1
fuggvények grafikonjait, és hatarozzatok meg a metszéspontjaik
koordinatait.

870.° Szerkesztés nélkil hatarozzatok meg a fliggvények grafikonjai
és a koordinitatengelyek altal alkotott metszéspontok koordin4tait:
1) y = 2,6x + 10; 2) y = 6x —4.

871.° Szerkesztés nélkiil hatarozzatok meg a fliggvények grafikonjai
és a koordinatatengelyek altal alkotott metszéspontok koordinatait:

1) y:%x—&; 2)y =17 - 3x.

872.° Az y = 2x — 9 fuggvény grafikonjanak szerkesztése nélkil talal-
jatok meg a grafikon azon pontjat, amelyben:
1) az abszcissza egyenld az ordinataval;

2) az ordinata az abszcissza 6-szorosa.

873.° Az y = —Tx + 8 fliggvény grafikonjanak megszerkesztése nélkul
talaljatok meg a grafikon azon pontjat, amelyben az abszcissza és
az ordinata ellentétes szamok.

874.° Szerkesztés nélkil hatarozzatok meg a fliggvények grafikonjai-
nak metszéspontjait.

)y=37c+106ésy=Ldx—13; 2) 3.-=4-%:.: és 3.I=?E.1:+ 26,

875.° Szerkesztés nélkiil hatarozzatok megazy =4x— 7 ésy=—-2x+ 11
figgvények grafikonjai metszéspontjanak koordinatait.

876." Az x valtoz6 milyen értékénél lesz az f (x) = 4x — 3 és g (x) =
= 3x — 2 fuggvények értéke azonos? Abrazoljatok az f és g flugg-
vények grafikonjait k6zos koordinatasikon, és hatarozzatok meg,
hogy az x milyen értékeinél igazak a kovetkezl egyenlGtlenségek:
Df@>g @ 2)f (@) <g .

877 Az x valtoz6 milyen értékénél lesz az f (x) = 5 — 2x és g (x) =
= 2x — 3 fuggvények értéke azonos? Abrazoljatok az f és g fugg-
vények grafikonjait kozos koordinatasikon, és hatarozzatok meg,
hogy az x milyen értékeinél igazak a kovetkezl egyenlStlenségek:

Df@)<g @ 2) f ) >g ).
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878.° Adjatok meg annak az egyenes aranyossagi fliggvénynek a kép-
letét, melynek grafikonja az M (2; —5) ponton halad at.

879.° Hatarozzatok meg a b azon értékét, melynél az #= —%.1:+b fugg-

vény grafikonja athalad az A (-27; 4) ponton.

880.° A k milyen értékénél halad at az y = kx — 15 fiiggvény grafikonja
a B (3; —6) ponton?

881.° Az y = kx + b fliiggvény grafikonja a C (0, 4) és D (-8; 0) pon-
tokban metszi a koordinatatengelyeket. Hatarozzatok meg a k és
b értékét.

882 Az y = kx + b fuggvény grafikonja az M (3, 0) és K (0; -1)
pontokban metszi a koordinatatengelyeket. Hatarozzatok meg a k
és b értékét.

883.° Az y = kx + b fuggvény grafikonja 6sszes pontjanak ordinataja
—6. Hatarozzatok meg a k és b értékét.

884.° Az y = kx + b fuggvény grafikonja parhuzamos az abszcissza-
tengellyel, és az A (-2; 3) ponton halad at. Hatarozzatok meg a
k és b értékét.

885.° A 36. abran lathat6 grafikonok egyike egy tartaly vizzel val6
feltoltését, a masik pedig a viz egy masik tartalybdl valé kifolyasat
abrazolja.

1) Melyik folyamatnak melyik grafikon felel meg?

2) Mennyi viz volt a tartalyokban eleinte?

3) Mennyi viz volt a tartalyokban a csapok megnyitasa utan
2 perccel? 6 perccel?

4) A csapok megnyitasa utan hany perccel lesz egy-egy tartalyban
30 1 viz?

5) Héany liter viz folyik be az egyik tartalyba, illetve folyik ki a
masik tartalybdl percenként?

6) Adjatok meg mindkét tartaly esetében a benniik 1év§ viz meny-
nyisége és az eltelt 1d§ kozotti Gsszefiiggés képletét.

.yl' 1 ' 1 Il 1 _yr 1 3

Bl B4

40+ 404

20+ 204

104 10
Dl 246810 x, ol 248 810 5,
min min
a b

36. abra
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37. abra 38. abra

886.° A 37. abran lathatd egyenesek kozil melyik a kévetkezd flugg-
vények grafikonja:

) y=ux 2) y = 4x; 3) 3.'-%:4:; 4) y:—%::'i'
887.° A 38. abran lathat6 egyenesek kozil melyik a kévetkezd flugg-

vények grafikonja:

Dy=-x 2) y = 3x; 3) ¥= —%ﬂ:; 4) y =227

888.** Adjatok meg két olyan linearis fliggvény képletét, melynek
grafikonjai athaladnak a kévetkezd ponton:

1) A (0; 4); 2) B (1; 3).

889.* Az y = 0,5x — 3, y = —4x + 6 és y = kx fliggvények grafikonjai
egy pontban metszik egymast. Hatarozzatok meg a k értékét. Ab-
razoljatok kozos koordinatasikon a grafikonokat.

890.° A b melyik értékénél metszik egymast egy pontban az
y=15x—-3,y=25x+1ésy=>5bx+ b fiuggvények grafikonjai?

891."* A C pont a 8 cm hosszusagu AB szakaszhoz tartozik. Az AC
szakasz hossza x, a BC szakaszé pedig y. Abrazoljatok az y és
x kozotti Osszefuiggés grafikonjat, ha 0 < x < 8. Jeldljétek meg a
grafikonon azt a pontot, amely annak az esetnek felel meg, ha C
az AB szakasz felezGpontja.

892.* Az ABCD téglalap keriilete 12, AB = x, AD =y, 0 < x < 6.
Abrazoljatok az y és x kozotti osszefliggés grafikonjat. Jeloljétek
meg a grafikonon azt a pontot, amely annak az esetnek felel meg,
ha az ABCD négyzet.

893.* Abrazoljatok a fuggvények grafikonjat:

£-4, ha x>0, 8x-2, ha x€1,
IV ={ 2) ¥ ={

—25x—4 hax<0; 1, ha x=1;
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2 ha . ¢, hax<-1,

> '1:: >

3) 3":{:3 ha x o 8 4) w=41, hax=-1,
i o £+ haxx>-1,

894.** Abrazoljatok a fiiggvények grafikonjat:
8¢, haxs-1,

D w=ia, ha-1<x<l, 2 3ll:{ﬁ—:a:, haxed,
f¢+1, haxz i +1, ha x=3,
895.°° Abrézoljétok a fuggvények grafikonjat:
Dy=1x1 y=lxl+x Hy=4—|x]|+2
896.°° Abrazoljatok a fiuggvények grafikonjat:
Dy=-lx1; )y=x—-1x[; Ny=3x+2 | x|

897.°* Adjatok meg annak a linearis fliggvénynek a képletét, amelynek
grafikonja a 39. abran lathat6: 1) a egyenes; 2) b egyenes.

898.°° Adjatok meg annak a linearis fliggvénynek a képletét, amelynek
grafikonja a 40. abran lathatd: 1) m egyenes; 2) n egyenes.

899.° A fliggvényt utasitassal adtak meg: a fliggvény értéke egyen-
16 az argumentum és az argumentum egész része kiilonbségével'.
Abrézoljétok a fuggvény grafikonjat.

g
¥
F 3
g
i
F

Fy
£

39. abra 40. abra

I ISMETLO GYAKORLATOK

900. Szamitsatok ki a kifejezés értékét:
) 2+3a) (5—-—0a) —2-3a) b+ a), ha a=-1,5

2) Ba + b — (3a — by, ha a:—ﬂ%, b=03.

1 Az adott fuggvényt a szam tortrészének nevezik, és a kovetkezd a jelo-
lése: y = {x}. A meghatarozas szerint {x} = x — [x], ahol [x] az x egész része.
Példaul {3,2} = 0,2; {-3,2} = 0,8; {-0,16} = 0,84; {2} = 0.
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901. Oldjatok meg az egyenleteket:

1) bx + 1) 2x —3) = (10x — 9) (x + 2);
2) (Tx — 1) (x +5) =3 + Tx) (x + 3).

902. Bizonyitsatok be, hogy harom egymast kovetd természetes szam
Osszegének kobe maradék nélkil oszthaté 3-mal.

903. Két hordéban azonos mennyiségi viz volt. Az elsG hordéban a viz
térfogatat eldszor 10%-kal novelték, majd 10%-kal csokkentették. A
masik hordéban ellenkezbleg, el6szor 10%-kal csokkentették, majd
10%-kal névelték a viz térfogatat. Melyik horddban lett tobb viz?

904. Ismeretes, hogy x? + ¥ = a, xy = b. Mivel egyenld az x* + x%y? + y*
kifejezés értéke?

905. Bizonyitsatok be, hogy barmely x esetében az | x | — x kifejezés
értéke nagyobb a 2x — x? — 2 kifejezés megfeleld értékénél.

l KESZULUNK AZ UJ TEMA ELSAJATITASAHOZ

906. Hatarozzatok meg a kifejezések értékét:
1) 0,1x + 5y, ha x = -4, y = 0,6;
2) x> -3y + 7, hax=6,y=-2
3|l x|+|y—61, hax=-10,y=2;
4) 2y — 3 — (x + 4?2 hax=-4,y=1,5.
907. Tintessétek fel a koordinatasikon az Gsszes olyan (x; y) pontot,
melyeknél:
1) x = -3, y — tetszlleges szam;
2) y = 2, x — tetsz6leges szam,;
3) x = 0, y — tetszbleges szam.

I GYAKOROLJUK A NEM HAGYOMANYOS MODSZEREKET

908. Van két nyomdagép. Az egyik gép az (a; b; ¢) szamokat tartal-
1z .y F+b bts g+
mazé kartya alapjan az{ RE
kartyat ad ki, a masik az (a; b; ¢) szamok alapjan — (2a — b;
2b — ¢; 2¢ — a) szamokat tartalmazé kartyakat. Kaphatunk-e az
emlitett nyomdagépek segitségével a (2,8; —1,7; 16) kartyabdl (1,73,;
2; 0,4) kartyat?

6. SZAMU FELADATSOR. ONELLENORZES TESZT FORMAJABAN

:I szamokat tartalmazd

1. Az argumentum milyen értékénél lesz az y = —1,5x + 4 fuggvény
értéke —2?
A) 4; B) —4; C) 2; D) -2.

2. Az aldbbi fuggvények kozil melyik egyenes ardnyossag?
A)y=12+x; B)y =12; C) }'-E' D) y = 12x.

-t::-
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3. Az alabbi fuggvények koziil melyik nem linearis?

A)y=-2x+9; B) y:—%+9; C) y:—%+9; D) y=9-0,2x.

4. Melyik ponton megy at az y = x> — 3 fiiggvény grafikonja?
A) A (=3; 0); B)B(3;6); C) C(3;3); D)D(=3;-12).
5. Reggel a tanulé iskolaba ment, majd a tanitas végeztével hazatért.
A 41. abran a tanulé és az otthona ko6zétti tavolsag 1d6tdl vald fiig-
gésének grafikonja lathaté. Hany orat volt a tanul6é az iskolaban?
o
S O

2+

i 1t 2 % 4 &5 8 {ora
41. abra

A) 5 ora; B) 4,5 éra; C) 4 oéra; D) 3,5 ora.
6. Melyik fuggvénynek a grafikonja a koordinatasik kézéppontjan Aat-
haladé egyenes?

A)y =20+ x; B)y = 20x; C)y=20-x D)y=ux-20.
7. Melyik fiiggvény grafikonja vizszintes egyenes?
&) g=F B y=g-x O y=ga+l; D) p-gs
8. Melyik pontban metszi az y = x — 2 fliggvény grafikonja az ordi-
natatengelyt?
A) A (0; =2);  B) B (0; 2); C) C (2; 0y D) D (-2; 0).

9. Hatarozzatok meg az y = 8 — 4x és y = x + 14 fiiggvények grafi-
konjai metszéspontjanak abszcisszajat.

A) -2; B) 2; C) -1,2; D) 1,2.

10. Melyik abra tartalmazza az y = 0,2x fuggvény grafikonjat
(42. abra)?

A) B) C) D)
T R R . 7
1+
o 1 i]. 11'_,,..-—-‘""'"'-. f"‘-_*--..hl,'f.x
- . ﬁ
i . i of 1 x o
_,_..-"_-u—"""""-ﬁrﬁl ko

42, abra
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11. Melyik fiiggvény grafikonja lathaté a 43. abran?

A) y = 3x; C)y=x+3;
B)y = —x + 3 D) y-%x.

12. Az m melyik értékénél metszi az y = mx +
+ 2m — 5 fluggvény grafikonja a —1 abszcisszaju
pontban az x tengelyt? ]
A) 5; C) —3; 43. abra
B) -5; D) 3.

A 3. PARAGRAFUS OSSZEFOGLALASA

Fuaggvény
Fuggvénynek nevezzik azt a megfeleltetést, amikor a fiuggetlen
valtozoé tetszGleges értékének a fliiggvény egyetlen értéke felel meg.

A fiiggvény értelmezési tartomanya
Az argumentum altal felvett értékek alkotjak a fliggvény értelme-
zésl tartomanyat.

A fuggvény értékkészlete
A fuggvény altal felvehetd értékeket értékkészletnek nevezziik.

A fuggvény megadasanak modjai
Utasitassal; képlet segitségével; tablazat forméjaban; grafikusan.

A fiiggvény grafikonja
Az f fuggvény grafikonjanak azt a mértani alakzatot nevezzik,
amely azokbdl és csakis azokbdl a pontokbdl all, melyek abszcissza-
ja az f fuggvény argumentumaval, ordinataja pedig az f fliiggvény
megfelel6 értékeivel egyenld.

Linearis fliggvény
Az y = kx + b képlettel megadhaté fuggvényt, ahol k és b — szamok,
x — fuggetlen valtozé, linearis fuggvénynek nevezziik.

A linearis fiiggvény grafikonja
A linearis fliggvény grafikonja egyenes.
Egyenes aranyossag

Az y = kx képlettel megadott linearis fliggvényt, ahol & # 0, egyenes
aranyossagnak nevezzik.



KETVALTOZOS LINEARIS
EGYENLETRENDSZEREK

e Ebben a paragrafusban megismerkedtek a kétvaltozés egyen-

maodjait.
e Megtudjatok, hogy a kétvaltozés egyenlet valds helyzet mate-
matikai modellje is lehet.

e Megtanuljatok a szdveges feladatok megoldasanak ujszerd,
hatasos modszerét.

Kétvaltozés egyenletek

Megvizsgalunk néhany gyakorlati példat.

1. PELDA A Kijev—Harkiv tavolsag 450 km. Kijevb6l Harkivba
x km/h sebességgel elindult egy gépkocsi. 1 6ra muilva vele szemben
Harkivbdl is elindult egy gépkocsi, melynek sebessége y km/h. Két
6raval a masodik gépkocsi indulasa utan talalkoztak.

Osszeallitjuk a valés helyzet matematikai modelljét.

A maésodik gépkocsi altal a talalkozasig megtett Ut 2y km. Mivel
az elsé gépkocsi 1 6raval tobbet volt Uton, mint a maéasodik, vagyis
3 érat, ezért az a taldlkozésig 3x km tavolsdgot tett meg. Osszesen
450 km-t tettek meg. Ezek alapjan:

3x + 2y = 450.

A kapott kétvaltozos egyenlet a leirt valds helyzet matematikai
modellje. ®

Megvizsgalunk még néhany példat olyan szituaciokrol, melyek le-

irasanak matematikai modelljei kétvaltozds egyenletek.

2. PELDA A 10 cm oldalt négyzet teriilete egyenld masik két négyzet
tertletének Gsszegével.
A 10 cm oldald négyzet teriilete 100 cm2 Legyen a masik két
négyzet oldala x cm és y cm. Akkor a kovetkezb egyenlGséget kapjuk:
x% + y? = 100. @
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3. PELDA Adott egy derékszogli haromszog.
Jeloljik a hegyesszogeit x-szel és y-nal. Akkor felirhatjuk, hogy
x+y=90. @

4. PELDA Adva van egy 12 cm? teriletd téglalap. Legyen a két
oldala x cm és y cm. Akkor
xy =12. @

5. PELDA Vésaroltak 5 tollat és 7 fiizetet, amiért dsszesen 19 hriv-
nyat fizettek.

Ha egy toll 4ra x hrn, egy flizeté pedig y hrn, akkor

5x + 7y = 19. @
Mint latjuk, az el6z8 ot példaban kapott egyenletek

3x + 2y = 450,
x% + y? = 100,
x +y =90,
xy = 12,
5x+ Ty =19

mindegyike két valtozét tartalmaz, az x-et és y-t. Az ilyen egyenlGsé-
geket kétvaltozos egyenleteknek nevezzik.

Ha példaul az xy = 12 egyenletbe az x és y helyett 2-t és 6-t he-
lyettesitiink be, igaz egyenlGséget kapunk: 2 - 6 = 12. Azt mondjuk,
hogy az x = 2 és y = 6 értékpar kiegyenliti az egyenletet vagy az
adott egyenlet megoldasa.

Meghatarozas. A valtozok azon értékparjat, amelyek
az egyenletet igaz egyenl6séggé alakitjak, a kétvaltozos
egyenlet megoldasanak nevezziik.

A kovetkez6 szamparok mindegyike megoldasa az x* + y* = 100
egyenletnek:

x =8,y =6
x=-6,y=38;
x =10, y = 0.

Viszont az x = 5, y = 9 szampar nem megoldasa.

A meghatéarozas hasonldé az egyvaltozds egyenletek gyokeinek a
megfogalmazasara. Ennek kovetkeztében a szamparokat vagy kilon
a szdmokat tévesen az egyenlet gyokének nevezik.

Az a tény, hogy az x = a és y = b szampar az egyenlet megoldasa,
a kovetkezdképpen irhatd fel: (a; b) az egyenlet megoldasa. A zardjelbe
az elsd helyre! az x, a masodikra az y értékét irjuk.

! Ha az egyenletben 1évG valtozok jellése nem x és y, akkor a megoldaspa-
rok felirdsdnal eldre meg kell 4llapodni, melyik valtozo értékét irjuk az els6,
és melyiket a masodik helyre. Altalaban az abécé sorrendet vessziik alapul.



24. Kétvaltozés egyenletek 175

Felhasznalva a jel6lést, felirhatjuk példaul, hogy az (5; 85), (40; 50),
(50; 40) szamparok mindegyike megoldasa az x + y = 90 egyenletnek.

A harom felirt szamparon kivil az egyenletnek szamtalan megol-
dasa létezik. Ha az x + y = 90 egyenletbe behelyettesitjik az y valto-
z6 barmelyik értékét, akkor egyvaltozds linedris egyenletet kapunk,
melynek az x valtozé megfeleld értékei lesznek a gyokei. Erthetd, hogy
végtelen szampar talalhatd, amelyek az x + y = 90 egyenlet megolda-
saként szolgalhatnak.

A kétvaltozés egyenletnek nincs minden esetben végtelen szamu
megoldasa. Példaul az |.1: |+ | ¥ |= 0 egyenlet egy megoldassal rendel-
kezik: (0; 0). Valéban, mivel |.1: | =0 és |3.' |.‘-'-\‘Elﬁ ezért x # 0 és
y # 0 esetében az egyenlet bal oldala csak pozitiv értékd lehet. Az
x? + y? = -2 egyenletnek példaul egyetlen megoldasa sincs.

Megjegyezziik, hogy az |.1:|+|3.' |=EI és x? + y2 = -2 egyenleteket
megoldottuk, az x + y = 90 egyenletet viszont nem.

Meghatarozas. Megoldani a kétvaltozés egyen-
letet annyit jelent, mint megtalalni az O6sszes megoldasat,
vagy megmutatni, hogy nincs megoldasa.

A kétvaltozds egyenletek tulajdonsagait kéonny(d megjegyezni: ha-
sonlék az egyvaltozds egyenletek esetében megfogalmazott tulajdon-
sagokhoz, amelyekkel a 6. osztalyban ismerkedtetek meg.

e Ha az egyenlet jobb és bal oldalahoz hozzaadjuk (vagy mindkét
oldalabdl kivonjuk) ugyanazt a szdmot, akkor a kapott egyenlet-
nek is ugyanazok lesznek a megoldasai, mint az eredeti egyen-
leté.

e Ha valamelyik 6sszeadandét az egyenlet egyik oldalardl atvisz-
szlk ellenkezd elGjellel a masik oldalra, az egyenlet megoldasai
nem valtoznak.

e Ha az egyenlet mindkét oldalat megszorozzuk (elosztjuk) ugyan-
azon nullatdl eltérd szammal, az egyenlet megolddsai nem val-
toznak.

Megvizsgaljuk az x> + y? + 2 = 2x — 2y egyenletet. Az egyenletek

tulajdonsagainak felhasznalasaval atalakitjuk a kifejezést:
> —2x+y*+2y+2=0.
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Tovabb alakitjuk: x> — 2x + 1 + y2 + 2y + 1 = 0;

x—1D2+ (y+12=0.

Mivel (x — 1)2 > 0 és (y + 1)2> 0, ezért a bal oldal abban az esetben
lesz 0, ha egyszerre teljesiilnek a kovetkezl egyenlGségek: x — 1 = 0
és y + 1 = 0. Innen kovetkezik, hogy az (1; —1) szampar az egyenlet
egyetlen megoldasa.

Egyes objektumok tanulmanyozasa sordn nemcsak a tulajdonsa-
gai leirdasara hagyatkozunk, hanem megprébaljuk vizualisan is elkép-
zelni. Mivel a kétvaltozos egyenlet megoldasa egy szampar, példaul
(a; b), ezért kézenfekvl, hogy a koordinatasikon egy M (a; b) ponttal
abrazoljuk. Feltiintetve az egyenlet Gsszes megoldasat, megkapjuk az
egyenlet grafikonjat.

Meghatarozas. A kétvaltozdés egyenlet grafi-
konjanak azt a mértani alakzatot nevezziik, amelyik a ko-
ordinatasik azon, és csakis azon pontjaibol all, melyek koor-
dinatai (szamparok) az egyenlet megoldasai.

Példaul az imént vizsgalt x? + y + 2 = 2x — 2y egyenletnek egy meg-
oldasa létezik: (1; —1). Ezért a grafikonja egy M (1; —1) pont (44. dbra).

A 45. abran az y = 2x — 1 fuggvény grafikonja lathatd. Mivel
a linearis fliggvényt megad6 képlet kétvaltozos egyenlet, ezért ugy
is mondhatjuk, hogy a 45. dbran az y = 2x — 1 egyenlet grafikonja
lathaté.

Az egyenlet grafikonjat alkoté alakzat esetében igazak a kévetkezd
allitasok:

1) az egyenlet mindegyik megolddsa a grafikont alkoté pontok ko-

ordindtdja;

2) a grafikonhoz tartozé bdrmelyik pont koordindtdja — az adott

egyenlet megolddsa.

[ | | | L
1 . ! N
a it ] /ﬁ!‘i ¥

44. abra 45. abra
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46. abra 47. abra

Az egyenletek grafikonjai nagyon sokfélék. Tébbuikkel a kés&bbiek-
ben fogtok megismerkedni az algebra tanulasa kozben. Példaul a
8. osztalyos algebrabdl megtudhatjatok, hogy a pont elején vizsgalt
xy = 12 egyenlet grafikonja a 46. abran lathaté alakzat, amelyet hi-
perbolanak neveznek. A 9. osztalyos mértanbdl pedig azt tudhatjatok
meg, hogy az x? + y* = 4 egyenlet grafikonja korlap (47. abra).

6. PELDA Abrézoljétok az xy + 3y = 0 egyenlet grafikonjat.

Megoldds: Atalakitjuk az egyenletet: y (x + 3) = 0. Innen az
kovetkezik, hogy y = 0 vagy x + 3 = 0.

Tehat az egyenlet megoldasa az 6sszes (x; 0) alakt szampar, ahol
x — tetszlleges szam, valamint az Osszes (—3; y) alakd szampar, ahol
y — tetszbleges szam.

Az 6sszes (x; 0) koordinataja pont, ahol

x — tetszbleges szam, az abszcisszatengelyt =
alkotja.

Az 6sszes (—3; y) koordinataja pont, ahol o
y — tetszéleges szam, a (—3; 0) ponton atme- —3 01 x
né az ordinitatengellyel parhuzamos egye-
nes.

Tehat az adott egyenlet grafikonja a 48. ibra

48. 4bran lathat6 két egyenes. @

‘?

. Mit nevezink a kétvaltozés egyenlet megoldasanak?

. Mit jelent megoldani a kétvaltozés egyenletet?
Fogalmazzatok meg a kétvaltozds egyenletek tulajdonsagait!
. Mit nevezink a kétvaltozds egyenlet grafikonjanak?

. Allhat-e a kétvaltozés egyenlet grafikonja egy pontbdl?

. Milyen alakzat az y = kx + b egyenlet grafikonja?

oA wWNR
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I GYAKORLATOK

909.° Az alabbiak koézul melyik kétvaltozos egyenlet:

1) 2x+y=8; 4) g - dh=8e 7 & -gx=100:

Dx+y+z=0 BHxy+1=2; 8) £ —gp=100:

3) ai-Hh=4: 6) 5m — 3n = 6; 9) £ —fxp=1007
910.° Megoldédsa-e a (—2; 3) szampar az egyenleteknek:

1) 4x + 3y = 1; 2) 2+ 5 =y% 3) xy = 6?

911.° A (0; 1); (5; —4); (0; 1,2); (-1; 1); (1; —1) szamparok kézil melyek
az egyenletek megoldasai:
1) x2 + 5y — 6 = 0; 2) xy +x=0?
912.° Hozzatartozik-e a 2x? — y + 1 = 0 egyenlet grafikonjahoz a ko-
vetkez6 pont:
A3 -17);  2) B (2 9); 3) C (=2; 9); 4) D (-1; 4)?
913.° Bizonyitsatok be, hogy a kovetkezl pontok nem tartoznak az
xy — 12 = 0 egyenlet grafikonjahoz:
1) A (3; —4); 2) B (-2; 6); 3) C (7; 2).
914.° Metszi-e a koordinatasik kozéppontjat a kovetkezl egyenletek
grafikonja:
1) 12x + 17y = 0; 2) AHoxpei=0 3) & —dyp=79+0x7
915.° Nevezzétek meg az egyenletek tetszGleges harom megoldasat:

1) x —y = 10; 2) x = 4y; 3) 2x2 + y = 20.
916.° Nevezzétek meg az egyenletek tetsz6leges harom megoldasat:
)x+y=1; 2) bx —y = 2.

917 A 4x + 3y = 30 egyenlet grafikonja atmegy az A (6; b) ponton.
Mennyi a b értéke?

918.° A 7x — 5y = 47 egyenlet grafikonja atmegy a B (a; —1) ponton.
Hatarozzatok meg az a értékét.

919.° Szerkesztés nélkil hatarozzatok meg a fuggvények grafikonjai
és a koordinatatengelyek metszéspontjainak a koordinatdit.
Dx+y=2; 2) x*—y=1; 3) x?+y2=09; 4) | x| -y=5.

920.° Szerkesztés nélkiill hatarozzatok meg a fuggvények grafikonjai
és a koordinatatengelyek metszéspontjainak a koordinatait.
1) 2x — 3y = 6; 2) 2+ y =4 A lxl+lyl="1

921.° Allitsatok fel olyan kétvaltozos egyenleteket, melyeknek megol-
déasai lesznek a kovetkezl szamparok:
Dx=1y=2 2) x =-3,y =5; 3) x =10, y = 0.

922.° Allitsatok fel olyan kétvaltozds egyenleteket, melyek grafikonjai
athaladnak a kovetkezd pontokon:
1) A (-2; 2); 2) B (4; -1); 3) C (0; 0).

923.° Gondoljatok ki harom olyan egyenletet, melyek grafikonjai at-
haladnak az M (6; —3) ponton.
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924.* Allitsatok fel hdrom olyan egyenletet, melyek grafikonjai atha-
ladnak a K (0; 4) ponton.

925.° Hozzatartoznak-e az x* — y = -2 egyenlet grafikonjahoz a negativ
ordinataju pontok?

926.° Hozzatartoznak-e az x + y> = —4 egyenlet grafikonjahoz a pozitiv
abszcisszaju pontok?

927. Létezik-e megoldasa az egyenleteknek:

1) pdmx? 4) £ +pt =285, Nlxl+lyl=14
2) 3 =-a" 5) &' +p" =-26; O lxl+1yl=0
3) xy = 0; 6) £ -pi=-10 Nlxl+yl=-1?

Pozitiv valasz esetén mondjatok néhany megoldast.
928.° Oldjatok meg az egyenleteket:
1) +3d =0y 2) e+t p-mi=0; 3) s+ f =-4,

929.° Hany megoldasa van az egyenleteknek:

D 2+ip-nt=0 5) xy = 2;
2)x+3)+(-1=0; 6) lx+1 |+ 1]yl =0;
3) i +16pd =1 7 2 +| p|=-100;

4) Heyip=0; 8) x +y=2?

930.* Allitsatok fel az x és y valtozok segitségével olyan egyenletet:
1) melynek egy megoldasa van;
2) melynek nincs megoldasa;
3) melynek szamtalan megoldasa van;
4) amelynek barmely szampar a megoldasa.
931.** Milyen alakzatok a kovetkez6 egyenletek grafikonjai:
D -1+ p+ =0y 3) dx +y=y+ 4dx;
2)lx+9 1+ y-81=0 4)x-1)G+5=0?
932.** Abrazoljatok az egyenlet grafikonjat:

D +a+pi =0, Y@+ (y-1=0
2) |x|+m-34=0; 5) xy — 2y = 0.
3) xy = 0;
933.°* Abrazoljatok az egyenlet grafikonjat:
DIx—4l+1y-—41=0 2) -9 (-9 =0;
3) xy + x=0.

934.** Hatarozzatok meg az alabbi egyenletek megoldasanak Gsszes
természetes (x; y) szamparjat:
1) 2x + 3y = 5; 2) x + 5y = 16.

935.** Hatdrozzatok meg az | x | + | y | = 2 egyenlet megoldasidnak
Osszes egész (x; y) szamparjat.

936.°° Hatarozzatok meg az x?> + y> = 5 egyenlet megoldasanak Gsszes
egész (x; y) szamparjat.
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¥ i
q z 0 =
49. abra 50. abra

937.>* Katalinnak a matematikai feladatgydjteményért 29 hrivnyat
kell fizetnie. Csak 2 és 5 hrivnyas bankjegyei vannak. Hanyféle-
képpen szamolhat el a konyvért visszajardé nélkil?

938.>* A 7. osztalyos tanulék a matematikaversenyen algebra- és mér-
tanpéldakat oldottak meg. Minden helyesen megoldott algebrafel-
adatért 2 pont, mig a mértanfeladatért 3 pont jart. A legmagasabb
elérhetd pontszam 24. Hany feladatot kaptak a versenyz6k algeb-
rabdl és mértanbdl, ha minden tantargybdl legalabb egy feladat
volt? irjétok fel az Osszes lehetséges megoldéast.

939.** Oldjatok meg az egyenleteket:
1) 2 +pd+d=dy: 3) B+ +x+p+05=0;
2) s+pirs-Ap+10=0 4) 9+ 37 + 2 =6

940.°* Oldjatok meg az egyenleteket:
1) x2 + 10y + 30 = 10x — y% — 20; 2) 4x* + y2 + 4x = 2y — 3.

941.° Az (x* + ¥ + y)? = x? + y? egyenlet grafikonja dgynevezett kar-
dioid (49. abra). Hatarozzatok meg a koordinatatengelyekkel vald
metszéspontjai koordinatait.

942.°° Az ;—;+%=1 egyenlet grafikonja az 50. abran lathato ellipszis.
Hatarozzatok meg a koordinatatengelyekkel valé metszéspontjai
koordinatait.

I ISMETLO GYAKORLATOK

943. A 150 ml 8%-os savelegyet tartalmazé tivegbe 90 ml vizet ontot-
tek. Mennyi lesz a kapott elegy savkoncentracidja?

944. A taskéaban 7 piros, 10 zold és 12 sarga alma van. Legkevesebb
hany almat kell kivenniink bekotott szemmel, hogy a kiemelt al-
mak kozott legalabb egy zold legyen?
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945. Hatarozzatok meg az egyenletek gyokeit:

1) -Lt5+1_&l:3—3=_t_4; 2) 3.1:4—5_51:3—2

946. Az A varosbdl a B varosba egyszerre egy személy- és egy teher-
gépkocsi indult el. 3,5 éra mulva a személyauté a B varosba ért, a
tehergépkocsinak pedig még 77 km-t kellett megtennie. Hatarozza-
tok meg a varosok kozotti tavolsagot, ha a tehergépkocsi sebessége
1,4-szer kisebb a személygépkocsiénal.

947. Igaz-e az allitas, hogy tetszGleges n természetes paros szam
esetén az (bn + 10)? — (2n + 4)? kifejezés értéke maradék nélkiil
oszthat6 84-gyel?

948. Ismeretes, hogy az m, n és k egyes értékeinél a 3m?n kifejezés
értéke 2, az n?k* kifejezésé pedig 3. Szamitsatok ki az m, n és k
ugyanazon értékeivel a kifejezések értékét:

1) (3m?n2k??; 2) (-2m?nk?? - (0,5n%k)%.

=x+4,

I GYAKOROLJUK A NEM HAGYOMANYOS MODSZEREKET

949. Hasonlitsatok 6ssze a kifejezések értékeit:
@1 -2 -8 ... 999 -1000)? és 1000,

A kétvaltozés linearis egyenlet és
grafikonja

Meghatarozas. Kétvaltozos linearis egyenlet-
nek nevezzik az ax + by = ¢ alakban felirhat6é egyenletet,
ahol x és y — valtozdk, a, b és c — tetszoleges szamok.

Az el6z6 pontban emlitett 3x + 2y = 450; x + y = 90 egyenle-
tek linearisak. A kiévetkezd egyenletek szintén linearisak: x + y = 3;
Ox + 5y =-1; -3x + Oy = 5; Ox + Oy = 0; Ox + Oy = 2.

Tisztazzuk, milyen alakzat lesz a linearis egyenlet grafikonja.
Megvizsgalunk harom lehetGséget.

l.lehet6ség. Adott az ax + by = c linearis egyenlet, melyben
b # 0. Az egyenletet a kovetkezéképpen alakitjuk at:
by = —ax + c.
Mivel b # 0, a jobb és bal oldalt elosztjuk b-vel:
g, 0

= —3I+3|
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T P Végezziik el a kovetkezd helyettesitést:
—Z_%, Zap. Tehat a képletiink a kovetke-

b *h
| _.}y”’“ 4§ alakban frhaté fel:

y = kx + p.
e AL x A kapott képlet linearis fliggvényt ad
) o : . meg, melynek a grafikonja nem fiiggGleges
51. abra egyenes. Tehat az ax + by = ¢, ahol b # 0

egyenlet grafikonja nem fliggfleges egyenes.
1. PELDA Abrézoljétok az x — 3y = —2 egyenlet grafikonjat.

Megoldds: Mar tudjuk, hogy az egyenlet grafikonja egyenes.
Ezért a grafikon megrajzolasdhoz elég meghataroznunk két tetszd-
leges pont koordinatajat. Ha x = 1, akkor y = 1; ha x = -2, akkor
y = 0. A kapott M (1; 1) és N (-2; 0) pontokon keresztiil egyenest
hizunk, és megkapjuk a keresett grafikont (51. 4bra). @

2. lehet6ség. Adott az ax + by = c¢ linearis egyenlet, ahol
a # 0, b =0. Ebben az esetben ax + 0y = ¢. Az ilyen tipust egyenletek
grafikonjat a 2. példaban vizsgaljuk meg.

2. PELDA Abrézoljétok a 3x + Oy = 6 egyenlet grafikonjat.

Megoldds: Nem okoz nehézséget megtalalnunk az egyenlet né-
hany megoldasat. Vegyik példaul a kovetkezd négy szampart: (2; —1);

2; 0); {2;%:]; (2; -100). Ertheté’, hogy barmely (2; t) alaku szampar,

ahol ¢ — tetszbleges szam, megoldasa a 3x + Oy = 6 egyenletnek. Tehat
a keresett grafikonhoz tartozik minden olyan pont, melyek abszcisz-
szdja 2, ordinatdja pedig tetszlleges szam. Mindezek a pontok az
abszcisszatengelyre merdleges és a (2; 0) ponton atmend egyenesen
fekszenek (52. abra). Ekozben az egyenesen fekvd pontok barmelyiké-
nek a koordinitaja — szampar — megoldasa lesz az egyenletnek. Tehat
a keresett grafikon az emlitett fligglleges egyenes. @

Hasonléképpen gondolkodva igazolhatjuk,
hogy az ax + 0y = c egyenlet grafikonja, ahol | _I.I'IL
a # 0, szintén fligglleges egyenes.

Levonhatjuk a kovetkeztetést: mindkét
esetben: 1) b #0; 2) b=0¢ésa #0 - az ax + 1
+ by = ¢ egyenlet grafikonja egyenes.

Az ,adva az y = 2x egyenlet” kifejezés helyett
az ,adott az y = 2x egyenes” Kkifejezést hasz-

naljak. 52. abra
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3.lehetdség. Adott az ax + by = ¢ linearis egyenlet, melyben
a =b = 0. Ekkor 0x + 0y = c.

Ha ¢ # 0, akkor az egyenletnek nincs megoldasa, tehat nincsenek
olyan pontok a koordinatasikon, amelyek az egyenlet grafikonjat al-
kotnak.

Ha ¢ = 0, akkor:

Ox + 0y = 0.

Ebben az esetben barmely tetszbleges szampar az egyenlet megol-
dasa lesz, és a grafikon a teljes koordinatasik.

A tablazatban 6sszefoglaljuk a tanultakat.

Egyenletek Az a, b és c értékei Grafikon

b # 0, a és c tetszbleges

, Nem merGleges egyenes
szam g &y

ax + by =c¢

b=0, a#0, c tetszbleges

ax + by =c¢ SrAm MerGleges egyenes
ax + by = ¢ a=b=c=0 A teljes koordinatasik
ax + by =¢ a=b=0,c#0 —

3. PELDA Fejezzétek ki a 3x — 2y = 6 egyenletbdl az x valtozét az
y altal, és talaljatok két megoldasat.
Megoldds: Az adott egyenletbdl: 3x = 2y + 6;

. EH"'E';
3
_&
F=EHF 2,

Az y valtozonak adott érték alapjan az x:%}wﬂ képlet segitsé-

gével kiszamithatjuk az x értékét, amivel a 3x — 2y = 6 egyenletnek
szamtalan megoldasat kapjuk.
Példaul,

ha y = 6, akkor x:%-5+2=5;

ha y = -2, akkor x:%-(—ﬂhﬁ:%.

3}
4. PELDA Allitsatok fel azt a kétvaltozos linedris egyenletet, mely-
nek grafikonja a koordinatasik kezdGpontjan és az A (3; —12) ponton
atmend egyenes. Rajzoljatok meg a grafikonjat.

A (6; 6) és {E —2:| szamparok az adott egyenlet megolddsai. @
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i Megolddas: Mivel a Kkeresett egyenlet

1 i grafikonja dtmegy az O (0; 0) és az A (3; —12)

eltérd abszcisszaju pontokon, ezért az nem me-

réleges egyenes. Akkor az egyenes egyenlete

! 'y = kx + b alakban irhat6 fel, ahol k és b — tet-
ol 1 z sz6leges szamok.

Abbdl, hogy a grafikon atmegy az origdn,

az kovetkezik, hogy b = 0. Mivel athalad az

A (3; —12) ponton, ezért —12 = k - 3, ahonnan

k= —4.

Tehat a keresett egyenlet: y = —4x vagy

53. abra 4x + y = 0. Az egyenlet grafikonja az 53. abran
lathaté.

Felelet: 4x +y=0. ®

~

1. Milyen egyenletet nevezink kétvaltozés linearis egyenletnek?

2. Milyen az ax + by = ¢ egyenlet grafikonja, ha b # 0 vagy amikor
b=0¢ésa#0?

3. Milyen az ax + by = ¢ egyenlet grafikonja, ha a = b = ¢ = 0?

4. Az a, b és ¢ mely értékeinél nincs megoldasa az ax + by = ¢
egyenletnek?

I GYAKORLATOK

950.° Linearisak-e a kétvaltozos egyenletek:
1) 7x + 11y = 36; 3) 12x — 17y = 0;
2) x? + 4y = 6; 4) —3x + xy = 10?

951.° Melyek a 3x — 7y = 14 egyenlet megoldasai a (7; 1), (0; -2),
(8; 2), (-7; —5), (10; 3) szamparok kozul?

952.° Melyik egyenlet megoldasa a (3; —2) szampar:
1) 4x + 5y = 2; 2) 3x — 2y = 5; 3) 0,2x — 0,5y = 1,67

953.° Ismeretes, hogy a (—5; y) szampar a 2x + 9y = 17 egyenlet meg-
olddsa. Hatarozzatok meg az y értékét.

954.° Ismeretes, hogy az (x; 6) szampar a 8x — 3y = 22 egyenlet meg-
oldasa. Hatarozzatok meg az x értékét.

955.° Melyik egyenlet grafikonjahoz tartozik az M (1; 4) pont:

1) 4y — 2x = —4; 2) 6x + 11y = 50?

956.° Atmegy-e a 3x + y = —1 egyenlet grafikonja a kovetkezd pontok
valamelyikén:
1) M (-3; 10); 2) N (4; —13); 3) K (0; —-1)?

957.° Fejezzétek ki az egyenletekbll az x valtozét az y altal, és hata-
rozzatok meg mindegyik egyenlet harom-harom megoldésat:
)x+y=12; 3) 2x + 8y = 16;
2) x — Ty =5 4) —6x + 5y = 18.
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958.° Fejezzétek ki az egyenletekbdl az y valtozét az x altal, és hata-
rozzatok meg mindegyik egyenlet két-két megoldasat:
Dax -y =T, 2) 2x +y=11; 3) bx — 3y = 15.
959.° Talaljatok meg az egyenletek harom-harom megoldasat:
1) x —y=10; 2) 2y — bx = 11.
960.° Talaljatok meg az egyenletek harom tetszéleges megoldasat:
1) 6x+y="T, 2) 2x — 3y = —4.
961.° Abrazoljatok az egyenlet grafikonjat:
Dx—-—y=4 2 4x+y=3; 3)x—-5y=5 4 3x+2y=6.
962.° Abrazoljatok az egyenlet grafikonjat:

Dx+y=-3; 2) 6x +y = 0; 3) 2x — 3y = 9.
963.° Milyen szamparok lesznek az egyenlet megoldasai:

1) Ox + 4y = 20; 2) —3x + 0y = 27?
964.° Abrazoljatok az egyenlet grafikonjat:

1) 4y = =8; 2) 1,2x = 3,6.
965.° Abrazoljatok az egyenlet grafikonjat:

1) —-0,2x = 1; 2) 0,5y = 2.

966.° Milyen pontban metszi a 7y — 3x = 21 egyenes: 1) az x tengelyt;
2) az y tengelyt?

967.° Hatarozzatok meg a 0,3x + 0,2y = 6 egyenlet grafikonja és a
koordinatatengelyek metszéspontjainak koordinatdit.

968.° Allitsatok 6ssze olyan kétvaltozds linearis egyenletet, melynek
a (=2; 1) szdmpar a megoldasa.

969.° Allitsatok 0ssze olyan kétvaltozds linearis egyenletet, melynek
a (3; 5) szampar a megoldasa.

970.° Talaljatok a 7x + 8y = 30 egyenletnek olyan megoldast, amely
két azonos szamjegybdl all.

971.° Talaljatok a —12x + 17y = —87 egyenletnek olyan megoldast,
amely két egyenld, de ellenkezd elGjeld szambdl all.

972.° Az a milyen értékénél lesz az (a; 2a) szampar megolddsa a
2x + Ty = 16 egyenletnek?

973.° Az a milyen értékénél lesz a (—4; 2) szampar megoldasa az
egyenletnek:
1) 3x + 5y = q; 2) ax + 5y = 18?

974.° Az a milyen értékénél halad at a 11x — 13y = a + 4 egyenlet
grafikonja az origén?

975.° Az a milyen értékénél megy at az A (5; —3) ponton a fliggvény
grafikonja:
1) 4x — 9y = aq; 2) 6x — ay = 15?

976.* Az a milyen értékénél megy at az ax + 4y = 0 egyenlet grafikonja
a kovetkezd pontokon:
1) A (12; -4); 2) B (0; 2); 3) O (0; 0)?

977.° A b milyen értékénél megy at az 5x + by = 0 egyenlet grafikonja
a kovetkezd pontokon:
1) M (-4; -10); 2) N (0; 1); 3) K (-2; 0)?
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978. * Melyik egyenletnek lesz ugyanaz az egyenes a grafikonja, mint
a 2x — 5y = 3-nak:

1) 4x — 10y = 6; 3) 2x — 5y = 6; 5) x — 2,5y = 1,5;

2) 4x — 10y = 3; 4) 5y — 2x = -3; 6) —0,4x — y = 0,6?
979.° Allitsatok Ossze kétvaltozds egyenleteket a kovetkezd feltételek

alapjan:

1) a téglalap hosszisaga x m, szélessége — y m, keriilete — 18 m;

2) az autébusz 4 6ran at x km/6, 3 6ran at pedig y km/6 sebességgel
haladt, mikézben 250 km-t tett meg;

3) a fluzet ara x hrn, a tol y hrn, 2 toll 1,2 hrivnyaval dragabb
5 fluzetnél,

4) az x kg tomegl 6tvozet réztartalma 12%, az y kg tomeglé pedig
20%; miutan a két 6tvozetet 6sszeolvasztottak, a kapott 6tvozet
9 kg rezet tartalmazott;

5) az egyik laddban x kg, a masikban pedig y kg cukorka volt;
miutan az egyik ladabol attettek a masikba 8 kg-ot, mindkét
ladaban azonos mennyiségli cukorka lett.

980.° Allitsatok Ossze kétvaltozos egyenleteket a kovetkezd feltételek
alapjan:

1) az egyenl szard haromszog oldala a cm, az alapja b cm, keru-
lete 32 cm;

2) az egyik gépkocsi 6 6 alatt x km/6 sebességgel haladva 32 km-
rel kisebb tavolsagot tett meg, mint a masik gépkocsi 7 6 alatt
y km/6 sebességgel;

3) az egyik tizletben x q, mig a masikban y q alma volt; az egyik
uzletb6l az alma 14%-at adtak el egy nap alatt, a masikbdl
pedig a 18%-at, ami 1,2 g-val kevesebb, mint az els§ tizletbdl
eladott mennyiség.

981.° Bizonyitsatok be, hogy az 5y — x = 6 és 3x — Ty = 6 egyenesek
az A (9; 3) pontban metszik egymast.

982.° Bizonyitsatok be, hogy a 4x — 3y = 12 és 3x + 4y = —66 egye-
nesek a B (-6; —12) pontban metszik egymast.

983.* Allitsatok Ossze olyan kétvaltozos linearis egyenletet, melynek
grafikonja atmegy az origén és a kovetkezd pontokon:

1) A (2 8); 2) B (—6; 15).

984.° Allitsatok Ossze olyan kétvaltozos linearis egyenletet, melynek
grafikonja atmegy az origén és a C (8; —12) ponton.

985.° Bizonyitsatok be, hogy nem létezik az a-nak olyan értéke, mely-
nél az ax — 3y = 12 egyenes athalad az origén.

986." Az a milyen értékénél fekszik az abszcisszatengelyen a
2x — 3y = —6 és 4x + y = a egyenesek metszéspontja?

987.° A b milyen értékénél fekszik az ordinatatengelyen a 9x + 7y = 35
és x + by = —20 egyenesek metszéspontja?
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54. abra

988. Az a és b milyen értékénél metszi az ax + by = 24 egyenes a
koordinitatengelyeket az A (—6; 0) és B (0; 12) pontokban?

989.° Az 54. a, b, ¢, d abran lathaté egyenesek koziil melyik lesz az
x + y = 3 egyenlet grafikonja?

990.° Az 55. a, b, ¢, d abran lathaté egyenesek koziil melyik lesz az
x —y = —b egyenlet grafikonja?

pi A

55. abra

991.° Az 56. abran lathat6 egyenesek kozil melyik lesz az egyenletek
grafikonja:
1) Ox +y=-3; 3) 3x + 0y = 6;
2) 2x —y =1; 4) x + 2y = 0?

992.° Hozzatartozik-e a 13x + 17y = —40
egyenlet grafikonjdhoz legaldbb egy I
olyan pont, melynek koordinatai pozitiv
szadmok?

993.° Hozzatartozik-e a 4x — 8y = 7 egyenlet .
grafikonjahoz legaldbb egy olyan pont, .
melynek mindkét koordinatdja egész 1
sz4dm? H I x“"h.

994.** Allitsatok fel olyan kétvaltozos linea- g
ris egyenletet, melynek grafikonja atha-
lad a koévetkezd pontokon:
1) A (—4;0) és B(0;2); 2) C(0;-3)és D (5;0). 56. abra

/d
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L /“.
b

57. abra 58. abra

995. Allitsatok fel olyan kétvaltozés linedris egyenletet, melynek
grafikonja athalad az M (6; 0) és N (0; 6) pontokon.

996.°* Allitsatok fel azokat az egyenleteket, amelyeknek grafikonjai
az 57. dbran lathatok.

997.>c Allitsatok fel azokat az egyenleteket, amelyeknek grafikonjai
az 58. dbran lathatodk.

998.° Hany olyan (x; y) prim szampar létezik, amelyek megoldasai az
5x — 6y = 3 egyenletnek?

I ISMETLO GYAKORLATOK

999. Két brigad 840 alkatrészt készitett, mikézben az egyik 80%-kal
tobbet gyartott a masiknal. Hany alkatrészt készitett mindegyik
brigad?

1000. Ismeretes, hogy 4 azonos markolégép 12 6 alatt as ki egy mun-
kagodrot. Hany ora alatt as ki 3 godrét 6 ilyen markolégép?

1001. Bizonyitsitok be, hogy 236 + 4100 — 232 _ 49 kifejezés értéke
oszthaté: 1) 15-tel; 2) 240-nel.

1002. Oldjatok meg az egyenletet:

1) - -fr-Diix+ D=0 2) (r-5)dr+5)- - 1P =0- 2,

1003. Irjatok fel szorzat alakjaban:

. 1251:3 mﬁﬂﬁll
1) Ef—3f+3ﬂ'—4}'? 3) ?_T:’
2) x* — 6x%y + 9y? — 16; 4) ¢ — 2¢ — b% — 4b - 3.

l KESZULUNK AZ UJ TEMA ELSAJATITASAHOZ

1004. A (3; 3), (-3; 3), (—3;—3) szamparok koéziil melyik megoldasa az
x% + 2 = 18 és x + y = 0 egyenletek mindegyikének?
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1005. Az 59. abran az y = x? és x —y + 2 = 0 egyen-
letek grafikonjai lathaték. A grafikonok alapjan
hatarozzatok meg azokat a szamparokat, amelyek
mindkét egyenlet megoldasai.

I GYAKOROLJUK A NEM HAGYOMANYOS i
MODSZEREKET 59. abra

1006. 100 kulonboz6 természetes szam Osszege 5051. Hatarozzatok
meg ezeket a szamokat.

Hogyan épitették az algebra és a mértan S
kozotti hidat? N =

A koordinatak otlete mar nagyon rég megsziletett. Az emberek
az Gskorban tanulméanyoztdk a Foldet, megfigyelték a csillagokat és
a kapott adatok alapjan rajzokat és térképeket készitettek.

Az i. e. II. szédzadban Hipparkhosz gorog csillagasz elsGként hasz-
nalta a koordinatakat helymegéllapitashoz a Fold felszinén.

Nicole Oresme (ejtsd: Nikol Orem) (1323-1392) francia tudés a XIV.
szdzadban alkalmazta elGszor a matematikaban Hipparkhosz otletét:
a sikot négyzetracsokra osztotta (hasonléan a kockéas fiizetlaphoz),
majd a pontok helyzetét szélesség és hossziisag alapjan adta meg.

A koordinatakban rejld nagy lehet8ségeket viszont csak a XVII.
szdzadban fedezte fel Pierre Fermat (ejtsd: Pier Fermd) és René Des-
cartes (ejtsd: Roné Dékdrt) francia matematikusok. A tuddsok mun-
kaikban bemutattak, hogy a koordinata-rendszer segitségével hogyan
juthatunk el a pontoktdl a szamokig, a vonalaktdl az egyenletekig, az
algebratdél a mértanig.

Pierre Fermat René Descartes
(1601-1665) (1596-1650)
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Noha Fermat a tanulmanyat Descartesnél egy évvel korabban pub-
likalta, a matematikdban ma is hasznalt koordinata-rendszert mégis
Descartes-féle koordinata-rendszernek nevezik. Ez annak készon-
het6, hogy Descartes az Ertekezés a médszerrél cimd munkajaban
bemutatott egy 1j, kisebb valtoztatasokkal ma is haszndlatos bet(s je-
161ési médszert. Ennek alapjan jeloljik az ismeretleneket a latin abécé
utolsé betdivel: x, y, z, az egylUtthatokat pedig az elsékkel: a, b, ¢, ... .
A mar ismert x%, x3, y° stb. hatvanyjeloléseket szintén Descartesnak
készonhetjiik.

ISl Kétvaltozés egyenletrendszerek.
A kétvaltozés egyenletrendszerek
megoldasanak grafikus médszere

Konnyen belathaté, hogy a (—2; 0) szampar megolddsa mind az
x2 + y* = 4, mind pedig az y = x> — 4 egyenletnek. Ebben az esetben
azt mondjuk, hogy a (—2; 0) szadmpar az emlitett egyenletek kozo6s
megoldasa.

A 60. abran a —6x + 5y = 9 és a 4x + 3y = 13 egyenletek grafikon-
jai lathatok. Az M (1; 3) pontban metszik egymast. A pont mindkét
grafikonhoz hozzatartozik. Tehat az (1; 3) szampar a két egyenlet
ko6z6s megoldasa.

Hogy meghatarozhassuk a 12 cm? teriiletd és 14 cm kertlet( tég-
lalap oldalait, meg kell talalnunk az xy = 12 és 2x + 2y = 14 egyen-
letek kozos megoldasait, ahol x cm és y cm a téglalap szomszédos
oldalainak hossza.

Ahhoz, hogy megtalaljuk néhany egyen-
let kézos megoldasat, meg kell oldani az
egyenletrendszert.

Az egyenletrendszert kapcsos zardjel se-
gitségével irjak fel.

Az {'ﬁl =1,
Ex+Zp=14
kifejezés példaul a 12 cm? teriletd és 14 cm

keruletd téglalap oldalainak a meghataro-
60. abra zasardl szol6 feladat matematikai modellje.
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A —Bx+Gp =1,
dy+dp=13
egyenletrendszer a két egyenes kozos pontjai koordinatdinak a meg-
hatarozasarol szolé feladat matematikai modellje (60. abra).
A rendszer mindkét egyenlete linearis. Ezért ezt a rendszert két
egyenletbdl allo kétvaltozos linearis egyenletrendszernek ne-
vezzuik.

Meghatarozas. A kétvaltozoés linearis egyen-
letrendszer megoldasanak azt a szampart nevezziik,
amely mindegyik egyenletet igaz egyenloséggé alakitja.

A fentebb vizsgalt példdban tehat a (-2; 0) szadmpar az
Pl 3.'9 =4,
p=x'-4
egyenletrendszer megoldasa.

Viszont ez egyaltalan nem jelenti azt, hogy a rendszert megoldot-
tuk.

Meghatarozas. Az egyenletrendszert megol-
dani annyit jelent, mint meghatarozni az 6sszes megoldasat,
vagy bebizonyitani, hogy nincs megoldasa.

A (=2; 0) szamparon kivil az utols6é egyenletrendszernek tobb meg-
oldasa is létezik, példaul a (2; 0) szampar. Ezt az egyenletrendszert,
a téglalaprél szdlé feladathoz hasonléan, a 9. osztalyban tanuljatok
majd megoldani.

Viszont az

Pl .
p=x" -4

egyenletrendszert mar most megoldhatjuk. Nyilvanvald, hogy az elsd
egyenletnek nincs megoldasa, tehat nem létezik kozos megoldas sem.
Ebbdl azt a kivetkeztetést vonhatjuk le, hogy az egyenletrendszernek
nincs megoldasa.
Hasonléképpen oldhatjuk meg a
—bOs+ 8y =9,
4y +Op=113
egyenletrendszert. Az egyenletek grafikonjai az M (1; 3) pontban met-
szik egymast (60. abra). A pont koordinatai mindkét egyenletnek meg-
oldasa, tehat megoldasa az egyenletrendszernek is. Mivel a grafiko-
noknak nincs tobb kozos pontjuk, ezért az egyenletrendszernek sincs
tébb megoldasa. Tehat az (1; 3) szampar az adott rendszer egyetlen
megoldasa.
Az egyenletrendszerek megoldasanak fentebb leirt mdédszerét grafi-
kus médszernek nevezzik. A médszer 1ényege a kovetkezd:
e dbrdzolni kozds koordindta-rendszerben az 6sszes egyenlet grafi-
konjat;
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o meghatdrozni a grafikonok Gsszes metszéspontjanak koordindtd-
jat;

e a kapott szdmpdrok lesznek az egyenletrendszer megolddsai.

Nem minden egyenletrendszert célszerd grafikusan megoldani. Pél-
daul, ha az {1—1?.,—%:] szampar valamilyen egyenletrendszer megolda-
sa, akkor érthetd, hogy ezt grafikusan nehéz megallapitani. Ezért a
grafikus médszert abban az esetben hasznaljak, ha a megoldast elég
-fx+Ap=9,
4y +8p=14
rendszer megoldasa, egyszerd behelyettesitéssel leellendrizhetd.

A grafikus médszer hasznalata abban az esetben is célszerd, ha
meg kell tudni a megoldasok szamat. Példaul a 61. abran az y = f (x)
és y = g (x) fuggvények grafikonjai lathatok. A grafikonoknak harom

w=7 (%),
Y=g (%

hozzavetblegesen meghatarozni. Hogy az (1; 3) szampar a {

kozos pontja van, ami alapjan az allapithaté meg, hogy az {

egyenletrendszernek harom megoldasa van.

Tisztazzuk, hany megoldasa lehet a két egyenletbdl allé kétvaltozods
linearis egyenletrendszernek.

Ha a rendszer egyik egyenletének nincs megolddsa, akkor nyilvan-
valo, hogy a rendszer sem rendelkezik megolddssal.

Példaul a {D‘“”E" F
Zr-H=15
Megvizsgaljuk azt az esetet, amikor az egyenletrendszer mindkét
egyenletének van megoldasa.
Ha a rendszer egyik egyenletének a grafikonja egy sik, akkor az
egyenletrendszer végtelen szamii megolddssal rendelkezik. Valéban, a
siknak és a rajta fekvd egyenesnek végtelen kozos pontja van. Példaul

egyenletrendszernek nincs megoldasa.

Ox+0p=10
¥=T rendszernek végtelen szamu megoldasa van.
fy—dp=15
¥4 Ha az egyenletrendszer grafikonjai egyene-
o == Fill . , ,
P sek, akkor a megolddsok szama a két egyenes
{ == kilesonds elhelyezkedésétl fiigg:
/_\\ 1) ha az egyenesek metszik egymdst, a rend-
i | szernek egy megolddsa van,
J A “#IF 9) ha az egyenesek egybeesnek, a rendszer
5 _;T végtelen szamii megolddssal rendelkezik,

3) ha az egyenesek pdrhuzamosak, a rend-
61. abra szernek nincs megoldasa.
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Fentebb mar megvizsgaltuk azt a példat, amikor a rendszernek
—Bx+fp =1,
dy+dp=13
A kovetkezb példak segitségével bemutatjuk a 2. és 3. esetet.
Tehat, ha az

egy megoldasa van. Ez a { egyenletrendszer.

£
I _w=1
5 ¥=l,
r-Ep=12

rendszerben az elsd egyenlet mindkét oldalat megszorozzuk 2-vel, attdl
az egyenlet és igy a teljes rendszer megolddsa nem valtozik.
A kovetkez6t kaptuk: {.1: _op=2

x-Ep =18

Nyilvanvald, hogy a rendszer megoldasa azonos a x — 2y = 2 egyen-
let megoldasaval. Mivel az egyenletnek végtelen szamu megoldasa van,
ezért a rendszerrdl is elmondhatjuk, hogy végtelen szami megoldassal
rendelkezik.

Megvizsgalunk egy olyan egyenletrendszert, amelynek nincs meg-
oldésa:

2
Ewpu="0
3 3" L

Ec+idp="
Valdban, az elsé egyenlet mindkét oldalat megszorozva 3-mal, a
kovetkez6t kapjuk:
{2.1: +3w =6,

Ex+iip="T
Erthetd, hogy nem talalunk olyan (x; y) szampart, amelyekkel a
2x + 3y kifejezés értéke 6 és 7 is lehet egyszerre.
Végul megjegyezziik, hogy a grafikus médszer alapjan allapitottak
meg, hogy nem létezik olyan linedris egyenletrendszer, amelyik pon-
tosan két vagy harom, illetve pontosan 100 megoldassal rendelkezik.

‘?

1. Milyen esetben mondjak, hogy meg kell oldani az egyenletrend-
szert?
. Mit nevezink a kétvaltozés egyenletrendszer megoldasanak?
. Mit jelent megoldani az egyenletrendszert?
. Mi a Iényege a kétvaltozés egyenletrendszer grafikus megolda-
sanak?
5. Hany megoldasa lehet a két egyenletbdl allo kétvaltozés egyen-
letrendszernek?
6. Milyen a kétvaltozds egyenletrendszer két egyenletét abrazold
egyeneseknek a kolcsénds helyzete, ha:
1) a rendszernek egyetlen megoldasa van;
2) a rendszernek nincs megoldasa;
3) a rendszer végtelen szamu megoldassal rendelkezik?

A WwWN
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I GYAKORLATOK

1007.° A (-2; 1), (2; 1), (6; 4), (8; —4) szdmparok kozil melyik meg-
Qr-fp=-—
dy 4 p= 287
1008.° Melyik rendszer megoldasa a (-5; 2) szampar:
7 =11 —2¢ =16 -2y =-4
1) X+ 23" > 2) :3}' > 3) X 23" L
4 — Ay ==30; i+ Ty =-16; 10p-x=157
1009.° Hatarozzatok meg a 62. abran lathaté egyenesek metszés-
pontjanak koordinatdit. Irjatok le a megfeleld egyenletrendszert,

majd behelyettesitve a metszéspont koordinatait, ellenérizzétek le
a megoldast.

oldasa az egyenletrendszernek: {

'y-..

il 4
]
a b
62. abra
1010.° Oldjatok meg grafikusan:
=1, =-5 2r+p="=°
1) L= = 3) L+ . 5) +u=a,
x+ip=T dy—p=-5 2y—p=0
o, 2 =h Fa—Op=-2A
y J5ve= g JEErm=s, o [Te-my=-zt,
HEE T 1 Ar-p=19 P-2x=1
1011.° Oldjatok meg grafikusan:
x+Ep=0, 3) x-Ep=1,
fx+p=-18 Pox=—2
Zg-Gp=10 ==1
2) ¥ . 4 x+y .
dop—p =21 x-p=-1

10120 Allitsatok fel két olyan linearis kétvaltozds egyenletbsl allé
rendszert, melynek megoldasa a kovetkezG szampar:
Dx=3,y=2; 2)x=-4,y=1; 3)x=5,y=0.
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1013.° Allitsatok fel két olyan linearis kétvaltozdos egyenletbdl allo
rendszert, melynek megoldasa a (2; —2) szampar.
1014.° A (6; 4) szampar az egyenletrendszer megoldasa:
D {aa:+23.'-25, 2 {5.1:+I?3.'- f,
Ay + By =14 ax+Eu=10,
Hatarozzatok meg az a és b értékét.
1015.° Az a és b milyen értékeinél lesz a (-2; 3) szampar megoldasa

-dp=-134
az Y " egyenletrendszernek?
Tor+bp=1
1016.* Van-e megoldasa az egyenletrendszernek:
2x-Ty=06 2x+p=-8 =05
1 =", ) +p=-1I, 3) +ay =05,
By REp =124 B+ Oy =9 2y +dp=127
1017.° Van-e megoldasa az egyenletrendszernek:
-w=4 -1y =-4 Qr+9y=12
p 4E-v=t 9 1% _ - 3 +9y=12,
Oy - Op =6 Gu-2x =2 +p=27

1018.* Az 2x — 3y = 6 egyenlethez valasszatok egy olyan egyenletet,
hogy a vele alkotott egyenletrendszernek:
1) egy megoldasa legyen;
2) végtelen szamu megoldasa legyen;
3) ne legyen megoldasa.
1019.°° Az x — y = 2 egyenlethez valasszatok egy olyan egyenletet,
hogy a vele alkotott egyenletrendszernek:
1) egy megoldasa legyen;
2) végtelen szamu megoldasa legyen;
3) ne legyen megoldasa.
1020.** Az a mely értékeinél nincs megoldasa az egyenletrendszernek:
Ax+ =",
{.E:x: +09u=al
1021.** Az a mely értékeinél lesz végtelen szami megoldasa az egyen-
letrendszernek:

1 X+ 0y =4, ) Qr+ap=12%2,
dy+ 2y =a Oy —15p=1067
1022.°° Az a mely értékeinél:

Fr—1lp=14,
Fo-18p=a

B+ ap =4,
Jx-fp =2

1) nincs megoldasa a { egyenletrendszernek;

2) rendelkezik a { egyenletrendszer végtelen szamu

megoldassal?
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1023.** Valasszatok az a és b szadmara olyan értékeket, amelyekkel az
x—-Ep=13,
{a,:x: +4dy =
1) végtelen szdmu megolddsa van;
2) egy megoldasa van;
3) nincs megoldasa.
1024.>° Valasszatok az m és n szamadara olyan értékeket, amelyekkel
{.1: +p =4,
az
Qy-mu=n
1) végtelen szamu megoldasa van;
2) egy megoldasa van;
3) nincs megoldasa.
1025." Oldjatok meg grafikusan:

- =|:| - =|:| =|:| - =|:|
p AEl-e=0 o flsl-p=0, o faesl=0, 0 Ja-{pl= 0,
r—py=—d: I+ dp=4: +u=2 2y —w=1,
1026." Oldjatok meg grafikusan:
_1:':— ﬂ=|:| —2 =B f‘ ﬂ=4
1){ ¥ =0, o) ll¥-Eal=18, 3 T +pi =4,
x+2p=9, x-gp=0, |x+3]= &

egyenletrendszernek:

egyenletrendszernek:

I ISMETLO GYAKORLATOK

1027. Az 5,5 kg tomegU réz-6lom 6tvozetben 20%-kal tobb a réz, mint
az 6lom. Hatarozzatok meg a réz tomegét az 6tvozetben.

1028. Kijevbdl a tdle 200 km-re fekvé Lubenbe egy autébusz indult
el. Elindulasa utan 32 perccel Lubenbdl egy gépkocsi indult el vele
szemben az autdbusz sebességénél 20 km/6-val nagyobb sebesség-
gel. Mennyi volt a busz sebessége, ha a gépkocsi induldsa utan
1,2 6 mulva talalkoztak?

1029. Talaljatok négy olyan egymdés utan kovetkezd paratlan termé-
szetes szamot, melyek négyzeteinek Osszege 164.

1030. Bizonyitsatok be, hogyha x + y = a - 1, akkor
ax +x tay +y+1=d

1031. Az a szam 5-tel vald osztasakor a maradék 4, a b szam 5-tel
valéd osztasakor pedig 3. Bizonyitsatok be, hogy az a? + b? kifejezés
értéke oszthatd 5-tel.

I KESZULUNK AZ UJ TEMA ELSAJATITASAHOZ

1032. Fejezzétek ki az x-et az y-on, valamint az y-t az x-en keresztul:
1) x+y=10; 3y —x=—4 5) by — 4x = 0;
2) 2x+y =T, 4) x -6y =1 6) 4x + 3y = —12.
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I GYAKOROLJUK A NEM HAGYOMANYOS MODSZEREKET

1033. Egy otjegyl szam 2-es és, 3-as, a masik 6tjegyd szam pedig 3-as
és 4-es szamjegyekbdl all. Allhat-e a két szam szorzata kizardlag
2-es és 4-es szamjegyekbdbl?

Linearis egyenletrendszerek megoldasa
behelyettesitdo modszerrel

Ha a matematikusok 4j feladattal talalkoznak, akkor igyekeznek
annak megoldasat a mar ismert feladatok megoldasara visszavezetni.

Megmutatjuk, hogyan lehet a kétvaltozos linearis egyenletrendszer
megoldasat visszavezetni az egyvaltozos linearis egyenlet megoldasa-
ra. Ez utébbi szamotokra mar j6l ismert.

Megoldjuk a

drx-y=2,
Qe+ Bp=4H
egyenletrendszert.
Az elsG egyenletbdl kifejezziik az y valtozét az x-en keresztiil:
y = 2x — 8.

Behelyettesitjiik a masodik egyenletbe az y helyett a kapott 2x — 8

kifejezést:
ax-p=E8,
{:11: +2Ex-21=5,

Ennek az egyenletrendszernek ugyanazok a megoldasai, mint az
eredeti rendszernek. Ezt a tényt indoklas nélkil fogadjuk el. Bizonyi-
tasat a matematikai szakkoron elvégezhetitek.

Az utébbi rendszer masodik egvenlete mar egyvaltozos. Megoldjuk:

Ox+ 2 (2x-8 =5
Ox+dx—-16=4;
Tx=521:
X=id,

Az x valtoz6 megkapott értékét behelyettesitjik az y = 2x — 8 ki-
fejezésbe: y=2-3_8

y =2
A (3; —2) szampar a keresett megoldas.
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Az egyenletrendszer megolddsanak imént leirt médszerét behe-
lyettesité6 médszernek nevezzik.
Tehat, hogy behelyettesité6 mdodszerrel oldhassuk meg a linedris
egyenletrendszert, a kévetkezd lépéseket kell megtenni:
1) az egyik egyenletbdl kifejezziik az egyik vdltozét a mdsikon ke-
resztil;
2) a kifejezett valtozo helyett kapott kifejezést behelyettesitjiik a ma-
sik egyenletbe;
3) megoldjuk a mdsodik lépésben kapott egyvdltozos egyenletet,
4) a vdltozé megkapott értékét behelyettesitjiik az elsé lépésben ka-
pott Rifejezésbe;
5) kiszamitjuk a mdsik valtozoé értékét.
A felsorolt 1épések sorat a két linearis egyenletet tartalmazé két-
valtozds egyenletrendszer behelyettesité moddszerrel valé megoldasa
algoritmusanak nevezziik.

I GYAKORLATOK

1034.° Oldjatok meg az egyenletrendszereket:

=8x-1 Zx+p =10 16-x=
2_1,'.+3,I=EI;_ H—?}':E; Jh:-:]g.n:ﬁ?;
=Egp-= Ap—-x=1 Ax-p=02

2) &£ 3" - 5) 3" = E 8) &£ 3" o
-4y =4 Gx—dp =23, 08c+3=143,
=E :3.1: "1: =|:|

3) L=hy, 6) tap=U,
I+ Ay =28 2y -hyp=df;

1035.° Hatarozzatok meg az egyenletrendszer megoldasat:

dy+p=12 dy-x=11 =7

1) +¥ . 3) W= . 5) Z+p=,
Tx+ Bp=020 Gx-Bp=1T Oy —2x=-25

% x-Ep=5 5 bg—-p=-1 Sx-8p=0,
dx+Ap=1: 2 -Ou= —11' 18+ 2p=A4,

1036.° Oldjatok meg az egyenletrendszereket:

) {4.1:—:33.'_15, . {5;; fix =4,

O —dy =6 Fo—dp=-1:
{zx-agmz, 2 {Jh:+53.l 1,

S+ 8y = 24 Bg- Sy =08

5)
Ba-dh=1 1;_

Arm—-2n=11,

2)
U+ dn= 2

6)

]
{5@—45: g,
{
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1037.° Oldjatok meg az egyenletrendszereket:

y JFEram=1s, 5 J2p-%a=-11,
S+ Oy =200 Sp—4y=-0,
% Tx+dp=45, 2) bu—Ho=-08,
Qe+ Ep=19 2u+ To=122,
1038.° Hatarozzatok meg az egyenletrendszerek megoldasat:
y [5-5t-m)=Trsy, . Oy -8 =1,
800+ 1) — (B + 83 = 60 + Sy ’%H%:A%
5y, Lao3, 00 g
R 4)
Gx—p =04 E%_E%i;t_uﬁl
1039.° Oldjatok meg az egyenletrendszereket:
Ay F-y_
) {5:.:+9=5x-4|:5;-+4:|, 5 | 2 PR
3 (5 — Oy - = £— 3:::2_5:;5!:5.
+3_y-d_y
2) - F ’
iy -x=14;

I ISMETLO GYAKORLATOK

1040. Szamitsatok ki a kifejezés értékét:
) m (n—23) (m+3) —(m—2) (m2+ 2m + 4), ha m:—%;

2) 6m — n) (6m + n) — (12m — 5n) (3m + n), ha m= -%, n-%.

1041. (Bolgdr folklérbdl szarmazé feladat.) Harom férfi bement a bor-
bélyhoz. Az miutan megnyirta az els6t, azt mondta: ,Nézd meg,
mennyi pénz van az asztalfibkban, tegyél oda ugyanannyit és ve-
gyél el 8 leva! visszajarét”. Ugyanezt mondta a borbély a méasodik-
nak és a harmadiknak is. Miutan mindharman elmentek, kideriilt,
hogy a fidkban nincs pénz. Mennyi pénz volt a fibkban azel6tt,
miel6tt az elsé férfi fizetett volna?

! Leva — bolgar pénz
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1042. A figgvény az y = 6 — kx képlettel van megadva. A k milyen
értékénél megy at a fliggvény grafikonja az A (4; —2) ponton?
1043. Bizonyitsatok be, hogy a 2% — 1 kifejezés értéke barmilyen n
természetes szam esetén maradék nélkiil oszthatd 5-tel.

1044. Hatarozzatok meg a 2376% + 1624° kifejezés értékének harom
utolsé szamjegyét.

1045. a-nak és b-nek 6-tal valé osztasakor a maradék 2, illetve 3.
Bizonyitsatok be, hogy az ab szorzat maradék nélkil oszthat6 6-tal.

I GYAKOROLJUK A NEM HAGYOMANYOS MODSZEREKET

1046. Hatarozzatok meg az 6sszes x és y egész szamot, amelyek ese-
tében igaz az x + y = xy egyenliség.

Linearis egyenletrendszerek megoldasa
egyenld egyutthatok médszerével

Megvizsgalunk még egy moédszert, amely lehetdséget ad a két li-
nearis egyenletbél allo kétvaltozos egyenletrendszer megoldasat visz-
szavezetni az egyvaltozés linearis egyenlet megoldasara.

Megoldjuk az egyenletrendszert:

Bx-Gp =T,
{Jh:+ fp =4,

Mivel a rendszerben az y egytitthatéi ellenkez6 elGjeld szamok,
ezért ahhoz, hogy egyvaltozés egyenletet kapjunk, elegendé tagonként
Osszeadni az egyenletek jobb és bal oldalat. A kévetkezét kapjuk:

2x — by + 4x + 5y = 7 + b;
6x = 12
x = 2.

Az x értékét a rendszer barmelyik egyenletébe behelyettesithetjiik.
Helyettesitjiik be az elsébe. Ekkor:

2-2-5y="T,
-5y = 3;
y =—-0,6.

Tehat az egyenletrendszer megoldasa a (2; —0,6) szampar.

A leirt megoldasi médot az egyenlé egyilitthaték mdédszerének
nevezzuk.

Ez a médszer a kovetkezG kijelentésen alapszik: ha a rendszer
egyik egyenletét felcseréljiik az egyenletek jobb és bal oldaldnak 6sz-
szeadasa utan kapott egyenlettel, akkor az igy 1étrejott egyenletrend-
szernek ugyanazok lesznek a megoldasai, mint az eredeti rendszernek
(bizonyitas nélkul fogadjuk el).




28. Linearis egyenletrendszerek megoldasa ... 201

3 ) Zx-bp="T, Ey-Op+dx+ip=T+45,
A megoldas soran a rendszert a
4ot fyp=Ah 2x-fp="T
rendszerre cseréltiik. Megoldunk még egy egyenletrendszert:

Er-dp=11,
{E:x: +59 =149,

Ha tagonként ésszeadjuk az egyenletek jobb és bal oldalat, akkor
jbdl kétvaltozds egyenletet kapunk. A kapott rendszernél még nem
alkalmazhatjuk az egyenl§ egytitthaték moddszerét.

Az els6 egyenlet mindkét oldalat megszorozzuk —3-mal. A kovet-
—fAx+ Sy =-33
Br+5p=19,
az els6 rendszer megolddsaival.

Erre a rendszerre mar alkalmas az egyenl§ egyutthaték modszere:

—6x + 9y + 6x + 5y = -33 + 19;
14y = —14;
y =-1.

Az y értékét behelyettesitjik az eredeti egyenletrendszer elsé

egyenletébe:

kezd rendszert kapjuk: { " melynek megoldé4sai azonosak

2% — 3 (1) = 11;
2x = 8§;
x = 4.

A (4; —1) szampar a keresett megoldas.

Megoldunk egy olyan egyenletrendszert, amelyben mindkét egyen-
letet el6 kell késziteni a médszer alkalmazasara:

To+8Bu=19,
{B:.u: +ip ="

Hogy megszabaduljunk az y valtozétdl, az els§ egyenlet mindkét
oldalat beszorozzuk 5-tel, a masodik egyenlet mindkét oldalat pedig
—8-cal, majd 6sszeadjuk az egyenleteket:

o+ 40y =d5,
{—24.1:—403} =—h0
35x + 40y — 24x — 40y = 45 — 56;

11x = —11;
x =-1.
Behelyettesitve az x értékét az elsé egyenletbe:
—-7T+8y=9;
y = 2.

Tehat a (-1; 2) szampar az adott egyenletrendszer megoldasa.
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Hogy az egyenld egyiitthatok maodszerével oldhassuk meg a linedris

egyenletrendszert, a kovetkezd lépéseket kell megtenniink:

1) kivdlasztva a megfelelé egyiitthatokat, datalakitjiuk az egyik,
esetleg mindkét egyenletet ugy, hogy az azonos valtozok melletti
egyiitthatok ellenkezd eldjeliiek legyenek;

2) tagonként osszeadjuk az elsd lépésben kapott egyenletek jobb és
bal oldalat;

3) megoldjuk a mdsodik lépésben kapott egyvdltozds egyenletet,

4) a harmadik lépésben kapott értéket behelyettesitjiik az eredeti
rendszer valamelyik egyenletébe;

5) kiszamitjuk a mdsik vdltozé értékét.

I GYAKORLATOK

1047.° Oldjatok meg az egyenletrendszert egyenld egytitthatok maod-

szerével:
=0 -G+ =16

1 L+y=0, 4 +¥ .
r-p=4 Cun+ 4y =94
Jx+p=14 Bxqpu=F

2 +¥ . 5) +¥==,
Sx-p=10 l2c+p=4,
Zx-Op=11, 6) Far-Gp=20,
Yx+ 9y =205 Tx+8p=-10,

1048.° Oldjatok meg az egyenletrendszert egyenld egyutthatok madd-

szerével:
de_p=20 —bx4+Tp=2

1 ¥ s 3) +ig==x,
dr+ =12 Ex+Typ=1%
Ox+1Typ =52 O — By = 24

2) + 3" > 4) E}I >
2bx-1Tp=12; Qe+ 8p=10,

1049.° Oldjatok meg az egyenletrendszert egyenld egytitthatok madd-

szerével:
—du=5K Qy—dp =16

1) X :33" L 5) 3" >
dr+ Gp=41 S+ b =14
10x+8p=182, ) dr+ =0,
Ay +dy =-6 Ao+ S =48
L E 1, fu—To=24

3) = 7) TETIEEER,
125+ Ty=- Fu+bp=1;

5 A+ 8p=14, 8) 02x+1 Ay =10,
Er-Tp=1T; D4x-03p=02,
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1050.° Oldjatok meg az egyenletrendszert egyenlé egyltthatok mod-

szerével:
Sx+u="T, 3 Sx-2p=16, ) 4z + 6E= 14,
Fo—dp=-1: Bx 4+ Op=1498 Az —6h= 12
bx-fu=21 fx—-dp =10 Ore—10n=2%
2) 53" > 4) X 3" > 6 e i >
2y -Ta=10: 2y -y =-0 2+ On=-1,
1051.° Oldjatok meg az egyenletrendszert:
E_¥_
) [Eee-9-3 @rap=s, , l27E
Fhy-1)- 4 +8x)= 21y - 86, 2 5y,
4+ & '
x+E -3 _
p |-2Es+n+25=0e0-8s, %5 1E =1
A-hd-x=6p-5-x0 *+E8F y+3_1
q )
1052.° Oldjatok meg az egyenletrendszert:
l6x—3y Be+ly_
1) D:-E-T'_D:-EI:EI'I"'I:I:]':-E:- 2) 4 B -
ie+ D) +dp=tp -2 By _x-%y_g
3 2 '

1053.* Hatarozzatok meg az egyenletrendszer megoldasat:
) {@:—ﬂ:u“—&wcﬂz:u (s +1)-6,
-+ m=(x+DE-T1+3;
-+ -+l =3 G-3)+15,
Cr+10" 4 g -10" = (o )" + (e 27 - 15,
1054.° Oldjatok meg az egyenletrendszert:
N 2e+1)" - (2r-30(2r+30= @+ (3-10),
o (- ) - (Ex- (e - N=0p-104;
% {l’,ﬁ:—zjl;ﬂ:“+2::+4j—.1:|;1:—4j (4+4) =20- 20,
(- 2) @y + 9 = 23 (B - 1) - 58,
1055.° Szerkesztés nélkil hatarozzatok meg az egyenesek metszés-
pontjanak koordinatait:
)y=2-3xés2x+3y =T, 2) bx + 6y = —20 és 2x + 9y = 25.
1056.° Szerkesztés nélkil hatarozzatok meg az egyenesek metszés-
pontjanak koordinatait:
1) 2x — 3y =8¢és Tx — 5y =-5; 2) 9x +y = 3 és 8x + 3y = —10.
1057.° Az a és b mely értékeinél halad at az ax + by = 8 egyenlet
grafikonja az A (1; 3) és B (2; —4) pontokon?

2)
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1058.° Az m és n mely értékeinél halad at az mx — ny = 6 egyenlet
grafikonja a C (2; —-1) és D (—6; 5) pontokon?

1059.° irjétok le a kovetkez6 pontokon athaladé y = kx + b egyenes
egyenletét:
1) M ©2;1) és K (-3; 2); 2) P (—4; 5) és @ (4; -3).

1060.° frjétok le a kovetkezd pontokon athaladé y = kx + b egyenes
egyenletét:

1) A (3; 2) és B (-1; 4); 2) C (-2; -3) és D (1; 6).
1061.° Létezik-e megoldasa az egyenletrendszernek:
2x+u=5, 2+ =-1,
1) 8x—dp =524, 2) «3x+5=1,
F—2p=19; Sx+ 9y =57
1062.° Oldjatok meg az egyenletrendszert:
Bx+ Hp =10, x-Sp=1,
1) «8x-Hp =082, 2) cEx+p="F,
Ax+10p=-F: dy+p=14,

1063.* Irjatok le a 63. dbran lathaté grafikonokhoz tartozé kétvaltozés

linearis egyenletrendszert.
f
Y
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-

SN A

63. abra
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64. abra

1064.° frjétok le a 64. abran lathaté grafikonokhoz tartozé kétvaltozos
linearis egyenletrendszert.
1065.°° A k egyiitthatd milyen értékénél halad at az y = kx + 2 egyenes
a 3x + 5y =5 és Tx — 4y = 43 egyenesek metszéspontjan?
1066.*° Az a milyen értékénél van megoldasa az egyenletrendszernek:
Bx-Tp=21,
G —Op =20,
ax+8y =247

1067.* Oldjatok meg az egyenletet:

D @+ + (x-3)?2=0;

2) (x + 2y — 3)> + x% — 4xy + 4y* = 0;

3) | x—3y—-—6| + (9x + 6y — 32)? = 0;

4) x> + y* + 10x — 12y + 61 = 0;

5) 25x% + 10y? — 30xy + 8y + 16 = 0.
1068.°* Oldjatok meg az egyenletet:

) (x—2y*+ (y—-5>=0;

2) Qx+2y -5+ | dx -6y + 7 | =0;

3) 50x% + 4y? — 28xy + 16x + 64 = 0.
1069." Oldjatok meg az egyenletrendszert:
E 10

2 B -
1) ;+;—15} 2) 21:—3],|+3_t:—2}|_:3}

3 E oz, o 18y

w7 Se-fy Ze-d

1070." Oldjatok meg az egyenletrendszert:

1 7_ a &k _
0 E_;_E’ % t+dy Br-y =

203 e 3 12

;+;—4E .t:+‘i].|+5-t:—].|_ll
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I ISMETLO GYAKORLATOK

1071. Hatarozzatok meg a kifejezés értékét:
D@@+1)+@-1) (@®*+ 1) —a? ha a=-2
2 (@-1) @ +1) @+1) - @+ 1, ha a=i.

1072. A matematikaversenyen a résztvevéknek 12 feladatot kellett
megoldaniuk. Minden helyesen megoldott feladatért 5 pont jart,
a nem megoldottakért pedig levontak 3 pontot. Hany feladatot ol-
dott meg helyesen a résztvevl diak, ha a végén 36 pontot sikeriilt
OsszegyUjtenie?

1073. (INémet folklorbol szarmazo feladat.) Mennyi 1d6 alatt eszik meg
egyltt az oroszlan, a farkas és a kutya harom baranyt, ha az
oroszlan egyediil egy baranyt 1 6ra alatt fogyaszt el, a farkas 3 éra
alatt, a kutya pedig 6 6ra alatt?

1074. Bizonyitsatok be, hogy két, hdrommal nem oszthat6 tetszileges
természetes szam négyzetének kiilonbsége maradék nélkiil osztha-
t6 3-mal.

1075. A gyliumolesosben 90-nél tébb, de 100-nal kevesebb fa nd. Az
Osszes fa egyharmada almafa, negyede pedig szilva. Hany fa nd
a kertben?

1076. Melyik kifejezésnek lesz minden esetben negativ az értéke bar-
milyen x esetében:

1) —x? — 4x + 6; 2) —x* + 16x — 64; 3) —x? + 8x — 18?7

I GYAKOROLJUK A NEM HAGYOMANYOS MODSZEREKET

1077. A 101 x 101 méretd tablazat cellaiba ugy irtak a szamokat,
hogy az egy oszlopban 1év6 szadmok szorzata negativ. Lehetséges-e,
hogy azoknak a soroknak a szama, amelyekben a szadmok szorzata
pozitiv, 517

Al Feladatok megoldasa linearis
egyenletrendszerek segitségével

Megvizsgalunk néhany olyan feladatot, amelyekben a két egyen-
letbdl all6 kétvaltozods linedris egyenletrendszert hasznalnak fel valds
problémak matematikai modelljeként.

1. PELDA Egy ruha és négy szoknya megvarrasdhoz 9 m, mig hdrom
ugyanilyen ruha és nyolc ugyanilyen szoknya megvarrasahoz 21 m
anyagot hasznaltak el. Hiny méter anyagra van szikség kilon-kilon
egy ruha és egy szoknya megvarrasahoz?
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Megoldds: Tételezzik fel, hogy egy ruhdhoz x m anyagra van
sziikség, egy szoknyahoz pedig y m-re. Akkor egy ruhdara és 4 szok-
nyara (x + 4y) m anyag szikséges, ami a feltétel szerint 9 m. Tehat
x + 4y = 9.

3 ruhdhoz és 8 szoknyiahoz (3x + 8y) m vagy 21 m anyagra van
szlikség. Tehat 3x + 8y = 21.

Felallitjuk az egyenletrendszert:

x+dp=19
{:3:: +a2p=21,

Miutan megoldottuk, a kévetkez6 eredményt kapjuk: x = 3, y = 1,5.
Ez azt jelenti, hogy egy ruha megvarrasahoz 3 m, mig egy szoknya
megvarrasdhoz 1,5 m anyagra van sziikség.

Felelet: 3m, 1,6 m. ®

2. PELDA A vérosbdl a t6le 264 km-re 1évé B varosba egy motorke-
rékparos indult el. 2 6 muilva a B varosbdl szembe vele egy kerékparos
indult el, aki 1 6-val az elindulasa utan talalkozott a motorkerékparos-
sal. Hatarozzatok meg mindkettdjik sebességét, ha a motorkerékparos
2 6 alatt 40 km-rel tobbet tesz meg, mint a kerékparos 5 6 alatt.

Megoldds: Legyen a motoros sebessége x km/6, a kerékparosé
pedig y km/6. A talalkozéasig a motoros 3 6-t volt iton és 3x km-t tett
meg, a kerékparos pedig 1 6-t és y km-t. Osszesen 264 km-t tettek
meg. Akkor 3x + y = 264.

A kerékparos 5 6 alatt 5y km-t tesz meg, a motoros pedig 2 6 alatt
2x km-t, ami 40 km-rel tobb, mint 5y km. Ezek alapjan 2x — 5y = 40.

A kovetkezb egyenletrendszert kaptuk:

Qr+p==264,
{23:— fp =40,
melynek a megoldasa az x = 80, y = 24 szadmpar.

Tehat a motorkerékparos sebessége 80 km/6, a kerékparosé pedig
24 km/é.

Felelet: 80 km/6, 24 km/6. @

3. PELDA A szék és az asztal egyiitt 680 hrivnyaba kerilt. Miutan
az asztal 20%-kal olesébb, a szék pedig 10% dragabb lett, egytutt 580
hrivnyéaba kertiiltek. Hatdarozzatok meg az asztal és a szék eredeti arat.
Megoldds: Legyen az asztal eredeti ara x hrn, a széké pedig
y hrn. A feladat feltétele szerint x + y = 680.
Az asztal ) ara a régi ar 80%-a, ami 0,8x hrn. A szék Uj ara a
régi ar 110%-a, ami 1,1y hrn. Akkor 0,8x + 1,1y = 580.
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A kovetkez6 egyenletrendszert kapjuk:
Z+p =620
{U:_E.‘:-+1:_13.'= 520,
A megoldas az x = 560, y = 120 szampaAr.
Tehat az asztal eredeti ara 560 hrn, a széké pedig 120 hrn.
Felelet: 560 hrn, 120 hrn. @

4. PELDA Héany gramm 3%-os és hany gramm 8%-os séoldatra van
sziitkség 500 g 4%-o0s séoldat elGallitasahoz?

Megoldds: Legyen az els§ oldatbdl szikséges mennyiség x g,
a masodikbdl sziikséges mennyiség pedig y g. A feltétel szerint
x +y = 500.

A 3%-os soéoldat 0,03x g, a 8%-os pedig 0,08y g s6t tartal-
maz. Az 500 g 4%-os oldatban 500 - 0,04 = 20 (g) s6 van. Tehat
0,03x + 0,08y = 20. Osszeallitjuk az egyenletrendszert:

x+p=5000,
{u,uam 0,08y = 20,
£=400,
I,I :1 |:||:|.
Vagyis 400 g 3%-0s és 100 g 8%-0s oldatra van sziikség.
Felelet: 400 g, 100 g. ®

A rendszer megoldasa: {

5. PELDA Péternek 5 hrivnyas és 20 hrivnyés cimletd pénze volt.
Azt mondta, hogy 20 db bankjeggyel fizetve vasarolt 255 hrivnyaért
egy futball-labdat. Laci viszont azt allitja, hogy ez lehetetlen. Melyi-
kiknek van igaza?
Megoldds: Tételezzik fel, hogy volt x darab 5 hrivnyas és y da-

rab 20 hrivnyas bankjegye. Akkor:

r+w =180,

{5.1:+ 20w =255,

A rendszer megoldasa a {93,103:] szampar. Ez nem felel meg a

feladat feltételének, mivel a bankjegyek szama csak természetes szam
lehet.
Felelet: Lacinak van igaza. @

I GYAKORLATOK

1078.° Talaljatok két olyan szamot, melyek 6sszege 63, kiilonbsége
pedig 19.

1079.° Talaljatok két olyan szamot, melyek kulonbsége 23, a nagyob-
bik szam kétszeresének és a masik szamnak az Osszege pedig 22.
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1080.° (A. Csehov Hazitanité c. elbeszélésébdl'.) A kupec (kereskedd)
138 arsin? fekete és kék anyagot vasarolt 540 rubelért. Kérdés:
hany arsint vett egyik és masik anyagbdl, ha a kékbdl egy arsin
5 rubel, a feketébdl pedig 3 rubel?

1081.° A 46 turistabdl allé csoport 10 csénakon indult vizitarazni,
melyek egy része négy-, masik része hatszemélyes volt. Hany darab
volt az egyes fajta csénakokbdl?

1082.° 4 16 és 12 tehén ellatasahoz naponta 120 kg szénara van szuk-
ség, 3 16 és 20 tehén ellatasahoz pedig 167 kg-ra. Hatarozzatok
meg egy 16 és egy tehén napi szénaadagjat.

1083.° Az els6 napon 2 lanctalpas és egy kerekes traktor 22 ha-t szan-
tott fel, a masodik napon pedig 3 lanctalpas és 8 kerekes traktor
72 ha-t. Hany hektar féldet tud felszantani naponta egy lanctalpas
és mennyit egy kerekes traktor?

1084.° Két munkas 135 alkatrészt készitett. Az egyik munkas 7 napot
dolgozott, a masik pedig 12-t. Hany alkatrészt gyartott le egy-egy
munkas naponta, ha az elsé 3 nap alatt 3 alkatrésszel tobbet ké-
szitett el, mint a masik 4 nap alatt?

1085.° A gylimolesosben két brigad szedte az almat. Az egyik brigad
els6 nap 5 6-t dolgozott, a masik pedig 4-et. Osszesen 40 q alméat
szedtek. Masnap hasonlé teljesitmény mellett az elsé brigad 3 6
alatt 2 g-val tobbet szedett, mint a masodik 2 6 alatt. Hany mazsa
almat szedett mindegyik brigad egy éra alatt?

1086.° 6 ceruzakészletért és 5 korzéért 144 hrivnyat fizettek. Mennyi-
be kerilt egy ceruzakészlet és egy korzG, ha 3 ceruzakészlet egy
korzénél 30 hrivnyaval dragabb?

1087.° 11 fuzetért és 8 tollért 49 hrivnyat fizettek. Mennyibe keril
egy fluzet és mennyibe egy toll, ha 5 flizet 7 hrivnyaval dragabb
4 tollnal?

1088.° Kijevbdl és a téle 256 km-re 1évé Vinnicabdl egyszerre indult
el egymassal szemben egy gépkocsi és egy autdbusz, amelyek 2 6
mulva talalkoztak. Hatarozzatok meg mindkét jarmid sebességét,
ha ismeretes, hogy az autébusz 2 6 alatt 46 km-rel tébbet tett meg,
mint a gépkocsi 1 6 alatt.

1089.° Két, egymastdl 300 km-re 1évé allomasrdl egyszerre indult el
egymassal szemben egy személy- és egy tehervonat, majd 3 6 mul-
va talalkoztak. Ha a személyvonat 1 6-val hamarabb indult volna
el, mint a tehervonat, akkor a tehervonat induldsatdél szamitott

L' A. Csehov (1860-1904) — neves orosz iro.
2 Arsin — régi hosszmérték, ami 71,12 cm-nek felel meg.



210 4.8. KETVALTOZOS LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK

2,4 6-mulva taldlkoztak volna. Hatarozzatok meg a vonatok se-
bességét.

1090.° A falubdl a gyalogos az allomas felé indult. 30 perc mulva
ugyanebbdl a falubdl egy kerékparos is elindult, majd 10 perc mul-
va utolérte a gyalogost. Hatarozzatok meg a gyalogos és a kerék-
paros sebességét, ha ismeretes, hogy a gyalogos 3 6 alatt 4 km-rel
nagyobb utat tesz meg, mint a kerékparos fél 6ra alatt.

1091.° Zsitomirbdl a téle 536 km-re 1év6 Odesszaba egy gépkocsi indult
el. Az indulas utan 2,5 6-val vele szemben Odesszabdl is elindult
egy gépkocsi, majd 2 6 mulva taldalkozott a masik gépkocsival.
Hatarozzatok meg a gépkocsik sebességét, ha az els6 2 6 alatt
69 km-rel kisebb tavolsagot tesz meg, mint a masodik 3 6 alatt.

1092.° Két kannaban tej volt. Ha az egyik kannabdl atontenek 10 1-t
a masikba, mindkét kannaban azonos mennyiségl tej lesz. Ha a
masik kannabdl ontenek at 20 1-t az els6be, akkor abban 2,5-szer
tobb tej lesz. Hany liter tej volt mindegyik kannaban?

1093.° Miutan a vonat elsé kocsijaba felszallt 4 utas, a masodik kocsi-
bél pedig 4 leszallt, mindkét kocsiban azonos szamu utas lett. Ha
az elsé kocsiba felszallna még 2 utas, a masodikba pedig 24, akkor
az els6 kocsiban 2-szer kevesebben lennének, mint a masodikban.
Hany utas volt a kocsikban eredetileg?

1094.* A motorcséonak 3 6-t a vizfolyas ellen, majd 2,5 6-t a vizfolyas
iranyaban haladva 98 km-t tett meg. Hatarozzatok meg a csénak és
a vizfolyas sebességét, ha 5 6 alatt a vizfolyas iranyaban 36 km-rel
tobbet tesz meg, mint 4 6 alatt a vizfolyassal szemben.

1095.° A motorcsénak a vizfolyas iranyaban 5 6 alatt 70 km-rel na-
gyobb tavolsagot tesz meg, mint 3 6 alatt a vizfolyassal szemben.
Hatarozzatok meg a motorcsonak sebességét allévizben, valamint
a vizfolyas sebességét, ha 9 6 alatt a tavon akkora tavolsagot tesz
meg, mint a vizfolyassal szemben 10 6 alatt.

1096.° (Gorog folklorbol szarmazé feladat.) Ballag egymas mellett aru-
val megpakolva a szamar és az 6szvér. A szamar panaszkodik a
nehéz teherre, mire az 6szvér azt feleli: ,Mit panaszkodsz? Ha
atveszem az egyik zsakot a hatadrél, akkor az én terhem kétszer
nehezebb lesz a tiédnél. Ha viszont te veszel el télem egy zsakot,
akkor mindketten ugyanannyit cipelink majd.” Mondjatok meg
béles matematikusok, hany zsakot cipelt a szamar és hanyat az
Oszvér?

1097.° (Indiai folklorbél szarmazé feladat) Az egyilk azt mondja a
masiknak: ,Adjal 100 rapiat és én kétszer gazdagabb leszek nalad.”
A masik erre ezt felelte: ,Ha te adsz nekem 10 rupiat, akkor én
hatszor leszek gazdagabb nalad.” Mennyi pénze volt mindegyiknek?
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1098.° A fii 6 évvel ezelott 4-szer fiatalabb volt az apjanal, 12 év
mulva pedig 2-szer lesz nala fiatalabb. Hany éves az apa és a fia?

1099.° A nagymama 6 évvel ezelGtt 9-szer idGsebb volt az unokajanal,
4 évvel ezel6tt pedig 7-szer. Hany éves a nagymama és az unokaja?

1100.° Két szabomihelynek 75 6ltonyt kellett megvarrni. Mikor az
egyik mihely elkészilt a rendelés 60%-aval, a masik pedig az
50%-kal, kiderult, hogy az els6 mihely 12 6ltonnyel tobbet varrt
meg, mint a masik. Hany 6ltonyt kellett megvarrnia mindegyik
mtiihelynek?

1101.* Lacinak és Evdnak 60 hrivnyaja volt. Amikor Laci a pénze
1

5 b6l matematikai feladatgy(jteményt, mig Eva a sajat pénze

%-bél helyesirasi gyakorléfiizetet vasarolt, kideriilt, hogy Laci

1 hrivnyaval kevesebbet koltott. Mennyi pénzik volt kilon-kilon
a vasarlas el6tt?

1102.° 4 kg uborka és 3 kg paradicsom 24 hrivnyaba kerilt. Miutan az
uborka 50%-kal megdragult, a paradicsom viszont 20%-kal olcsébb
lett, 2 kg uborkaért és 5 kg paradicsomért 25 hrivnyat fizettek.
Hatarozzatok meg 1 kg uborka és 1 kg paradicsom kezdeti arat.

1103.° Ismeretes, hogy 2 doboz festék és 3 doboz alapozb 64 hrivnyaba
keriilt. Miutan a festék 50%-kal olcsébb lett, az alapozénak pedig
40%-kal felment az ara, 6 doboz festékért és 5 doboz alapozdért
116 hrivnyat fizettek. Mennyibe keriilt eredetileg egy doboz festék
és egy doboz alapoz6?

1104.° Zoltan 1400 hrivnyat tett be a bankba két kiilonb6z6 szamlara.
Az egyik szamla évi 4%, a masik pedig évi 6% kamatot fizet. A két
szamlan egy év alatt 68 hrivnya kamat jétt 6ssze. Hany hrivnyat
tett be Zoltan a bankba mindegyik szamlara?

1105.° Tamas 1200 hrivnyat tett a bankba két kulonb6zd szamlara.
Az egyik szamla évi 5%-ot, mig a masik évi 7%-ot kamatozik. Egy
év mulva az 5%-os szamlara 24 hrivnyaval tébb kamatot kapott,
mint a masikra. Hany hrivnyat tett Tamas mindegyik szdmlara?

1106.° Ismeretes, hogy az a szam 60%-a 2-vel tébb a b szam 70%-anal,

a b szam 50%-a pedig 10-zel tébb az a szam %-nél. Hatarozzatok

meg az a és b szamokat.
1107.° Tudjuk, hogy az egyik szam 25%-a egyenld a masik szam 20%-

) . P 1 ) . )
aval, viszont az els6 szam Ea 4-gyel kevesebb a masodik szam

40%-anal. Hatarozzatok meg a két szamot.



212 4.8. KETVALTOZOS LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK

1108.° Van két réz-cink 6tvozetink. Az egyik 6tvozetben 9%, a masik-
ban 30% a cink részaranya. Hany kilogramm o6tviozetet kell ven-
nink mind a két fajtabdl, hogy olyan 300 kg o6tvozetet kapjunk,
amelyben a cink részaranya 23% ?

1109.° Van két vizes séoldatunk. Az egyik oldatban 25%-0s, a masik-
ban 40%-0s a sétartalom. Hany kilogramm oldatot kell Gsszeke-
verniink mindegyik fajtabdl, hogy 50 kg 34%-o0s sboldatot kapjunk?

1110.° Egy kétjegyl szam szamjegyeinek Gsszege 15. Ha megcseréljuk
a két szamjegy helyét, akkor a kezdeti szamnal 9-cel kisebb szamot
kapunk. Hatarozzatok meg a szamot.

1111.° A téglalap kerilete 28 cm. Ha a két szembelévd oldalat 6 cm-rel
megnoveljik, a masik kett6t pedig 2 em-rel cs6kkentjik, a teriilete
24 cm?-rel megnd. Hatarozzatok meg a téglalap oldalainak hosszat.

1112. Ha a téglalap mindegyik oldalat noveljik 3 cm-rel, a teriilete
45 cm?-rel megnd. Ha viszont a két szemben 1év6 oldalat megno-
veljik 4 cm-rel, a masik kettét pedig 5 cm-rel csokkentjik, akkor
a tertlete 17 cm?-rel csokken. Hatarozzatok meg a téglalap olda-
lainak a hosszat.

1113.° Az egymastdl 45 km-re 1év6 falubdl egymassal szemben egyszer-
re egy kerékparos és egy gyalogos indult el. 3 6 malva talalkoztak.
Ha a kerékparos a gyalogostdl 1 6 15 perccel hamarabb indult
volna el, akkor 2 6-val a gyalogos elindulasa utan talalkozhattak
volna. Milyen sebességgel haladt mindegyikuk?

1114.° Az egymastdl 24 km-re 1év6 A és B taborbdl egymassal szem-
ben egyszerre két turista indult el. Elindulasuk utan 2 6-val még
nem talalkoztak, és a kozottiik 1év6 tavolsag 6 km volt. Még 2 6
elteltével egyikGjiknek 4 km-rel kevesebbet kellett megtennie a B
taborig, mint a masiknak az A-ig. Hatdrozzatok meg a turistak
sebességét.

1115.>* A kerékparos meghatarozott sebességgel az elGre eltervezett
1d6 alatt ért az A pontbdl a B pontba. Ha 3 km/é-val néveli a sebes-
ségét, akkor 1 6-val hamarabb ér a B pontba, ha viszont éranként
2 km-rel kevesebbet tett volna meg, akkor 1 6-val késébb ér oda.
Hatarozzatok meg a kerékparos sebességét.

1116.°* A rakomanyt néhany azonos teherbirdasa gépkocsi szallitotta el.
Ha minden gépkocsira 1 t-val tébb terhet raknak, akkor 3 gépko-
csival kevesebb is elegendd lett volna. Ha viszont 2 t-val kevesebb
a teher, akkor 5 gépkocsival kevesebbre van sziikség. Hatarozzatok
meg az elszallitott rakomany tomegét.
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1117.° A két allomas kozotti tavolsagot a személyvonat 3 6-val gyor-
sabban teszi meg, mint a tehervonat, a gyorsvonat pedig 1 6-val
kevesebb 1d§ alatt, mint a személyvonat. A tehervonat sebessége
25 km/6-val kisebb a személyvonat sebességénél, a gyorsvonaté pe-
dig 15 km/6-val nagyobb a személyvonaténal. Hatarozzatok meg a
vonatok sebességét, és az allomasok kozotti tavolsagot.

1118.** Az autbébusz és az iranytaxi menetrend szerint mindennap
8 6-kor indulnak ki egymassal szemben Alsdszabadi és FelsGszaba-
di varosokbdl, majd 8 6 10 perckor talalkoznak. A varosok kozotti
tavolsag 18 km. Egyik nap az autébusz menetrend szerint indult
el, az iranytaxi viszont némi késéssel 8 6 9 perckor. Ezért aznap
csak 8 6 15 perckor talalkoztak. Hatarozzatok meg a jarmtvek
sebességét.

1119.°° Napvarosbdl Vidamfalvara 9 6 5 perckor és 9 6 45 perckor
azonos sebességgel egy-egy autdbusz indult el. Vidamfalvardl Nap-
varosba viszont 9 6 30 perckor egy kerékparos indult utnak, és
9 6 45 perckor talalkozott az egyik, majd 10 6 15 perckor a masik
autobusszal. Hatarozzatok meg a buszok és a kerékparos sebessé-
gét, ha a két telepiilés kozotti tavolsag 36 km.

1120.* A két anyagbdl 4ll6 keverék tomege 800 g. Miutan kivalasz-

tottak belGle az egyik anyag % részét és a masik anyag 60%-at,

az els6 anyagbdl 72 g-mal kevesebb maradt a keverékben, mint a
masodikbél. Hany gramm volt mindkét anyagbdl a keverékben ere-
detileg?

1121.°° A réz-cink Otvozetben az utdbbibdl 48 kg-mal kevesebb volt,

mint rézbGl. Miutan az 6tvozetbll kinyerték a benne 1év6 réz %

-ét, valamint a cink 80%-at, az 6tvozet tomege 10 kg lett. Hany
kilogramm volt mindegyik Gsszetevébdl az 6tvizetben eredetileg?

1122.°°* Egy kétjegyl szam szamjegyeinek 6sszege 9, raadasul a tizesek
szamjegye nagyobb az egyesekénél. Az adott szdmnak és szamje-
gyel kiilonbségének a hanyadosa 14, a maradék pedig 2. Hataroz-
zatok meg az adott szamot.

1123.>* Egy kétjegyl szam szamjegyeinek kiilonbsége 6, mikozben a
tizesek szamjegye kisebb az egyesekénél. Ha elosztjuk a szamot a
szamjegyel Osszegével, akkor 3-at kapunk és a maradék 3. Hata-
rozzatok meg a keresett szamot.

1124." Az egyik tartalyban 12 1, a mésikban 32 1 viz volt. Ha az elsd
tartalyt szinultig toltjik vizzel a masodik tartalybdl, akkor a ma-
sodik félig uires marad. Ha viszont a méasodik tartalyt toltjuk szi-

nultig az elsd tartalybdl, akkor az elsé tartaly % része lesz meg-

toltve. Hatarozzatok meg a tartalyok térfogatat.
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1125." A 40 1 és 60 1 Grtartalmi edényekben valamennyi viz volt. Ha
a nagyobbik edénybdl vett vizbol szintiltig toltjiik a kisebbik edényt,

akkor a nagyobbikban a korabban benne 1év viz % része marad.

Ha viszont a nagyobbik edényt toltjiik teli a kisebbik edénybdl,

akkor a kisebbikben az eredetileg benne 1év4 viz %-e marad.

Hany liter viz volt mindegyik edényben?

1126." Létezik-e olyan kétjegyl szdm, amelyre igaz a kovetkezd§ allitas:
a tizesek szdmjegye 2-vel nagyobb az egyesekénél, a szam és az
azonos szamjegyekbdl forditva felirt szam kozotti kiulonbség pedig:
1) 20; 2) 18? Ha létezik, hatarozzatok meg.

11277 (L. Tolsztoj* feladata) Kiment a rétre a kaszisok csapata. Két
tertletet kellett lekaszalniuk, amelyek kozul az egyik kétszer na-
gyobb a masiknal. Délig az egész csapat a nagyobbik teriletet
kaszalta, majd délben kettévaltak, és a csapat fele ott maradt, a
masik fele a kisebbik rétet kezdte kaszalni. Estig a nagyobbik rét-
tel elkésziltek, a kisebbikbdl pedig egy olyan rész maradt, amelyet
masnap, egész nap dolgozva, egy ember kaszalt le. Hany kaszasbdl
allt a csapat?

I ISMETLO GYAKORLATOK

1128. A 4 (0,5x — 3) = 3x + * egyenlGségbe a csillag helyébe irjatok
olyan kifejezést, hogy a kapott egyenletnek:
1) ne legyen gyoke;

2) szamtalan gycke legyen;
3) egy gyoke legyen.

1129. Abrézoljétok a fliiggvény grafikonjat:
Dy=0Cx -1 (4x+ 2x + 1) — 8«3
Dy=x+1 (x+4) —(+ 332
3) y = (0,5x + 2)>2 — (0,5x — 1) (0,5x + 1).

1130. frjétok le a 12ab kifejezést két tobbtag négyzetének kiilonbsé-
geként. Hany megoldas létezik?

1131. Bizonyitsatok be, hogy az a barmely értékénél az (@ — 3) X
X (@ —a+ 2)—a (a@—-2)?+ 2a kifejezés maradék nélkil oszthatd
3-mal.

1132. Bizonyitsatok be az azonossagot: (@ — bc)> — 2 (b%¢? — a?) +
+ (bc + a)? = 4a?.

! Lev Tolsztoj (1828—-1910) — neves orosz iré.
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1133. Bontsatok tényezbSkre a kifejezést:

1) 4kn + 6ak + 6an + 9a? 3) ¥y (x? + 8x + 16) — ab;
2) b® — 4b* + 12b% - 9; 4) 9x% — 6x — 35.

1134. Ismeretes, hogy x + y = a, xy = b, x> + y* = c¢. Hatarozzatok
meg az a, b és ¢ kozotti osszefliggést.

1135. Az A (2; 3) és B (5; a) pontok az y = kx egyenesen fekszenek.
Hatarozzatok meg az a értékét.

1136. Hatarozzatok meg az x azon értékét, amelynél az (@ — 1)* +
+ 4 (a — 1) — x kifejezés tényezGkre bonthat6 az 6sszeg négyzetének
képlete alapjan.

1137. Az y =ax + 12 és y = 3 — a) x + a fluggvények grafikonjai
a 2 abszcisszdju pontban metszik egymast. Hatarozzatok meg a
metszéspont ordinatajat.

I GYAKOROLJUK A NEM HAGYOMANYOS MODSZEREKET

1138. Bizonyitsatok be, hogy a természetes szam négyzete paratlan
szamu osztoval rendelkezik.

7. SZAMU FELADATSOR. ONELLENORZES TESZT FORMAJABAN

1. A kovetkez6 szamparok kézil melyik az 5x + 3y = 4 egyenlet meg-
oldasa?
A) (2; 1) B) (1; 0); 0 2; -2); D) -1; 2).
2. Melyik szampar a 2x — 5y = 10 egyenlet grafikonja és az abszcisz-
szatengely metszépontjanak koordinataja?
A) (0; -2); B) (-2; 0); 0) (0; 5); D) (5; 0).
Dx—du=11,

3. Oldjatok meg az egyenletrendszert.
2r+dp=10
A) 3; D B) @; 3); C) 1; 2); D) Z; D).
165+ 8p="F
4. Oldjatok meg a TAF=T, egyenletrendszert.
2x-p=~h
A) (3; -19); B) (1; -4); C) (=5; 41); D) (-1; 11).
=1
5. Legyen az (a; b) szampar az {:-:}I ’?‘ egyenletrendszer megolda-
-u=
sa. Hatarozzatok meg az a? — b? kifejezés értékét.
A) 5; B) -5; C) 3; D) -3.
. s , Gty =4,
6. Az a milyen értékénél nincs megoldasa a . egyenletrend-
r-ap=-

szernek?
A) 3; B) -3 ) %-, D) -%.
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do+By =10,

egyenletrendszer
-y =5 8y

7. A b milyen értékénél rendelkezik a {

végtelen szamu megoldassal?

A) —6; B) 6; C) 3; D) nem létezik olyan érték.
8. A linearis fluggvény grafikonja athalad az A (1; 4) és B (-2; 13)

pontokon. Adjatok meg a fluiggvény képletét.

A)y=3x+1 Byy=-3x+7, C)y=-3x+1, D)y=3x + 7.
9. Az anya és kislanya egytitt 208 derelyét készitett, mikézben a kis-

lany 2 6-t, az anyja 3 6-t dolgozott. 1 6 alatt az anya 16 derelyével

tobbet készit el, mint a lanya.

Tételezziik fel, hogy a kislany 1 6 alatt x derelyét készit, az any-

ja pedig y-t. Az alabbi egyenletrendszerek koziil melyik a feladat

matematikai modellje?

A) Lo+ iy =208, o) Zx+ =208,
x-y=1f p-x=16;

B) O+ Bp =208, D) O+ Bp =208,
x-p=16; ¥—x=16,

10. Két, egymastél 60 km-re 1év6 varosbdl elindult egy teherautd és
egy személygépkocsi. Ha egymaéssal szemben haladnak, akkor 30
perc mulva talalkoznak. Ha egy iranyban haladnak, a személygép-
kocsi 3 6 mulva éri utol az teherautot.

Legyen x km/é a teherauté és y km/6 a személygépkocsi sebessége.
Melyik egyenletrendszer felel meg a feladat feltételeinek?

05+ 0,50 =60 A0+ 90p =610
A) E + :-EE'I E C) £+ 3" E

fp— s =60 gy =60

a0y + 30y =60 0.5+ 0 5y =60
B) £+ 3" - D) H + }Eg'l E

dp—dx =60 dx - Op =60

11. A csillar és az asztali lampa 6sszesen 2000 hrivnyaba kerul. Mi-
utan a csillar 10%-kal megdragult, az asztali lampat pedig 10%-kal
leértékelték, egyiitt 2020 hrivnyaba keriltek.

Legyen a csillar eredeti ara x hrn, az asztali lampaé pedig y hrn.
Az alabbi egyenletrendszerek kozil melyik a feladat matematikai

modellje?
) x+p=E2000, C x+w=52000,
110+ 90p=2020; 01x+01yp= 2020,

Z+p=2000, D Z+p=2000,
11+ 09p=2020; 09xc+11w=2020,
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12. Oldjatok meg az x? + 3% + 12x — 2y + 37 = 0 egyenletet.
A) (6; 1); B) (-6; 1) C) (-6; -1) D) nincs megoldasa.

A 4. PARAGRAFUS OSSZEFOGLALASA

A kétvaltozos egyenlet megoldasa
Az egyenletet igaz egyenlGséggé alakitdé valtozok értékparjat, a
kétvaltozds egyenlet megolddsanak nevezzik.

Megoldani a kétvaltozés egyenletet
A kétvaltozos egyenletet megoldani annyit jelent, mint megtalalni
a megoldasait, vagy bebizonyitani, hogy azok nem léteznek.

A kétvaltozos egyenletek tulajdonsagai

e Ha az egyenlet jobb és bal oldalahoz hozzaadjuk (vagy mindkét
oldalabdl kivonjuk) ugyanazt a szamot, akkor a kapott egyenletnek
is ugyanazok lesznek a megoldasai, mint az eredeti egyenleté.

o Ha valamelyik 6sszeadand6t az egyenlet egyik oldalardl atvissziik
ellenkezd elGjellel a masik oldalra, az egyenlet megolddsai nem
valtoznak.

o Ha az egyenlet mindkét oldalat megszorozzuk (elosztjuk) ugyan-
azon szammal, az egyenlet megoldasai nem valtoznak.

A kétvaltozos egyenlet grafikonja
A kétvaltozos egyenlet grafikonjanak azt a mértani alakzatot ne-
vezzik, amelyik a koordinatasik azon, és csakis azon pontjaibdl
all, melyek koordinatai (szamparok) az egyenlet megoldasai.
Kétvaltozos linearis egyenlet
Kétvaltozos linearis egyenletnek nevezzik az ax + by = ¢ alakban

felirhaté egyenletet, ahol x és y valtozdk, a, b és ¢ pedig tetszs-
leges szamok.

A kétvaltozos linearis egyenlet grafikonja
Amennyiben: 1) b #0; 2) b =0 és a # 0 — az ax + by = ¢ egyenlet
grafikonja egyenes.
A Ox + 0y = 0 egyenlet grafikonja a teljes koordinatasik.

A kétvaltozos egyenletrendszer megoldasa
A kétvaltozds egyenletrendszer megoldasanak azt a szampart ne-
vezzik, amelyik mindegyik egyenletet igaz egyenlGséggé alakitja.
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Egyenletrendszerek megoldasa behelyettesité modszerrel
1) Az egyik egyenletbil kifejezziikk az egyik valtozét a mésikon
keresztil,;
2) a kifejezett valtozd helyett kapott kifejezést behelyettesitjuk a
masik egyenletbe;
3) megoldjuk a mésodik lépésben kapott egyvaltozds egyenletet;
4) a valtozé megkapott értékét behelyettesitjiik az elsG 1épésben
kapott kifejezésbe;
5) kiszamitjuk a masik valtoz6 értékét.
Egyenletrendszerek megoldasa egyenl6é egyutthatok médsze-
rével
1) Kivalasztva a megfelel§ egytitthatokat, atalakitjuk az egyik,
esetleg mindkét egyenletet gy, hogy az azonos valtozok melletti
egyutthatok ellenkezd elGjelliek legyenek;
2) tagonként Gsszeadjuk az elsG lépésben kapott egyenletek jobb
és bal oldalat;
3) megoldjuk a méasodik 1épésben kapott egyvaltozds egyenletet;
4) a harmadik 1épésben kapott értéket behelyettesitjik az eredeti
rendszer barmelyik egyenletébe;
5) kiszamitjuk a masik valtozé értékét.



219

A 7. OSZTALYOS ALGEBRA ISMETLESI FELADATAI

1139. Toltsétek ki a tablazatot:

a -2 -1 -0,5 0 0,5 1 2
ad — a2
a* + a?

1140. Adjatok meg hatvanyként.

D @4 4) @)% 7) a’a‘a’; 10) (@*)° : a7
2) ata?; 5) a’a’a?; 8) (atab)s; 11) (@?? : (@93
3) a’a’; 6) (a?)?a%; 9 (@®°af; 12) (a®a’) : a.

1141. Az x milyen értékénél igaz az egyenlGség:
1) 5% 56 = 524 2) (37)* = 35m; ) 2¥-2m = 26m: 4) I:-'l*:lh--'lh:,
ahol m természetes szam?

1142. Azonossagok-e a kifejezések:

1) —a? és (—a)% 4) 9a - a? és (Ba)? - a;

2) —a? és (—a)? 5) (a*)? és (a?)%;

3) (@®? és a’; 6) 2a)® - (0,5a)? és 2a‘*a?
1143. Adjatok meg hatvanyként, és szamitsatok ki:

1) 81 - 3% 2) 43 - 8% 3) 1002 - 1000°.
1144. Hasonlitsatok Gssze:

1) 155 - 26 és 25 - 155 2) 25 - 3% - 5t és 21 - 35 - 53,
1145. Hasonlitsatok ossze:

1) 10%° és 101 2) 10 és 9990°.
1146. Egyszer(sitsétek le:

1) da - (-aB); 5) ~Lapista® 128,

2) —Emd.01mtn - ha™y 6) %E‘c-(—l 2ada™ . 1, S Y

3) 0,3ab* - 1,2a%b; 7) 3x5 - (—4x2y)?

4) —6x%y° - 1,5xy; 8) (—xy)® - (=2x%y?)*.
1147. Adjatok meg az A egytagot B" alakban, ahol B egytagu kifeje-

zés, ha:

1) A=a%® n=23; 3) A = 8la?b*c®, n = 2;

2) A = 32a'°, n = 5; 4) A = -8a'?b®, n = 3.

1148. Egyszerdsitsétek le:
1) 4a®ab — 6a2bb® — 5ab - 3a + 7a’b - 0,2b%
2) 11m? - 2mn — 9mn - 6mn® + 10mnm,;
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3) -E::x::x:";::{ .q.ljl+13m_,.l gy:x:":

4) 9x3xy? — 8xy*y® + 12x%y - 4y — 0,4xy3 - 6x%y2,
1149. Hatarozzatok meg a tobbtagok Osszegét és kiilonbségét:

i L e, 2 i il
1) 286075 és Eb"—lgb, 2) 1?f+29y és 214;&‘ 1=y

1150. Bizonyitsatok be, hogy a 3x* — 9x — (8 — 5x% — (9x — 8x?)) kife-
jezés értéke flggetlen a valtozotdl.

1151. Milyen tobbtagot kell az a* — b* + a® — b — 3ab tobbtaghoz
hozz4adni, hogy oOsszegik b* + 2ab -val legyen egyenl§?

1152. Milyen tobbtagot kell kivonni a 3¢® — 2¢* + 14¢3 — 4¢% + ¢ tébb-
tagbdl, hogy kiilonbségiik 5¢ + ¢? — 7c -vel legyen egyenl§?

1153. Milyen tobbtagot kell hozzdadni az m® — m?n + mn? — n* tébb-
taghoz, hogy Gsszegik 5 legyen?

1154. Létezik-e az xnek és y-nak olyan értéke, melyeknél a
—4x? — 12xy + Ty? és 6x% + 12xy — 5y? tobbtagok egyszerre negativ
értéket vesznek fel?

1155. Hatarozzatok meg a kifejezés értékét:
1) 2a (Ba — 5) — 4a (4a — 5), ha a = -0,2;
2) Tab 2a — 3b) + 2a (Bab + 10b62), ha a = -3, b = 5;
3) 2a* Ba® + a — 8) — 6a’, ha a = 1.

1156. Oldjatok meg az egyenletet:

x-1 x _ E—Zx 2:: Ev+l _ @ -9,

1) E =2 g9 ¢ 9 3 i -
S+l Ex S-2x 9::-? Ox+13  3—x,

2) Z & 3 ° 5) 4 = 2
x+E 1+x El:+1 B +V  Ex—H

3) T 5 3 6) 3 +_EI =1,

1157. Oldjatok meg az egyenletet:
1) 3x 4x — 1) — 6x (1,5 + 2x) = 4,8;
2) 0,2x (bx — 8) + 3,6 = x (x — 0,7);
3)x(9x—-4) —3x Bx—1) = 8 — x;
4) 18x% — 6x (Bx + 2) = —12x.
1158. Bizonyitsatok be az azonossagot:
1) -0,2¢" (2, 85— 6 - =052 0,845 - At 4 24%
2) fE-HEd+ia-1S=jz-Nad+dz-12).
1159. Az a milyen értéke mellett lesz az
Bx+a) (x —2) =5x>—Tx — 2a
egyenldség azonossag?
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1160. Milyen értéket kell behelyettesiteni a b helyett, hogy a
Bx+b) (x+3)=3x2+5x+ 3b
egyenl@ség azonossag legyen?
1161. Adjatok meg szorzat alakjaban:

1) %aﬁ —%a“b;_ 3) x3y?25 — 2xy523 + 3x?yiz;
2) 5m?n’k* + 35m*n3k? 4) a>"b* — a"b*",

ahol n természetes szam.
1162. Szamitsatok ki a tobbtagu kifejezés értékét a kozos tényezd
kiemelésével:
1) a? + 4,72a — 32,8, ha a = 5,28;
2) 12,3x — 12,3y + 4,7, ha x = 8,14, y = 8,04.
1163. Szamitsatok ki a tobbtagu kifejezés értékét a kozos tényezd
kiemelésével:
1) 2,49 - 185195 . 1 8441 35%
2) 0,259, 1 6+0,25 - 1,6%-0.25 .16 . 0,25,
3) 9,84 - 12F - 024 1644+ 29 . 676,
4) 512 - 9F6+512 . 596-51%,
1164. Bizonyitsatok be, hogy:
1) 17 + 172 — 17 oszthaté 61-gyel;
2) 25% — 125?% oszthatdé 40-nel,;
3) 6% — 18 oszthat6 42-vel;
4) 5 - 292 _ 3 - 291 + 2960 ggzthaté 60-nal.
1165. Bizonyitsatok be, hogy:
1) aFbz maradék nélkiil oszthaté 11-gyel;
2) @aakbE maradék nélkul oszthatd 37-tel;
3) ahalab maradék nélkil oszthatd 7-tel,;
4) abab —Bakbz maradék nélkiil oszthaté 9-cel és 10-zel.
1166. Az a milyen értékénél lesz az
x+2)(x—4)—-(x—-2)(x+4) =ax
egyenletnek végtelen szamua gyoke?

1167. Az a milyen értékénél nincs megoldasa a
Bx—-1) (x+a)=0Bx—-2) (x +1)

egyenletnek.

1168. Adjatok meg szorzat alakjaban:
1) xm — xn + ym — yn; 5) 6ab? — 3b% + 2a%b — ab;
2) 3a — 3b + ac — bg; 6) 2¢3 — 5c¢%d — 4c¢ + 10d,;
3)9a —ab — 9 + b; 7) x3y? — x + x%y° — y;

4) a® + a® + 2a% + 2; 8) ax? — ay — ¢y + bx? + cx? — by.
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1169. Szamitsatok Kki:

1) LEBY+ 166 - 4,68 + 2,049 2) L04%-1.04 . 1,22 + 0,549,
1170 Az a, b, ¢ és d milyen értékénél igaz az @b -ad =ad - b egyen-
18ség?

1171. Hozzuk egyszerilibb alakra:
1) 6x2 + (2y — 3x) 2y + 3x);
D@+2)(@-3)—-4-a (a+ 4);
3) 5—-2x) 6+ 2x) — (B - 2x) 4 — 2x);
4) (2ab + 1) 2ab — 1) (16a*b* + 1) (4a?b? + 1).
1172. Szamitsatok ki az (a — b)(a + b) = a® — b? képlet felhasznalasaval:

1) 19 - 21; 2) 98 - 102;  3) 2% 313; 4) 79 - 8.1.

1173. Oldjatok meg az egyenletet:
1) 4x (7 + 9x) — (6x + 5) (6x — 5) = 39;
2D x-8 (x+10)—-(x+7 (x—-"T7) =5bx— 31
1174. Bizonyitsatok be, hogy az
a@+b-c@-b+b+c—-—ab-c+c+a->5 (c—-a
kifejezés értéke azonosan egyenld O-val.
1175. Szamitsatok Kki:
1) 48929, 2) 2569 _ 2449 3) 7M1
1176. Szamitsatok Kki:

o 3093 % ¥ 1M .
T 2 RE -8

1177. Oldjatok meg az egyenletet:

1) 36x2 — (3x — 27)2 = 0; 2) dx — 72 - 2x + 172 = 0.
1178. Bizonyitsatok be, hogy barmilyen természetes n esetén a kife-

jezés értéke:

1) 4n + 19)?2 — (3n — 5)? maradék nélkul oszthatd 7-tel,

2) (2n + 5)? — (2n — 3)? maradék nélkiil oszthat6 16-tal.
1179. Bizonyitsatok be, hogy barmilyen természetes n esetén az

(n? — 3n + 12 — n* — 8n? + 3n + 5 kifejezés értéke oszthatd 6-tal.
1180. Bizonyitsatok be, hogy barmilyen természetes n esetén a

16n* — (4n? — 2n — 1) + 8n + 1 kifejezés értéke oszthatéd 4-gyel.
1181. Az a milyen értékénél lesz az (@ — 3) (@ + 5) x = a®> — 9 egyen-

letnek:

1) végtelen szamua gyoke; 2) nem lesz gyoke; 3) egy gyoke?
1182. Szamitsatok ki az dsszeg vagy a kiilonbség négyzetének képlete

segitségével:

1) 69% 3) §a% 5) @ag%

2) w1 4) a4, 6) 10,29
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1183. Mennyivel nagyobb a (3a®? — 2)2 — (8a%? — 1) 3a? + 1) + 12a?
kifejezés értéke 2-nél?

1184. Bizonyitsatok be, hogy nem létezik olyan természetes n szam,
amellyel a (8n + 5) 2n + 1) — (4n + 1)? kifejezés értéke maradék
nélkul oszthaté 5-tel.

1185. Létezik-e olyan természetes n szam, amellyel a (2n — 3) X
X (2n + 3) — (n + 3)? kifejezés nem oszthaté maradék nélkil 3-mal?

1186. Oldjatok meg az egyenletet:

1) -0 -2+l B =+ 1D x-D+101;
2) Bxle+T —0x (-1 (x+ S =2 (—x- N+ 21

3) ¥ (Ey -9y + 8- 4p @ +6)" =13 - 487",
1187. Adjatok meg kéttag négyzeteként:
D@+4?—-2(@+4) +1; 3) By + 8)? + (4y + 6)? + 4y;
2) Bb+22+4@Bb+2)+4; 4)(x—5y%+ (x+12y)* —x (x — 12y).
1188. A 4a? — 6ab + 9b? haromtagu kifejezéshez milyen egytagu ki-
fejezést kell hozzaadni, hogy az Osszeg felbonthatd legyen a két-
tag négyzetének képlete alapjan? Talaljatok harom ilyen egytagu

kifejezést.
1189. Bizonyitsatok be, hogy az egyenletnek nincs gyoke:
1) x* — 8x + 18 = 0; 2)x2+x+1=0.
1190. Adjatok meg szorzat alakjaban:
1) ﬁ&i—bﬁ; 3) x21y24 _ m12n15;
2) a®bbc® + 8; 4) a%h® + 1.

1191. Mennyivel kisebb a 27a® + 4 — (9a® — 3a + 1) (3a + 1) kifejezés
értéke 10-nél?
1192. Oldjatok meg az egyenletet:
1) (x—2) (x + 2x + 4) = &% + 24x;
2) B3 —-2x) (9 +6x + 4x?) —2x (5 —2x) (b + 2x) = 7.
1193. Oszthaté-e maradék nélkiil a 37° + 233 kifejezés értéke 60-nal?
1194. Oszthaté-e maradék nélkil a 654° — 5543 kifejezés értéke
200-zal?
1195. Adjatok meg szorzat alakjaban:
1) (a—0b) (@ + b —c (c— 2b); 2)(b—-¢) (b+c)—a(a+ 2.
1196. Az adott négy kifejezésbGl csak harom adhaté meg szorzat
alakjaban. Keressétek meg ezeket a kifejezéseket, és adjatok meg
szorzat alakjaban.
1) 9mx — 6nx + 6my — 4ny; 3) x —4x + y2 + 2y + 5;
2) 36x2 — 24x + 4 — y? 4) 4a + 3 + a® + 2b — b
1197. Adjatok meg négy tényezd szorzataként:
1) a® — a* — 16a + 16;
2) a?*b* — b>" — a®" + 1, ahol n — természetes szam.
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1198. Szamitsatok Kki:

) Laf-11a89 461,10 3) 0.79%+8.0,79.0,281+0,21%
2) 1,628%_1.2.1 628 .1 2281 208%

1199. Bizonyitsatok be, hogy a 17° — 3 - 7> + 3 - 72> + 17° kifejezés
értéke maradék nélkil oszthat6: 1) 18-cal; 2) 36-tal.

1200. Bizonyitsatok be, hogy egy természetes szam kobének és ma-
ganak a szamnak a kiilonbsége a 6 tobbszorose.

1201. Bizonyitsatok be, hogy harom egymadst kovets természetes szam
szorzatanak és a kozépsl szamnak az Gsszege a k6zépsd szam ko-
bével egyenld.

1202. Legyen x + vy = a, xy =b. Bizonyitsatok be az egyenlGségeket:
1) x? + y2 = a® — 2b;

2) & + y3 = a® — 3ab;
3) x* + y* = a* — 4a%b + 2b2.

1203." Bizonyitsatok be, hogy tetszbleges természetes n szadm esetén
azn(n+1 (n+2) (n+ 3) + 1 kifejezés értéke egy természetes
szam négyzetével egyenld.

1204." Bizonyitsatok be, hogy tetszbleges természetes n szadm esetén
azn (m+2) (n+4) (n+ 6)+ 16 kifejezés értéke egy természetes
szam négyzetével egyenld.

1205." Bizonyitsatok be, hogy a 3-mal nem oszthaté természetes szam
négyzete és az 1 kozotti kiulonbség a 3 tébbszorose.

1206." Bizonyitsatok be, hogy barmilyen természetes, 5-tel nem oszté-
dé n szam esetén az n* — 1 kifejezés maradék nélkil oszthaté 5-tel.

1207 Igaz-e az allitds, miszerint az n® + 2n kifejezés értéke tetszd-
leges természetes n szam esetén a 3 tobbszorose?

1208." Bizonyitsatok be, hogy tetszbleges n természetes szdm esetén
az n” — n kifejezés értéke a 42 tébbszorose.

1209. Adott az f (x) = x> — 2x és & (x1= I:T_E fliggvény. Hasonlitsatok

ossze:
Df@ésgl;  2)f(0) és g (2 3)f Q) és g ().
1210. A fuggvényt tablazat segitségével adtak meg.
X 5 3 1 -1 -3
y 3 1 -1 -3 -5

frjétok le a fuggvényt utasitassal és képlettel.

1211. Minden pozitiv argumentum esetén az f fliggvény értéke —1,
minden negativ argumentum esetén pedig 1, f (0) = 0. Abrazoljatok
az f fuggvény grafikonjat.
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1212. Hatarozzatok meg az y = 6x — 5 fliggvény grafikonjanak azon
pontjait, melyeknek:

1) azonos az abszcisszdja és ordinatdja;
2) koordinatainak 6sszege 30.

1213. Az a milyen értékénél megy at a fliggvény grafikonja az
M (3; —2) ponton:

1) y=ax-8§; 2) }':%.ﬁ:—&-?

1214. Melyik fuggvény linedaris:

Dfxy=0@x-1 (x+1) —x (x— 3)

2) Flg=(2-0F - (x+4)(x- ),

3) Fla=(x+3f - xix+E)

Abrazoljatok a linearis fliggvény grafikonjat.

1215. Azy = (5 —a) x + a és y = ax + 2 fiiggvények grafikonjai met-
széspontjanak abszcisszaja —3. Hatarozzatok meg a metszéspont
ordinatajat.

1216. Abrazoljatok az y = 2x + 3 fliggvény grafikonjat, majd a fugg-
vény segitségével hatarozzatok meg az argumentum azon értékét,
amelynél a fliggvény:

1) egyenld 5-tel; 3) kisebb 5-nél,
2) nagyobb 5-nél; 4) nagyobb —3-nal, de kisebb 7-nél.

1217. Az y = 12x — 6 grafikon megrajzolasa nélkil hatarozzatok meg
a koordinatait:
1) a grafikon és a koordinatatengelyek metszéspontjainak;
2) az adott fliggvény és az y = 6x + 24 fuggvény grafikonja met-

széspontjanak.
1218. Abrazoljatok a fuggvény grafikonjat:
Dy=1lx1]-3; 2)y=1x-31

1219. Az a milyen értékénél lesz az (a; —a) szampar az egyenletek
megoldasa:
1) 6x + 5y = T, 3) x2 — 3y = 0;
2) 8x — 2y = 4 Hx+ |yl =-2?

1220. Abrazoljatok az y + 1,6x = ¢ egyenlet graﬁkonjat ha ismeretes,
hogy 4athalad az A (-2; 1) ponton.

1221. Allitsatok fel olyan két linearis kétvaltozos egyenletbdl all6
egyenletrendszert, melynek megoldasa a koévetkezd szampar:
1 (1; 1); 2) (=35 5).

1222. Oldjatok meg az egyenletrendszert:

n Qc+fp=1, 3 Az -11+6F-F1=51,
{E}'—ﬁ.ﬁ::lﬁ; {2(¢+Ej|—?(1+ﬁbj=49;
ey dedb_ o
4 3 :

2) B.T-—EI.':].Q,_ 4)
B+ 8y =0, E..t_;El_l_E.t_;l:gl
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1223." Az a milyen értékénél lesz az x + y kifejezés értéke a legki-
sebb, ha:

S+ Oy =828 - 122+ B,
Q-2 =028 + Ba+ 120

1224 Az a milyen értékénél lesz az x — y kifejezés értéke a legki-
sebb, ha:

-8y =a'+10a+1,
{1“ p=da’ - Bz +4?

1225. A 7. osztaly tanul6i kirandulasra késziilédtek. Ha minden ta-
nulé 12 hrn 50 kop-t ad be, akkor 100 hrn még hidnyzik a kiran-
dulashoz sziikséges 6sszegb6l; ha mindenki 16 hrivnyat fizet be,
akkor 12 hrn tobblet keletkezik. Hany tanulé van az osztalyban?

1226. A 100 m hosszu korvonalon két test mozog. Ha egy iranyban
mozognak, 20 mp-ként talalkoznak, ha ellentétes iranyban, akkor
4 mp-ként. Mennyi a testek sebessége?

1227. Osszeolvasztottak két tombot. Az egyiknek a témege 105 g volt
és 40% rezet tartalmazott. A masik tomege 75 g. Hatarozzatok
meg a masik tomb réztartalmat, ha a kapott 6tvozet 50% rezet
tartalmaz.

1228. Hany gramm 4%-0s és hany gramm 10%-os séoldatra van szik-
ség 180 g 6%-o0s sboldat elGallitasahoz?

1229. Az egyik kannaban 3%-os zsirtartalmu tej, a masikban 18%-os
zsirtartalmu tejszin van. Hany liter tejre és tejszinre van sziikség
10 liter 6%-os tej elgallitasahoz?

1230. Az egyik mezdrsl 40 q arpat takaritottak be hektaronként,
a masikrél pedig 35 g-t. Osszesen 2600 q arpat takaritottak be.
A kovetkezd évben az els6 mezd terméshozama 10%-kal, a masodi-
ké pedig 20%-kal névekedett. Ennek koszonhetSen a két mez6ril
400 g-val tobb Arpat sikertiilt begyljteni, mint az elmult évben.
Hatarozzatok meg a mezGk teriiletét.

1231. Az egyik mez6r6l 45 q buzat takaritottak be hektaronként,
a masikrél pedig 40 g-t. Osszesen 1900 q buzat takaritottak be.
A kovetkezl évben a szarazsag kovetkeztében csokkent a mezGk
terméshozama: az els6é 20%-kal, a masodiké pedig 15%-kal. En-
nek koszonhetden a két mezdrél 330 g-val kevesebb buzat sikerilt
begyljteni, mint az elmult évben. Hatarozzatok meg a mezdk te-
ruletét.

1232. A cukorkak felét 500 g-os csomagokba mérték szét, a masik

felét pedig 300 g-osokba. Igy 32 csomagot kaptak. Mennyi cukorka
volt Osszesen?
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1233. Egy kétjegyl szam szamjegyeinek Osszege 11. Ha a szamhoz
hozzaadunk 63-at, akkor ugyanolyan szamjegyekbdl all6 szamot
kapunk, csak forditott sorrendben. Hatarozzatok meg az eredeti
kétjegyd szamot.

1234. Egy kétjegyl szamhoz balrdl és jobbrdl is 1l-est irtak. Az igy
kapott szam 21-szer lett nagyobb az eredetinél. Hatarozzatok meg
az eredeti kétjegyd szamot.

1235. Két szam oOsszege 28, négyzetiik kilonbsége pedig 112. Hata-
rozzatok meg a szamokat.

1236. Fejtsétek meg a keresztrejtvényt:

1 L

0| bl | |

. ) sl
14 |f __| 1616 [ 1] |
] u |7

1 a8 | L

m..

Imll | ] Hpn

]

lﬂllﬂl 1L

Ilo ecopuszonmani: 5. OyHkiis npama .. . 6. Tperiit cremiHb
uyucaa. 9. Yel 3HaueHHSA, AKUX HabyBae apryMeHT (PYHKIIII, yTBO-
poTH 06Js1acTh ... . 14. IlpaBmio, 3a JOIIOMOTO0 SIKOTO 34 KOMKHUM
3HAUEHHAM He3aJIeKHOI 3MIHHOI MOXKHA 3HAMTH eqWHE 3HAYEHHS
3asieskHol 3MmiHHoi. 15. PiBHicTh, IpaBuJIbHA IIpHU OyOb-AKHUX 3HA-
yeHHsax 3aMminHux. 18. Bupas, axuit € cymoo KIJIBKOX OJHOYJIEHIB.
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20. YucoBuii MHOKHUK OJHOUYJIEHA, 3AMHUCAHOT0 B CTAHIAPTHOMY
puriasagi. 21. OpaHIy3pKHM MaTeMaTHK, HA YeCTh SKOr0 HAa3BAHO
cydYacHy cucTeMy KoopauHatT. 23. PedueHHs, AKe po3KpuBae CyTHICTD
HOBOrO TepmiHa. 24. Myxammen 10H Myca amib-... .

Ilo sepmurani: 1. Posp’sssok piBHanua. 2. Hesamemxua 3MmiHHA.
3. PoskragaHusa MHOroO4JIeHA HA MHOMKHUKNA METOIOM ... . 4. J[oOyToK
PIBHMX MHOKHHUKIB. 7. [pyruii creminus uncia. 8. 'padik miuiitaol
dyuxriii. 10. 'eomerpuuna d¢irypa, Aka CKJIaZAETHCA 3 YCIX THX
és TIJIBKM THUX TOYOK KOOPAHHATHOI IMJIOLIMHY, A0CIHCH AKUX J0-
PIBHIOIOTH 3HAYEHHSAM apryMeHTy (PyHKII, a OpauHATH — BI1IIIOB1I-
HUM 3HaveHHAM (yHEKIii. 11. OgHa 3 KOOpAMHAT TOYKHM HA ILJIOLIHU-
Hi. 12. Bics ... . 13. ¥V Bupasi 7* uymciio 7 — ... cremeusa. 16. Bupas,
AKHA e JoOyTKOM dYHCeJs, 3MIHHUX Ta iXHIX cremeHiB. 17. Tepwisx,
AKHM II03HAYAIOTH IPOIEC, IO IT03BOJISAE 3a CKIHUYEHHY KLJIBKICTh
KPOKIB OTPHMATH PO3B’A30K 3amaul. 19. ¥V Bupasi a" samiHHa n — ...
creneds. 22. 'eomerpuuna d¢irypa, sxa e rpadikoM pIBHIHHS

Hep-1¥=0,
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BARATKOZUNK A SZAMITOGEPPEL

Olyan informatikai elemeket tartalmazé feladatokat ajanlunk a fi-
gyelmetekbe, amelyeket a témak elsajatitasa kozben szamitdgéppel is
meg tudtok oldani. Egyes feladatok a kényvben talalhaté gyakorlatok
folytatasai (azokat a tankonyvben = ikonnal jeloltiuk).

Az informatikadérakon megismerkedtetek a programozas alapjaival.
A programozasban a f6 mozzanat — 6sszeallitani a feladatok megolda-
sanak algoritmusat, vagyis a miveletek sorrendjét, aminek a segitsé-
gével a bemend adatokbdl kimend adatok lesznek, vagyis megsziletik
a Megoldds. Tobb feladatot fogalmaztunk meg az algoritmusok Gssze-
allitasara. Ezeket nem kotelez6 mindenkinek megoldani, elsGsorban
azoknak szdl, akik érdeklddnek az informatika irant. Ha megtanultok
egy programozasi nyelvet, akkor nemcsak algoritmust tudtok majd
Osszeallitani, hanem a megoldas meghatarozasara szolgalé programot
is meg tudjatok irni. Ha érdekl6dtok a programozas irant, igyekezze-
tek megoldani a felkinalt feladatokat, noha vannak kozottik eléggé
nehezek 1s, amelyeket csillaggal jeloltiink. Azokat elvégezhetitek a
szlinidSben is.

1. pont. Bevezetés az algebraba

Hogyan hasznaljak a valtozdkat a programozas soran? Miért le-
hetséges a valtozék haszndlataval nemcsak egyetlen feladat, hanem
hasonlé feladatok teljes soranak a megoldasa?

Tudjatok meg, milyen programozasi nyelvet fogtok tanulni. Hogyan
hasznalhatok fel ebben a nyelvben a valtozok? Hogyan allithatok Gssze
szamkifejezések?

Tudunk-e minden esetben valtozéval osztani? Hogyan kell ezt szem
el6tt tartani a program irasakor?

2. pont. Egyvadltozos linearis egyenlet

Irjatok olyan algoritmust, amelyben az a és b értéke a bemeneti
adat, a kimeneti pedig az ax = b linearis egyenlet megoldasa. Milyen
lehet6ségeket kell szem el6tt tartani, hogy az algoritmus helyes va-
laszt eredményezzen tetszbleges a és b esetén?

3. pont. Feladatok megoldasa egyenletek segitségével

Az itt szerepl§ feladatok némelyike hasonlé. Ez azt jelenti, hogy a
matematikai modelljiik azonos.

Keressetek ilyen feladatokat. Allitsatok fel a matematikai modellji-
ket, és irjatok le a megoldas algoritmusat. Milyen mennyiségek lesznek
a bemeneti és milyenek a kimeneti adatok?
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4. pont. Azonos kifejezések. Azonossag

Bebizonyithaté-e szamitogéppel az azonossag, végigprobalva a val-
tozo Osszes lehetséges értékét, és kiszamitva kiilon a bal és jobb oldali
kifejezés értékét?
5. pont. Természetes kitevdjii hatvany

frjatok olyan algoritmust, melyben a bemeneti adat a hatvany a
alapja és n kitev@je, a kimeneti pedig az a alap n kitevdjd hatvanya.
A kitev6 milyen értékére kell kiilonos figyelmet forditani?

6. pont. A természetes kitevdjii hatvany tulajdonsagai

frjatok a hatvany egyik tulajdonsagat bemutaté programot.
7. pont. Egytagu kifejezések

Az altalatok tanult programozasi nyelvben hogyan irjak le az
egytagu kifejezéseket? Szamokon és valtozokon kivil mire van még
sziikség? Mi az alapvetd kiilonbség az egytagok felirasaban a mate-
matikaban és az informatikaban?

Gondoljatok ki valamilyen egytagu kifejezést. Irjatok programot

az értékének kiszamitasara. Melyek lesznek a bemeneti, és melyek a
kimeneti adatok?

8. pont. Tobbtagu kifejezések

Az altalatok tanult programozasi nyelvben hogyan irjak fel a tobb-
tagu kifejezést?

Gondoljatok ki valamilyen tobbtagot. irjatok programot az értéké-
nek kiszamitasara.

A tobbtag kifejezés. A matematikaban milyen sorrendben végezzik
a miveleteket a tébbtag értékének meghatarozasakor? Az altalatok
kivéalasztott programozasi nyelvben?

9. pont. Tobbtagu kifejezések d6sszeaddsa és kivondsa

Az altalatok valasztott programozasi nyelvben hogyan hasznaljak

a zardjeleket? Hogyan hatnak az értékek meghatarozasanak sorrend-

jére? _

343. Ebben a feladatban a szamot afx alakban adtuk meg. irjatok
olyan programot, ahol a bemeneti adatok az a, b és ¢ valtozok
értékei lesznek, a kimenetiek pedig az @ értéke. Tudtok-e irni
olyan programot, amelyben a kifejezésekben 1év6 szamjegyek sza-
ma valtozd?
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10. pont. Egytagu kifejezés szorzasa tobbtagu Rifejezéssel
Az altalatok valasztott programozasi nyelvben hogyan térténik az
egytagu kifejezés tobbtaguval vald szorzasa?

11. pont. Tobbtagu kifejezések szorzdsa

Az altalatok valasztott programozasi nyelvben hogyan térténik a
tobbtagok szorzasa?

426. Fogalmazzatok meg a feladatot altalanos alakban. Melyek a be-
meneti, és melyek a kimeneti adatok? Allitsatok fel a feladat ma-
tematikai modelljét. frjatok le a megoldds algoritmuséat &ltaldnos
alakban.

12. pont. Tobbtagu kifejezések tényezékre bontdasa. K6z6s szorzo-
tényezé kiemelése

460. Egyszerisitsétek le a feladatban 1év8 kifejezést. Valasszatok a
valtozéknak értékeket. Zsebszamoldgéppel szamitsatok ki a kez-
deti, majd a leegyszertisitett kifejezés értékét is. Mennyiben kony-
nyitette meg a szamitast az egyszerdlsitett kifejezés hasznalata?

469. Készitsétek el a megoldas algoritmusat az 6sszes kétjegyd szam
leellendrzésével. Mennyi ideig tartott volna szamitégép vagy sza-
moloégép nélkil megoldani a feladatot?

474. irjatok algoritmust az 6sszes kétjegyd szam leellenbrzésére.

13. pont. Tobbtagu kifejezések tényezékre bontdsa. Csoportositasi
maédszer

494. Fogalmazzatok meg a feladatot altalanos alakban. Melyek a be-
meneti, és melyek a kimeneti adatok? Allitsatok fel a feladat mate-
matikai modelljét. irjétok le a megoldas algoritmusat az altalanos
alakra.

497. Az altalatok tanult programozasi nyelv segitségével irjatok le a
feladatban talalhaté kifejezéseket.

14. pont. Két kifejezés kiilonbségének és d6sszegének szorzata

518. frjatok programot a feladatban talalhaté kifejezés értékének a
kiszamitasara. Bebizonyithat6-e a program segitségével a feladat
allitasa?

15. pont. Két kifejezés négyzetének kiilonbsége

535. Meg tudjatok-e fogalmazni a feladat megoldasakor hasznalt al-
goritmust?

544. A feladat megolddsara allitsatok fel algoritmust.

545. A megoldashoz allitsatok fel algoritmust. Hogyan adjatok meg
a n szamot?
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16. pont. Két kifejezés osszegének és kiilonbségének négyzete

588., 589. Osszedllithaté-e az 588. és 589. feladatok megolddsédhoz
k6z6s matematikai modell? Irjatok le a feladatok megoldasanak
ko6zos algoritmusat.

17. pont. Tobbtagu kifejezés dtalakitasa két kifejezés 6sszegének
vagy kiilonbségének négyzetévé
626.° Meg tudjatok-e fogalmazni a feladat megoldasakor hasznalt al-
goritmust?
671. Az Altalatok tanult programozasi nyelv segitségével irjatok le a
feladatban 1év4 kifejezéseket.

18. pont. Két kifejezés kobének osszege és kiilonbsége

6717.° irjétok le azt az algoritmust, amelynek segitségével az Osszeg,
illetve a kilonbség kobe képletének a felhasznaldsaval tényezdk-
re bonthat6 két egytag Gsszege vagy kiillénbsége. Milyen bemeneti
adatokra van sziikség, hogy az algoritmus barmilyen egytagu ki-
fejezés esetén miikodjon?

20. pont. A mennyiségek kozotti osszefiiggések. Fiiggvények

frjatok programot a 2. példa megoldasara. Milyen bemeneti adatok-
ra van sziikség ahhoz, hogy a programotok minél rugalmasabb legyen
(tobb lehetséges valtozat megoldasara alkalmas)?

Ebben a pontban sokféle olyan feladat talalhaté, amelyek mennyi-
ségek kozotti fliggvényszerd kapcesolatot irnak le. Valasszatok ki néha-
nyat, és allitsatok Ossze algoritmusokat, melynek a bemeneti adatai a
fiiggetlen valtoz6 értékei, a kimeneti adatai pedig a fliiggvény értéke.

Hogyan 4brazolhaté a szamitégép képernyGjén a koordinatasik?
Talaljatok meg a grafikus szerkesztSben az ehhez szikséges eszko-
zoket. Az altalatok tanult programozisi nyelvben milyen eszkozokre
van sziikség valamilyen abrazolds elhelyezéséhez a képerny6 megha-
tarozott részén?
756.° irjétok le a V térfogat és a t 1d6 kozotti osszefliggés kiszami-

tasdra szolgald algoritmust. Ne feledjétek, hogy a viz a tartalybdl

el6bb-utébb elfogy. Milyen valaszt kell adnia az algoritmusnak, ha
az Osszes viz kifolyik a tartalyb6l? Hogyan kell figyelembe venni

a fliiggvény értelmezési tartomanyat?

21. pont. A fiiggvény megaddasanak médjai

Készitsetek a szovegszerkeszt§ segitségével olyan tablazatot, amely
valamilyen fliggvényt ad meg.
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Ismerjétek meg a szerkesztG eszkozeit, amelyek lehetfséget adnak
a fliggvényt megadb képlet segitségével kitolteni a tablazatot. Az esz-
kozok segitségével oldjatok meg az egyik feladatot.

22. pont. A fiiggvények grafikonja

Ismerjétek meg a szovegszerkesztl és/vagy tablazatkezel§ eszko-
zeit, amelyekkel abrazolhatjatok a fliggvények grafikonjait. Milyen
elemek segitségével formalhatjuk a grafikont latvanyosabb4?

Ismertek-e grafikonszerkesztd programokat?

“Megirhatjatok a sajat grafikonszerkesztd programotokat. A prog-
ramozas milyen eszkozeit kell felhasznalnotok? Mit kell tudni a fligg-
vényekrGl, hogy a grafikon minél érthet6bb és szemléletesebb legyen?

23. pont. Linearis fiiggvény. A lineadris fiiggvény grafikonja és
tulajdonsagai
frjatok olyan algoritmust, amellyel a k és b bemeneti adatok alap-
jan megallapithatd, hogy az y = kx + b fliggvény grafikonjaul szolgal
egyenes: fuigglleges vagy nem fligg6leges; athalad az origdn vagy nem.
Szovegszerkesztl és/vagy tablazatkezeld segitségével allitsatok Gsz-
sze tetszlleges linearis fliggvényt megadd tablazatot. A szerkesztG-
program eszkozeivel dbrazoljatok a grafikont.

24. pont. Kétvaltozos egyenletek

Tételezzik fel, hogy rendelkeztek olyan segédprogrammal, amely-
nek a bemeneti adata szampAar, a kimeneti adata pedig valasz arra a
kérdésre, hogy az adott szdmpar megoldasa-e valamilyen kétvaltozds
egyenletnek. A segédprogram felhasznaldsaval, hogyan 4llithaté 6ssze
a grafikon abréazolasat biztosité program? Mit kell még tudni ahhoz,
hogy a kapott grafikon minél tébb informaciét tartalmazzon?

*frjatok egy ilyen programot.

25. pont. A kétvdltozoés linearis egyenlet és grafikonja

Allitsatok 6ssze olyan algoritmust, amely az a, b és ¢ bemeneti
adatok alapjan megéllapitja, milyen alakzat lesz az ax + by + ¢ = 0
fuggvény grafikonja.

*frjatok olyan programot, amely az a, b és ¢ bemeneti adatok alap-
jan abriazolja a képernyén az ax + by + ¢ = 0 fuggvény grafikonjat.
26. pont. Kétvaltozos egyenletrendszerek. A kétvaltozos egyenlet-

rendszerek megoldasanak grafikus modszere

Ismerjétek meg a grafikus szerkesztGben azokat az eszkozoket,
amelyek segitségével adott koordinatak alapjan feltiintethetitek a pon-
tot a képernyon. Tanuljatok meg egyenest rajzolni két adott ponton
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keresztul. Valasszatok ki egy egyenletrendszert, és mutassatok be a
megoldasat grafikus moédszer segitségével.

27. pont. Linearis egyenletrendszerek megoldasa behelyettesité
maédszerrel

*A pontban leirt algoritmus alapjan 4llitsatok Ossze programot a
két linearis kétvaltozos egyenletet tartalmazd rendszer megoldasara
behelyettesité médszerrel. Hogyan kell felkésziteni a programot arra
az esetre, amikor a rendszernek nincs megoldasa? Ha végtelen szamu
megoldasa van?

28. pont. Lineadris egyenletrendszerek megoldasa egyenlé egyiitt-
hatéok moédszerével

* A pontban leirt algoritmus alapjan allitsatok 6ssze programot a
két linearis kétvaltozds egyenletet tartalmazé rendszer megoldasara
egyenld egyutthatok maédszerével. Hogyan kell felkésziteni a progra-
mot arra az esetre, amikor a rendszernek nincs megoldasa? Ha vég-
telen szamu megoldasa van?

29. pont. Feladatok megoldasa linearis egyenletrendszerek se-
gitségével

“Feltételezziik, hogy ismert az A és B pontok koordinatéja, és rajuk
egy egyenes illeszkedik. Megadjak a szintén az egyeneshez tartozé C
pont abszcisszajat. Allitsatok éssze az ordinata meghatarozasara szol-
galé algoritmust. Az algoritmus minden esetben ,mikoédik”? Milyen
lehetGséget kell kiilon megvizsgalni, és milyen ellenérzést kell ehhez
elvégezni? Milyen kimeneti adatokat ad meg az algoritmus?
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5—6. OSZTALYOS MATEMATIKAI ISMERETEK
SZAMOKKAL VEGZETT MUVELETEK

1. A tortek alaptulajdonsaga

Ha a tort szamlalgjat és nevezdjét megszorozzuk ugyanazzal a ter-
mészetes szammal, a tort értéke nem valtozik:

Z_=ZR
Pk’
Ha a tort szamlalgjat és nevezGjét elosztjuk a kozos osztdjukkal,
a tort értéke nem valtozik:

gR_Z
b

b.p

2. Tortek egyszeriisitése

A tort szamlaléjanak és nevezdjének kozos, 1-t6l eltérd, osztdjaval
vald elosztasat egyszerlsitésnek nevezzik.

Ha a tort szamlaldja és nevezdje relativ primszam, a tort egysze-
rdsithetetlen.

Ha a tortet leegyszertsitettiik a szamlalé és a nevezd legnagyobb
ko6zos osztdjaval, akkor az igy kapott tort egyszerisithetetlen.

3. K6z0s nevezore hozas

A tortet a legkisebb k6z6s nevezdre hozasanak sorrendje:

1) meghatarozzuk a tortek legkisebb kozos nevezbjét;

2) elosztva a koz0s nevez6t a tortek nevezGjével, meghatarozzuk
a potszorzokat;

3) a tortek nevezdjét és szamlaldjat beszorozzuk a poétszorzéval.

4. Egész szamok. Racionalis szamok

A természetes szamokat, a velik ellentétes elGjelli szamokat és a
0-t egész szamoknak nevezziik.

A természetes szamokat pozitiv egész szamoknak nevezzik. A —1,
-2, =3, ... — egész negativ szamok.

A természetes szamok, a nulla és a negativ egész szamok adjak
az egész szamokat:

Egész szamok

Negativ egész 0 Természetes
szamok szamok
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Az egész és tortszamokat egyluttesen racionalis szamoknak nevez-
ziik:

Racionadlis szamok

Egész szamok Tortszamok

5. A szam modulusa

A koordinatatengely kezd&pontja és a szamot abrazold pont kozotti
tavolsagot az a szadm modulusanak nevezzik.
A modulus jelolése:| a | (olvassuk: az a szdm modulusa).
A pozitiv szam modulusa maga a szdm; a negativ szam modulusa
egyenld a vele ellentétes elGjeld szammal;| 0 | = 0.
|E|={m ha z>0;
-3 ha a=<,

A modulus értéke nem negativ.
Az ellentett szamok modulusa egyenls: | a | = | —a |.

6. Osszeadas. Az 6sszeadas tulajdonsagai

Az 6sszeadasndl a szamokat 6sszeadanddknak, az eredményt 6sz-
szegnek nevezzik.

Az Osszeadanddk felcserélésével az oOsszeg nem véaltozik:
a +b=0>b + a - felcserélhet6ségi tulajdonsag.

Hogy két szam 0Osszegéhez hozzdadhassunk egy harmadikat, az
els6 szamhoz hozzdadhatjuk a masodik és harmadik 6sszegét:

(@+b)+c=a+ (b +c) — az osszeadas felcserélhetdségi tulajdon-
saga.

7. Kivonas. A kivonas tulajdonsagai

Az a szambdl kivonni a b szamot annyit jelent, mint talalni olyan
¢ szamot, amely a b-vel 6sszeadva a-t eredményez.
Az a — b = ¢ egyenlGség igaz, ha b + ¢ = a.
Az a — b = ¢ egyenlGségben a — kisebbitendd, b — kivonandd, ¢ — kii-
I6nbség.
Az a — b kulonbség azt mutatja, mennyivel nagyobb az a a b-nél,
illetve mennyivel kisebb a b az a-nal.
Tetszbleges a szam esetén igazak az egyenldségek:
a—0=aqa, mivel 0 + a = qg;
a—a=0, mivel a + 0 = a.

8. Tortek O0sszeadasa és kivonasa

Azonos nevez6jl tortek osszeadasakor a szamlalokat osszeadjuk, a
nevezdt pedig valtozatlanul hagyjuk.
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Azonos nevez06jli tortek kivonasakor a kisebbitendd szamlaléjabdl
kivonjuk a kivonandé szamlaléjat, a nevez6t pedig valtozatlanul le-
irjuk.

A kiilonb6z6 nevezdjd torteket dsszeaddas (kivonas) el6tt kozos ne-
vezlre hozzuk, majd az azonos nevezdjl tortek 6sszeadasanak (kivo-
nasanak) szabdlya szerint végezziik el a muveletet.

9. Racionalis szamok osszeadasa

Két ellenkezd elGjeld szamot a kovetkezd szabaly szerint adunk
0ssze:
1) meghatarozzuk az 6sszeadanddék modulusait;
2) a nagyobb modulusi szambdl kivonjuk a kisebb modulusut;
3) a kapott szam elé a nagyobb modulust szam elGjelét tesszik.
Két negativ szamot a kovetkez$ szabaly szerint adunk ossze:
1) meghatarozzuk a szadmok modulusat;
2) 6sszeadjuk a modulusokat;
3) a kapott osszeg elé ,—” jelet tesziink.
Az ellentett szamok 6sszege mindig nulla.
Tetsz6leges racionalis a szam esetén:
a+0=0+a=a.

10. Racionalis szamok kivonasa

Két szam kilonbségének a meghatarozasdhoz a kisebbitend6hoz
hozzaadjuk a kivonanddval ellentétes elGjeld szamot.

11. Szorzas. A szorzas tulajdonsagai

Az a és b, 1-t6] eltérb természetes szamok szorzatdnak a b szamu
a Osszeadandét tartalmazé osszeget nevezzik:
2-b=2+a+a+. .+ d
3 Zoraremdun
Ha a tényezGk egyike 1, akkor a szorzat a masik tényezével egyen-
16:
m-1=1-m=m.
Ha az egyik tényezd nulla, akkor a szorzat is nullaval egyenlé:
m-0=0 -m=0.
Ha a szorzat nulla, akkor legalabb az egyik tényezd nulla.
A tényezGk felcserélésével a szorzat értéke nem valtozik:
ab = ba — a szorzas felcserélhetGségi tulajdonsaga.
Két szam szorzatat gy is megszorozhatjuk egy harmadikkal, hogy
az elsG szamot szorozzuk a masik kettd szorzataval:
(ab)e = a (bc) — a szorzas csoportositasi tulajdonsaga.
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Egy szamot Ugy is megszorozhatunk masik két szam Osszegével,
hogy el6szér megszorozzuk az Gsszeadanddkkal, majd a szorzatokat
Osszeadjuk:

a (b +c¢) =ab + ac — az szorzas széttagolasi tulajdonsaga.

12. K6zOnséges tortek szorzasa

Tortet természetes szammal Ggy szorzunk, hogy a szamlalét meg-
szorozzuk a szammal, a nevez6t pedig valtozatlanul leirjuk:

L
PR
Ugy tekintjiik, hogy g.h 0, 0 .§= 0,

Két tort szorzata olyan tort, melynek szamlaléja a két szamlald
szorzata, nevezdje pedig a nevez8k szorzata:
3o _ 3-8
Td b4
Vegyes tortek szorzasanal elGszor atalakitjuk azokat altortekké,
majd a mar ismert szabaly szerint elvégezzik a szorzast.

13. Racionalis szamok szorzasa

Két ellentétes elGjeld szam szorzasakor Gsszeszorozzuk azok mo-
dulusat, majd az eredmény elé ,—” jelet tesziink.
Két negativ szam szorzasakor 0sszeszorozzuk a modulusukat.
Tetszlleges a racionalis szam esetén:
a (1) =-a,
-1 ‘a=-a.
Ha az ab szorzat pozitiv, akkor az a és b azonos elGjeld.
Ha az ab szorzat negativ, akkor a és b ellenkezd elGjeld.

14. Osztas. Az osztas tulajdonsagai

Az a szamot elosztani a b szdmmal annyit jelent, mint talalni

egy olyan szamot, melynek a b szammal val6 szorzata a-val egyenld.
Tehat az a : b = ¢ egyenl@ség igaz, ha igaz a b - ¢ = a egyenlGség.
Az a : b = ¢ kifejezésben az a — osztandd, b — 0sztd, ¢ — hanyados.
Tetszbleges a esetén:

a:1=a.

Ha a # 0, akkor igazak az egyenlGségek:
0:a=0;
a:a=1

Nullaval nem lehet osztani!
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15. Természetes szamok oszthatosaga

Ha az a természetes szam maradék nélkiil oszthatd a b természe-
tes szammal, akkor az a szam a b tébbszordse, b pedig az a osztdja.

TetszGleges a természetes szam esetén az a - 1, a - 2, a - 3,
a -4, ... szamok az a tobbszorosei.

Barmely a természetes szam legkisebb osztéja 1, a legnagyobb
maga az a szam.

Az a tobbszorosel kozott legnagyobb nem létezik, a legkisebb tébb-
szbrose pedig maga az a.

Ha az a és b i1s oszthaté maradék nélkul k-val, akkor az a + b
Osszeg 1s maradék nélkil oszthatd vele.

Ha az a maradék nélkul oszthaté k-val, a b viszont nem, akkor az
a + b Gsszeg sem oszthaté maradék nélkil k-val.

Azokat a természetes szamokat, amelyek csak eggyel és 6nmagaval
oszthatok, primszamoknak nevezzuk.

A tobb osztoval rendelkezl természetes szamot Osszetett szamnak
nevezzik.

Barmilyen Osszetett szam felirhaté primszamok szorzataként,
vagyis primszamokbol allé tényezGkre bonthatd.

Ha két természetes szam legnagyobb ko6zos osztéja 1, akkor azok
relativ primszamok.

16. Természetes szamok oszthatosaganak ismertetéjelei

Ha a természetes szam 0-ra végzdidik, akkor maradék nélkil oszt-
hat6 10-zel.

Ha a természetes szam tetszbleges, 0-tdl eltérd szamjegyre végzi-
dik, akkor nem oszthaté6 maradék nélkil 10-zel.

Ha a természetes szamot elosztjuk 10-zel, akkor a maradék a szam
utolsé szamjegye lesz.

Ha a természetes szdm paros szamjegyre végzodik, akkor maradék
nélkil oszthatd 2-vel.

Ha a természetes szam paratlan szamjegyre végzddik, akkor nem
oszthaté6 maradék nélkiil 2-vel.

Ha a természetes szam O-ra vagy 5-re végzbdik, akkor maradék
nélkil oszthatd 5-tel.

Ha a természetes szam nem O-ra vagy 5-re végzddik, akkor nem
oszthaté maradék nélkiil 5-tel.

Ha a természetes szam szamjegyeinek Osszege maradék nélkiil
oszthaté 9-cel, akkor maga a szam is oszthaté maradék nélkil 9-cel.

Ha a természetes szam szamjegyeinek Osszege nem oszthaté ma-
radék nélkil 9-cel, akkor maga a szam sem oszthaté maradék nélkil
9-cel.
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Ha a természetes szam szamjegyeinek Osszege maradék nélkiil
oszthaté 3-mal, akkor maga a szam is oszthaté maradék nélkil 3-mal.

Ha a természetes szam szamjegyeinek 6sszege nem oszthat6 mara-
dék nélkiil 3-mal, akkor maga a szdm sem oszthaté maradék nélkiil
3-mal.

17. Maradékos osztas

A maradék mindig kisebb az osztonal.
Az osztandé meghatarozasahoz az osztét megszorozzuk a részha-
nyadossal, majd hozzdadjuk a maradékot.
Képlet formajaban igy néz ki:
a=bg +r,
ahol a — osztandd, b — osztd, g — részhanyados, r — maradék, r < b.

18. K6zOnséges tortek osztasa

Egy tortet Ugy oszthatunk el egy masikkal, hogy az osztandét
megszorozzuk az osztd forditott (reciprok) értékével:
3,6 _ @ 4
P

¥
19. Racionalis szamok osztasa

Két ellentétes eldjeld szam hanyadosdnak a meghatarozasahoz az
osztandé modulusat elosztjuk az oszté modulusaval és a kapott ered-
mény elé ,—” jelet teszlnk.

Két negativ szam osztasakor az osztandé modulusat elosztjuk az
oszt6 modulusaval.

20. A szam tortrészének meghatarozasa

Hogy meghatarozzuk a szam tortrészét, a szamot megszorozzuk
az adott torttel.

Hogy meghatarozzuk a szam szazalékat, a szazalékot tort alakban
megadva megszorozzuk magaval a szammal.

21. Szam meghatarozasa tortrész alapjan

Hogy meghatarozhassuk a szamot tortrésze alapjan, a tortrész ér-
tékét elosztjuk a torttel.

Hogy meghatarozzuk a szamot szdzalékértéke alapjan, a szdzalékot
tort alakjaban adjuk meg, és a szazalékértéket elosztjuk a torttel.

22. Szamok hatvanya
Az a szam természetes n (n > 1) kitev6jli hatvanyanak az n szamu
a tényezl szorzatat nevezzuk:
el N R A 8

—_— —_—

S .
dn
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Az a — a hatvany alapja.
Az a szam 1 kitevdjd hatvanya maga az a szam:
a' = a.

A szam masodik hatvanyat négyzetnek nevezziik. Példaul az a?
kifejezést igy olvassuk: a a négyzeten. A harmadik hatvanyt kébnek
nevezzik, és az a? felirast igy olvassuk: a a kobon.

Ha a szamkifejezésben hatvany talalhatd, akkor el6szoér a hatva-
nyozast végezzik el.

KIFEJEZESEK. KEPLETEK. EGYENLETEK

23. Szam- és bettikifejezések

A szamokbdl, miveleti jelekbdl és zardjelekbdl allo kifejezést szam-
kifejezésnek nevezziik.

A szamokbodl, betlikbl, miiveleti jelekbdl és zardjelekbdl 4ll6 kife-
jezést betilkifejezésnek nevezzik.

24. Zarodjelek felbontasa

Ha zardjel el6tt ,.— jel all, a zardjel felbontasakor a jelet elhagyjuk
és a benne 1évG 6sszeadanddk elGjele az ellenkezGjére valtozik.

Ha zardjel el6tt ,+7 4ll, a zardjel felbontasakor a jelet elhagyjuk, a
benne 1év§ 6sszeadanddk elGjele pedig valtozatlan marad.

25. Egynevi tagok O0sszevonasa

Egynevid tagok Osszevonasakor Osszeadjuk az egyltthatdikat, az
eredményt pedig megszorozzuk a kozos betlivel.

26. Képletek

Az y =3x, P=2 (a + b), S = a? alaku kifejezéseket képleteknek
nevezziuk. Az s = vt képletet, ahol s a megtett Ut, v a sebesség, ¢ az
1d6, a megtett ut képletének nevezzik.

27. Egyenletek

Az egyenlet gyokének a valtoz6 azon értékét nevezziik, amely az
egyenletet igaz egyenlGséggé valtoztatja.

Megoldani az egyenletet annyit jelent, mint megtalalni az egyenlet
Osszes gyokét, vagy meggy6z6dni arrdl, hogy nincs gyodke. Ezért a
gyokot altalaban az egyenlet megoldasanak nevezzik.

Az ismeretlen 6sszeadandé meghatarozasahoz az 6sszegbdl kivon-
juk az ismert Gsszeadandot.

Az ismeretlen kisebbitend§ kiszamitdsahoz a kivonandét ésszead-
juk a kiilénbséggel.
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Az ismeretlen kivonandé meghatarozasahoz a kisebbitend6bdl ki-
vonjuk a kulénbséget.

Hogy meghatarozzuk az ismeretlen szorzot, a szorzatot elosztjuk
az ismert szorzoéval.

Hogy meghatarozzuk az ismeretlen osztandét, az osztét megszo-
rozzuk a hanyadossal.

Hogy meghatarozzuk az ismeretlen osztot, az osztandét elosztjuk
a hanyadossal.

28. Az egyenletek tulajdonsagai

Ha az egyenlet mindkét oldalahoz hozziaadjuk (mindkét oldalabdl
kivonjuk) ugyanazt a szamot, akkor a kapott 0j egyenlet gyokei ugyan-
azok, mint az eredeti egyenleté.

Ha egy olyan egyenlet, amelynek nincs gyoke, mindkét oldalahoz
ugyanazt a szamot adjuk hozza, akkor az igy kapott Gj egyenletnek
sem lesz gyoke.

Ha az egyenlet egyik oldalar6l az osszeadandét ellenkezd elGjellel
atvisszik a masik oldalara, akkor a kapott 4 egyenlet gyokei ugyan-
azok, mint az eredeti egyenleté.

Ha az egyenlet mindkét oldalat megszorozzuk (elosztjuk) ugyan-
azzal a szammal, akkor a kapott 4j egyenlet gyokel ugyanazok, mint
az eredetl egyenleté.

ARANY ES ARANYPAR
29. Arany

Az a és b szam nullatdl eltéré hanyadosat a két szdm aranyanak
is nevezzik, illetve az a szdm aranya a b szadmhoz.

Az a és b szamok az ardnyszamok, ¢ — az arany els6 tagja, b — a
kovetkezd tag.

Az a és b pozitiv szamok ardnya azt mutatja, hdnyszor nagyobb
az a a b-t6l, vagy az a milyen részét alkotja a b-nek.

Ha az arany mindkét tagjat megszorozzuk vagy elosztjuk ugyan-
azzal a nullatdl eltéré szammal, a arany értéke valtozatlan marad.

30. Aranypar

Két arany egyenlGségét aranyparnak nevezziik.
Képlet alakjaban igy irhatjuk fel:
-
s
Az a és d szamok az aranyossag kultagjai, a b és ¢ szamok pedig
beltagok.

a: B=a : dvagy
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31. Az aranypar alaptulajdonsaga
A kiultagok szorzata egyenlG a beltagok szorzataval:

g &
ha T3 akkor @d =bx
&

Ha a, b, ¢ és d nullatdl eltérd szam és ad = be, akkor az % és 7

arany egyenld, és %-% aranypart alkot.

32. Két szam szazalékaranya

Két szam szédzalékaranya a szamok szazalékban kifejezett aranya,
amely azt mutatja, hogy az egyik szam hany szdzalékat teszi ki a
maésiknak.

Hogy meghatdrozzuk két szam szazalékaranyat, hanyadosukat
megszorozzuk 100-zal, és az eredmény mellé szazalékjelet tesziink.

33. Egyenes aranyossag

Két mennyiség egyenesen aranyos, ha az egyik mennyiség vala-
hanyszoros novekedése (csokkenése) a masik mennyiség ugyanannyi-
szoros novekedésével (csokkenésével) jar.

Az egyenesen aranyos mennyiségek értékparjainak aranya allandé.

Ha az x és y mennyiségek egyenesen aranyosak, akkor a megfele-

16 értékparjai kielégitik az %-h egyenlGséget, ahol k& az adott meny-
nyiségek esetében allandé.

KOORDINATASIK

34. Derékszogi koordinata-rendszer

A sikon Ugy szerkesztiink meg két egymasra merdleges koordinata-
tengelyt, hogy kezdépontjaik egybeessenek (65. abra). Az egyeneseket
koordinatatengelyeknek, metszéspontjukat
pedig kezdépontnak, origénak nevezzik. Ly
A vizszintes tengelyt abszcisszatengelynek
nevezik, és x-szel jelolik. A fiigglleges ten-
gelyt ordinatatengelynek nevezik, jeldlése

r

dindtatengely

pedig y. TS Abszcissza-
Az abszcisszatengelyt x tengelynek, az , | tengely
ordinatatengelyt pedig y tengelynek is ne- .g _a_ 1 2 8x

vezik, és egyutt alkotjak a derékszogl ko-

ordinata-rendszert. —al
A koordinatatengelyeket tartalmazd si-

kot koordinatasiknak nevezziik. 65. abra




244 5 — 6. osztalyos matematikai ismeretek

Fh i
IT. negyed 8 I. negyed 3
et 40
i ¥ N 1 ) i ¥ i il 1 1 i 'Jﬁ
-3 -2 —iw;_]f__ 12 82 ~2 Mi;dﬂ__ 1 2 3=z
e I LR
. negye . negye
-3 -} 8-
66. abra 67. abra

A koordinatatengelyek a sikot négy részre osztjak, melyeket koor-
dinatanegyedeknek neveziink. Szamozasukat a 66. 4bran lathatjatok.

Felvessziik a koordinatasikon az M pontot (67. abra). Az M ponton
atmend és az abszcisszatengelyre merGleges egyenes a tengelyt az
A pontban metszi, az ordinatatengelyre merdGleges egyenes a ten-
gelyt a B pontban metszi. Az A pont koordinataja az x tengelyen 3, a
B pont koordinatija az y tengelyen pedig — 2.

A 3 az M pont abszcisszdja, a — 2 pedig az ordinatija. A 3 és —2
szamok egyértelmlien meghatarozzak az M pont helyzetét a koordi-
natasikon, ezért Gket az M pont koordinatainak nevezziik. Jel6lése:
M (3; —2).

Egy pont koordinatdinak felirasakor az els§ helyre az abszcisszat
irjuk, a masodikra pedig az ordinatat.

Ha a pont az abszcisszatengelyen fekszik, akkor az ordinataja nul-
la; ha az ordinatatengelyen, akkor az abszcisszaja nulla.
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4. 1) l?ﬁ* 2) 1= 3) -0,3; 4 -1=: 5) 1. 5. 1) 115, 2) 14,
3) 4,4; 4) —%. 23. 110 pud. 37. 1) 3; 2) %; 3) nincs gyoke; 4) barmi-
lyen szam gyoke az egyenletnek. 38. 1) 5; 2) 0,8; 3) barmilyen szam
gyoke az egyenletnek; 4) nincs gyoke. 39. 1) 0,6; 2) %; 3) —10; 4) —-0,9.
%; 2) barmilyen szam gydke az
egyenletnek. 42. 1) —ﬁ; 2) nincs gyoke. 43. 1) 0,4; —-8; 2) 0; 25;
3) %; -12; 4) —-0,6; —1; 0,3. 44. 1) 6; —4,5; 2) —0,8; 3. 45. 1) 10; 2) -3.

46. 1) 1; 2) —1,4. 47. 1) 12; 2) 4Z: 3) 2. 48. 1) %-, 2) 2; 3) 4,8.

40. 1) 44; 2) %-, 3) —5,2. 41. 1) —

49. 1) —10: 2) 3: 3) 1; 4) 0,5. 50. 1) —12; 2) —0,2. 51. 7) -2 _2:
8) 0; —1. 52. 4) —20; 100; 5) 2,3; —0,9; 6) 0; 4; —4. 53. 2) 55. 54. 2) %

57. 2) —53; —11; —b; —3; 3; 45. 58. 2) T; 11; 31. 59. 1) 14; 2) _%.
60. 1) —17; 2) 3,5. 61. 2) 3; 3) 2. 62. 2) 2; 3) —5. 63. 1) a # 5; 2) a # —T.

64. 1) Ha b # -1, akkor x:%; ha b = -1, akkor nincs gycke az
4

egyenletnek; 2) j::_?_i' 65. Ha m # -8, akkor x = 1; ha m = -8,
+

akkor x tetszbleges szam. 68. 1) 3; 2) —-1,8; 3) —1; 2. 69. 1) —%;

2) nincs gyoke. 70. 1) a — paros szam; 2) a — paratlan szam; 3) az a
a 4 tobbszordse; 4) nincs ilyen érték. 71. 1) b a 3 tobbszorose; 2) 3-mal
valé osztaskor a maradék 1; 3) nincs ilyen érték. 72. 1) ha b > 0;
2)hab<0.73.1) had<0;2) had>0.74. 1) 18 6; az elsb a feladat
£ ¢t végzi el a masodik a ¢ -6t. 75. 240 oldal. 76. 1) Pros;
2) péaratlan; 3) paros. 77. 1) Nem, 2a < a, ha a < 0 és 2a = a, ha
a=0;2)nem,2 | a | =]al,haa=0.83.2061 m, 2032 m, 2020 m.
84. 500 m, 400 m, 374 m. 87. 20 munkéas. 88. 90 km. 89. 20 kg,
14 kg. 90. 264 hely, 270 hely. 91. 12 km/éra, 60 km/6ra. 92. 28 hrn,
16 hrn. 93. 7,2 hrn. 96. 4 év. 97. 7 év. 98. 30 szotar, 10 szbtar.
99. 1800 hrn, 1200 hrn. 100. 11 bankjegy, 8 bankjegy. 101. 800 t.
102. 60 hrn. 103. 40 kg, 8 kg. 104. 600 kg, 200 kg. 105. 5 nap.
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106. 40 1, 80 1. 107. 4,5 6, 0,5 6. 108. 24 perc. 109. 50 km/éra,
20 km/6ra. 110. 30,5 km/éra. 111. 2 km/éra. 112. 45 kg, 10 kg.
113. 14 kg, 10 kg. 114. 60 koényv. 115. 160 1. 116. 71 turista.
117. 109 narancs. 118. 8 nap. 119. 100 feladat. 120. 93. 121. 24.
122. 55 km/éra, 65 km/éra vagy 70 km/éra, 80 km/o6ra. 123. 100 kg,
200 kg. 124. 20 kg, 30 kg. 125. 1) 4,04; 2) —35,16; 3) 1%; 4) -5%.
128. 4. 129. 3) x tetszGleges nem negativ szam; 4) x tetszGleges nem
pozitiv szam. 146. 24 6. 147. 206 q. 148. 1) b<0;2) | a | < | b |.
149. Csokkent 25%-kal. 162. 3) 16; 4) 115. 163. 3) 75. 185. 2; 3; 4.
186. 1; 2. 191. 2) x =1ésy=-2.193. ) x=0; 2) x=1.194. ) x =0
2) x = —3. 195. 2) Utmutatds. Bizonyitsatok be, hogy a kifejezés utol-
s6 szamjegye 0; 3) Utmutatds. A kifejezés értéke olyan szam, melynek
az utolsé szamjegye 3, a tobbi pedig 9. 196. 1) Utmutatds. Bizonyit-
satok be, hogy a szamjegyek Osszege 9; 2) Utmutatds. Bizonyitsatok
be, hogy a kifejezés értékének utolsé szamjegye 5. 197. 3. 198. 20%.
199. 60 kg, 20 kg. 200. 1) 3,8; 2) nincs gydke. 201. a — negativ szam,
b — pozitiv szam, ¢ = 0. 227. 2) 2%; 3) 227; 4) 27 "1, 244. 1) 36; 2) 125;
—125. 247, 5°7, 248. 1) 6; 2) 1; 3) 4 vagy 6; 4) 1, vagy 3, vagy 7, vagy
9.249. 1) 1; 2) 1; 3) 1 vagy 9. 250. 1) Utmutatds. A 175 hatvany utol-
s6 szamjegye 1; 2) Utmutatds. A 645 hatvany utols6 szamjegye 6;
3) Utmutatds. A 3% = 81" hatvany utolsé szamjegye 1. 251. 1) Utmu-
tatas. A 4% hatvany utolsé szamjegye 6; 2) Utmutatds. A 2004
hatvany utolsé szamjegye 4, a 1712°°* hatvanynak pedig 1.
252, 48% < 49% = 750 < 751 = (7317 = 343"V < 344", 253. 12 kacsa.
254. 3,6 6. 255. 9,6 km. 256. 1) 2; 2) barmilyen szam. 257. Utmutatds.
A szédm megadhaté 1000a¢ + a = 100la alakban. 283. 3) —43,2.

284. 3) —%. 285. 2) 24,5; 3) 30. 286. 2) 1350; 3) —486. 287. 600.
288. 36 liba. 300. 600 g, 400 g. 301. 300 valtozat. 311. 3) 5; 4) nincs
gyoke. 312. 2) 6; 3) a gyok barmilyen szam. 315. 1) —45; 2) 24.

316. 1) 11; 2) % 331. 5. 339. -9 ha x = 0. 340. 4 ha y = 0.

344. 1) dhe+boz+azb=100z+1 0B+ e+ 1006+10e+ 2+ 1002+ 102 +B=

=111z +1118+1112=111 iz + 5+ & 345. Utmutatds. Vizsgaljatok meg
a tobbtagok oOsszegét. 347. Kisebb 4%-kal. 348. 4 6. 349. 144 fa.
350. 10 km. 361. 1) —2; 2) —5; 3) —0,5; 4) barmilyen szam; 5) nincs
ydke 6) 4. 362. 1) 2; 2) 0; 3) 6. 374 1) 762 2) 0. 375. 1) 45 2) 0;

3) 4,4)21 5) 3; 6) m; 7) 34,8) 2% 376, 1) -1, 2) -Z5 3) 4.

4) 10. 377. —?E. 378. 8 cm. 379. 64 cm. 380. 36 km, 42 km, 30 km.
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381. 22 alkatrész, 34 alkatrész, 24 alkatrész. 382. 1) x**% — x** 1;
2) xttt — x2t2 4+ xn, 383, 1) bxttl 2) x20 2 — Tx. 384. Utmutatds. Az
adatokbdl kovetkezik, hogy @ = 3n + 1, b = 9m + 7, ahol m és n ter-
mészetes szam. 386. 800 km?2, 360 km?, 204,8 km?2. 387. 210 oldal.
389. 90 km. 390. 8 nap. 398. 1) —-7; 2) —2; 3) 1; 4) —1; 5) nincs gyoke.
399. 1) 2; 2) —%; 3) 6; 4) barmilyen tetszGleges szam. 405. 6; 7; 12;
14. 406. 8; 12; 18. 407. 7; 8; 9; 10. 408. 16; 17; 18. 409. 15 cm.
410. 18 cm, 12 cm. 411. 14 cm, 12 cm. 425. 15 alkatrész, 11 alkatrész.
426. 9 %. 427. 1) 3; 2) 9. 429. 60 év. 447. 1) —a (@ + b) (2a + 3b);
2) 3m (m — 8) B3m — 16); 3) (@ + 5) Ba + 2); 4 @y — 1) (x — 3); 5) (bBm —
—n? (m+ 8n)? 4m — 9n). 448. 1) (x — 6) (x + 4); 2) (2 - 2) 2y — 7);
3) da — 3b) Ba + 7b); 4) (p —9° 2p + 1) B3p — 8). 449. 1) -T7; 2) 2;

2%; 3) 5; —40; 4) 7 14. 450. 1) —6; 9: 2) 10; —6: 3) -%; %-, 4) 1%; 1.
451. 7) 49a% (1 + 2b)%; 8) 81c'? (¢ — 2)*. 452. 5) 64x%y? 2x + 5y)%

6) 32x'° (11x® — 14y°)5. 457. 1) 0O; é; 2) 0; 0,4; 3) 0; —-0,2; 4) 0; 3,6.
458. 1) 0; 6; 2) 0; % 459. 1) 2a + 4; 2) 6ab — 4b; 3) Zab¥ —148%

460. 1) Za'®Yh 2) Zab+ 2B, 463. 1) a" (@ + 1); 2) b" -3 (b — 1);
3) c"~* (c® + 1); 4 d" (d — 1); 5) 2+ - B; 6) 372 (3" + 1).
464. 1) a" (@2 — 1); 2) b (3b2 — 2b + 1); 3) 25" (1 + 2% +4). 465. 2) 24;

3) 20. 466. 2) —4; 3) —12. 467. 1) 1; 2) 0,8; 3) 5. 468. 1) a = 3; 2) &:—%.

469. 18. 469. 18. Utmutatds. Legyen az adott szam ak.  Akkor
& =10a+k= iz+11&+1), ahonnan 9a = ab + 1, a (9 — b) = 1. Innen
a=1,b=28.471. 20 kg. 472. 28 doboz. 474. Nem. 482. 1) 15; 2) 72;
3) 25. 483. 1) 250; 2) -1.486. 1) (a*+ 1) @+ 1); 2) b+ 1) (b**' - 1);
3) ("t —1) By* +5). 487. 1) (x + 6) (x + 2); 2) (x — 4) (x — 1);
) x—-1@x+8;4 (x+1(x—25).488.1) (x+1) (x+3); 2) (x—2) x
x (x—8);3) (x+6) (x —3); 4 (x —8 (x + 4). 489. Utmutatds.
Arindtn=n i+ D=n i+ B+ D=n @+ + 2R+ 0=
=nfm+Li@+&, 490. (a + b + ¢ Utmutatds. Adjatok meg a tobbta-
gu kifejezés 2ab, 2bc és 2ac tagjait ab + ab, bc + be, ac + ac alakban,
és alkalmazzatok a csoportositasi moédszert. 491. Utmutatds.
gerd_pmed g om o gm @ e =0 10— 8% 6= 9% 10— 2=y
wE-5=0%.10-21.10=1073-2=%, 492. 2. Utmutatds. 25+ 994" +
o L Tl TN TR T el a0 T AL Tl O T W T
493. 4 barany. 494. 6 6. 495. 40 1, 10 1. 510. 5) 16a* — 1; 6) c'2 — 625.
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511. 4) a® — 1. 512. 3) y*»**4 — x®; 4) o> *2 — b2, 513. 3) 4x% + 3x + 93;
4) b3c®. 514. 1) x? — 4x + 19; 2) b'2. 515. 1) —1; 2) nincs gyoke; 3) tet-
szlbleges szam; 4) —25,6. 516. 1) —40; 2) —3. 521. 1) 4; 2) 25; 3) 9;
4) -1; 5) -1. 522. 1) 1; 2) 256. 524. Utmutatds. 253 - 259 = (256 — 3) ¥
X (256 + 3), 252 - 260 = (256 — 4) (256 + 4). 525. 14 km/6ra, 42 km.
526. 20 kg, 80 kg 527. 4 6. 528. 7° = 16 807 marék, 1,34 t.

529. 1) 125, 2) E . 542. 1) —150; 2) 12,8. 543. —40. 547. 1) (@ — b) X

X (@ + b (a2 bz) @+ b%; 2) (@® - 2) (@ + 2) x (a4 + 4) (a8 + 16).

: 2 2 &, 10,
548. 1) 4 -5 2) —1; T 3) —10; —22t 4) -15 —7= 549. 1) 11, T

2) —16; -é. 553. 1) 2n + 2)* — (2n)* — @n + 2 — 2n) 20 + 2 + 2n) =
— 2 (4n + 2). 555. 43 és 34. 557. 1) b = 2, 2) b = —2; 3) b # 2 és
b + 2. 559. 8 km/ora. 560. 45 kg. 56L. a = —3. 562. 1) -2 2) tet-

szlleges szam. 563. 1) a > 0; 2) a # 0; 3) a — tetszlleges szam.

585. 5. 586. 1) 9; 2) —0,6; 3) —5. 587. 1) -ﬁ; 2) 7. 588. 7 cm.
589. 26 cm. 590. 12; 13; 14. 591. 19; 20; 21; 22. 602. 1. 603. 0 vagy 1.

607. 7. 608. 3. 611. a = 1. 612. a,:-%. 615. Legyen n a harmadik

szam, akkor az adott szdmok rendre n — 2, n — 1, n, n + 1, n + 2,
ahol n > 2. Bizonyitsatok be, hogy a szdmok Gsszege 5 im*+&. A

kapott eredmény csak akkor egy természetes szam négyzete, ha az
n? + 2 kifejezés értéke oszthatd 5-tel, azaz az utolsé szamjegye 0 vagy
5. Mivel az n? kifejezés értékének az utolsé szamjegye O, 1, 4, 5, 6
vagy 9, ezért az n? + 2 kifejezés értéke nem végzGdhet 0-ra vagy 5-re.
616. 5000 t. 617. 500 kg. 618. Egyenl§ esély. 621. 2) Nincs ilyen érték;
3) x=—1.634. 1) da-E 2) G+ 50", 635.1) 2m + 2n)2‘ 2) |:."'x+4g.lj]“

636. 1) 0,0016; 2) 10 000. 637. 1) 10 000; 2) 9. 640. 2) -Z. 641. 2) 2 5
645. Utmutatds. x> — 14x + 52 = x2 — 14x + 49 + 3 = (x - 7%+ 3.
646. 1) 1, ha x = 3; 2) 16, ha .1::—%; 3) % ha :c:-%. 648. 1) -8, ha

11; 3) -7, ha x-—%. 650. 1) 100, ha x = —8;

9) 11, ha *":'E' 651. 1) 4, ha x = 14; 2) —50, ha x:—%. 653. (@ — 3b) X
X (@—-8b—-—4) +4=(@—-3b>—4(@-3b)+4=(a—- 3b+ 22
654. 6) Utmutatds. 2a® + 38 = (¥ + 228 + B9 4 (2% - B2k + BN, 655. 1) (a2 +
+1-a@+14+0a);2) (x—y) x+y+4);3) (ab—c—3) (ab + c + 5);

x=2;2) -1, ha &=
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4) Ca+b-2) da—-b-2).656.1) @+ 4?+ Ba’ 2) (x— 52+ (y+ 73
3) (x—3y)2+(x—32%4) (x—22—(y+ 12 657. 1) x =-4,y =5
2) x =—-6,y=1.658. 1) x =-1, y = 0,5; 2) nem léteznek ilyen értékek.
659. 45. 660. 8. 661. —10. 662. 24 = 12 + 12. Utmutatds. Legyen az
egyik Osszeadandé x, akkor a masik 24 — x, a szorzatuk:
sEd-x=fdr— =129 129+ 2 12y —4" =144 (12-4% 663. 5 cm,
g
5 cm. 664. 4. Utmutatds. bg+%=b“+$+ ab—mb:{b+%:| —ak,
665. 0. Utmutatds. Az egyenlGség mindkét oldalat szorozzatok meg
2-vel, majd irjatok le (@ — > + b — ¢ + (@ — ¢ = 0 alakban.
666. 100 km. 667. 60 ha, 40 ha. 669. 13. 670. 420 nap. Utmutatds.
Hogy megtudjatok, hany nap milva mennek a horgaszok ki a téra
egyutt, meg kell hatarozni az (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7) szamok legkisebb
kozos tobbszorosét. 685. 1) 9; 2) 25x — 64; 3) —6a? + 9a — 27; 4) a®* — 1.
686. 1) —124; 2) —y*> + 3y — 36; 3) a® — b2 688. 1) 0,5; 2) —1; 3) 8.
689. 1) 6; 2) —5. 695. Utmutatds. Legyenek az adott szamok 2n — 1
és 2n + 1. 696. Utmutatds. A szdmok felirhaték a kévetkezd alakban:
3n + 1 és 3n + 2, ahol n tetszbleges természetes szam. 697. 1. Utmu-
tatas. x5 + 3x%y? + ¢ = (x? + »?) (x* — x%y? + ¥y + 3x%y2. 698. 8.

701. 18 kg, 6 kg. 702. 2. 705. 4) %-, 6) 0; % 725. 6) —2; —3; 3; 7) 5;

8) —1; 1. 726. 5) —1; 1; 6) —5; 5; 4. 732. 1) (x —y + 4) (x + y — 2);
2) 2a — 3b —3) 2a + 3b + 1). 733. 1) HEx-pi+Bfr+pi-10y
2) 4 Bm — 2n + 3) Bm + 2n — 2). 734. 4) (2a — 5) (2a — 1)
5) Bx——"Ty) Bx —y); 6) 3 2m — n) (6m — Tn). 735. 4) (x + 3) (x — 2);
5) (¢ + 3d) (c + 5d); 6) (3x — 8y) (8x — 2y). 736. 1) —40; 2) 74; 3) 84;
4) 632. 737. 1) 54; 2) 48; 3) 1746. 739. 1) (x — 1) (x + 1) (x — 2) (x + 2);
) (+x+1) (x2—x+1);3) 2x2—4x+ 1) 222 + 4x + 1). Utmutatds.
gt e 1=t +1)-1620 4) 2+ x+ 1) (8 — o2 + 1). Utmutatds.
Arxrl= -+ P 2+ 5) (P — 20+ 2) (2 + 2x + 2); 6) (x — 1) ¥
X@+1) @+1) (x*+2). 740. 1) (x® —x + 3) (x2 + x + 3); 2) (x® —
—2x — 2) (@ + 2x — 2). T42. 14, 18, 22.

743. 13 km. 744. 2) -2; 2; —-18; 18; 3) —18; 'z
2; 4) 4. 786. a = 3. 787. 420 ember.

815. 12, 22, 32. 817. Utmutatds. Adjatok
Ossze az egyenldségek jobb és bal oldalait.

839. 68. abra. 840. 69. abra. 845. 15 méh. )
873. A{%;—%:I. 874. 1) (-10; -27); T
2) (-14; 8). 875. (3; 5). 879. 1. 880. 3.

68. abra
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69. abra 70. dbra
881. k = 0,5, b — 4. 882. h-%, b=—1. 887 1) n: 2 k 3) m: 4) p.

889. £k = -1. 890. b = 11. 897. 1) y = x + 3; 2) y = -0,5x — 1.
898. 1) }l:—%.‘q 2) y = 2x — 4. 899. 70. dbra. 900. 1) -39; 2) —12.

901. 1) g; 9) 1,4. 902. Utmutatds. Legyen a mésodik szam n. Akkor

az els6 szam n — 1, a harmadik n + 1. Az els§ és harmadik szam
kobének az osszegét bontsatok tényezékre. 904. o — b2. Utmutatds.
xt + x%y? + oyt = xt + 2% + yt — xy? = (o + y?)? — x%y2. 905. A modulus
meghatdrozasabél kovetkezik, hogy |#|= %, ezért |%|-x >0 Ezzel
egyutt 26 — 22 — 2 = —«? + 2x -1 -1 =—(x — 1)2 — 1 < 0.
917. 2. 918. 6. 919. 3) (-3; 0); (3; 0); (0; —=3); (0; 3); 4) (5; 0); (-5; 0);
(0; =5). 934. 1) (1; 1); 2) (1; 3); (6; 2); (11; 1). 937. Haromféleképpen.
938. 9 algebra és 2 mértan feladat, vagy 6 algebra és 4 mértan, vagy
3 algebra és 6 mértan. 939. 1) (0; 2); 2) (-1; 3); 3) (-0,5; —0,5);
4) nincs megoldasa. 940. 1) (5; —5); 2) nincs megoldasa. 941. (0; 0);
(=1; 0); (1; 0); (0; —=2). 942. (0; 4); (0; —4); (5; 0); (=5; 0). 943. 5%.

944. 20 alma. 945. 1) 6; 2) —5. 946. 269,5 km. 948. 1) 12; 2) -%.

986. —12. 987. —4. 988. a = -4, b = 2. 991. 1) d; 2) c¢; 3) b; 4) a.
994. 1) y =0,5x + 2; 2) y = 0,6x — 3. 995. x + y = 6. 998. 1 szampar
(3; 2). 1000. 24 6. 1002. 1) 5; 2) 3,5. 1003. 2) (x — 3y — 4) (x — 3y + 4);
Y c-b-3)(c+b+1).1014. ) a =3, b=-2,5;2) a=4, b =-6.
1015. ¢ = 2, b = 5. 1020. Ha a # 7. 1021. 1) 16; 2) —5. 1022. 1) Ha
a # 14; 2) ha a = -10. 1025. 1) (-2; 2); 2) (-2; 2); (1; 1); 3) nincs meg-
oldasa; 4) (1; -1); (3; 3). 1026. 1) (1; 1); (=3; 3); 2) (2; 1); (=2; -1);
3) (2; 0); (=2; 0); (0; 2); (0; —2). 1027. 3 kg. 1028. 60 km/6ra. 1029. 3;
5, 7, 9. Utmutatds. A legkisebb szamot jeldljétek meg: 2k — 3, ahol
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k > 1 — tetszbleges természetes szam. 1036. 1) (6; 3); 2) (4; 2); 3) (1; 2);
4) (4; =3); 5) (=5; =7); 6) (1,2; =0,7). 1037. 1) (=5; 20); 2) (-1; 3);
3) (=2; =1); 4) (=3; 4). 1038. 1) (0; —6); 2) (8; 6); 3) (=5; —4); 4) (4; —3).
1039. 1) (1; —1); 2) (=2 0,5); 3) (14; 2). 1040. 1) 14; 2) 0,25.
1041. 7 oroszlan. 1043. 2 — 1 = 2%* — 1 = 16" — 1. A 16" hatvany
utolsé szamjegye 6. Akkor a kifejezés utolsé szamjegye 5.
1049. 1) (8; 1); 2) (1,2; 0); 3) (-1; —2); 4) (7; =1); 5) (4; —1); 6) (6; —2);
7) (2; =2); 8) (5; 6). 1050. 1) (1; 2); 2) (3; —1); 3) (4; 2); 4) (6; 5); 5) (1,55

0,5); 6) (1; —1). 1051. 1) (=3; —4); 2) (I; —0.5); 3) {5%;-%); 4) ©@: -92).
1052. 1) (<0.6: -3.2): 2) (1. 3). 1053. 1) (1: 1): 2) (3: 9.

1054. 1) (=20; —0,5); 2) (-2: 3). 1055. 1) {-%;2%2]; 9) (-10; 5).

1056. 1) (-5; —6); 2) (1; —6). 1057. a = 5,6, b = 0,8. 1058. m = 9,
n=-12.1059. 1) y = -0,2x + 1,4; 2) y = —x + 1. 1060. 1) y = —-0,5x +
+ 3,5; 2) y = 3x + 3. 1062. 1) (3; —1,6); 2) nincs megoldasa. 1065. —0,8.

1066. 2. 1067. 1) (3; -3); 2) (1,5; 0,75); 3) {4;-%}; 4) (5; 6); 5) (-2,4; —4),
1068. 1) (10; 5); 2) (0,5; 1,5); 3) (—8; —28). 1069. 1) (0,2; 1); 2) (1; —1).
1070. 1) {%;%:I; 9) (2: —2). 1071. 1) 6; 2) —2.5. 1072. 9 feladatot.

1073. 2. 6ra 1075. 96 fa. 1080. 63 arsin kék és 75 arsin fekete szovet.
1081. 7 négyszemélyes és 3 hatszemélyes csénak. 1082. 9 kg, 7 kg.
1083. 8 ha, 6 ha. 1084. 9 alkatrész, 6 alkatrész. 1085. 4 q, 5 q.
1086. 14 hrn, 12 hrn. 1087. 3 hrn, 2 hrn. 1088. 58 km/éra, 70 km/6ra.
1089. 60 km/ora, 40 km/éra. 1090. 4 km/6ra, 16 km/éra. 1091. 84 km/ora,
79 km/éra. 1092. 80 1, 60 1. 1093. 28 utas, 36 utas. 1094. 18 km/6ra,
2 km/éra. 1095. 25 km/éra, 2,5 km/éra. 1096. 5 zsik, 7 zsak.
1097. 40 rupia, 170 rupia. 1098. 42 év, 15 év. 1099. 60 év, 12 év.
1100. 45 oltény, 30 6ltony. 1101. 18 hrn, 42 hrn. 1102. 3 hrn, 4 hrn.
1103. 20 hrn, 8 hrn. 1104. 800 hrn, 600 hrn. 1105. 900 hrn,
300 hrn. 1106. a = 120, b = 100. 1107. 12; 15. 1108. 100 kg, 200 kg.
1109. 20 kg, 30 kg. 1110. 87. 1111. 6 cm, 8 cm. 1112. 5 cm, 7 cm.
1113. 3 km/éra, 12 km/éra. 1114. 5 km/éra, 4 km/6ra. 1115. 12 km/6ra.
1116. 60 t. 1117. 50 km/éra, 75 km/éra, 90 km/6ra, 450 km.
1118. 48 km/éra, 60 km/éra. 1119. 48 km/éra, 16 km/éra. 1120. 320 g,
480 g. 1121. 63 kg, 15 kg. 1122. 72. 1123. 39. 1124. 24 1, 40 1.
1125. 28 1, 42 1. 1126. 1) Ilyen szam nem létezik; 2) tetszGleges két-
jegyd szam, amelyben a tizesek értéke 2-vel nagyobb az egyesekénél,
18-cal nagyobb az azonos szamjegyekbdl allo, de forditva felirt szam-
nal. 1127. 8 kaszas. 1133. 2) (b3 — 2b%> + 3) (b®> + 2b> — 3); 4) Bx — 7) X
X (3x + 5). 1134. o> = ¢ + 2b. 1135. 7,5. 1137. 8. 1154. Nem léteznek.
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Utmutatds. Hatarozzatok meg az adott tobbtagu kifejezések Gsszegét.
1156. 1) 1%; 2) %; 3) —0,2; 4) 5; 5) 3; 6) % 1157. 1) —0,4; 2) 4;
3) nincs megoldasa; 4) tetszbGleges szam. 1159. 3. 1160. —4.
1162. 1) 20; 2) 5,93. 1163. 1) 2,7; 2) 0,4; 3) 23; 4) 51,2. 1166. —4.

1167. % 1169. 1) 16. Utmutatds. Adjatok meg a méasodik ésszeadan-

dét két Osszeadandd Osszegeként: 1,66 - 4,68 = 1,66 - 2,34 - 2 =
= 1,66 - 2,34 + 1,66 - 2,34; 2) 0,16. 1170. Ha a = ¢ vagy b = d.
1

1173. 1) 0,5 2) 0. 1176. 1) 1; 2) 4. 1186. 1) 2; 2) 0,5 3) -7z

1192. 1) -1 9 % 1198. 1) 9; 2) 0,064; 3) 1. 1204. Utmutatds.

nnh+2 mn+4 @m+6) +16=n0m+6n (n?+ 6n+ 8 + 16
=*+6n+4—-4H :*+6n+4+4)+16=mn>+6n+4)>%—-4>+ 16
= (n? + 6n + 4)%. 1205. Utmutatds. Legyen n az adott természetes
szam. Két esetet kell megvizsgalni: n = 3k + 1 vagy n = 3k + 2, ahol
k — egész nem negativ szam. 1206. Utmutatds. Vizsgaljatok meg négy
lehetséges esetet: 1) n = 5k + 1; 2) n = 5k + 2; 3) n = bk + 3;
4) n = 5k + 4, ahol k — egész nem negativ szam. 1207. Lehet. Utmu-
tatds. Vizsgaljatok meg azokat az eseteket, amikor n = 3k, n = 3k + 1
és n = 3k + 2, ahol k& — egész nem negativ szam. 1215. —%.
1222. 1) (=2; 1); 2) (3; =2); 3) (1; -1); 4 (4; 2). 1223. 2. 1224. 1.
1225. 32 tanulé. 1226. 15 m/mp, 10 m/mp. 1227. 64%. 1228. 120 g,
60 g. 1229. 8 1, 2 1. 1230. 30 ha, 40 ha. 1231. 20 ha, 25 ha.
1232. 12 kg. 1233. 29. 1234. 91. Utmutatds. Ha az adott szam «x,
akkor a kapott szim egyenld: 10x + 1000 + 1 = 10x + 1001 vagy 21x.
1235. 16; 12.
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A fel- Feladat szama
ada}tsor 1 2 3 4 5 6 7 8 9 |10 |11 | 12
szama
1 C|A|B|C|C|A|B|C|B|C|B|D
2 D|jc|D|D|lC|C|B|C|B|A|D]|A
3 D|ID/IA|B|B|C|A|B|C|A|A]|C
4 c/B|jc|CcC|Cc|B|B|D|C|B|A|D
5 CcC|D)D| B B|B|A|C|A|C|D|B
6 A|/D/ B|B|C|B|A|JA|C|C|B|A
7 C/ D|/A|B|C|D|A|B|C|A|B|B
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