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UNGHIURI LA CENTRU $SI INSCRISE PRIMUL CRITERIU DE ASEMANARE AL TRIUNGHIURILOR
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AL DOILEA CRITERIU DE ASEMANARE AL TRIUNGHIURILOR
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Daca s1/A = /A, atunci AABC ©AA B C,

AL TREILEA CRITERIU DE ASEMANARE AL TRIUNGHIURILOR
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RELATIILE METRICE iN TRIUNGHIUL DREPTUNGHIC

C
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AB*= AC* + BC? (teorema lui Pitagora)
CD* = AD+-DB
AC* = AB-AD
BC* = AB-DB
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UNGHIULUI ASCUTIT AL TRIUNGHIULUI DREPTUNGHIC
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DIN PARTEA UTORILOR

Dragi elevi ai clasei a 8-a!

In acest an de invatamant voi veti continua studierea geometriei.
Speram ca voi ati dovedit sa indragiti aceasta stiinta importanta si fru-
moasa, si, decl, cu interes veti acapara cunostinte noi. Noi speram, ca in
acesta va contribui manualul, pe care voi il tineti in maini.

Faceti cunostinta, va rugam, cu structura lui.

Manualul este impartit in patru paragrafe, fiecare din ele consta din
puncte. In puncte este expus materialul teoretic. Invatandu 1, o atentie
deosebita cordati textului, care este tiparit cu caractere grase sau cur-
siv gras si cursiv; in asa un mod in manual sunt evidentiate definitiile,
regulile si cele mai importante afirmatii matematice.

De obicel expunerea materialului teoretic se termina cu exemple de
rezolvare a problemelor. Aceste scrieri pot fi privite ca una din posibilele
modele de perfectare a rezolvarii.

La fiecare punct sunt alese probleme pentru rezolvarea de sine
statatoare; va sfatuim sa treceti la a lor solutionare dupa insusirea
materialului teoretic. Printre insarcinari sunt atat exercitii simple si
mijlocii dupa complexitate, asa si1 probleme complicate (mai ales acele,
care sunt insemnate cu asterisc (¥)). Cunostintele sale se poate de ve-
rificat, rezolvand problemele date in forma de test, care sunt amplasate
la sfarsitul fiecarui paragraf.

Fiecare punct se termina cu rubrica ,,Observati, desenati, construiti,
plasmuiti”. In ea sunt alese probleme pentru rezolvarea carora trebuie
nu cunostinte geometrice speciale, ci numai judecata sanatoasa, inven-
tivitate si istetime. Aceste probleme sunt de folos, ca vitaminele: ele
dezvolta ,vederea geometrica” si intuitia.

Daca dupa indeplinirea temei pentru acasa v-a ramanea timp liber
sl vol vetl vrea sa stiti mai mult, atunci va recomandam sa va adresati
la rubrica ,,dupa ce s-au facut lectiile”. Materialul, expus acolo, nu este
simplu. Insa cu atat este mai interesant de incercat puterile sale!

Cutezati! Va uram succes!
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4 Din partea utorilor

Stimati colegi!

Noi speram, ca acest manual va deveni un ajutor de nddejde in munca
Dumneavoastra nu usoara si nobila, si vom fi sinceri bucurosi, daca el
0 sa va placa.

In carte este adunat un mare si divers material didactic. Dar intr-un
an de invatamant nu este posibil de rezolvat toate problemele, insa nici
nu e nevoie in asta. Totodata este cu mult mai lesne de lucrat atunci cand
este o rezerva considerabild de probleme. Aceasta permite realizarea
principiilor diferentierii a nivelurilor de cunostinte si a individualizarii
in invatamant.

Atragem atentia la aceea, cid in manual sunt prezente probleme de
constructie. Ele nu sunt obligatorii pentru cercetare. Acest material este
rational de-1 folosit numai in cazul, cand elevii deja au facut cunostinta
cu capitolul respectiv din cursul de geometrie clasa a 7-a.

Cu culoare azurie sunt insemnate numerele problemelor, care se
recomanda pentru acasa, cu culoare purpurie — numerele problemelor
care dupa parerea profesorului (tinand cont de particularitatile indivi-
duale ale elevilor clasei) pot fi rezolvate oral.

Materialul rubricii ,,Dupa ce s-au facut lectiile” poate fi folosit in
organizarea lucrului cercului de matematica si a ocupatiilor facultative.

Hai impreuna sa transformam cursul scolar de geometrie intr-un
obiect inteles si atragator.

Va dorim inspiratie creativa si rabdare.

NOTATII CONVENTIONALE
o Insarcinari ce corespund nivelurilor initial si mijlociu ale reusitelor in
invatatura;
. Insarcinari ce corespund nivelului suficient al reusitei in invatatura;

S

S

insarcinari care corespund nivelului superior al reusitei in invatatura;

S S
*

probleme menite cercurilor de matematica si facultativelor;

probleme-cheie, al ciror rezultat poate fi folosit in procesul rezolvarii
altor probleme;

demonstrarea teoremei, care corespunde nivelului suficient al reusitei
in invatatura;

demonstrarea teoremei, care corespunde nivelului superior al reusitei
in Invatatura;

demonstrarea teoremei neobligatorie pentru studiere;

sfarsitul demonstrarii teoremei;

terminarea rezolvarii problemei;

o»r o O @j’

rubrica ,,Dupa ce s-au facut lectiile”.
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PATRULATERE §1 s

n acest paragraf se consider3 figura geometrica, cunoscuti vous, patru-
laterul. Veti face cunostinté cu tipuri particulare de patrulatere: cu parale-
logramul, dreptunghiul, rombul, patratul, trapezul, vetiinvata proprietatile
acestor figuri si veti afla criteriile cu ajutorul carora o s puteti recunoaste
figurile mentionate dintr-o multime de patrulatere.

Vetiinvéta proprietatile segmentului, care uneste mijlocurile laturilor unui
triunghi, o sa va convingeti, ca aceste proprietéti pot servi in calitate de
cheie la rezolvarea unei serii intregi de probleme.

Cum de masurat arcul circumferintei? Carui patrulater i se poate circum-
scrie o circumferinta? In care patrulater poate fiinscrisa o circumferinta?
Insusind materialul acestui paragraf, voi veti obtine raspuns la aceste
ntrebari.

o —
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6 § 1. Patrulatere d

1. Patrulaterul si elementele lui

In figura 1 segmentele AB si AC au numai un singur punct comun,
care este extremitatea fieciruia din ei. Astfel de segmente se numesc
vecine. In figura 2 fiecare doua segmente sunt vecine.

B
/\C
A
Fig. 1 Fig. 2

Segmentele AB si CD din figura 3 nu sunt vecine.

A A
>< /C d
C B D

a b
Fig. 3

Sa consideram figura, care este constituita din patru puncte A, B, C,
D si patru astfel de segmente AB, BC, CD, DA ca oricare doua segmente
vecine nu se afla pe o dreapta si orice segmente, care nu-s vecine nu au
puncte comune (fig. 4, a).

B B

Q
Q

Fig. 4
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b 1. Patrulaterul si elementele lui 7

Figura, formata de aceste segmente, margineste o parte a planului,
evidentiata in figura 4, b cu culoare verde. Aceasta parte a planului
impreuna cu segmentele AB, BC, CD si DA se numeste patrulater.
Punctele A, B, C, D se numesc varfurile patrulaterului, iar segmentele
AB, BC, CD, DA — laturile patrulaterului.

In figura 5 sunt reprezentate figurile, care sunt compuse din patru
segmente AB, BC, CD, DA si o parte din plan, pe care ele o marginesc.
Insa aceste figuri nu sunt patrulatere. Explicati de ce.

4 B c 4 B

Fig. 5

Laturile patrulaterului, care sunt segmente vecine, se numesc
laturile alaturate ale patrulaterului. Varfurile, care sunt extremi-
tatile unei laturi, se numesc varfurile vecine ale patrulaterului.
Laturile, care nu sunt vecine se numesc laturile opuse ale patrula-
terului. Varfurile, care nu sunt vecine se numesc varfurile opuse
ale patrulaterului.

In figura 6 este reprezentat un patrulater, in
care, de exemplu, laturile M@ si MN sunt alatu- M
rate, iar laturile NP si M@ — opuse. Varfurile @ N
s1 P — vecine, 1ar varfurile M si P — opuse.

Patrulaterul se numeste si se noteaza dupa
varfurile lui. De exemplu, in figura 4, b este re-
prezentat patrulaterul ABCD, iar in figura 6 — Q
patrulaterul MNPQ. In notarea patrulaterului
literele, ce sunt amplasate alaturi, corespund
varfurilor vecine ale patrulaterului. De exemplu,
patrulaterul, reprezentat in figura 6 poate fi notat inca si asa: PQMN,
sau MQ@PN, sau NPQM si altele.

Suma lungimilor a tuturor laturilor patrulaterului se numeste pe-
rimetrul patrulaterului.

P

Fig. 6
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8 § 1. Patrulatere d

A

Fig. 7

Segmentul care uneste varfurile opuse ale patrulaterului se numeste
diagonala. In figura 7 segmentele AC si BD — diagonalele patrulaterului
ABCD.

Unghiurile ABC, BCD, CDA, DAB (fig. 8) se numesc unghiurile
patrulaterului ABCD. In acest patrulater ele toate sunt mai mici decat
unghiul desfisurat. Astfel de patrulater se numeste convex. Insa exista
patrulatere, in care nu toate unghiurile sunt mai mici decat cel desfa-
surat. De exemplu, in figura 9 unghiul B al patrulaterului ABCD este
mai mare decat 180°. Un astfel de patrulater se numeste neconvex'.

Unghiurile ABC si ADC se numesc unghiuri opuse ale patrulate-
rului ABCD. De asemenea sunt opuse unghiurile BAD si BCD.

B A ¢
B
C
A
D D
Fig. 8 Fig. 9

Teorema 1.1. Suma unghiurilor unui patrulater este egald
cu 360°.

Demonstrare. ® Ducem in patrulater diagonala, care il imparte in
doua triunghiuri. De exemplu, in figura 10 asta-i diagonala BD. Atunci
suma unghiurilor patrulaterului ABCD este egala cu suma unghiurilor
ale triunghiurilor ABD si CBD. Deoarece suma unghiurilor a unui tri-
unghi este egala cu 180°, reiese cd suma unghiurilor a unui patrulater
este egala cu 360°. A

! Mai amanuntit cu notiunea ,convex” veti face cunostinta in p.19.
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M 1. Patrulaterul si elementele lui 9

A

Fig. 10

Consecinta. Intr-un patrulater numai un singur unghi
poate fi mai mare decat cel desfdasurat.

Demonstrati aceasta proprietate de sine statator.

O-rrProblema 1.Demonstrati, ca lungimea B
oricarei laturi a patrulaterului este mai mica decéat
suma lungimilor celorlalte trei laturi ale lui.

Rezolvare. Sa consideram un patrulater oa-
recare ABCD (fig. 11). Vom arata, de exemplu, ca A
AB<AD + DC + CB. Y

Ducem diagonala AC. Aplicand inegalitatea D
triunghiului pentru laturile AB si AC corespunza-
toare triunghiurilor ABC si ADC, obtinem inegali-
tatile: AB<AC+ CB, AC<AD + DC.

De aicit AB<AC+ CB<AD + DC + CB.

Deci, AB<AD +DC + CB.®

Problema 2. Construiti patrulaterul, fiind date doua laturi
alaturate si patru unghiuri, fiecare din ele este mai mic decat unghiul
desfasurat.!

Fig. 11

Rezolvare. In figura 12 este reprezentat pa-
B trulaterul ABCD, in care sunt cunoscute lungimile
C laturilor AB si BC, si de asemenea toate unghiurile

A lui.
In triunghiul ABC sunt cunoscute doua laturi

D AB i BC si unghiul B dintre ele. Deci, acest triunghi
poate fi construit. Acum putem de la semidreptele
Fig. 12 AB si CB depune unghiurile, care sunt egale cu

unghiurile patrulaterului de la varfurile A si C.

1 in manual problemele de constructie nu sunt considerate obligatorii.
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10 § 1. Patrulatere M

Analiza efectuata arata, cum de construit patrulaterul ciutat.

Construim triunghiul dupa laturi date ale patrulaterului si unghiul
dintre ele. In figura 12 acesta este triunghiul ABC. Mai departe de la
semidreptele AB si CD depunem doud unghiuri cunoscute ale patrula-
terului. Cele doua semidrepte construite se intersecteaza in punctul D.
patrulaterul ABCD — cel ciutat. @

(%)

. Explicati care segmente se numesc vecine?

Explicati care figura se numeste patrulater?

Care laturi ale patrulaterului se numesc alaturate? opuse?
Care varfuri ale patrulaterului se numesc vecine? opuse?
Cum se noteaza patrulaterul?

Ce se numeste perimetrul patrulaterului?

Ce se numeste diagonala a patrulaterului?

Care patrulater se numeste convex?

Formulati teorema despre suma unghiurilor patrulaterului.

O 00 NONUT AN WN

IE.; l.{ INSARCINARI PRACTICE IS

1.° Desenati patrulaterul, in care:
1) trei unghiuri sunt obtuze;
2) unghiurile varfurilor vecine sunt drepte, iar celelalte doua nu
sunt drepte;
3) o diagonala este impartita in jumatati de punctul de intersectie,
1ar a doua nu se imparte in doua jumatati;
4) diagonalele sunt perpendiculare.

2.° Construiti un patrulater arbitrar, notati varfurile lui cu literele
M, K, E, F. Indicati perechile laturilor alaturate ale lui, ale laturi-
lor opuse, ale varfurilor opuse. Scrieti oarecare trei insemnari ale
acestul patrulater.

3.° Desenati patrulaterul, in care:
1) trei unghiuri sunt ascutite;
2) doua unghiuri opuse sunt drepte, iar altele doua nu sunt drepte;
3) punctul de intersectie al diagonalelor le imparte pe fiecare din ele
in jumatati.
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M 1. Patrulaterul si elementele lui 1"

EXERCITII I

4.° Printre figurile, reprezentate in figura 13, indicati patrulaterele.

ANYANE SRR
S L] <A

Fig. 13

5.° Aduceti patru insemnari oarecare ale patru- K
laterului, reprezentat in figura 14. Indicati:
1) varfurile patrulaterului;
2) laturile lui; c
3) perechile varfurilor vecine;
4) perechile varfurilor opuse; A
5) perechile laturilor alaturate;
6) perechile laturilor opuse;
7) diagonalele patrulaterului.

Fig. 14

6.° Printre patrulaterele, reprezentate in figura 15, indicati pe cele

convexe.
C k E T Y Q L
B D S<>O A RU
\ M F )4 X VY, N
Fig. 15

7.° Cu ce este egal al patrulea unghi al patrulaterului, daca trei unghiuri
ale lui sunt egale cu 78°, 89° si 93°?

8.° Aflati unghiurile patrulaterului, daca ele sunt egale intre ele.
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12 § 1. Patrulatere d

9.° In patrulaterul ABCD se stie cd /B = 150°, ZA = Z/C = £D. Aflati
unghiurile necunoscute ale patrulaterului.

10.° Unul din unghiurile patrulaterului este de 2 ori mai mic, decat al
doilea unghi, cu 20° mai mic, decat al treilea si cu 40° mai mare,
decét al patrulea. Aflati unghiurile patrulaterului.

11.° Aflati unghiurile patrulaterului, daca ele sunt proportionale cu
numerele 2, 3, 10 si 21. Oare este acest patrulater convex?

12.° Aflati unghiurile patrulaterului, daca trei unghiuri ale lui sunt
proportionale cu numerele 4, 5 si 7, iar al patrulea este egal cu
semisuma lor. Oare este acest patrulater convex?

13.° Oare poate si aiba patrulaterul:
1) trei unghiuri drepte si unul ascutit;
2) trei unghiuri drepte si unul obtuz;
3) patru unghiuri drepte;
4) patru unghiuri ascutite;
5) doua unghiuri drepte si doua unghiuri obtuze;
6) doua unghiuri drepte, unul ascutit si unul obtuz?

In cazul afirmativ desenati un astfel de patrulater.
14.° Perimetrul patrulaterului este egal cu 63 cm. Aflati laturile lui,

daca a doua latura constituie % din prima, a treia — 50% din cea

de-a doua, iar a patra 150% din prima.

15.° Aflati laturile patrulaterului, daca una din ele este cu 2 cm mai
mare, decat a doua, cu 6 cm mai mica, decat a treia, de 3 ori mai
mica, decat a patra, iar perimetru este egal cu 64 cm.

16.° In patrulaterul ABCD laturile AB si BC sunt egale, iar diagonala
BD formeaza cu aceste laturi unghiuri egale. Demonstrati ca laturile
CD si AD tot sunt egale.

17.° Diagonalele patrulaterului sunt impartite in jumatati de catre
punctul lor de intersectie, una din laturile lui este egala cu 6 cm.
Cu ce este egala latura opusa ei a patrulaterului?

18.° In patrulaterul MNKP se stie, ca MN = NK, MP = PK, /M = 100°.
Aflati unghiul K.

19.° In patrulaterul ABCD diagonala AC formeaza cu laturile AB s1 AD
unghiuri egale si cu laturile CB si CD de asemenea unghiuri egale,
AB =8 cm, BC = 10 cm. Aflati perimetrul patrulaterului ABCD.

20." in triunghiul ABC se stie, ca ZA =44°, /B =56°. Bisectoarele AK si
BM ale triunghiului se intersecteaza in punctul O. Aflati unghiurile
patrulaterului: 1) MOKC; 2) AOBC.

21." In triunghiul ABC se stie ci ZA = 36°, /B = 72°. Indltimea AE si
indltimea BF ale triunghiului se intersecteaza in punctul H. Aflati
unghiurile patrulaterului: 1) CFHE; 2) ACBH.
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M 1. Patrulaterul si elementele lui 13

22.° Aflati diagonala patrulaterului, daca perimetrul lui este egal cu
80 cm, iar perimetrele triunghiurilor, in care aceasta diagonala
imparte patrulaterul dat, sunt egale cu 36 cm s1 64 cm.

23.° Oare pot laturile patrulaterului sa fie egale cu:
1)2dm, 3 dm, 4 dm, 9dm; 2)2dm, 3 dm, 4 dm, 10 dm?

24.” Se stie ca in patrulaterul ABCD #A = Z/C=90°. Demonstrati ca bi-
sectoarele altor doua unghiuri ale patrulaterului sau sunt paralele,
sau sunt situate pe aceeasi dreapta.

25.” Demonstrati ca daca bisectoarele a doua unghiuri opuse ale unui
patrulater convex sunt paralele sau se afla pe aceeasi dreapta,
atunci celelalte doua unghiuri ale patrulaterului sunt egale.

26." Construiti patrulaterul dupa laturile lui si unul din unghiuri.

27.* Construiti patrulaterul, stiind trei laturi si doua diagonale ale lui.

28.” Construiti patrulaterul, dacd sunt date laturile si o diagonala ale
lui.

29.* Construiti patrulaterul ABCD, dacd sunt cunoscute unghiurile A
s1 B, laturile AB si BC si suma laturilor AD si CD ale acestui pa-
trulater.

NE PREGATIM PENTRU STUDIEREA TEMEI NOI Il

30. Dreapta c intersecteaza fiecare din dreptele a si b (fig. 16). Indicati
perechile de unghiuri alterne interne si de aceeasi parte a secan-
tel, care totodata s-au format. Care este repartizarea reciproca a
dreptelor a si b, daca: 1) L1 = £4; 2) £1 =20°, £3 =170°?

B C

A D A . D
Fig. 16 Fig. 17 Fig. 18

31. In patrulaterul ABCD (fig. 17) £C = 110°, £D = 70°. Demonstrati,
ca BC | AD.

32. In patrulaterul ABCD se stie ca ZA = /B =90°, ZC = 100°. Oare
sunt paralele dreptele: 1) BC si AD; 2) AB si CD?

33. In figura 18 AD = BC, ZADB = ZCBD. Demonstrati ca AB = CD
si AB|| CD.
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34. Segmentul BK — bisectoarea triunghiului ABC. Dreapta DK este
paraleld cu latura AB si intersecteaza latura BC in punctul D,
/BDK = 116°. Aflati unghiul BKD.

Improspatati in memorie continutul pp 12, 13, 14 de la
pag. 188, 189.

OBSERVATI, DESENATI,
CONSTRUITI, PLASMUITI

35.Un plan alb a fost stropit arbitrar cu vopsea neagra. Demonstrati,
ca pe plan exista un segment cu lungimea de 1 m, ale carui extremi-
tati sunt vopsite in aceeasi culoare.

=2 CUTEZAT!! ne—

Problema 29 este notata cu asterisc (*). Aceasta inseamna ca ea apar-
tine la problemele de complexitate sporita. Macar ca astfel de probleme nu
vor fi date la lucrarile de sine statator sau de control, ele in manual sunt
nu putine. La voi poate aparea intrebarea: ,De ce trebuie de cheltuit timp
si puteri la problemele complicate, daca ele nu sunt obligatorii pentru re-
zolvare, iar o nota mare se poate obtine cu eforturi considerabil mai mici?”
Dupa parerea noastra, cel mai bun raspuns la intrebarea aceasta poate
fi gasit in cartea ,Matematica si romantica” a cunoscutului geometric si
pedagog ucrainean Micola Ivanovici Kovantov. El scria: ,,Dragi prieteni!
Luati-va de rezolvarea problemelor matematice complicate. Si a celor ce
numai ce au fost formulate, s1 a celora care deja multe decenii sau secole
nu au putut fi rezolvate. Pe voi o0 sa va chinuie suferintele si dezamagirile,
cand o sa va para, ca vol in zadar ati pierdut ani in cautarea unei naluci,

: care va eschiveaza. Totul poate fi. Insa voi o sa fiti
insutit recompensati, cand intr-o buna zi veti fi in
fata acelui scop sacru, spre care atata timp si greu
ati mers. Nu fiti indiferenti, ca atunci va asteapta
decesul spiritual”.

M.I. Kovantov aproape 30 de ani a condus ca-
tedra de geometrie a Universitatii Nationale Taras
Sevcenco din Kiev. Penitei lui 11 apartin peste 200
de lucrar stiintifice si stiintifico-populare.

Micola Ivanovici a educat zeci de savanti, care
M.l.Kovantov azi lucreaza in Ucraina, de asemenea si in multe

(1924—198;3) tari ale lumii.
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b 2. Paralelogramul. Proprietatile paralelogramului 15

2. Paralelogramul. Proprietéatile paralelogramului

Definitie.Paralelogram se numeste patrulaterul, la care
fiecare doua laturi opuse sunt paralele.

In figura 19 este reprezentat paralelogramul ABCD. In virtutea
definitiei paralelogramului avem: AB || CD, BC | AD.

Sa consideram cateva proprietiti ale paralelogramului.

Teorema 2.1. Laturile opuse ale paralelogramului sunt
egale.

Demonstratie. ® in figura 19 este reprezentat paralelogramul
ABCD. Sa demonstram cid AB= CD s1 BC=AD.

Ducem diagonala AC. Sa demonstram ca triunghiurile ABC si CDA
sunt egale (fig. 20).

In aceste triunghiuri, latura AC — comuna, unghiurile 1 si 2 sunt
egale ca unghiuri alterne interne formate de dreptele paralele BC si
AD si secanta AC, unghiurile 3 s1 4 sunt egale, ca unghiuri alterne
interne formate de dreptele paralele AB si CD si secanta AC. Asadar
triunghiurile ABC si CDA sunt egale conform celui de-al doilea criteriu
de egalitate al triunghiurilor. De aici AB=CD si BC=AD. A

Teorema 2.2. Unghiurile opuse ale paralelogramului sunt
egale.

Demonstratie. ® In figura 19 este reprezentat paralelogramul
ABCD. Sa demonstram ca LA =2Cs1 £B=/4D.

B C

A D
Fig. 19 Fig. 20

In procesul demonstririi teoremei anterioare s-a stabilit ca
AABC = ACDA (fig.20). De aici, ZB = £D. Din egalitatea unghiurilor 1
s1 2, s1 a egalitatii unghiurilor 3 si 4 rezulta, ca £1 + £3 = £2 + Z4.
Asadar, ZBAD = Z/BCD. A

Teorema 2.3. Diagonalele parale- B C
logramului sunt impdrtite in jumdtate
de catre punctul lor de intersectie.

Demonstratie. ® In figura 21 este re-
prezentat paralelogramul ABCD, ale carui

diagonale se intersecteaza in punctul O. Sa
demonstram, cad AO = OC s1 BO = OD.
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16 § 1. Patrulatere d

Sa cercetam triunghiurile AOD si COB.

Avem: /1 si1 /2, /3 s1 /4 egale ca unghiuri alterne interne la drep-
tele paralele AD si BC si secantele AC si corespunzitor BD. Conform
teoremei 2.1 obtinem: AD = BC. Deci, triunghiurile AOD si COB sunt
egale in virtutea criteriului al doilea de egalitate a triunghiurilor. De
aici, AO=0C, BO=0D. A

Definitie. Inaltimea paralelogramului se numeste
perpendiculara, coborata din orice punct al dreptei, care contine
latura paralelogramului, pe dreapta, care contine latura opusa.

in figura 22 fiecare din segmentele AF, QE, BM, PN, CK este inalti-
mea paralelogramului ABCD.

B C P
Q T ]
[ E 1N u|
A M D K N
F
Fig. 22

Din cursul de geometrie al clasei a 7-a voi stiti ca toate punctele a
uneia din doua drepte paralele sunt egal departate de la cealalta dreapta.
De aceea AF = QF si BM = PN = CK.

Se spune ci inaltimile BM, CK, PN sunt duse la laturile BC si
AD, iar inaltimile AF, QE — la laturile AB si CD.

O-tr Problema 1.Demonstrati ca dreptele care contin inaltimile
triunghiului, se intersecteaza intr-un punct.

Rezolvare. Prin fiecare varf al triunghiului dat ABC ducem dreap-
ta, paralela la latura opusa. Obtinem triunghiul A, B,C, (fig. 23).

Fig. 23
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b 2. Paralelogramul. Proprietatile paralelogramului 17

Din constructie rezulta ca patrulaterele AC,BC si ABCB, — sunt
paralelograme. De aici AC, =BC=AB,. Deci punctul A este mijlocul
segmentului B,C,.

Deoarece dreptele B,C, si BC napanenbHi, To Bucotra AH sunt para-
lele reiese ca inaltimea AH a triunghiului ABC este perpendiculara pe
segmentul B,C,. Asadar, dreapta AH — mediatoarea laturii B,C, a tri-
unghiului 4,B,C,. Analogic se poate demonstra, ca dreptele care contin
altele doua inaltimi ale triunghiului ABC sunt medianele laturilor C, A,
si A, B, si ale triunghiului A B,C,.

Deoarece mediatoarele laturilor unui triunghi se intersecteaza in-
tr-un punct, reiese ca afirmatia problemei este demonstrata. @

Problema 2. Bisectoarea unghiului obtuz a paralelogramului im-
parte latura lui in raportul 2 : 1, socotind de la varful unghiului ascutit.
De aflat latura paralelogramului, daca perimetrul lui este egal cu 60 cm.

Rezolvare. Fie ca bisectoarea unghiului B C
obtuz B a paralelogramului ABCD (fig. 24) in-
tersecteaza latura AD in punctul M. Conform
conditie1 AM : MD=2:1.

Unghiurile ABM si CBM sunt egal in vir- 4 M D
tutea conditiei.

Unghiurile CBM si AMB sunt egale ca
unghiuri alterne interne la dreptele paralele
BC s1 AD si secanta BM.

Atunci ZABM = ZAMB. Deci, triunghiul BAM este isoscel, de aici
AB=AM.

Fie MD =x cm, atunci AB=AM=2x cm, AD = 3x cm. Deoarece laturile
opuse ale paralelogramului sunt egale, rezulta ca perimetrul lui este egal
cu 2 (AB + AD). Tinand cont de faptul ca conform conditiei perimetrul
paralelogramului este egal cu 60 cm, obtinem:

2 (2x + 3x) = 60;
x = 6.
Asadar, AB=12 cm, AD =18 cm.

Rdspuns: 12 cm, 18 cm. @

Fig. 24

Care patrulater se numeste paralelogram?

Ce proprietate au laturile opuse ale paralelogramului?
Ce proprietate au unghiurile opuse ale paralelogramului?
Ce proprietate au diagonalele paralelogramului?

Ce se numeste naltime a paralelogramului?

uAWN=
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18 § 1. Patrulatere d

LE. = 1.{ INSARCINARI PRACTICE I

IV

36.° In figura 25 este reprezentat paralelogramul ABCD. Faceti asa un
desen in caiet. Duceti din punctele B si M inaltimile paralelogra-
mului la latura AD, iar din punctul K — inaltimea la latura AB.

B
[\ )
A D A D
D
a b c

Fig. 25

—
WEXERCITII L

37.° Doua drepte paralele intersecteaza alte trei drepte paralele. Cate
paralelograme se vor obtine in acest caz?

38.° In figura 26 sunt reprezentate paralelograme. Determinati, fara a
face masurari, pe care figuri marimile unghiurilor sau lungimile
segmentelor sunt insemnate incorect (lungimile segmentelor sunt
date in centimetri).

. 302 7

Fig. 26

MpaBo anst 6e3onnaTHOro Po3milleHHs NiapyYHMKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii 3micTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



M 2. Paralelogramul. Proprietatile paralelogramului 19

39.° Oare vor fi suficienti 40 cm de sdrma pentru a confectiona din ea un pa-
ralelogram culaturile: 1) 14cmsi8cm; 2) 16cmsi4cm; 3) 12cm si6cm?

40.° Perimetrul paralelogramului este egal cu 112 cm. Aflati laturile
lui, daca: 1) una din ele este cu 12 mai mica decat cealalta; 2) doua
laturi ale lui se raporta 5 : 9.

41.° Aflati laturile paralelogramului, daca una din ele este de 5 ori mai
mare decat cealalta, iar parametrul paralelogramului este egal cu
96 cm.

42.° Se stie ca in paralelogramul ABCD AB = 6 ¢cm, AC = 10 cm,
BD = 8 cm, O — punctul de intersectie al diagonalelor lui. Aflati
perimetrul triunghiului COD.

O=r7 43.° Demonstrati cd suma a oricare doud unghiuri vecine ale pa-
ralelogramului este egala cu 180°.

44.° Aflati unghiurile paralelogramului, daca:
1) unul din ele este egal cu 70°;
2) suma a doud unghiuri ale lui este egala cu 100°;
3) diferenta a doud unghiuri ale lui este egala cu 20°;
4) doua unghiuri ale lui se raporta ca 3 : 7.

45.° Aflati unghiurile paralelogramului, daca unul din ei:
1) de 2 ori este mai mare, decat celalalt;
2) cu 24° este mai mic, decat celalalt.

46.° In triunghiul ABC se stie, ca ZA = 35°. Printr-un punct arbitrar,
care apartine laturii BC, sunt duse doua drepte, paralele cu latu-
rile AB s1 AC ale triunghiului. Determinati tipul patrulaterului ce
s-a format, si aflati toate unghiurile lui.

47.° Aflati unghiurile paralelogramului ABCD
(fig. 27), daci ZABD = 68°, ZADB = 47°. B ¢

48.° In paralelogramul ABCD diagonala AC formeaza
cu latura AB unghiul, egal cu 32°, ZBCD = 56°.
Aflati unghiurile CAD si D. A D

O—r7 49.° Bisectoarele unghiurilor A si B ale para-
lelogramului ABCD se intersecteazi in punctul Fig. 27
M. Determinati marimea unghiului M al triun-
ghiului ABM.

50.° Laturile paralelogramului sunt egale cu 6 cm si 10 cm. Oare poate
una din diagonalele lui sa fie egald cu 16 cm?

51.° inéltimea BK a paralelogramului ABCD imparte latura lui AD in
segmentele AK si KD astfel, ca AK = 4 cm, KD = 6 cm. Aflati un-
ghiurile si perimetrul paralelogramului, daca ZABK = 30°.

52.° Unul din unghiurile paralelogramului este egal cu 45°. Inaltimea
paralelogramului, coborata din varful unghiului obtuz, este egala
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cu 3 cm si imparte latura paralelogramului in doua parti egale.
Aflati aceasta laturd a paralelogramului si unghiurile, pe care le
face diagonala, care uneste varfurile unghiurilor obtuze, cu laturile
paralelogramului.

53." Inparalelogramul ABCD se stie ca £C=30°, indltimea BH, coborata
pe latura CD, este egala cu 7 cm, iar perimetrul paralelogramului
— 46 cm. Aflati laturile paralelogramului.

54." Se da paralelogramul ABCD si triunghiul MKN. Oare pot avea loc
in acelasi timp egalitatile ZA=2ZM, «/B= /K, Z/C = ZN?

55.° Demonstrati ca varfurile B si D ale paralelogramului ABCD sunt
egal departate de la dreapta AC.

56." Demonstratica orice segment care trece prin punctul de intersectie al
diagonalelor paralelogramului si extremitatile caruia apartin laturilor
opuse ale paralelogramului, este impartit de acest punct in jumatate.

57.° Perimetrul paralelogramului ABCD este egal cu 24 cm, ZABC=160°,
diagonala AC formeaza cu latura AD unghiul de 10°. Aflati laturile
paralelogramului.

58." Diagonala BD a paralelogramului ABCD face cu latura AB unghiul
de 65°, ZC =50°, AB = 8 cm. Aflati perimetrul paralelogramului.

59.° Aflati unghiurile paralelogramului ABCD, daca BD | ABsi BD=AB.

60." Diagonala paralelogramului formeaza cu laturile lui unghiurile de
30° 1 90°. Aflati laturile paralelogramului, daca perimetrul lui este
egal cu 36 cm.

61." In afara paralelogramului ABCD este dusa o dreapta paralela cu
diagonala lui BD. Aceasta dreapta intersecteaza dreptele AB, BC,
CD s1 AD corespunzator in punctele E, M, F si K. Demonstrati, ca
MK = EF.

62.° Paralel cu diagonala AC a paralelogramului ABCD este dusa dreap-
ta, care intersecteaza segmentele AB si BC in punctele M si N, iar
dreptele AD si CD in punctele P si K corespunzator. Demonstrati,
ca PM = NK.

63.° Unul din unghiurile, formate la intersectia bisectoarei unghiului
paralelogramului cu latura lui, este egal cu 24°. Aflati unghiurile
paralelogramului.

64.° Bisectoarea unghiului A a paralelogramului ABCD intersecteaza
latura lui BC in punctul M. Aflati perimetrul acestui paralelogram,
daci AB=12 cm, MC =16 cm.

65." Bisectoarea unghiului ascutit al paralelogramului imparte latura lui
in raportul 3:5, socotind de la varful unghiului obtuz. Aflati laturile
paralelogramului, dacad perimetrul lui este egal cu 66 cm.

66." Bisectoarea unghiului B al paralelogramului ABCD intersecteaza
latura CD in punctul K astfel, ca segmentul CK este de 5 ori mai
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mare, decat segmentul KD. Aflati laturile paralelogramului, daca
perimetrul lui este egal cu 88 cm.

67." In paralelogramul ABCD se stie, ca AD =12 cm, AB = 3 cm, bisec-
toarele unghiurilor B si C intersecteaza latura AD in punctele E si
F corespunzator. Gasiti segmentul EF.

68.° Unghiul dintre indltimea BH a paralelogramului ABCD si bisec-
toarea BM a unghiului ABC este egal cu 24°. Aflati unghiurile
paralelogramului.

O=rr 69.° Demonstrati ca unghiul format de inaltimile paralelogramu-
lui, duse din varful unghiului obtuz, este egal cu unghiul ascutit
al paralelogramului.

O=rr 70." Demonstrati ca unghiul dintre inaltimile paralelogramului,
duse din varful unghiului ascutit, este egal cu unghiul obtuz al
paralelogramului.

71.° Unghiul facut de inaltimile paralelogramului, duse din varful un-
ghiului obtuz, este egal cu 30°. Aflati perimetrul paralelogramului,
daca inaltimile lui sunt egale cu 4 cm s1 6 cm.

72.° inéltimile paralelogramelor, duse din varful unghiului ascutit,
formeaza unghiul de 150°, laturile paralelogramului sunt egale cu
10 cm si 18 cm. Aflati indltimile paralelogramului.

73.° Printr-un punct arbitrar al bazei unui triunghi isoscel sunt duse
drepte, paralele la laturile lui laterale. Demonstrati, ca perimetrul
patrulaterului format este egal cu suma laturilor laterale ale tri-
unghiului dat.

74.° Prin fiecare varf al triunghiului ABC este dusa o dreapti paralela
cu latura opusa. Suma perimetrelor ale tuturor paralelogramelor
obtinute este egala cu 100 cm. Aflati perimetrul triunghiului ABC.

75." Construiti paralelogramul:

1) cunoscand doua laturi si unghiul facut de ele;
2) stiind doua diagonale si o latura;
3) daca sunt date o latura, o diagonala si unghiul dintre ele.

76." Construiti paralelogramul:

1) stiind doud laturi si diagonala;
2) se stiu doua diagonale si unghiul format de ele.

77.” Sunt date trei puncte care nu sunt situate pe o dreapta. Construiti
paralelogramul, ale carui varfuri sunt aceste puncte. Cate solutii
are problema?

78.” Punctul de intersectie al bisectoarelor a doua unghiuri vecine ale
paralelogramelor apartine laturii lui. Aflati raportul laturilor ala-
turate ale paralelogramului.

79.” Pe latura BC a paralelogramului ABCD exista asa un punct M, ca
BM =MD = CD. Aflati unghiurile paralelogramului, daca AD = BD.
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80.” Construiti paralelogramul:
1)daca se stie o latura, inaltimea coborata pe ea si o diagonala;
2)stiind doua diagonale si inaltimea,;
3)cunoscand unghiul ascutit si doua inaltimi, duse la doua laturi

alaturate.

81.” Construiti paralelogramul:
1)daca se dau doua laturi si inaltimea;
2)daca sunt cunoscute diagonala si doua inaltimi, coborate pe doua

laturi alaturate.

82.* Din varful B al paralelogramului ABCD au coborat perpendiculara
BE pe diagonala AC. Prin punctul A este dusa dreapta m, perpen-
diculara pe dreapta AD, iar prin punctul C — dreapta n, perpendi-
culara pe dreapta CD. Sa se demonstreze ca punctul de intersectie
al dreptelor m si n apartine dreptei BE.

83.* Construiti paralelogramul, daca se stie latura, suma diagonalelor
si unghiul dintre diagonale.

84.* Pe laturile AB si BC ale paralelogramului ABCD in afara lui sunt
construite triunghiurile echilaterale ABM si BCK. Demonstrati ca
triunghiul MKD este echilateral.

85.* Prin punctul, care apartine unui unghi, duceti o dreapta astfel, ca
segmentul acestei drepte, care se contine in interiorul unghiului,
sa fie impartit de punctul dat in jumatate.

EXERCITII PENTRU REPETARE I

86. Lungimea segmentului AB este egala cu 24 cm. Punctul C apar-
tine dreptei AB, totodata BC = 5AC. Pe segmentul AB este notat
punctul D astfel, cd AB = 4BD. Aflati segmentul CD.

87. Cate neegale intre ele exista:
1)riunghiuri dreptunghice cu latura de 5 cm s1 unghiul egal cu 45°;
2)triunghiuri isoscele cu latura de 6 cm si unghiul de 30°;

3) triunghiuri dreptunghice cu latura de 7 cm s1 unghiul de 60°?

88. Diagonalele AC si BD ale patrulaterului ABCD sunt diametrele
unei circumferinte. Demonstrati ca AB || CD.

OBSERVATI, DESENATI,
CONSTRUITI, PLASMUITI

89. Oare poate fi tdiat patratul cu dimensiunea de 10 x 10 | |
patratele in 25 de figuri, compusa fiecare din patru pa-
tratele, care au asa o infatisare cum este reprezentata in
figura 28? Fig. 28
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M 3. Criteriile paralelogramului 23

3. Criteriile paralelogramului

Definitia paralelogramului permite de-a recunoaste paralelogramul
dintre patrulatere. Aceluiasi scop serveste urmatoarele trei teoreme,
care se numesc criteriile paralelogramului.

Teorema 3.1 (inversa teoremei 2.1). Daca intr-un
patrulater fiecare doud laturi opuse sunt egale, atunci acest
patrulater este paralelogram.

Demonstrare. ® In figura 29 este reprezentat patrulaterul ABCD,
in care AB = CD si BC = AD. Sa demonstram, ca patrulaterul ABCD —
paralelogram.

Fig. 29 Fig. 30

Ducem diagonala AC. Triunghiurile ABC si CDA sunt egale pa
baza criteriului al treilea de egalitate a triunghiurilor. De aici £1 = £3
si /2 = Z4. Unghiurile 1 si 3 sunt alterne interne pentru dreptele BC
si AD si secanta AC. Deci, BC || AD. Analogic din egalitatea /2 = Z4
urmeaza ca AB || CD.

Asadar, in patrulaterul ABCD fiecare doua laturi opuse sunt paralele,
s1 de aceea acest patrulater — paralelogram. A

Teorema 3.2. Dacd intr-un patrulater doua laturi opuse
sunt egale si paralele, atunci acest patrulater este paralelogram.

Demonstratie. ©® in figura 30 este reprezentat patrulaterul ABCD,
in care BC = AD si BC | AD. Sa demonstriam ca patrulaterul ABCD —
paralelogram.

Trasam diagonala AC. in triunghiurile ABC si CDA avem: BC = AD
in conformitate cu conditia, unghiurile 1 si 2 sunt egale ca unghiuri
alterne interne la dreptele paralele BC s1 AD si secanta AC, iar latura
AC comuna. Asadar, triunghiurile ABC si CDA sunt egale pa baza pri-
mului criteriu de egalitate al triunghiurilor. De aici AB = CD. Deci in
patrulaterul ABCD fiecare doua laturi opuse sunt egale. De aceea pe
baza teoremei 3.1 patrulaterul ABCD este paralelogram. A
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Teorema 3.3 (inversa teoremei 2.3). Dacd intr-un pa-
trulater diagonalele sunt impdrtite in jumdtate de cdtre punctul
lor de intersectie, atunci acest patrulater este paralelogram.

Demonstratie. ® In figurd este re-
B T ¢ prezentat patrulaterul ABCD, in care
diagonalele AC si BD se intersecteaza in
<> punctul O, totodata AO = OC si BO = OD.
2 Sa demonstram, ca patrulaterul ABCD —

A D paralelogram.
Deoarece unghiurile BOC si DOA sunt
Fig. 31 egale ca verticale, AO = OC 1 BO = OD, reiese
ca triunghiurile BOC si DOA sunt egale pa baza primului criteriu de e
galitate al triunghiurilor. De aici BC = AD si /1 = /2. Unghiurile 1 si 2
sunt alterne interne pentru dreptele BC si AD si secanta AC. Deci BC | AD.
Asadar, in patrulaterul ABCD doua laturi opuse sunt egale si pa-
ralele. In virtutea teoremei 3.2 patrulaterul ABCD — paralelogram. A

Voi stiti ca triunghiul poate fi determinat univoc de laturile lui, adi-
ca problema construirii triunghiului, fiind cunoscute trei laturi ale lui,
are o singura solutie. Alta chestie — paralelogramul. in figura 32 sunt
reprezentate paralelogramele ABCD, A,B,C,D,, A,B,C,D,, ale caror
laturi sunt egale, adica AB=A B, = A,B, si BC = B,C, = B,C,. Insa este
evident ca Insesi paralelogramele nu sunt egale.

Cele spuse insemnad, cd daca patru stinghii de le unit astfel, ca si se
formeze un paralelogram, atunci constructia nu va fi rigida.

B Cc B, C

Fig. 32

Aceasta proprietate a paralelogramelor se aplica pe larg in practica.
Datorita mobilitatii paralelogramului lampa poate fi stabilita intr-o po-
zitie comoda pentru lucru, iar reteaua glisanta — de-o mutat la distanta
necesara in deschizatura usii (fig. 33).

In figura 34 este reprezentatd schema mecanismului, care este parte
componenta a masinii cu abur. Odata cu marirea vitezei de rotatie a
axului bilele se indeparteaza de el sub actiunea fortei centrifuge, ca ur-
mare ridicand clapeta, care reguleaza cantitatea aburului. Mecanismul
se numeste paralelogramul lui Watt (se pronuntd Uatt) in cinstea
inventatorului primei masini universale cu abur.
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Varful
imohil

Clapeta

Axul de rotatie

Fig. 33 Fig. 34

O=tr Problema. Demonstrati ci daca intr-un patrulater fiecare
doua unghiuri opuse sunt egale, atunci acest patrulater este paralelogram.

Rezolvare. In figura 35 este reprezentat patrulaterul ABCD, in
care LA =/C, /B = ZD. Sa demonstram, ca patrulaterul ABCD — pa-
ralelogram.

Pe baza teoremei despre suma unghiurilor B C
unui patrulater ZA + Z/B+ ZC + ZD = 360°.
Tinand cont de faptul ca ZA=/C, /B= /D,
obtinem: Z/A+ /B=/C+ £D =180°.

Deoarece unghiurile A si B — sunt un- 4
ghiuri de aceeasi parte a secantei AD si BC
pentru laturile AB, iar suma lor este egala Fig. 35
cu 180°, rezultd ca BC || AD.

Analogic demonstram, cid AB || CD.

Deci, patrulaterul ABCD — paralelogram. @

'l) 1. Ce criterii ale paralelogramului voi stiti? Formulati-le.
® 2. Dintre proprietatile si criteriile paralelogramului indicati teoremele re-
ciproc inverse.
3. Care proprietate a paralelogramului se aplica in practica?

EXERCITII I

O=1T 90.° Demonstrati ci dacd suma unghiurilor, alaturate la oricare
din laturile alaturate ale patrulaterului este egala cu 180°, atunci
acest patrulater este paralelogram.
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Fig. 36 Fig. 37

91.° Patrulaterele ABCD si AMKD sunt paralelograme (fig. 36). De-
monstrati, cd patrulaterul BMKC — paralelogram.

92.° Segmentul AO — mediana triunghiului ABD, segmentul BO —
mediana triunghiului ABC (fig. 37). Demonstrati ca patrulaterul
ABCD — paralelogram.

93.° Pe diagonala AC a paralelogramului ABCD au notat punctele M
si K astfel, ca AM = CK. Demonstrati ca patrulaterul MBKD —
paralelogram.

94.°  Doua circumferinte au centrul comun O
(fig. 38). In una din circumferinte este
dus diametrul AB, iar in a doua — dia-
metrul CD. Demonstrati ca patrulaterul
ACBD — paralelogram.

95.° Punctele E si F— sunt corespunzator
mijlocurile laturilor BC si AD ale pa-
ralelogramului ABCD. Demonstrati ca
patrulaterul AECF — paralelogram.

96.° Pelaturile ABsi CD ale paralelogramu-
lui ABCD sunt depuse segmentele egale
AM si CK. Demonstrati ca patrulaterul
MBKD — paralelogram.

97.° Pe laturile paralelogramului ABCD (fig. 39) sunt depuse segmen-
tele egale AM, BK, CE si DF. Demonstrati ca patrulaterul MKEF
— paralelogram.

O=rr 98.° In triunghiul ABC pe prelungirea medianei AM dupa punctul
M s-a depus segmentul MK, care este egal cu segmentul AM. De-
terminati tipul patrulaterului ABKC.

99." In patrulaterul ABCD se stie cd AB || CD, ZA = ZC. Demonstrati
ca patrulaterul ABCD — paralelogram.

100.° Bisectoarea unghiului A a paralelogramului ABCD intersecteaza
latura BC in punctul M, iar bisectoarea unghiului C — latura AD
in punctul K. Demonstrati, ca patrulaterul AMCK — paralelogram.

101.° In figura 40 patrulaterul ABCD este paralelogram, ZBCP =
= Z/DAE. Demonstrati ca patrulaterul APCE — paralelogram.

Fig. 38
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B X c B —_C
E

Fig. 39 Fig. 40

102." In figura 41 patrulaterul ABCD — paralelogram, ZBEC = /DFA.
Demonstrati ca patrulaterul AECF — paralelogram.

103." Din varfurile B si D ale paralelogramului ABCD sunt coborate
perpendicularele BM si DK pe diagonala AC. Demonstrati ca pa-
trulaterul BKDM — paralelogram.

104." Bisectoarele unghiurilor A si C ale B C
paralelogramului ABCD intersecteaza
diagonala lui BD in punctele E si F E
corespunzator. Demonstrati ca patru- F
laterul AECF — paralelogram.

105.” Prin mijlocul O al diagonalei NP a A D
paralelogramului MNKP este dusa o
dreaptd, care intersecteaza laturile Fig. 41
MN si KPin punctele A si B corespun-
zator. Demonstrati ca patrulaterul ANBP — paralelogram.

106.” Prin punctul de intersectie a diagonalelor paralelogramului CDEF
sunt duse doua drepte, din care una intersecteaza laturile CD si
EF in punctele A si B corespunzator, iar a doua — laturile DE
s1 CF in punctele M si K respectiv. Demonstrati ca patrulaterul
AMBK — paralelogram.

107.” Punctele M, N, K si P sunt mijlocurile laturilor AB, BC, CD si
AD ale paralelogramului ABCD corespunzator. Demonstrati, ca
patrulaterul, ale carui varfuri sunt punctele de intersectie ale
dreptelor AN, BK, CP si DM — paralelogram.

EXERCITII PENTRU REPETARE N

108. Dreptele, pe care se afla bisectoarele AK si BM ale triunghiului
ABC, se intersecteaza sub unghiul de 74°. Aflati unghiul C.

109. Unghiul, opus bazei unui triunghi isoscel, este egal cu 120°, iar
inaltimea, coborata pe latura laterala, este egala cu 8 cm. Aflati
baza triunghiului.
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OBSERVATI, DESENATI,
CONSTRUITI, PLASMUITI

110. Profesorul le-a propus elevilor sa decupeze dintr-o foaie de carton
cu dimensiunile de 8 x 8 patratele opt patrate cu dimensiunea 2 x 2
patratele cu conditia sa nu strice patratelele care raméan. Apoi
s-a constatat ca trebuie inca tot asa un patrat. Oare totdeauna se
poate aceasta face din resturile fo1i?

== NECESAR SI SUFICIENT mummmmm

Din cursul de geometrie al clasei a 7-a ati aflat ca majoritatea teo-
remelor constau din doud parti: conditia (aceea, ce se da) si concluzia
(aceea ce trebuie de demonstrat).

Daca afirmatia, care expune conditia de o insemnat cu litera A, iar
afirmatia, care expune concluzia — cu litera B, atunci formularea teo-
remei poate fi reprezentata cu schema urmatoare:

daca A, atunci B.
De exemplu teorema 2.3 poate fi formulata astfel:

A B
daca patrulaterul atunci | diagonalele patrulaterului
este paralelogram, sunt impartite in jumatate
de punctul lor de intersectie

Atunci teorema 3.3, inversa teoremei 2.3 se poate formula astfel:

A B
daca diagonalele patrulaterului | atunci patrulaterul
sunt impartite in jumatate este paralelogram
de punctul lor de intersectie,

Deseori in viata de toate zilele noi in enuntarile noastre ne folosim
de cuvintele ,necesar”, ,suficient”. Aducem cateva exemple.
e Pentru a se pricepe a rezolva problemele este necesar de stiut
teoremele.
e Daca voi la olimpiada matematica ati rezolvat corect toate pro-
blemele propuse, atunci aceasta este suficient pentru aceea ca sa
ocupati primul loc.
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M Necesar si suficient 29

Intrebuintarea cuvintelor ,necesar” si ,suficient” este strans legata
cu teoremele.
Sa consideram teorema:

A B
daci umadrul natural este atunci acest numar este
multiple lui 10, multiplul lui 5

Conditia A este suficienta pentru a face concluzia B. In acelasi timp
impartirea numarului fara rest la 5 (afirmatia B) este necesara pentru
divizibilitatea (impartirea fara rest) a numarului la 10 (afirmatia A).

Aducem inca un exemplu:

A B
doua unghiuri sunt . aceste unghiuri
. atunci
verticale, sunt egale

daca

In aceastd teoremi afirmatia A este conditie suficienta pentru
afirmatia B, adica pentru aceea ca doud unghiuri sa fie egale, este su-
ficient, ca ele sa fie verticale. In tot aceasta teorema afirmatia B este
conditie necesara pentru afirmatia A, adicad pentru aceea ca doua
unghiuri sa fie verticale, este necesar sa ele sa fie egale. Mentiondm ca
afirmatia B nu este conditie suficientd pentru afirmatia A. Intr-adevar,
daca doua unghiuri sunt egale, atunci aceasta deloc nu inseamna ca ele
sunt verticale.

Deci, in oricare teorema de tipul daca A, atunci B afirmatia A
este suficienta pentru afirmatia B, iar afirmatia B — necesara pentru
afirmatia A.

Daca este justa nu numai teorema

daca A, atunci B,
dar si teorema inversa

daca B, atunci A,
atunci A este conditia necesara si suficienta pentru B, iar B — con-
ditia necesara si suficientd pentru A. R

De exemplu, teoremele 3.3 si 2.3 sunt reciproc inverse. In limbajul
,hecesar — suficient” acest fapt se poate formula astfel:

pentru aceea ca patrulaterul sa fie paralelogram este nece-
sar si suficient ca diagonalele lui sd fie impartite in jumdtate de
punctul lor de intersectie.

Subliniem ca daca in teorema sunt cuvintele ,,necesar” si,,suficient”,
atunci ea uneste doua teoreme: directa siinversa (teorema directa poate
fi oricare din doud teoreme, atunci a doua va fi inversa). Asadar, demon-
strarea unei astfel de teoreme trebuie sa fie compusa din doud parti:
a demonstratiilor teoremelor directe si inverse. Teorema care uneste
teoremele directa si inversa se numeste criteriu.
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Uneori in loc de ,necesar si suficient” se spune ,atunci si numai
atunci”. De exemplu, teoremele reciproc inverse 2.1 si 3.1 pot fi unite in
urmatorul criteriu:

patrulaterul este paralelogram atunci si numai atunci, cand
fiecare doud laturi opuse ale lui sunt egale.

Formulati de sine statator teorema 2.2 si problema — cheie din
punctul 3 in forma de teorema — criteriu.

4. Dreptunghiul

Paralelogramul este patrulater, insd este evident, ca nu fiecare
patrulater este paralelogram. Intr-un asemenea caz se spune ca pa-
ralelogramul este un tip aparte, particular de patrulatere. Figura 43
ilustreaza acest fapt.

Exista de asemenea tipuri particulare de paralelograme.

Definitie.Dreptunghi se numeste paralelogramul, in care
toate unghiurile sunt drepte.

In figura 43 este reprezentat dreptunghiul ABCD.

Din definitie rezulta ca dreptunghiul are toate proprietatile parale-
logramului. Intr-un dreptunghi:

e laturile opuse sunt egale;

e diagonalele sunt impdrtite in jumdtate de punctul lor de intersectie.

Dar dreptunghiul are proprietatile sale specifice, pe care nu le are
paralelogramul, diferit de dreptunghi. Astfel din definitie reiese, ca toate
unghiurile dreptunghiului sunt egale. Mai o proprietate a dreptunghiului
o stabileste asa o teorema.

Teorema 4.1. Diagonalele dreptunghiului sunt egale.

Demonstratie. ®In figura 44 este reprezentat dreptunghiul ABCD.
S& demonstram ca diagonalele lui AC si BD sunt egale.

In triunghiurile dreptunghice ABD s1 DCA catetele AB si CD sunt
egale, iar cateta AD este comuna. De aceea triunghiurile ABD si DCA
sunt egale dupa doua catete. De aici BD = AC. A

—

/ Patrulatere \ B [] ] ¢ B ¢
\,__ / A u - D A D

Fig. 42 Fig. 43 Fig. 44
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Definitia dreptunghiului ne permite sa recunoastem printre parale-
lograme dreptunghiurile. Anume acestui scop servesc urméatoarele doua
teoreme, care se numesc criteriile dreptunghiului.

Teorema 4.2. Dacd unul din unghiurile paralelogramului
este drept, atunci acest paralelogram este dreptunghi.

Demonstrati aceastd teorema de sine statator.

Teorema 4.3. Daca diagonalele paralelogramului sunt ega-
le, atunci acest paralelogram este dreptunghi.

Demonstratie. ® in figura 45 este reprezentat B C
paralelogramul ABCD, ale carui diagonale AC si1 BD
sunt egale. Sa demonstram, ca paralelogramul ABCD
este dreptunghi. R

Sa cercetam triunghiurile ABD si DCA. In ele
AB=CD, BD=AC, AD — latura comuna. Deci, aceste
triunghiuri sunt egale pe baza criteriului al treilea
de egalitate a triunghiurilor. De aici ZBAD = ZCDA. Fig. 45
Aceste unghiuri sunt de aceeasi parte a secantei pen-
tru dreptele paralele AB si DC si secanta AD. Astfel,

ZBAD + ZCDA = 180°. De aici ZBAD = ZCDA = 90°. De aceea pe baza
teoremei 4.2 paralelogramul ABCD — dreptunghi. A

p 1. Ce figura se numeste dreptunghi?

® . Ce proprietati are dreptunghiul?

Care proprietate specifica au diagonalele dreptunghiului?

Cu care criterii se poate stabili ca paralelogramul este dreptunghi?

AW

L.E. -_1.{ INSARCINARI PRACTICE I

/v

111.° Desenati un dreptunghi. Folosindu-se numai de rigla de gasit
punctul, egal departat de varfurile lui.

EXERCITII I

O=17 112.° Demonstrati ci patrulaterul la care toate unghiurile sunt
drepte este dreptunghi.
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113.° Diagonalele dreptunghiului ABCD (fig. 46) B C
se intersecteaza in punctul O. Demonstrati (0)
ca triunghiurile AOB si1 AOD sunt isoscele.

114.° Diagonalele dreptunghiului ABCD (fig. 46) A D
se intersecteaza in punctul O, ZABD = 64°. _

Aflati unghiurile COD si AOD. Fig. 46

115.° Diagonalele dreptunghiului ABCD (fig. 46) se intersecteaza in
punctul O, ZADB = 30°, BD =10 cm. Aflati perimetrul triunghiului
AOB.

116.° Diagonalele dreptunghiului fac unghi de 60°, iar latura mai mica
a dreptunghiului este egala cu 8 cm. Aflati diagonala dreptun-
ghiului.

117.° Pe diagonala AC a dreptunghiului ABCD sunt depuse segmente-
le egale AM s1 CK (punctul M este situat intre punctele A si K).
Demonstrati cd patrulaterul BKDM — paralelogram, diferit de
dreptunghi.

118." Pe prelungirea diagonalei BD a dreptunghiului ABCD dupa punc-
tul B au insemnat punctul E, iar pe prelungirea ei dupa punctul
D — punctul F astfel, cd BE = DF. Demonstrati ca patrulaterul
AECF — paralelogram diferit de dreptunghi.

119.° Punctul M — mijlocul laturii BC a dreptunghiului ABCD,
MA 1 MD, perimetrul dreptunghiului este egal cu 36 cm. Aflati
laturile dreptunghiului.

120." Perimetrul dreptunghiului ABCD este egal cu 30 cm. Bisectoarele
unghiurilor A si D se intersecteaza in punctul M, care apartine
laturii BC. Aflati laturile dreptunghiului.

121." Ipotenuza unui triunghi isoscel dreptunghic este egala cu 55 cm.
Dreptunghiul ABCD este construit astfel ca doua varfuri A si D ale
lui apartin ipotenuzei, iar celelalte doua — catetelor triunghiului
dat. Aflati laturile dreptunghiului, dacid AB: BC=3: 5.

122." In triunghiul ABC se stie ci ZC = 90°, AC = BC = 6 cm. Dreptun-
ghiul CMKN este construit astfel, ca punctul M apartine catetei
AC, punctul N — catetei BC, iar punctul K —ipotenuzei AB. Aflati
perimetrul dreptunghiului CMKN.

123. Demonstrati cd atunci, cand diagonalele paralelogramului for-
meaza unghiuri egale cu una din laturile lui, in acest caz parale-
logramul este dreptunghi.

O=rr 124." Demonstrati cd mediana triunghiului dreptunghic, dusa la
ipotenuza, este egala cu jumatatea ei.
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125.° Construiti dreptunghiul
1) dupa doua laturi;

2) dupa diagonala si unghiul facut de diagonala cu latura.

126." Construiti dreptunghiul:

1) dupa latura si diagonala:
2) dupa diagonala si unghiul dintre diagonale.

127.” Mediatoarea diagonalei AC a dreptunghiului ABCD intersecteaza
latura BCin punctul M astfel, ca BM : MC =1 : 2. Aflati unghiurile,
in care diagonala dreptunghiului imparte unghiul lui.

128." In dreptunghiul ABCD se stie,ca Z/BCA: ZDCA=1:5,AC=18cm.
Aflati distanta de la punctul C pana la diagonala BD.

129.” Demonstrati ca bisectoarele unghiurilor unui paralelogram, in
care laturile alaturate nu sunt egale, intersectandu-se, formeaza
un dreptunghi.

130.” Construiti dreptunghiul, daca se stie latura si unghiul dintre
diagonale, care este opus laturii date.

131.* Construiti dreptunghiul:

1) daca se stie diagonala lui si diferenta a doua laturi;
2) dupa perimetru si diagonala;
3) dupa perimetrul si unghiul format de diagonale.

EXERCITII PENTRU REPETARE IS

132. In triunghiul ABC se stie ca ZC = 48°, segmentele AK si BM —
indltimile lui. Aflati unghiurile dintre dreptele AK si BM.

133. Pe latura AC a triunghiului este notat punctul D astfel, ca LA =
= /CBD. Aflati unghiul ABC, daca triunghiurile ABC s1 BCD au
inca o pereche de unghiuri egale.

134. Segmentul AD — bisectoarea triunghiului ABC. Prin punctul C
este dusa dreapta, paralela cu dreapta AD si care intersecteaza
dreapta AB in punctul E. Determinati tipul triunghiului ACE.

OBSERVATI, DESENATI,
CONSTRUITI, PLASMUITI

135. Pe plan sunt insemnate 1000 de puncte. Demonstrati ca exista
o dreaptd, in raport cu care in fiecare semiplan sunt situate cate
500 de puncte.
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34 § 1. Patrulatere d

5. Rombul

Voi deja stiti ca dreptunghiul este un tip particular al paralelogra-
mului. Faceti cunostinta cu inca un tip particular al paralelogramului
— cu rombul.

Definitie. Se numeste romb parale-

B .
¢ logramul, la care toate laturile sunt egale.

In figura 47 este reprezentat rombul ABCD.
Din definitie rezulta ca rombul are toate pro-
A D prietatile paralelogramului. In romb:
e unghiurile opuse sunt egale;
Fig. 47 e diagonalele sunt impdrtite in jumdtate de
catre punctul lor de intersectie.
Dar rombul are si proprietatile sale specifice.

Teorema 5.1. Diagonalele rombului sunt perpendiculare si
sunt bisectoarele unghiurilor lui.

Demonstratie. © in figura 48 este reprezentat rombul ABCD,
ale carui diagonale se intersecteaza in punctul O. Sa demonstram, ca
BD 1 AC si ZABO = ZCBO.

Deoarece conform definitiei rombului toate C

laturile lui sunt egale, rezulta ca triunghiul ‘
ABC este isoscel (AB = BC). Pe baza proprietatii V
diagonalelor unui paralelogram AO = OC. Atunci D
segmentul BO este mediana triunghiului ABC, A
deci, siinaltimea, si bisectoarea acestui triunghi.
Astfel, BD L AC si ZABO = ZCBO. A A D

A recunoaste rombul dintre paralelograme
permit nu numai definitia rombului, dar si ur-

matoarele doud teoreme, care se numesc criteriile
rombului.

Fig. 48

Teorema 5.2. Daca diagonalele paralelogramului sunt per-
pendiculare, atunci acest paralelogram este romb.

Teorema 5.3. Dacd diagonala paralelogramului este bisec-
toarea unghiului lui, atunci acest paralelogram este romb.

Demonstrati aceste teoreme de sine statator.

Ce figura se numeste romb?

Ce proprietati are rombul?

Ce proprietati specifice au diagonalele rombului?

Dupa care criterii se poate stabili ca paralelogramul este romb?

A WN-=
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b 5. Rombul 35

L.E. _'_1.{ INSARCINARE PRACTICA I

/V

136.° Desenatirombul cu latura de 5 cm s1 unghiul de 40°. Duceti doua
inaltimi din varful unghiului ascutit al lui si doud inaltimi din varful
unghiului obtuz.

EXERCITII I

O=rr 137.° Demonstrati ca daca dou laturi aliturate ale paralelogra-
mului sunt egale, atunci el este romb.

O—rr 138.° Demonstrati ci patrulaterul, toate laturile caruia sunt egale,
este romb.

139.° Diagonala AC a rombului ABCD (fig. 49) formeaza
cu latura AD unghi de 42°. Aflati toate unghiurile
rombului.

140.° In rombul ABCD se stie ca ZC = 140°, iar diagona-
lele se intersecteaza in punctul O. Aflati unghiurile
triunghiului AOB.

141.° Una din diagonalele rombului este egala cu latura
lui. Aflati unghiurile lui. C

142.° Aflati unghiurile rombului, daca perimetrul lui este
egal cu 24 cm, iar indltimea — cu 3 cm. Fig. 49

143.° Aflati perimetrul rombului ABCD, daca ZA = 60°,
BD =9 cm.

144.° Unghiul D al rombului ABCD este de 8 ori mai mare decat unghiul
CAD. Aflati unghiul BAD.

145.° Unghiurile, pe care latura rombului le formeaza cu diagonalele
lui, se raporta ca 2 : 7. Aflati unghiurile rombului.

146.° Punctele M si K — respectiv mijlocurile laturilor AB si1 CB ale
rombului ABCD. Demonstrati ca MD = KD.

147.° Punctele E si F sunt respectiv mijlocurile laturilor BC si CD ale
rombului ABCD. Demonstrati cd ZEAC = ZLFAC.

148.° Demonstrati cd indltimile rombului sunt egale.

149.° Inaltimea rombului, dusa din varful unghiului obtuz al lui, imparte
latura rombului in juméatate. Diagonala mai mica a rombului este
egala cu 4 cm. Aflati unghiurile si perimetrul rombului.

150. Demonstrati ca diagonala rombuluil imparte in jumatate unghiul
dintre inaltimile rombului, duse din tot acelasi varf al lui, ca si
diagonala.

A
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36 § 1. Patrulatere d

151.° Pe laturile AB si AD ale rombului ABCD sunt depuse segmentele
egale AE si AF corespunzator. Demonstrati, ca ZCEF = ZCFE.

152.° Segmentul AM — bisectoarea triunghiului ABC. Prin punctul M
este dusa dreapta, care este paralela cu latura AC siintersecteaza
latura AB in punctul K, si dreapta, care este paralela cu latura AB
siintersecteaza latura AC in punctul D. Demonstratica AM 1 DK.

153.° Bisectoarele unghiurilor A s1 B ale paralelogramului ABCD
intersecteaza laturile lui BC s1 AD respectiv in punctele F si E.
Determinati tipul patrulaterului ABFE.

154." In triunghiul ABC este dusa mediatoarea bisectoarei lui BD, care
intersecteaza laturile AB si BC corespunzator in punctele K si P.
Determinati tipul patrulaterului BKDP.

155." Construiti rombul:

1) daca se da latura si un unghi;
2) daca se dau ambele diagonale;
3) dupa inaltimea si unghiul cunoscut.

156." Construiti rombul:

1) dupa latura si diagonala;
2) dupa inaltime si diagonala.

157.” In dreptunghiul ABCD se stie ca AD =9 cm, Z/BDA = 30°. Pe latu-
rile BC si AD sunt notate respectiv punctele M si K astfel, ca s-a
obtinut rombul AMCK. Aflati latura acestui romb.

158.* Construiti rombul dupa diagonala si unghiul, varful caruia apar-
tine acestei diagonale.

159.” Construiti rombul dupa diagonala si unghiul rombului, opus ei.

160.* Construiti rombul:

1) dupa suma diagonalelor si unghiul facut de diagonala cu latura;
2) dupa unghiul ascutit si diferenta diagonalelor;

3) dupa unghiul ascutit si suma laturii si a inaltimii;

4) dupa latura si suma diagonalelor;

5) dupa unghiul obtuz s1 suma diagonalelor;

6) dupa latura si diferenta diagonalelor.

161.* Sunt date punctele M, N si K. Construiti rombul ABCD astfel, ca
punctul M sa fie mijlocul laturii AB, iar punctele N si K — bazele
inaltimilor, duse din varful Bla latura AD si din varful D la latura
BC corespunzator.

EXERCITII PENTRU REPETARE IS

162. Pe laturile unghiului cu varful in punctul A sunt depuse segmen-
tele egale AB si AC. Prin punctele B si C sunt duse drepte, care
sunt perpendiculare la laturile AB si1 AC corespunzator, si care se
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intersecteaza in punctul D. Demonstrati, ca semidreapta AD este
bisectoarea unghiului BAC.

163. Pe prelungirea laturii AC a triunghiului ABC dupa punctul A
au notat punctul D in asa fel, cd AD = AB, iar pe prelungirea
acestei laturi dupa punctul C — un asa punct E s-a insemnat, ca
CE = BC. Aflati unghiurile si perimetrul triunghiului ABC, daca
DE =18 cm, /BDA = 15°, /BEC = 36°.

OBSERVATI, DESENATI,
CONSTRUITI, PLASMUITI

164. Pe o foaie de hartie in patratele au ales la intamplare 100 de
patratele. Demonstrati ca printre ele se pot gasi nu mai putin de 25
de patratele, care n-au puncte comune.

6. Patratul

Definitie. Patrat se numeste dreptunghiul, in care toate
laturile sunt egale.

In figura 50 este reprezentat patratul ABCD.

Fom
burile

Patratele

Fig. 50 Fig. 51

Din definitia adusa rezulta, ca patratul — acesta-i rombul, in care
toate unghiurile sunt egale. Deci, patratul este un tip aparte si de
dreptunghi, si de romb. Aceasta ilustreaza figura 51. De aceea patratul
are toate proprietatile dreptunghiului si ale rombului. De aici reiese ca:

o toate unghiurile patratului sunt egale;

o diagonalele patratului sunt egale, perpendiculare si sunt bisectoa-

rele unghiurilor lui.

‘I) 1. Ce figura se numeste patrat?
® 2. Care romb este patrat?
3. Ce proprietati are patratul?
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38 § 1. Patrulatere d

EXERCITII I

O=17165.° Demonstrati ci daci unul din unghiurile rombului este drept,
atunci acest romb este patrat.
O=r7166.° Demonstrati ci daci doui laturi aldturate ale dreptunghiului
sunt egale, atunci acest dreptunghi este patrat.
167.° Diagonala BD a patratului ABCD este egala cu 5 cm. Ce lungime
are diagonala AC? Cu ce sunt egale unghiurile triunghiului AOB,
unde O — punctul de intersectie al diagonalelor
patratului? B K C
168.° Pe latura BC a patratuluit ABCD (fig. 52) au in-
semnat astfel punctul K, cd LZAKB = 74°. Aflati
unghiul CAK.
169.° Pe latura BC a patratului ABCD au notat punctul
K astfel, ca AK = 2BK. Aflati unghiul KAD. A D
170.° Oare este adevarata afirmatia:
1) orice patrat este paralelogram,; Fig. 52
2) orice romb este patrat;
3) orice dreptunghi este patrat;
4) orice patrat este dreptunghi;
5) orice patrat este romb;
6) daca diagonalele patrulaterului sunt egale, atunci el este
dreptunghi;
7) daca diagonalele patrulaterului sunt perpendiculare atunci el
este romb;
8) exista romb, care este dreptunghi;
9) exista patrat, care nu este romb;
10) daca diagonalele patrulaterului nu sunt perpendiculare, atunci
el nu este romb;
11) daca diagonalele paralelogramului nu-s egale, atunci el nu-i
dreptunghi;
12) daca diagonala dreptunghiului imparte unghiul lui in juma-
tate, atunci acest dreptunghi este patrat?
171.° Prin varfurile patratului sunt duse drepte, paralele cu diagonalele
lui. Demonstrati ca punctele de intersectie ale acestor drepte sunt
varfurile unui patrat.
172.° Intr-un triunghi dreptunghic prin punctul de intersectie a bisec-
toarei unghiului drept si a ipotenuzei sunt duse drepte, paralele cu
catetele triunghiului. Demonstrati ca patrulaterul ce s-a format,
este patrat.
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b 6. Patratul 39

173." Punctele M, K, N, P sunt corespunzator mijlocurile laturilor AB,
BC, CD si1 AD ale patratului ABCD. Demonstrati ca patrulaterul
MKNP — patrat.

174." Intriunghiul ABC se stie ca £C=90°, AC=BC=14 cm. Doua laturi
ale patratului CDEF apartin catetelor triunghiului ABC, iar varful
E apartine ipotenuzei AB. Aflati perimetrul patratului CDEF.

175.° In patratul ABCD este notat punctul M astfel, ca triunghiul AMB
este echilateral. Demonstrati ca triunghiul CMD este isoscel.

176." Demonstrati ca daca diagonalele paralelogramului sunt egale si
perpendiculare, atunci acest paralelogram este patrat.

177.° Patrulaterele ABCD, DEFM, MNKL, LPOS, SQTV — patrate
(fig. 53). Aflati suma lungimilor a acestor laturi a patratelor, care
nu sunt situate pe dreapta AV, daca lungimea segmentului AV
este egala cu 16 cm.

B C

N K

P (0]
Fig. 53

178.° Construiti patratul, daca se da latura lui.

179.” Demonstrati ca punctele de intersectie ale bisectoarelor unghiurilor
unui dreptunghi, care nu este patrat, sunt varfuri ale patratului.

180." Varfurile M si K ale triunghiului echilateral AMK apartin laturilor
BC si CD ale patratului ABCD. Demonstrati ca MK | BD.

181.” Sunt date punctele M si K. Construiti patratul ABCD astfel, ca
punctul M sa fie mijlocul laturii AB, iar punctul K — mijlocul
laturii BC.

182.* Printr-un punct arbitrar, care apartine patratului, sunt duse doua
drepte perpendiculare, fiecare din ele intersecteaza doud laturi
opuse ale patratului. Demonstrati ca segmentele acestor drepte,
care apartin patratului, sunt egale.

183.* Construiti patratul:

1) dupa suma diagonalei si a laturii;
2) dupa diferenta diagonalei si a laturii.

184.*In patratul ABCD notam punctul O astfel, ca ZOAD = Z0ODA =15°.
Demonstrati ca triunghiul BOC este echilateral.
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185.% Pe laturile BC si CD ale patratului ABCD sunt notate punctele M
si E astfel, ca unghiurile BAM si MAE sunt egale. Demonstrati,
ca AE =BM + DE.

EXERCITII PENTRU REPETARE N
186. In figura 54 AB|| CD, AB=AE, CD = CE. Demonstrati, cd BE L DE.

B B C
D E F

A T E T C A D K

Fig. 54 Fig. 55

187. In figura 55 EF | AD, BF = KF, CF = DF. Demonstrati c¢i EF | BC.

OBSERVATI, DESENATI,
CONSTRUITI, PLASMUITI

188. Repartizati pe plan opt puncte in asa un mod, ca pe mediatoarea
a fiecarui segment cu extremitatile in aceste puncte sa fie situate
exact doua din aceste puncte.

7. Linia media a triunghiului

Definitie. Linie medie a triunghiului se numeste
segmentul care uneste mijlocurile a doua laturi ale lui.

In figura 56 segmentele MN, NE, EM — liniile medii ale triunghiului
ABC.

Teorema 7.1. Linia medie a unui triunghi care uneste mij-
locurile a doud laturi ale lui este paraleld cu latura a treia si
este egald cu jumatatea ei.

Demonstratie. © Fie MN — linia medie a triunghiului ABC
(fig. 57). S demonstram, ci MN | ACi MN = %AC.

Pe dreapta MN notdm punctul E astfel, cda MN = NE (fig. 57). Unim

cu un segment punctele £ si C. Deoarece punctul N este mijlocul segmen-
tului BC, avem BN = NC. Unghiurile 1 si 2 sunt egale ca verticale. Deci,
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M 7. Linia media a triunghiului 41

B B
3
M N LYy NZ: E
/ ;
A f E f C A C
Fig. 56 Fig. 57

triunghiurile MBN si ECN sunt egale pe baza primului criteriu de egali-
tate a triunghiurilor. De aici MB= EC si £3 = /4. Tinand cont de faptul,
ca AM = BM, obtinem: EC = AM. Unghiurile 3 si 4 sunt alterne interne
la dreptele AB si EC, si secanta BC. Atunci AB || EC.

Astfel, in patrulaterul AMEC laturile AM si EC sunt paralele si
egale. Deci pe baza teoremei 3.2 patrulaterul AMEC este paralelogram.
De aici, ME || AC, adica MN | AC.

De asemenea ME = AC. Deoarece MN :%ME, avem MN :%AC. A

O=tr Problemai. Demonstrati cd mijlocurile laturilor unui patru-
later sunt varfuri ale paralelogramului.

Rezolvare. In patrulaterul ABCD punctele M, B
N, K si P — mijlocurile laturilor AB, BC, CD si AD N
corespunzator (fig. 58). M, C
Segmentul MN — linia medie a triunghiului 4.
ABC. Pe baza proprietatii linii medii a triunghiului K
MN| AC si MN:%AC. P
Segmentul PK — linia medie a triunghiului D
ADC. Pe baza proprietatii linii medii a triunghiului
PK | AC, PK = AC. Fig. 58
Deoarece MN || AC si PK || AC, atunci MN | PK.
Din egalititile MN = %AC si PK = %AC obtinem: MN = PK = %AC.

Asadar, in patrulaterul MNKP laturile MN si PK sunt egale si para-
lele, de aceea patrulaterul MNPK este paralelogram. @

1. Ce numim linie medie a triunghiului?
2. Cate linii medii se pot duce intr-un triunghi?
3. Ce proprietate are linia medie a triunghiului?
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42 § 1. Patrulatere d

EXERCITII I

189.° Oare este segmentul MK linia medie a triunghiului ABC (fig. 59)?
190.° Oare este segmentul EF linia medie a triunghiului MKP (fig. 60)?

Ii:

A Tom K 3om [ M Sem K oScm A F i
Fig. 59 Fig. 60 Fig. 61

191.° Segmentele DE si DF — linii medii ale triunghiului ABC (fig. 61).
Oare este segmentul EF linie medie a acestui triunghi?

192.° Laturile triunghiului sunt de 6 cm, 8 cm s1 12 cm. Aflati liniile
medii ale triunghiului dat.

193.° Punctele M s1 K — mijlocurile laturilor AB s1 AC ale triunghiului
ABC corespunzator. Aflati perimetrul triunghiului ABC, daca
perimetrul triunghiului MAK este egal cu 17 cm.

194.° Demonstrati ca perimetrul triunghiului, ale carui laturi sunt linii
medii ale triunghiului ABC, este egal cu jumatate din perimetrul
triunghiului ABC.

195.° Determinati tipul triunghiului, in care liniile medii sunt egale
intre ele.

196.° Demonstrati ca liniile medii ale triunghiului il impart in patru
triunghiuri egale.

197.° Punctele E si F'— respectiv, mijlocurile laturilor AB si BC ale tri-
unghiului ABC. Aflati latura AC, daca ea este cu 7 cm mai mare
decat segmentul EF.

198.° Demonstrati ca linia medie DE a triunghiului ABC (punctele D si
E apartin, corespunzator, laturilor AB s1 BC) si mediana lui BM
sunt impartite in jumatate de catre punctul lor de intersectie.

199.° Demonstrati cd inaltimea AM a triunghiului ABC este perpendicu-
lara pe linia medie a lui, care uneste mijlocurile laturilor AB s1 AC.

200." Aflati unghiurile triunghiului, doua linii medii ale caruia sunt
egale s1 perpendiculare.

201." Linia medie a triunghiului isoscel, paralela la baza lui, este egala
cu 6 cm. Aflati laturile triunghiului dat, daca perimetrul lui este
egal cu 46 cm.
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M 7. Linia media a triunghiului 43

202.° Suma diagonalelor unui patrulater este egala cu 28 cm. Aflati pe-
rimetrul patrulaterului, ale carui varfuri sunt mijlocurile laturilor
acestui patrulater.

203.* Varfuri ale patrulaterului sunt mijlocurile laturilor rombului cu
diagonalele de 8 cm si 14 cm. Determinati tipul patrulaterului si
aflati laturile lui.

204.° Varfuri ale unui patrulater sunt mijlocurile laturilor dreptun-
ghiului cu diagonala de 12 cm. Determinati tipul patrulaterului
s1 aflati laturile lui.

205.° Demonstrati ca varfurile triunghiului sunt echidistante de la
dreapta careia 1i apartine linia media a celui triunghi.

206.” Pe laturile AB s1 BC ale triunghiului sunt notate, corespunzator,
punctele M si K astfel, cd AM = 3BM, CK = 3BK. Demonstrati ca
MK || AC, si aflati segmentul MK, dacad AC = 16 cm.

207.” Unghiurile BAD s1 BCE — unghiuri exterioare ale triunghiului
ABC. Din varful B sunt duse perpendiculare BM si BK pe bisec-
toarele unghiurilor BAD si BCE, corespunzator. Aflati segmentul
MK, daca perimetrul triunghiului ABC este egal cu 18 cm.

208.* Construiti triunghiul dupa mijlocurile celor trei laturi ale lui.

209.” Construiti paralelogramul daca sunt cunoscute mijlocurile a trei
laturi ale lui.

210.* Diagonalele patrulaterului convex ABCD sunt perpendiculare.
Prin mijlocurile laturilor AB si1 AD sunt duse drepte, perpendicu-
lare, respectiv, pe laturile DC si BC. Demonstrati ca punctul de
intersectie al dreptelor duse apartine dreptei AC.

211.* Laturile AB si CD ale patrulaterului convex ABCD sunt egale.
Prin mijlocurile diagonalelor AC si BD este dusa dreapta care
intersecteaza laturile AB si CD in punctele, corespunzator, M si
N. Demonstrati ca ZBMN = ZCNM.

EXERCITII PENTRU REPETARE IS

212. Prin punctul C sunt duse la circumferinta cu centrul O tangentele
CA si CB (A si B— punctele de tangentd). Segmentul AD — dia-
metrul circumferintei. Demonstrati, cd BD | CO.

213. In triunghiul ABC se stie ca AB = BC, /B = 32°, AK — este bisec-
toarea triunghiului. Prin punctul K este dusa dreapta, paralela
cu latura AB si care intersecteaza latura AC in punctul M. Aflati
unghiul AKM.

214. Diagonala BD a paralelogramului ABCD este inaltimea lui si este
egalad cu latura BC. Aflati latura CD a paralelogramului, daca
punctul B este situat la distanta de 4 cm de la dreapta CD.
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44 § 1. Patrulatere d

OBSERVATI, DESENATI,
CONSTRUITI, PLASMUITI

215. Cinci puncte apartin triunghiului echilateral, a carui latura este
egala cu 1 cm. Demonstrati, ca din aceste puncte se pot alege doua,
distanta dintre ele fiind nu mai mare de 0,5 cm.

8. Trapezul

Definitie. Trapez se numeste patrulaterul, in care doua
laturi sunt paralele, iar altele doua nu sunt paralele.

Fiecare din patrulaterele, reprezentate in figura 62, este trapez.

[N\~

Fig. 62

Baza

La, ity
Yeral;

&

-
=25
=

= =
=
1 =

Baza

Fig. 63

Laturile paralele ale trapezului se numesc baze, iar cele neparalele

— laturi laterale (fig. 63).

In trapezul ABCD (BC || AD) unghiurile A si D se numesc unghiuri
de la baza AD, iar unghiurile B si C — unghiuri de la baza BC.

Definitie. inéltime a trapezului se numeste perpendi-
culara, coborata din orice punct al dreptei, care contine una din
baze, pe dreapta care contine a doua din baze.

in figura 64 fiecare din segmentele BM, EF, DK, PQ este inaltime a
trapezului ABCD. Lungimile acestor segmente sunt egale cu distanta
dintre dreptele paralele BC si AD. De aceea BM = EF = DK = PQ.

In figura 65 este reprezentat trapezul ABCD, in care laturile AB si

CD sunt egale. Asa un trapez se numeste isoscel.

B EC K @ B C
] ]
1 1
A M F D P A D
Fig. 64 Fig. 65
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Daca latura laterala a trapezului este inaltimea B C
lui, atunci asa un trapez se numeste dreptunghic
(fig. 66).

Trapezul este un tip particular de patrulater. A

Legatura dintre patrulaterele si tipurile lor parti-
culare este aratata in figura 67. Fig. 66

Patmalatere

Paraleloerame

Fig. 67
Definitie. Linie medie a trapezului se numeste seg-
mentul, care uneste mijlocurile laturilor laterale ale lui.
In figura 68 segmentul MN — linia medie a trapezului ABCD.

Teorema 8.1. Linia medie a trapezului este paraleld cu ba-
zele si este egald cu jumadtate din suma lor.

Demonstratie. @ Fie MN — linia medie a trapezului ABCD
(fig. 69). Sa demonstram, ca MN | AD si MN = % (AD + BC).

Ducem dreapta BN si punctul de intersectie al el cu dreapta AD il
notam cu litera E.

B C B ¢
M N M N
2
A ¥ E
D A D
Fig. 68 Fig. 69
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Deoarece punctul N —mijlocul segmentului CD, reiese ca CN = ND.
Unghiurile 1 si 2 sunt egale cu unghiuri verticale, iar unghiurile 3 si 4
sunt egale ca unghiuri alterne interne la dreptele paralele BC si AE, si
secanta CD. Deci triunghiurile BCN si EDN sunt egale pa baza celui
de-al doilea criteriu de egalitate al triunghiurilor. De aici BC = DE
si BN = NE. Atunci segmentul MN — linie medie a triunghiului ABE.

De aici rezulta, ca MN | AE, adicid MN | AD, si MN :%AE. Avem:

MN:%AE:%(AD+DE)=%(AD+BC). A

O-tr Problema (proprietiatile trapezului isoscel).
Demonstrati ca in trapezul isoscel:

1) unghiurile de la fiecare baza sunt egale;

2) diagonalele sunt egale;

3) inaltimea trapezului, dusa din varful unghiului obtuz, imparte
baza trapezului in doua segmente, cel mai mic din ele este egal cu ju-
matate din diferenta bazelor, iar cel mai mare — cu jumatate din suma
bazelor(cu linia medie a trapezului).

Rezolvare. Sa consideram trapezul isoscel ABCD (AB = CD).

1) Ducem inaltimile BM si CK (fig. 70). Deoarece AB = CD si BM = CK,
rezulta ca triunghiurile dreptunghice AMB si DKC sunt egale dupa cateta
s1 ipotenuza. Atunci ZA = ZD.

Avem: /A = /D, /A + ZABC = 180°, «D + #DCB = 180°. Deci,

Z/ABC = /DCB.
B C B C
1 []
A % Ve D 4 . D
Fig. 70 Fig. 71

2) Sa examinam triunghiurile ACD si DBA (fig. 71).

Avem: AB = CD, AD — latura comuna, unghiurile BAD si CDA sunt
egale ca unghiurile de la baza ale trapezului isoscel. Asadar, triunghiurile
ACD s1 DBA sunt egale dupa doua laturi si unghiul dintre ele. Atunci
AC=BD.

3) In patrulaterul BMKC (fig. 70) BM || CK, BC | MK, unghiul BMK
drept. Deci, acest patrulater este dreptunghi. De aici MK = BC.
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Din egalitatea triunghiurilor AMB si DKC rezulta, ca AM = KD.
Atunci

AD-MEK _ AD-BC,
2 2

AD-BC _ 2AD-AD+BC _ AD+BC PY
2 2 2

AM =

MD=AD—-AM= AD-

. Care patrulater se numeste trapez?

Care laturi ale trapezului se numesc baze? laturi naturale?

Ce se numeste naltime a trapezului?

Ce tipuri de trapeze exista?

Care trapez se numeste isoscel?

Ce trapez se numeste dreptunghic?

Ce se numeste linie media a trapezului?

Formulati teorema despre proprietatile liniei medii a trapezului.
Formulati proprietatile trapezului isoscel.

"

LEONFURWN =

LE'_L INSARCINARI PRACTICE I

216.° Desenati, folosind patratelele caietului, trapezul:
1) i1soscel;
2) dreptunghic;
3) care nu este nici isoscel, nici dreptunghic;
4) in care unul din unghiurile de la baza este ascutit, iar al doilea
unghi de la aceeasi baza este obtuz.

217.° Copiati in caiet figura 72, duceti inaltimile trapezului, una din
extremitatile carora sunt corespunzator punctele B, M, K si D.

B M C D K A

\

/ N \ N

Fig. 72
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EXERCITII I

218.° Gasiti in figura 73 trapeze, indicati bazele si laturile ale lor.

B M C a4~ B_ M, C
B/
'///11 L 1 1 . \p
A K D C D |E A
a b c
Fig. 73

219.° Oare este figura, reprezentata in desenul 74, trapez? In cazul
raspunsului afirmativ indicati bazele si laturile laterale ale tra-

pezului.
B

B c E

¢ 105°

B C
A

70° 60° F :

5 A D A + D

a b c

Fig. 74

220.° Perimetrul trapezului isoscel este egal cu 52 ¢cm, bazele — 13 cm
s1 21 cm. Aflati latura laterala a trapezului.

221.° Perimetrul trapezului este egal 49 cm, laturile laterale — cu
5,6 cm s1 7,8 cm. Aflati bazele trapezului, daci una din ele este cu
7,4 cm mai mare decat cealalta.
O—17 222.° Demonstrati, cd suma unghiurilor trapezului, aldturate laturii
laterale a lui, este egala cu 180°.
223.° 1) Aflati unghiurile A si C ale trapezului ABCD cu bazele AD si
BC, daca #B=132°, /D = 24°.
2) Aflati unghiurile trapezului ABCD, alaturate laturii laterale
AB, daca unghiul A este mai mic, decat unghiul B cu 38°.
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224.° Aflati unghiurile trapezului ABCD, alaturate laturii laterale CD,
daca £C:«4D=8:1.

225.° Unul din unghiurile trapezului isoscel este egal cu 46°. Aflati restul
unghiurilor ale lui.

226.° Aflati unghiurile trapezului isoscel, daca diferenta unghiurilor
opuse ale lui este egala cu 20°.

227.° In trapezul isoscel unghiul facut de latura laterala si inaltimea,
dusa din varful unghiului obtuz, este egal cu 23°. Aflati unghiurile
trapezului.

228.° Oare pot fi in trapez:
1) trei unghiuri drepte;
2) trei unghiuri ascutite;
3) doua unghiuri opuse obtuze;
4) doua unghiuri opuse drepte;
5) doua unghiuri opuse egale?

229.° Oare pot:
1) bazele trapezului sa fie egale;
2) diagonalele trapezului sa fie impartite in jumatate de catre

punctul lor de intersectie?

O=17 230.° Demonstrati ci daca unghiurile de la una din bazele trape-
zului sunt egale, atunci trapezul dat este isoscel.

231.° Demonstrati ca suma unghiurilor opuse ale trapezului isoscel este
egala cu 180°. Oare este justa afirmatia inversa: daci suma un-
ghiurilor opuse ale trapezului este egala cu 180°, atunci trapezul
dat este isoscel?

232.° Linia medie a triunghiului echilateral cu latura de 6 cm il imparte
intr-un triunghi si un patrulater. Determinati tipul patrulaterului
si aflati perimetrul lui.

233.° inél‘gimea unui trapez isoscel, dusa din extremitatea bazei mici
imparte baza mare in segmente in segmente cu lungimile de 6 cm
si 10 cm. Aflati bazele trapezului.

234.° Unul din unghiurile trapezului isoscel este egal cu 60°, latura late-
rald — 18 c¢m, iar suma bazelor — 50 cm. Aflati bazele trapezului.

235.° Bazele trapezului dreptunghic sunt egale cu 10 cm si 24 cm, iar
unul din unghiuri — cu 45°. Aflati latura laterald mai mica a
trapezului.

236.° Bazele trapezului dreptunghic sunt egale cu 7 cm si 15 cm, iar
unul din unghiuri — cu 60°. Aflati latura laterald mai mare a
trapezului.

237.° In trapezul ABCD se stie ca AB = CD, Z/BAC = 20°, ZCAD = 50°.
Aflati unghiurile ACB si ACD.

238.° In trapezul ABCD se stie cd BC || AD, AB 1 AD, BC = CD,
ZABD = 80°. Aflati unghiurile trapezului.
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239.° In trapezul ABCD baza mai mica BC este egald cu 6 cm. Prin varful
B este dusa dreapta, paralela cu latura CD si care intersecteaza
latura AD in punctul M. Aflati perimetrul trapezului, daca peri-
metrul triunghiului ABM este egal cu 16 cm.

240.° Prin varful C al trapezului ABCD este dusa dreapta care este
paralela la latura laterala AB si intersecteaza baza mai mare
AD in punctul E. Aflati unghiurile trapezului, daca ZD = 35°,
/DCE = 65°.

241.° Bazele trapezului sunt egale cu 9 cm s1 15 cm. Cu ce este egala
linia medie a lui?

242.° Linia medie a trapezului este egala cu 8 cm, iar una din baze —
5 cm. Aflati cealalta baza a trapezului.

243.° Una din bazele trapezului este cu 8 cm mai mare decat cealalta
baza, iar linia medie este egala cu 17 cm. Aflati bazele trapezului.

244.° Bazele trapezului se raporta ca 3 : 4, iar linia medie este egala cu
14 cm. Aflati bazele trapezului.

. . . B C

245.° Fiecare din laturile laterale ale trape-
zului ABCD (fig. 75) este impéartitda in K P
patru parti egale: AE = EF = FK = KB, F M
DN=NM=MP=PC. Aflati segmentele EN, E N
FM si KP, daca AD =19 cm, BC =11 cm. A D

246.° inéltimea trapezului dreptunghic, dusa din
varful unghiului obtuz, imparte baza mai Fig. 75
mare in segmente cu lungimile 7 cm si 5 cm, socotind de la varful
unghiului drept. Aflati linia medie a trapezului.

247.° Linia medie a trapezului dreptunghic este egala cu 9 cm, iar inal-
timea, dusa din varful unghiului obtuz, imparte baza mai mare
in segmente, din care unul este de 2 ori mai mare, decat celalalt,
socotind de la varful unghiului drept. Aflati bazele trapezului.

O—11 248.° Diagonalele trapezului isoscel ABCD (AB = CD) se intersec-
teaza in punctul O. Demonstrati, ca AO = OD si BO = OC.

249." Iniltimea trapezului isoscel este egald cu h, iar latura laterald
se vede din punctul de intersectie al diagonalelor sub unghiul® de
60°. Aflati diagonala trapezului.

250.° Bazele unui trapezisoscel se raporta ca 2 : 5, iar diagonala imparte
unghiul obtuz al trapezului in jumatate. Aflati laturile trapezului,
daca perimetrul lui este egal cu 68 cm.

! Fiedati segmentul ABsi punctul M in afara dreptei AB, care-i astfel ca £ AMB = q.
In acest caz se spune ca segmentul AB se vede din punctul M sub unghiul a.
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251. In trapezul ABCD se stie ¢d AB = CD, AD = 24 ¢cm, ZADB =
= /CDB, iar perimetrul este egal cu 60 cm. Aflati laturile necu-
noscute ale trapezului.

252.° Laturile trapezului sunt egale cu a, a, a si 2a. Aflati unghiurile
trapezului.

253." In trapezul ABCD diagonala AC este perpendiculara pe latura la-
terala CD si este bisectoarea unghiului BAD, 2D = 60°, perimetrul
trapezului este egal cu 40 cm. Aflati bazele trapezului.

254." Diagonala trapezului isoscel este perpendiculara la latura laterala,
iar baza mai mica este egala cu latura laterala. Aflati unghiurile
trapezului.

255." Pentru care conditie inaltimea trapezului isoscel este egala cu
semidiferenta bazelor?

256.° Construiti trapezul isoscel dupa baza, latura laterala si unghiul
format de ele.

257.° Construiti trapezul dreptunghic, daca se dau bazele si latura
laterald mai mica.

258." Construiti trapezul isoscel, daca sunt date baza, latura laterala
s1 diagonala.

259." Latura laterala a trapezului isoscel este egala cu 6 cm, baza mai
mare — cu 10 cm. Aflati linia medie a trapezului, daca unul din
unghiurile lui este egal cu 60°.

260." Diagonala trapezului isoscel este egala cu 14 cm si formeaza cu
baza unghiul de 60°. Aflati linia medie a trapezului.

261.° Linia medie a trapezului ABCD il imparte in doua trapeze, ale
caror linii medii sunt egale cu 15 cm si 19 cm. Aflati bazele tra-
pezului ABCD.

262.” Demonstrati, ca daca diagonalele trapezului isoscel sunt perpendi-
culare, atunci inaltimea lui este egala cu linia medie a trapezului.

263.” Demonstrati ca daca indltimea trapezului isoscel este egala cu linia
medie a lui, atunci diagonalele trapezului sunt perpendiculare.

264.” Diagonala trapezului dreptunghic il imparte in doua triunghiuri,
din care unul este echilateral cu latura a. Aflati linia medie a
trapezului.

265. Diagonala trapezului isoscel il imparte in doua triunghiuri isoscele.
Aflati unghiurile trapezului.

266.” In trapezul ABCD (BC || AD) se stie ¢c& AC L BD, ZCAD = 30°,
BD = 8 cm. Aflati linia medie a trapezului.

267.” Demonstrati, ca punctul de intersectie al bisectoarelor unghiurilor,
alaturate laturii laterale a trapezului, apartine dreptei, pe care se
afla linia medie a lui.
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268.* Construiti trapezul:
1) dupa bazele si laturile laterale ale lui;
2) dupa baza, inaltime si diagonale;
3) daca se da diferenta bazelor, laturile laterale si diagonala.

269.” Construiti trapezul isoscel dupa baza, indltime si latura laterala.

270.” Construiti trapezul:

1) fiind date bazele si diagonalele;

2) dupa laturile laterale, linia medie si indltime;

3) dupa baza, unghiul alaturat ei si laturile laterale;

4) dupa laturile laterale, indltime si una din diagonale.

271.* Prin varful B al paralelogramului ABCD este dusa dreapta, care
n-are cu paralelogramul alte puncte comune. Varfurile A si C se afla
de la aceasta dreapta la distanta, respectiv, a si b. Aflati distanta
de la punctul D pana la aceasta dreapta.

NE PREGATIM PENTRU STUDIEREA TEMEI NOI Il

272. Intr-o circumferinta sunt duse diametrele AB si CB. Demonstrati
cd AC=BDsi AC | BD.

273. Incircumferinta cu centrul O este dus diametrul AB si coarda AC.
Demonstrati ca ZBOC =2 ZBAC.

274. Dreapta AB este tangenta la circumferinta cu centrul O in punctu
C, AC = BC. Demonstrati, ca OA = OB.

275. Coarda AB a circumferintei cu centrul O este perpendiculara pe
raza OC si o imparte in juméatate. Aflati: 1) unghiul AOB; 2) un-
ghiul ACB.

276. Cate puncte comune au doua circumferinte cu razele de 8 cm si
6 cm, daca distanta dintre centrele lor este egala cu: 1) 15 cm; 2)
14 ¢m; 3) 10 cm; 4) 2 cm?

Repetati continutul punctelor 19-22 de la pag.190-192.

OBSERVATI, DESENATI,
CONSTRUITI, PLASMUITI

277. Poligonul este impartit in triunghiuri, care sunt vopsite in culori
alba si neagra astfel, ca orice doua triunghiuri, care au baza co-
muna, sunt vopsite in culori diferite. Demonstrati ca cantitatea
triunghiurilor negre nu este mai mare, decat —intreitul numarului
de triunghiuri albe.
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9. Unghiuri la centru giinscrise

Definitie. Unghi la centru al circumferintei se nu-
meste unghiul cu varful in centrul circumferintei.

In figura 76 unghiul AOB — unghi la centru. Laturile acestui unghi
intersecteaza circumferinta in punctele A si B. Aceste puncte impart
circumferinta in doua arce, care sunt evidentiate pe desenul 76 cu
culori diferite. Punctele A si B se numesc extremitatile arcului, ele
apartin fiecareia din acele evidentiate. Fiecare din aceste arce poate fi
notat astfel: UAB (se citeste: ,arcul AB”).

A A M c
’ @E
A B
B B N
M 5

Fig. 76 Fig. 77 Fig. 78 Fig. 79

Insa scrierea UAB nu permite distingerea arcului din figura 76. Daca
am nota un punct pe unul din doud arce (in figura 77 aceasta-i punctul
M), atunci este limpide, ca notatia UAMB se refera la arcul ,,albastru”.
Daca pe unul din doua arce AB este notat un punct, atunci ne intelegem,
ca notatia UAB se refera la arcul, carui acest punct nu-1 apartine (in
figura 77 acesta-i arcul ,verde”). .

Arcul AB apartine unghiului la centru AOB (fig. 77). In acest caz se
spune ca unghiul la centrul AB se sprijina pe arcul AB.

Fiecare arc de circumferintd, ca si insasi circumferinta, are masura
in grade. Mdsura in grade a circumferintei intregi se considerd egald cu
860°. Daca unghiul la centrul MON se sprijina pe arcul MN (fig. 78), atunci
masura in grade a arcului MN se considerad egald cu masura in grade a
unghiului MON si se scrie: UMN = £ MON (se citeste: "mésura in grade
a arcului MN este egald cu masura in grade a unghiului MON”). Masura
in grade a arcului MEN (fig. 78) se considera egala cu 360° — ZMON.

In figura 79 este reprezentatd circumferinta, in care sunt duse
douad diametre perpendiculare AB si CD. Atunci VAMD = 90°,
VACD = 360° — 90° = 270°, VACB = UADB = 180°. Fiecare din arcele
ACB si ADB se numeste semicircumferinta. In figura 79
semicircumferinte de asemenea sunt arcele CAD 1 CBD. 4

Despre coarda care uneste extremitatile arcului se
spune ca coarda subintinde arcul. In figura 80 coarda
AB subintinde fiecare din arcele AB si AKB.

Orice coarda subintinde doud arce, suma mdsurilor
in grade a cdrora este egald cu 360°. Fig. 80
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Definitie.Unghi inscris in circumferinta se numeste
unghiul, a carui varf apartine circumferintei, iar laturile inter-
secteaza circumferinta.

In figura 81 unghiul ABC este inscris. Arcul AC apartine acestul
unghi, iar arcul ABC — nu-i apartine. In acest caz se spune, ca unghiul
inscris ABC se sprijina pe arcul AC. Tot se poate spune, ca unghiul
inscris ABC se sprijina pe coarda AC.

Teorema 9.1. Mdsura in grade a unghiului inscris este egald
cu jumdtatea mdsurii in grade a arcului, pe care el se sprijind.

Demonstratie.©@ in figura 81 unghiul ABC este inscris. S4 demon-
stréim, ¢ ZABC =3 UAC.

Sa consideram trei cazuri ale amplasarii centrului O al circumferintei
fata de unghiul inscris ABC.

Cazul 1. Centrul O apartine uneia din laturile unghiului, de exem-
plu, laturii BC (fig. 82).

Ducem raza OA. Unghiul la centrul AOC — unghiul exterior al tri-
unghiului isoscel ABO (laturile OA si OB sunt egale ca raze). Atunci

ZAOC = ZA + /B. Dar /A = /B. De aici ZABC = = %moc :%UAC.
B B B
/|
s
A A ‘ A
C C Kk C
Fig. 81 Fig. 82 Fig. 83

Cazul 2. Centrul O apartine unghiului, dar nu apartine nici uneia
din laturile lui (fig. 83).
Ducem diametrul BK. Pe baza celor demonstrate ZABK :%UAK,

/KBC = % UKC. Dar: ZABC=/ABK + /KBC= % UAK + % UKC = % UAKC.

Cazul 3. Centrul O nu apartine unghiului (fig. 84).
Petru cazul al treilea demonstrati teorema de sine statator. A

Consecinta 1. Unghiurile inscrise, care se sprijind pe unul
si acelasi arc sunt egale (fig.85).

Consecinta 2. Unghiul inscris, care se sprijind pe diametrul
(semicircumferintd) este drept (fig.86).

Demonstrati aceste proprietati de sine statator.

MpaBo anst 6e3onnaTHOro Po3milleHHs NiapyYHMKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii 3micTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



M 9. Unghiuri la centru si inscrise 55

DG

Fig. 84 Fig. 85 Fig. 86

O=tr Problema 1 (proprietatea unghiului faicut de tan-
genta si coarda). Segmentul AB — coarda circumferintei cu centrul
O (fig. 87). Prin punctul A este dusa tangenta MN. Demonstrati, ca

/MAB= % UAB si /NAB = % UAKB.

Rezolvare. Ducem diametrul AD (fig. 87). Atunci unghiul B este
egal cu 90° ca inscris, ce se sprijind de diametrul AD. In triunghiul
dreptunghic ABD /2 + /3 = 90°. Deoarece MN — tangenta, rezulta
ZDAM = 90°. Atunci Z1 + £3 = 90°. Obtinem, ca £1 = £2.

Deci, /MAB= /BDA = % UAB.
Avem: /NAB = 180° — /MAB = 180° — %UAB - 180° — %(360"—
—UAKB) = 180° — 180° + %UAKB - %UAKB. ®

D
X
K
B 2
’O M O

3

M A N
Fig. 87 Fig. 88

Problema 2. Construiti tangenta la circumferinta data, care trece
prin punctul dat, situat in afara circumferintei.

Rezolvare. in figura 88 este reprezentata circumferinta cu centrul
O si punctul M, care se afla in afara acestei circumferinte.

Fie X — asa un punct al circumferintei, ci dreapta MX este tangen-
ta(fig.88). Atunci unghiul MXO este drept. Deci el poate fi considerat ca
inscris in circumferinta cu diametrul MO.

Analiza facuta aratd cum trebuie realizata constructia.
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E Construim segmentul MO si il impartim in
) jumitate(fig.89). Fie punctul K — mijlocul lui.
M A‘\ Construim circumferinta cu raza KO si centru
"/ K. Notam punctele de intersectie ale circumfe-
J rintelor construite si cea data cu literele E si
F F. Atunci fiecare din dreptele ME si MF este
tangenta cautata.
Fig. 89 Intr-adevar, unghiul MEO este egal cu 90°,

ca unghi inscris ce se sprijina pe diametrul MO.
Segmentul OF — raza circumferintei date. Atunci pe baza criteriului
tangentei dreapta ME — tangenta ciutata. @

1. Care ungi se numeste unghi la centru al circumferintei?
2. Cum se numesc partile circumferintei, in care o impart doua puncte?
3. Cu ce simbol se noteaza arcul circumferintei?
4. 1n care caz se spune ca unghiul la centru se sprijina pe arc?
5. Cu ce se considera ca este egala masura in grade a circumferintei?
6. Cum sunt legate masurile in grade a unghiului la centru si a arcului, pe
care acest unghi se sprijina?
7. Cate arce subintinde fiecare coarda? Cu ce este egala suma masurilor
in grade a lor?
8. Care unghi se numeste unghi inscris in circumferinta?
9. in care caz se spune ca unghiul inscris se sprijina pe arc?
10. Cu ce este egala masura in grade a unghiului inscris?
11. Ce proprietate au unghiurile inscrise, care se sprijina pe unul si acelasi
arc?
Cum este unghiul inscris, care se sprijina pe diametru?

EXERCITII I

278.° Cu ce este egala masura in grade a unghiului la centru al circum-

ferintei, care se sprijina pe arcul ce constituie: 1) % din circumfe-
rinta; 2) % din circumferinta; 3) % din circumferinta; 4) % din
circumferinta?

279.° Aflati masura in grade a doua arce ale circumferintei, in care o
impart doua puncte, daca masura in grade a unui arc este cu 80°
mai mare decat masura in grade a celuilalt arc.

280.° Aflati masurile in grade a doua arce ale circumferintei in care o
impart doua puncte, dacd masurile in grade ale acestor arce se
raporta ca 7 : 11.
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281.° Aflati masura in grade a arcului, pa care il descrie extremitatea
acului orar: 1) in 2 ore; 2) in 5 ore; 3) in 8 ore; 4) in 30 min; 5) in
12 ore.

282.° Care din unghiurile, reprezentate in figura 90, sunt inscrise? Pe
ce arc se sprijina fiecare din unghiurile inscrise?

D

Fig. 90 Fig. 91

283.° In figura 91 este reprezentata circumferinta cu centrul O. Aflati:
1) unghiul BDC, daca Z/BAC = 40°;
2) unghiul BEC, daca Z/BOC = 70°;
3) arcul CE, daca ZCDE = 80°;
4) arcul DBA, daca WDBA = 300°.

284.° Gasiti greselile in figura 92.

95°

C

Punctul O — centrul circumferintei
a c

A

V

Punctul O — centrul circumferintei

d
Fig. 92
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C

Fig. 93 Fig. 94 Fig. 95

285.° Aflati unghiul inscris, dacd masura in grade a arcului, pe care el
se sprijind, este egala cu: 1) 84°; 2) 110°; 3) 230°; 4) 340°.

286.° In figura 93 UAB = 74°, ZABC = 68°. Aflati arcul BC.

287.° In figura 93 UAB = 64°, UBC = 92°. Aflati unghiul ABC.

288.° Unghiul la centru AOC este cu 25° mai mare, decat unghiul inscris
ABC, care se sprijina pe arcul AC (fig. 94). Aflati unghiurile AOC
s1 ABC.

289.° Extremitatile coardei AB impart circumferinta in doua arce, ale
caror masuri in grade se raportd ca 3 : 7. Sub ce unghiuri se vede
aceasta coarda din punctele M s1 K (fig. 95)?

O—17 290.° In figura 96 coardele AB si CD sunt
egale. Demonstrati, ca UAMB = UCND.

O=rr 291.° Demonstrati ci daci doud arce ale

K

circumferintei sunt egale, atunci sunt egale D

si coardele care le subintind. A N
292.° Punctele A, B si C impart circumferinta C

in trei arce astfel, ca UAB : UBC : VAC =

=1:2: 3. Aflati unghiurile triunghiului ABC. Fig. 96

293.° Varfurile triunghiului isoscel ABC (AB = BC) impart circumferinta
circumscrisa lui in trei arce, totodatd UAB = 70°. Aflati unghiurile
triunghiului ABC.

294.° Extremitatile diametrelor AC si BD ale circumferintei le-au unit
consecutiv astfel ca s-a obtinut patrulaterul ABCD.
1) Determinati tipul patrulaterului ABCD.
2) Aflati arcele AB, BC, CD si AD, daca ZABD = 80°.

295.° Unghiul ascutit al triunghiului dreptunghic este egal cu 32°. Aflati
masurile in grade ale arcelor, in care varfurile triunghiului impart
circumferinta, circumscrisa lui, si raza circumferintei acesteia,
daca ipotenuza triunghiului dat este egala cu 12 cm.
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O=rr 296." Demonstrati ca daca unghiul inscris este drept, atunci el se
sprijina pe diametru.

O=tr 297." Coardele AB si CD ale circumferintei se intersecteazi in
punctul M (fig. 97). Demonstrati, ca ZAMC = % (VAC + UBD).

O=17 298." Coardele AB si CD ale circumferintei nu se intersecteazi, iar
dreptele AB si CD se intersecteaza in punctul M (fig. 98). Demon-

strati cd ZAMC = % (UAC — UBD).

A D 4 B B M
M %
D A o Jc
C B
6]

Fig. 97 Fig. 98 Fig. 99

299.° Prin punctul A, care este situat in afara circumferintei cu centrul
O, sunt duse doua drepte, din care una este tangenta la circum-
ferinta in punctul B, iar cealalta trece prin centrul ei (fig. 99). Se
stie, ca UBMC = 100°. Aflati unghiul BAC.

300." Bisectoarea unghiului B a triunghiului ABC intersecteaza cir-
cumferinta, circumscrisa acestui triunghi, in punctul D. Aflati
unghiurile triunghiului ABC, daca ZABC = 80°.

301.” Pe arcul AC al circumferintei, circumscrise triunghiului echila-
teral ABC, este notat punctul M astfel, ca WUAM = 2 UCM. Aflati
unghiurile triunghiului AMC.

302.° Circumferinta, construita pe latura AB a triunghiului ABC ca pe
diametru, intersecteaza laturile AC si BC in punctele M si K co-
respunzator. Demonstrati ca segmentele AK si BM sunt inaltimile
triunghiului ABC.

303." Circumferinta, construita pe latura AC a triunghiului ABC ca
pe diametru, intersecteaza latura AB in punctul K astfel, ca
Z/ACK = Z/BCK. Demonstrati, ca triunghiul ABC este isoscel.

O=1T 304." Demonstrati cd masurile in grade ale arcelor unei circumfe-
rinte, care se contin intre doua coarde paralele, sunt egale.

305.” Varfurile patrulaterului ABCD apartin circumferintei. Pe arcul

AB este notat un punct M arbitrar. Demonstrati, ca LZAMD =
=/ZCMD = ZCMB.
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306." Unghiul de la varful triunghiului isoscel este egal cu 56°. Pe latura
laterala a triunghiului, ca pe diametru, este construita o semicir-
cumferinta, pe care celelalte laturi ale triunghiului o impart in
trei arce. Aflati masurile in grade ale acestor obtinute.

307. Cum, folosindu-se numai de echer de aflat cen-
trul circumferintei date? oC

308.” Este data circumferinta, in care este dus dia-
metrul AB, si este notat punctul C in afara cir-
cumferintei (fig. 100). Cum, folosindu-se numai A B
de rigla, de dus prin punctul C o dreapta, care
sa fie perpendiculara pe dreapta AB?

309.” Doua circumferinte au un singur punct comun
M. Prin punctul M sunt duse doua drepte, care
intersecteaza circumferintele date. Punctele lor
de intersectie cu circumferintele, deosebire de punctul M, sunt
unite cu coarde. Demonstrati ca aceste coordonate sunt paralele.

310.” La circumferinta, circumscrisa triunghiului ABC, este dusa in
punctul B tangenta, care intersecteaza dreapta AC in punctul D.
Segmentul BM — bisectoarea triunghiului ABC. Demonstrati ca
BD = MD.

O—rr 311.* Se di segmentul AB si unghiul a. Aflati locul geometric al
astfel de puncte X, pentru care ZAXB = a..

312.* Construiti triunghiul dupa latura, unghiul opus ei si inaltimea,
dusa la latura data.

313." Construiti triunghiul dupa latura, unghiul opus ei si mediana,
dusa la aceasta latura.

314.* Construiti paralelogramul dupid doud laturi si unghiul dintre
diagonalele lui.

315.* Construiti paralelogramul dupa unghi si doua diagonale.

316.* in triunghiul dreptunghic ABC pe cateta AC, ca pe diametru,
este construita circumferinta, care intersecteaza ipotenuza AB in
punctul E. Prin punctul E este dusa tangenta la circumferinta, care
intersecteaza cateta CB in punctul D. Demonstrati ca triunghiul
BDE este isoscel.

317.* Se di segmentul AB. Gasiti locul geometric al astfel de puncte X,
ca triunghiul AXB sa fie dreptunghic.

318.* Bisectoarea unghiului A a triunghiului ABC intersecteaza circum-
ferinta circumscrisa lui in punctul D. Punct O — centrul circumfe-
rintei inscrise in triunghiul ABC. Demonstrati ca DO = DB = DC.

319." Bisectoarele unghiurilor A, B si C ale triunghiului ABC intersec-
teaza circumferinta circumscrisa lui respectiv in punctele A,, B,
si C, Demonstrati ca A,B, L CC,.

Fig. 100
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320.* In figura 101 sunt reprezentate dou#
circumferinte cu centrele O, si O,. Con-
struiti dreapta [, care este tangenta la
aceste circumferinte astfel, ca punctele
de tangenta se afla in acelasi semiplan
in raport cu dreapta O, 0, (asa o dreapta Fig. 101
se numeste tangenta comuna exteri-
oara dusa la doua circumferinte date).
321.* Construiti triunghiul:
1) dupa latura, unghiul opus ei si raza circumferintei inscrise;
2) dupa latura, unghiul opus ei si mediana, dusa la alta latura.

NE PREGATIM PENTRU STUDIEREA TEMEI NO| Il

322. Perimetrul triunghiului ABC este egal cu 30 cm. Punctul de tan-
genta al circumferintei inscrise cu latura AB o imparte in raportul
3 : 2, socotind de la varful A, iar punctul de tangenta cu latura
BC se afla de la varful C la distanta de 5 cm. Aflati laturile tri-
unghiului.

323. La circumferinta, inscrisa in triunghiul
ABC, sunt duse trei tangente (fig. 102).
Perimetrele triunghiurilor, pe care le
decupeaza aceste tangente de la tri-
unghiul dat, sunt egale cu P,, P, si P,.
Aflati perimetrul triunghiului ABC.

B

324. Determinati tipul triunghiului, in care A \ / c

centrul circumferintei circumscrise

. . . Fig. 102
apartine medianei. 9

Repetati continutul punctului 22 de la pag.192.

OBSERVATI, DESENATI,
CONSTRUITI, PLASMUITI

325. Patratelele patratului de dimensiunile 100 x 100 patratele sunt
vopsite in ordine de sah. Patratul a fost taiat in patrate, ale caror
laturi contin o cantitate impara de patratele, siin fiecare un astfel
de patrat au insemnat patratica din centru. Demonstrati ca pa-
tratelele albe si negre care au fost notate sunt in cantitéti egale.
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@'3 PRIMA PROBLEMA A PRIME| -
"< OLIMPIADE A TINERILOR _
MATEMATICIENI DIN TOATA

Speram ca problema 316 v-a placut si ati simtit bucuria succesului,
dupa ce ati rezolvat-o. Aceasta problema merita atentie inca si de aceea,
cain anul 1961 anume cu a ei conditie se incepea textul primei olimpiade
a tinerilor matematicieni din toata Ucraina.

In general, olimpiadele matematice in Ucraina au o traditie veche.
Prima olimpiada oraseneasca a tinerilor matematicieni a avut loc in
anul 1935 in orasul Kiyev. De atunci au trecut mai mult de 80 de ani
sl In acesti ani olimpiadele matematice au devenit pentru multi elevi
talentatl primul pas pe calea activitatii stiintifice. La ora actuala asa
nume ca 0.V. Pogorelov, S.G. Krein, M.O. Krasnoselskui, V.G. Drinfelid,
sunt cunoscute in toata lumea stiintifica. Toti ei in diferiti ani au fost
invingatorii olimpiadelor matematice din Ucraina.

Vrem sa mentionam cu satisfactie, ca si acum olimpiadele matema-
tice in Ucraina sunt foarte populare. Zeci de mii de elevi ai tarii noastre
participa in cadrul diferitelor etape in aceasta intrecere matematica.
In organizarea si derularea olimpiadelor sunt angrenati cel mai buni
savanti, metodisti, profesori. Anume datorita entuziasmului si profesi-
onalismului lor echipa Ucrainei reprezinta cu demnitate tara noastra
in olimpiadele matematice internationale.

Va sfatuim si pe voi, dragi elevi din clasa a 8-a, sa participati la
olimpiadele matematice. Mai jos noi aducem textul primei olimpiade a
tinerilor matematicieni din toata Ucraina. Incercati-va puterile.

1. In triunghiul dreptunghic ABC pe cateta AC ca pe diametru a fost
construita circumferinta care intersecteaza ipotenuza AB in punctul E.
Prin punctul E este dusa tangenta la circumferinta, care intersecteaza
cateta CB in punctul D. Demonstrati ca triunghiul BDE este isoscel.

2. Intr-un plan sunt repartizate n roticele dintate astfel ca prima este
angrenatd cu a doua, a doua cu a treia s.a.m.d., iar ultima — cu prima.
In ce cazuri se pot misca roticelele a unei astfel de sisteme?

3. Calculati unghiurile triunghiului isoscel, in care centrele circumfe-
rintelor inscrisa si circumscrisa sunt simetrice in raport cu dreapta,

care contine baza triunghiului.

5 3
LT
120 24 30

4. Demonstrati ca pentru fiecare n intreg expresia

primeste valori intregi.

5. Construiti triunghiul dupa doua puncte date, care sunt picioarele
inaltimilor, coborate pe doua laturi ale acestui triunghi, si dreapta,
pe care este situata latura a treia a lui.
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10. Circumferinte circumscrisa gi inscrisa patrulaterului

Definitie. Circumferinta se numeste circumscrisa pa-
trulaterului, daca ea trece prin toate varfurile lui.

in figura 103 este reprezentata circumferinta, circumscrisa patrula-
terului ABCD. In acest caz de asemenea se spune, ca patrulaterul este
inscris in circumferinta.

Teorema 10.1. Dacad patrulaterul este inscris in circumfe-
rintd, atunci suma unghiurilor opuse ale lui este egald cu 180°.

Demonstratie. © Fie ca patrulaterul ABCD este inscris in circum-
ferinta (fig. 103). Sa demonstram ca ZA + ZC=180°si £LB+ /D =180°.

Deoarece unghiurile A si C sunt inscrise, rezulta ca ZA =%UBCD

si /C= % U DAB. Avem: UBCD + UDAB = 360°. Atunci ZA + /C = 180°.

Analogic se poate arata ca ZB+ £D =180°. A

Stiti cd oricarui triunghi i se poate circumscrie o circumferinta. Dar
nu orice patrulater are aceasta proprietate. De exemplu, este imposibil
de-i circumscris o circumferinta paralelogramului, diferit de dreptunghi.
Arecunoaste patrulaterele carora li se poate circumscrie o circumferinta
ne permite asa o teorema.

Teorema 10.2 (inversa teoremei 10.1). Dacd intr-un
patrulater suma unghiurilor opuse este egala cu 180°, atunci lui
i se poate circumscrie o circumferintd.

Demonstratie. ® S examinam patrulaterul ABCD, in care ZA +
+ ZC=180°. Sa demonstram, ca lui i se poate circumscrie o circumferinta.

Presupunem, ca acestui patrulater nu i se poate circumscrie o circ-
umferinta. Sa-i circumscriem triunghiului ABD o circumferinta. Pe baza
presupunerii punctul C nu-1 apartine acestel circumferinte. De aceea
sunt doud posibilitati.

Cazul 1. Punctul Ceste situat in afara circumferintei circumscrise
triunghiului ABD (fig. 104).

Fie ca latura BC intersecteaza circumferinta in punctul C,. Patrula-
terul ABC,D este inscris in circumferinta. Atunci pe baza teoremei 10.1

B B
C

1

C

Fig. 103 Fig. 104
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obtinem, ca LA+ ZBC,D=180°. Insa conform conditiei ZA + £C =
=180°. De aici ZBC,D = £C. Ins3 aceasta egalitate nu se poate realiza,
deoarece pe baza proprietatii unghiului exterior al triunghiului ZBC,D =
=£C+ £CDC,.

Asadar, punctul C nu poate fi situat in afara circumferintei, circum-
scrise triunghiului ABD.

Cazul 2. Punctul C se afld in interiorul circumferintei circumscrise
triunghiului ABD (fig. 105). Judecand analogic ca in cazul 1, se poate
arata ca punctul C nu se poate afla in interiorul circumferintei conside-
rate. Convingeti-va in aceasta de sine statator.

Deci, presupunand, ca punctul C nu apartine circumferintei, circum-
scrise triunghiului ABD, noi am obtinut contradictie. A

Fig. 105 Fig. 106

Teorema 10.2 poate fi considerata ca criteriu de apartenenta a patru
puncte unei circumferinte.

Daca patrulaterul este inscris in circumferinta, atunci exista un
punct, egal departat de toate varfurile lui (centrul circumferintei cir-
cumscrise). Pentru a afla acest punct, este suficient de aflat punctul de
intersectie a mediatoarelor a doua laturi alaturate ale patrulaterului.

Definitie. Circumferinta se numeste inscrisa in patru-
later, daca toate laturile lui sunt tangente la ea.

in figura 106 este reprezentatd circumferinta, inscrisa in patrula-
terul ABCD. In acest caz de asemenea se spune ca patrulaterul este
circumscris circumferintei.

Teorema 10.3. Dacad patrulaterul este circumscris unei circ-
umferinte, atunci sumele laturilor opuse ale lui sunt egale.

Demonstratie. © Fie patrulaterul ABCD este circumscris circumfe-
rintei (fig. 107). Sa demonstram, ci AB+ CD = BC + AD.

Punctele M, N, K, P — punctele de tangenta ale circumferintei cu
laturile patrulaterului.
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Deoarece segmentele tangentelor, duse la circumferinta printr-un
punct, sunt egale, avem cid AK =AM, BM = BN, CN = CP, DP = DK. Fie
AK=a,BM=b,CN=c, DP=d.

AtunciAB+CD=a+b+c+d,

BC+AD=b+c+a+d.

Deci, AB+ CD=BC + AD. A R

Stiti ca in orice triunghi se poate inscrie o circumferinta. Insa nu
orice patrulater are aceasta proprietate. De exemplu, este imposibil
de-a inscrie o circumferinta intr-un dreptunghi, diferit de patrat. A re-
cunoaste patrulaterele, in care poti fi inscrise circumferinte, ne permite
asa o teorema.

Teorema 10.4. Dacd in patrulaterul convex sumele laturilor
opuse sunt egale, atunci in el se poate inscrie
o circumferintd.

B ¢ ¢
Demonstratie. ® Sa consideram patrula- /X 1
terul convex ABCD, in care AB + CD = BC + AD. ‘» ,
Sa demonstram ca in el se poate inscrie o circ- }
AN
D, D

umferinta.

Fie ca bisectoarele unghiurilor A si B se inter-
secteaza in punctul O (fig. 108). Atunci punctul
O este egal departat de la laturile AB, BC si AD. Fig. 108
Deci, exista o circumferinta cu centrul in punctul
O, care are puncte de tangenta cu aceste trei laturi.

Admitem ca latura CD nu este tangentd la aceasta circumferinta.
Atunci sunt posibile doua cazuri.

Cazul 1. Latura CD n-are puncte comune cu circumferinta con-
struita.

Ducem tangenta C,D, paralel cu latura CD (fig. 108). Patrulaterul
ABC,D, este circumscris circumferintei. Atunci pe baza teoremei 10.3
obtinem, ca

AB+ C,D,=BC, +AD,. 1)

Dar dupa conditie

AB+CD=BC+AD. @)
Scadem din egalitatea (2) egalitatea (1):
CD-CD,=BC-BC,+AD-AD,.

De aici obtinem: CD—- C,D,=C,C+D.D; CD=C,C+ DD+ CD,.

Aceasta egalitate contrazice afirmatia, demonstrata in problema —
cheie din p.1.

Deci, latura CD trebuie si aiba puncte comune cu circumferinta
construita.

Cazul 2. Latura CD are doua puncte comune cu circumferinta
construita.
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Rationand analogic, se poate arita, ca latura CD nu poate si aiba
doud puncte comune cu circumferinta construitd. Convingeti-va in
aceasta singuri.

Asadar, admitand ca latura CD nu este tangenta la circumferinta
construita, noi obtinem contradictie. A

Daca patrulaterul este circumscris circumferintei, atunci exista un
punct, echidistant de toate laturile lui( centrul circumferintei inscrise).
Pentru a gési acest punct, este suficient de gasit punctul de intersectie
al bisectoarelor a doua unghiuri vecine ale acestui patrulater.

O-t1 Problema (criteriul de apar-
tenenta a patru puncte uneil circum-
ferinte). Punctele A, M, N, B sunt astfel, ca
ZAMB = ZANB, totodata punctele M si1 N sunt
situate In acelasi semiplan in raport cu dreapta
AB. Demonstrati, ca punctele A, M, N, B se afla
pe aceeasi circumferinta.

Rezolvare. Fie ca LZAMB = ZANB = o.
Circumscriem triunghiului AMB o circumfe-
rinta (fig. 109). Fie C — un punct arbitrar al

Fig. 109 circumferintei, care nu apartine arcului AMB.

Atunci patrulaterul ACBM este inscris in

circumferintd. De aici ZC = 180°- a. Avem: ZC + ZN = 180°. Deci, pe

baza teoremei 10.2 patrulaterul ACBN este inscris intr-o circumferin-

ta. Deoarece triunghiului ABC i se poate circumscrie numai o singura

circumferinta, rezulta ca acestei circumferinte ii apartin atat punctul
M, cat si punctul N. @

Care circumferinta se numeste circumscrisa patrulaterului?

in care caz se spune ca patrulaterul este inscris in circumferinta?

Ce proprietate au unghiurile patrulaterului, inscris in circumferinta?
Care este conditia ca sa se poata circumscrie unui patrulater o circumferinta?
Care circumferinta se numeste inscrisa in patrulater?

in care caz se spune ca patrulaterul este circumscris unei circumferinte?
Ce proprietate au laturile patrulaterului, circumscris unei circumferinte?
Care este conditia ca intr-un patrulater sa se poate inscrie o circumferinta?

NI AWN=

IE.; l.{ INSARCINARI PRACTICE IS

326.° Desenati un dreptunghi cu laturile de 2 cm si 3 cm. Circumscrieti-i
o circumferinta.
327.° Desenati un trapez isoscel arbitrar. Inscrieti-1 intr-o circumferinta.
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328.° Desenati un tapez isoscel cu baza mare de 6 cm, latura laterala
de 4 cm si unghiurile de 60°. inscriejci in el o circumferinta.

329.° Desenati un patrat arbitrar. inscrie‘gi in el o circumferinta si cir-
cumscrieti-i o circumferinta.

EXERCITII I

330.° Oare 1 se poate circumscrie o circumferinta patrulaterului ABCD,
daca unghiurile lui A, B, C, D sunt respectiv egale cu:
1) 90°, 90°, 80°, 100°; 3) 50°, 70°, 130°, 110°?
2) 90°, 80°, 90°, 100°;

331.° Oare se poate circumscrie o circumferinta patrulaterului ABCD,
daca unghiurile lui A, B, C si D sunt respectiv egale cu numerele:
1) 8, 8, 11, 6; 2) 4,5, 4,27

332.° Demonstrati ca se poate circumscrie o circumferinta:
1) oricarui dreptunghi;
2) oricarui trapez isoscel?

333.° Care punct este centrul circumferintei, circumscrise dreptunghiului?

334.° Oare se poate de-1 circumscris o circumferinta rombului, care nu
este patrat?

335.° In dreptunghiul ABCD se stie ca AB=12 cm, ZCAD = 30°. Aflati
raza circumferintei , circumscrise acestui dreptunghi.

336.° Oare se poate de inscris in patrulaterul ABCD o circumferinta, daca
laturile lui AB, BC, CD, AD sunt, corespunzéator, proportionale cu
numerele:
1) 7,8, 12, 11; 2)17,12,8,11?

337.° Suma a doua laturi opuse ale patrulaterului, circumscris unei circ-
umferinte, este egala cu 18 cm. Aflati perimetrul acestui patrulater.

338.° Latura laterala a trapezului isoscel este egala cu 7 cm. Cu ce este egal
perimetrul trapezului dat, daca in el se poate inscrie o circumferinta?

339.° In patrulaterul CDEF, in care se poate Inscrie o circumferinta,
CD=6cm, DE=8cm, EF =12 cm. Aflati latura CF.

340.° Demonstrati ca in orice romb se poate inscrie o circumferinta. Care
punct este centrul circumferintei, inscrise in romb?

341.° Oare se poate inscrie o circumferintd intr-un paralelogram care
nu este romb?

342.° Sub ce unghi se vede latura laterala a trapezului din centrul cir-
cumferintel inscrise?

343.° Unul din unghiurile rombului este egal cu 60°, iar diagonala mare
— cu 24 cm. Aflati raza circumferintei, inscrise in rombul dat.

344." Demonstrati ca daca intr-un dreptunghi se poate inscrie o circum-
ferintd, atunci acest dreptunghi este patrat.
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345." Demonstrati ca daca unui romb 1 se poate circumscrie o circumfe-
rinta, atunci acest romb este patrat.

346." Latura AD a patrulaterului ABCD este diametrul circumferintei
circumscrie lui, ZABC = 108°, ZBCD = 132°. Aflati unghiurile
BAD, ADC, CAD, BDA.

347.° Aflati unghiurile patrulaterului MINKP, inscris in circumferinta,
daca ZMKP = 58°, /MPN = 34°, /KMP = 16°.

348.° Trapezul isoscel este inscris in circumferinta, centrul careia aparti-
ne uneia din baze. Unghiul, format de diagonalele trapezului, opus
laturii laterale a lui, este egal cu 56°. Aflati unghiurile trapezului.

349." Iniltimile BM si CK ale triunghiului ascutitunghic ABC se in-
tersecteaza in punctul H. Demonstrati ca punctele A, K, H s1i M
apartin unei circumferinte.

350." Intr-un trapez dreptunghic este inscrisa o circumferinta. Punctul
de tangenta imparte latura laterala mai mare in segmente cu
lungimile de 8 cm s1 50 cm. Aflati perimetrul trapezului dat, daca
raza circumferintei inscrise este egala cu 20 cm.

351." Intr-un trapez dreptunghiular este inscrisa o circumferinta. Punc-
tul de tangenta imparte latura laterald mai mare in segmente cu
lungimile de 3 cm s1 12 cm. Aflati raza circumferintel inscrise,
daca perimetrul trapezului este egal cu 54 cm.

352.” Centrul circumferintei, circumscris trapezului, apartine bazei
mari, iar latura laterald este egald cu baza mai mica. Aflati un-
ghiurile trapezului.

353.” Diagonala trapezului, inscris in circumferinta, este egala du d.
Latura laterala se vede din centrul circumferintei circumscrise
sub unghiul de 120°. Aflati linia medie a trapezului.

354.” Laturile laterale si baza mai mica a trapezului isoscel sunt egale
cu 6 cm, iar unul din unghiurile lui este egal cu 60°. Aflati raza
circumferintei, circumscrise trapezului dat.

355.” Din punctul arbitrar M al catetei AC a triunghiului dreptunghic
ABC este coborata perpendiculara MK pe ipotenuza AB. Demon-
strati ca ZLMKC = ZMBC.

356." Din punctul arbitrar O, care apartine unghiului ascutit A, dar nu
apartine laturilor lui, sunt coborate perpendicularele OB si OC
pe laturile lui. Demonstrati ca ZOAB = ZOCB.

357.* Bisectoarele BK si CM ale triunghiului ABC se intersecteaza in
punctul O, ZA = 60°. Aflati unghiul CMK.

358." Bisectoarele MA si KB ale triunghiului MNK se intersecteaza in
punctul O, punctele A, N, B si O se afla pe aceeasi circumferinta.
Aflati unghiul N.
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359.* In afara triunghiului dreptunghic ABC pe ipote- C
nuza lui AB este construit patratul ABFD. De-

monstrati, cd LZACO = Z0CB, unde O — punctul A
de intersectie a diagonalelor patratului.
360.* Varfurile A si B ale triunghiului ABC cu unghiul p I

drept C aluneca pe laturile unghiului drept cu var-
ful P (fig. 110). Demonstrati ca punctul Cin acelasi
timp se deplaseaza de-a lungul unui segment.

361.* Dintr-un punct arbitrar M, care apartine unghiului cu varful A,
insd nu apartine laturilor lui, sunt duse perpendicularele MP si
M@ pe laturile unghiului. Din punctul A este dusa perpendiculara
AK pe segmentul PQ. Demonstrati ca ZPAK = ZMAQ.

362.* In triunghiul ascutitunghic ABC segmentele CC, si AA, — sunt
indltimi. Demonstrati ca mediatoarea segmentului C A, trece prin
mijlocul laturii AC.

363.* Pe laturile laterale ale trapezului, in care poate fi inscrisa o cir-
cumferinta, ca pe diametre sunt construite doud circumferinte.
Demonstrati ca aceste circumferinte au un punct comun.

Fig. 110

EXERCITII PENTRU REPETARE Il

364. Prin mijlocul diagonalei AC a paralelogramului ABCD este dusa
o dreaptd, care intersecteaza laturile BC si AD. Aceasta dreapta
intersecteaza dreptele AB si CD in punctele M si K respectiv. De-
terminati tipul patrulaterului.

365. In triunghiul ABC segmentul AD — bisectoare. Prin punctul D este
dusa o dreapta, care este paralela cu latura AC si intersecteaza
latura AB in punctul E. Prin punctul E este dusa dreapta, care
este paralela cu latura BC si intersecteaza latura AC in punctul
F. Demonstrati ca AE = CF.

366. inéltimea BM a rombului ABCD, coborata din varful unghiului
obtuz pe latura AD, intersecteaza diagonala AC in punctul K,
/BKC = 64°. Aflati unghiul ABC.

OBSERVATI, DESENATI,
CONSTRUITI, PLASMUITI

367. Oare poate fi un patrat taiat intr-un poligon cu o mie de unghiuri
siin 199 de pentagoane?
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TNSARCINAREA NR 1 ,,VERIFICATI-VA” IN FORMA DE TEST

1. Cu care din procedeele prezentate poate fi in-
semnat patrulaterul, reprezentat in figura 111?
A) MPQN,; C) NPMQ;,
B) QMNP; D) QNPM. M

N

2. Ce unghiuri poate avea patrulaterul? 0

A) Patru unghiuri obtuze;
B) patru unghiuri ascutite; Fig. 111
C) doué unghiuri obtuze si doua unghiuri drep-
te;
D) doua unghiuri drepte, un unghi ascutit si un unghi obtuz.

3. Intr-un patrulater fiecare laturd a lui este egald cu una si aceeasi
diagonala a lui. Cu ce sunt egale unghiurile patrulaterului?
A) 60°, 60°, 120°, 120°;
B) 60°, 120°, 90°, 90°;
C) 90°, 90°, 90°, 90°;
D) 150°, 30°, 150°, 30°.

4. Bisectoarea unghiului unui paralelogram imparte latura lui in juma-
tate. Cu ce sunt egale laturile paralelogramului, daca perimetrul lui
este egal cu 30 cm?

A) 5 cm, 10 cm; C) 7cm, 8 cm;
B) 6 cm, 4 cm; D) 3cm, 12 cm.

5. Patrulaterul este paralelogram, daca:

A) el are doua perechi de laturi egale;

B) el are doua perechi de unghiuri egale;

C) fiecare diagonala il imparte in doud triunghiuri egale;
D) in el trei laturi sunt egale.

6. Care din afirmatiile date nu este justa?

A) Patrulaterul care concomitent este si romb, si dreptunghi, — pa-
trat;

B) paralelogramul, in care diagonalele sunt egale si perpendiculare,
— patrat;

C) paralelogramul, in care toate unghiurile sunt drepte si diagonalele
egale — patrat;

D) rombul in care diagonalele sunt egale — patrat.
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7. In triunghiul ABC punctele M si N apartin respectiv laturilor AB si
BC. Segmentul MN este linie medie, daca:
A) MN | AC;

B) MN = %AC;

C) MN = %AC, /BNM = /BAC;

D) MN = %AC, /BNM = /BCA.

8. Care din urmatoarele proprietati nu le poate avea trapezul?
A) Unghiurile opuse sunt egale;
B) diagonalele sunt egale si perpendiculare;
C) unul din unghiurile, alaturate bazei mai mari este mai mare decat
unul din unghiurile alaturate bazei mai mici;
D) linia medie a trapezului este egala cu inaltimea lui.

9. Unghiurile inscrise intr-o circumferintd sunt egale, daca ele:
A) se sprijina pe una si aceeasi coarda;
B) au varf comun;
C) se sprijina pe unul si acelasi arc;
D) au o latura comuna.

10. Patrulaterului CDEF ii este circumscrisa o circumferinta, ZCDF =
=80°, ZDEC = 30°. Cu ce este egal unghiul DCF?
A) 50°; C) 70°;
B) 110°; D) 90°.

PRINCIPALUL N PARAGRAFUL 1

Suma unghiurilor patrulaterului

Suma unghiurilor patrulaterului este egala cu 360°.
Paralelogramul

Se numeste paralelogram patrulaterul, in care fiecare doua laturi
opuse sunt paralele.
Proprietatile paralelogramului

e Laturile opuse ale paralelogramului sunt egale.

e Unghiurile opuse ale paralelogramului sunt egale.

¢ Diagonalele paralelogramului sunt impartite in jumatate de catre
punctul lor de intersectie.
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Inaltimea paralelogramului

inél‘gime a paralelogramului se numeste perpendiculara, coborata in
orice punct al dreptei, care contine latura paralelogramului, pe dreapta,
care contine latura opusa.
Criteriile paralelogramului

e Daca intr-un patrulater fiecare doua laturi opuse sunt egale, atunci
acest patrulater este paralelogram.

¢ Daca intr-un patrulater doua laturi opuse sunt egale si paralele,
atunci acest patrulater este paralelogram.

e Daca diagonalele unui patrulater sunt impartite in jumatate de
punctul lor de intersectie, atunci acest patrulater este paralelo-
gram.

Dreptunghiul

Dreptunghi se numeste paralelogramul, in care toate unghiurile
sunt drepte.
Proprietatea specifica a dreptunghiului

Diagonalele dreptunghiului sunt egale.

Criteriile dreptunghiului
¢ Daca unul din unghiurile paralelogramului este drept, atunci acest
paralelogram este dreptunghi.
e Daca diagonalele paralelogramului sunt egale, atunci acest para-
lelogram este dreptunghi.
Rombul

Romb se numeste paralelogramul, in care toate laturile sunt egale.

Proprietatea caracteristica a rombului
Diagonalele rombului sunt perpendiculare si sunt bisectoarele un-
ghiurilor lui.
Criteriile rombului
e Daca diagonalele paralelogramului sunt perpendiculare, atunci
acest paralelogram este romb.
¢ Daca diagonala paralelogramului este bisectoarea unghiului lui,
atunci acest paralelogram — romb.
Patratul
Patrat se numeste dreptunghiul, in care toate laturile sunt egale.
Linia medie a triunghiului

Linia medie a triunghiului se numeste segmentul, care uneste mij-
locurile a doua laturi ale lui.
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Proprietatea linii medii a triunghiului

Linia medie a triunghiului, care uneste mijlocurile a doua laturi ale
lui, este paralela cu latura a treia si este egala cu jumatatea ei.
Trapezul

Trapez se numeste patrulaterul, in care doua laturi sunt paralele,
1ar altele doud nu sunt paralele.
Inaltimea trapezului

Inaltimea a trapezului se numeste perpendiculara, coborate din
orice punct al dreptei, care contine una din baze, pe dreapta ce contine
cealalta baza.
Linia media a trapezului

Linie medie a trapezului se numeste segmentul, care uneste mijlo-
curile laturilor laterale ale lui.
Proprietatea linii medii a trapezului

Linia medie a trapezului este paraleld cu bazele si este egala cu
jumatate din suma lor.
Unghiul la centru al circumferintei

Unghi la centru al circumferintei se numeste unghiul cu varful in
centrul circumferintei.
Unghiul inscris in circumferinta

Unghi inscris in circumferintd se numeste unghiul, a carui varf
apartine circumferintei, iar laturile intersecteaza circumferinta.
Masura in grade a unghiului inscris in circumferinta

Masura in grade a unghiului inscris este egala cu jumatate din ma-
sura in grade a arcului pe care el se sprijina.
Proprietatile unghiurilor inscrise

e Unghiurile inscrise, care se sprijina pe unul si acelasi arc, sunt

egale.
e Unghiul inscris care se sprijina pe diametru (semicircumferinta)
este drept.

Circumferinta circumscrisa patrulaterului

Circumferinta se numeste circumscrisa unui patrulater, daca ea trece
prin toate varfurile lui.
Proprietatea patrulaterului inscris intr-o circumferinta

Daca un patrulater este inscris intr-o circumferinta, atunci suma
unghiurilor opuse ale lui este egala cu 180°
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Criteriul patrulaterului caruia i se poate circumscrie
o circumferinta

Daca intr-un patrulater suma unghiurilor opuse este egala cu 180°,
atunci lui 1 se poate circumscrie o circumferinta.
Circumferinta inscrisa in patrulater
Circumferinta se numeste inscrisa intr-un patrulater daca ea are
punct de tangenta cu toate laturile lui.
Proprietatea patrulaterului circumscris unei circumferinte
Daca patrulaterul este circumscris unei circumferinte, atunci sumele
laturilor opuse ale lui sunt egale.
Criteriul patrulaterului, in care poate fi inscrisa
o circumferinta

Daca intr-un patrulater convex sumele laturilor opuse ale lui sunt
egale, atunci in el poate fi inscrisa o circumferinta.

MpaBo anst 6e3onnaTHOro Po3milleHHs NiapyYHMKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii 3micTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



ASEMANAREA TRIUNGHIURILOR 2 v
—

Tnsusind materialul acestui paragraf, voi veti afla proprietatile segmentelor,
pe care dreptele paralele le taie pe laturile unghiului.

Printre triunghiuri o sd va invatati a gasi astfel de triunghiuri, care au aceeasi
forma, Insa diferite dimensiuni.

Veti face cunostintd cu proprietatea coardelor ce se intersecteaza, si
cu proprietatea tangentei si a secantei, duse la o circumferinta printr-un
punct.

Veti afla care triunghiuri se numesc asemenea, Si 0 sa va invatati a folosi
proprietatile lor.

— & -
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—~

11. Teorema lui Tales. Teorema despre segmentele
proportionale

Teorema 11.1 (Teorema lui Tales). Dacd dreptele paralele, care
intersecteazd laturile unui unghi, taie pe una din laturile lui
segmente egale, atunci aceste drepte taie segmente egale si pe
altad laturad a lui.

Demonstratie. © Fie ca este dat unghiul AOB (fig. 112). Se stie ca
OA =A A, =AA, =A A, =..., AB,| A,B,, A,B,|| A,B,, AB,||AB,, ...
Sa demonstram ca OB, =B,B,= B,B;=B,B, =....

Admitem ca OB, # B, B,. Fie ca mijlocul
OB, segmentului este un punct oarecare
C,. Atunci segmentu A,C, — clinia medie a
triunghiului A4,0B,. De aici A,C, | A,B,.
Deci prin punctul A, trec doua drepte pa-
ralele cu dreapta A,B,, ceea ce contrazice
axiomei dreptelor paralele. Noi am obtinut
contradictie. Asadar, OB, = B,B,.

Admitem ca B,B, # B, B;. Fie ca mijlocul
segmentului B B, este un oarecare punct
C,. Atunci segmentul A,C, — linia media a
trapezului A;A B, B;,. De aici A,C, | A,B,.

Fig. 112 Asadar, prin punctul A, trec doua drepte,
paralele cu dreapta A,B,. Noi am obtinut contradictie. Deci, B, B, = B,B,.
Analogic demonstram, cd B,B, =B,B, s.a.m.d. A

Definitie. Raport a doua segmente se numeste raportul
lungimilor lor, exprimate in unele si aceleasi unitati de masura.

Daca, de exemplu, AB=8 cm, CD = 6 cm, atunci raportul segmentu-

AB s AB_4
lui AB catre segmentul CD este egal cu E Se scrie: D= 6 , adic aop =3

Tales din Milet
(ap.625 — ap. 5471.e.n.)

Filozof, savant, negustor si om politic
din Grecia Antica. Tsi tragea originea
din Miletport din Asia Mica, de pe tar-
mul marii Egee.
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AB _ CD
AB, CD,
ABsi CD sunt proportionale respectiv segmentelor
AB, si C/D,.

Analogic se poate spune despre proportionalita-
tea a unei cantitati mari de segmente. De exemplu,
AB CD _ MN

AlBl - CIDI - MlNl
tele AB, CD, MN sunt proportionale respectiv cu
segmentele A,B,, C,D,, M,N,. Fig. 113

Teorema 11.2 (teorema despre segmentele proportionale).
Daca dreptele paralele intersecteaza laturile unui unghi, atunci
segmentele ce s-au obtinut pe una din laturile unghiului, sunt
proportionale cu segmentele corespunzdtoare, ce s-au obtinut pe
cealaltd laturd a unghiului.

Daca , atunci se spune ca segmentele

, atunci se spune ca segmen-

daca

Demonstratia acestei teoreme iese in afara limitelor cursului de
geometrie scolar. Vom aduce demonstratia pentru un caz particular.

Fie ca laturile unghiului MON sunt intersectate de dreptele parale-
le AA, si BB, (fig. 113). Vom demonstra, c&:

1) QA _AB . o OA_OB. 5 OB _ AB

OA, AB, OA, OB, OB, AB,

Sa demonstram prima din egalitatile expuse (altele doua se demon-
streaza analogic).

Fie ca pentru segmentele OA si OB exista un astfel de segment cu
lungimea [, care se cuprinde de un numar intreg de ori in fiecare din ele.
Avem: OA = ml, AB = nl, unde m si n — niste numere naturale.

Atunci segmentele OA si AB pot fi impartite corespunzator in m si
n segmente egale, fiecare din ele egal cu .

Prin extremitatile segmentelor obtinute ducem drepte paralele cu
dreapta BB, (fig. 114). Pe baza teoremei lui Tales aceste drepte impart
segmentele OA,; si A, B, corespunzator in m sin
segmente egale. Fie ca fiecare din aceste segmen-
te este egal cu [,. De aici OA, =ml,, A,B, =nl,.

A l ..
Avem: %zﬂl:ﬂ, 04, =M De aici
AB nl n’ AB nl n
0A OA . OA _AB
= LAt = .
AB - AB Y04 TAB

De ce rationamentele aduse nu pot fi conside-
rate ca demonstratie deplina a teoremei? Chestia
constd in aceea, ca nu pentru orice doua segmente
Fig. 114 existd un segment, care se contine in fiecare din
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ele de un numar intreg de ori. In particular, pentru
segmentele OA s1 AB un astfel de segment poate sa nu
existe. Demonstratia acestui caz iese in afara limitelor
cursului considerat. A

Daca completam figura 113 cu dreapta CC,, para-
lela cu dreapta BB, (fig. 115), atunci, judecand analo-

gic, obtinem, de exemplu, ca AB _ BC .
| AlBl BICI
Fig. 115 Teorema 11.2 ramane justd, daca in loc de laturile

unui unghi de luat oricare drepte.

Teorema 11.3. Toate trei mediane ale triunghiului se in-
tersecteazd intr-un punct, care o imparte pe fiecare din ele in
raportul 2:1, socotind de la varful triunghiului.

Demonstratie. ® In figura 116 medianele AA, si BB, ale triun-

ghiului ABC se intersecteaza in punctul M. Sa demonstram ca mediana
. . BM AM CM 2
CC, tott tul M = = ==,
| tot trece prin punctul M si MB, MA, MC, 1
Ducem B,K |AA,. Deoarece AB, =B,C, conform teoremei lui Tales
.. AC . . . BA
A,K =KC, adica 2 -2, Daca BA, = A,C, atunci rezulta —2 =2 Pe
AK 1 AK 1
. . BM BA 2
b t d tel t 1 =—>L==,
aza teoremei despre segmentele proportionale MB CAK 1

Deci, mediana AA,, intersectand mediana BB;, o imparte in raportul
2 : 1, socotind de la varful B.

Analogic se poate demonstra(faceti aceasta de sine statator) ca me-
diana CC, tot imparte mediana BB, in raportul 2 : 1, socotind de la
varful B (fig. 117).

Iar aceasta inseamna, ca toate trei mediane ale triunghiului ABC
trec printr-un singur punct. Noi am demonstrat ca acest punct imparte
media in raportul 2 : 1. Analogic se poate demonstra ca acest punct
imparte in raportul 2 : 1 de asemenea medianele AA, si CC,. A

B B

Fig. 116 Fig. 117
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In figura 118 este reprezentat triunghiul ABC. B
Punctul D apartine laturii AC. In acest caz se spu-
ne ca laturile AB si BC sunt alaturate respectiv
segmentelor AD si DC.

Teorema 11.4 (proprietatea bi- A D C
sectoarei triunghiului). Bisectoarea
triunghiului imparte latura lui in segmente, Fig. 118

proportionale cu laturile aldturate lor.

Demonstratie. © In figura 119 segmentul BD — bisectoarea tri-

. . . o « AD DC

unghiului ABC. Sa demonstram ca B-BC
Prin punctul C ducem o dreaptd paralela cu dreapta BD. Fie ca
dreapta dusa intersecteaza dreapta AB in punctul E. Unghiurile 1 si 2
sunt egale ca unghiuri alterne interne pentru dreptele paralele BD si
CE si secanta BC; unghiurile 3 si 4 sunt egale ca unghiuri de aceeasi
parte a secantei AE pentru dreptele paralele BD si CE. Deoarece BD
este bisectoarea triunghiului ABC, avem ca £4 = Z1. De aici £2 = £3.
Atunci triunghiul CBE este isoscel cu laturile egale BC si BE. Pe baza

teoremei despre segmentele proportionale % -be. Deoarece BE = BC,

BE
avem ci A2 _ DC
AB BC

Problema. impartiti segmentul dat in trei segmente egale.

Rezolvare. Prin extremitatea A a segmentului dat AB ducem semi-
dreapta AC, care nu apartine dreptei AB (fig. 120). Notam pe semidreap-
ta AC un punct arbitrar A,. Apoi notam punctele A, si A, astfel ca
AA = A A, = A,A,. Ducem segmentul A,B. Prin punctele A, s1 A, ducem
drepte paralele la dreapta A,B. Ele vor intersecta segmentul AB in punc-
tele B, si B, respectiv. Pe baza teoremei lui Tales AB, = BB, = B,B. @

E

D
Fig. 119 Fig. 120
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1. Formulati teorema lui Tales.

2. Ce se numeste raportul a doua segmente?

3. Tn care caz se spune c& segmentele AB si CD sunt proportionale cu seg-
mentele A,B, si C,D,?

4. Formulati teorema despre segmentele proportionale.

5. Formulati teorema despre intersectia medianelor a unui triunghi.

6. Formulati proprietatea bisectoarei triunghiului.

‘v

I[I/_; l.{ INSARCINARI PRACTICE I

368.° Desenati un segment arbitrar si impartiti-1 in cinci parti egale.

369.° Desenati un segment oarecare si impartiti-1 in sapte parti egale.

370.° Desenati un segment oarecare AB si construiti pe el un astfel de
punct C,ca AC:CB=2:17.

371.° Desenati un segment arbitrar CD si construiti pe el un astfel de
punct E,ca CE: ED=1:5.

EXERCITII I

372.° In figura 121 OA, = A, A, = A, A, = A,A,, AB, | A,B, || A,B, | A,B,,
OB, = 3 cm. Aflati segmentele B,B,, OB,, B,B,.
373.° In figura 122 AB = BC, EF = 5 cm. Aflati segmentul ED.

374.° Aflati raportul segmentelor AB si CD, daca lungimile lor sunt
egale respectiv cu 12 cm si 18 cm. Oare se va modifica acest raport,
daca lungimile segmentelor date le vom exprima in decimetri? in
milimetri?

C
B
A
F E D
Fig. 122
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16

A

8 D E
Fig. 123 Fig. 124

375.° Oare sunt proportionale segmentele AB si1 CD respectiv segmen-
telor EF s1 MK, daca:
1)AB=16cm, CD=6 cm, EF =24 cm, MK = 9 cm;
2)AB=8cm, CD =20 cm, EF =10 cm, MK = 35 cm?

376.° Dintre segmentele AB, CD, EF, MK, PS alegeti patru segmente ast-
fel, ca doua din ele sa fie proportionale cu celelalte doua segmente,
dacaAB=3cm, CD=16 cm, EF =18 cm, MK = 36 cm, PS =6 cm.

377.° In figura 123 BD || CE, AB = 16 cm, BC = 6 cm, AD = 8 cm. Aflati
segmentul DE.

378.° In figura 124 AB, | A,B, | A,B,, A/A, = 9 cm, A,A, = 15 cm,
B,B, = 6 cm. Aflati segmentul B,B,.

379.° In figura DE | AC, BE = 10 cm, segmentul BD este de dou ori mai
mare decat segmentul AD. Aflati segmentul BC.

380.° Dreapta, paralela cu latura BC a triunghiului ABC, intersecteaza
latura lui AB in punctul M, iar latura AC — in punctul K, AM =
=9 cm, BM =6 cm, KC = 8 cm. Aflati segmentul AK.

381.° Demonstrati ca linia medie a triunghiului ABC, paralela cu latura
AC, imparte In juméatate orice segment, care uneste varful B cu
un punct oarecare al laturii AC.

382.° Distanta de la punctul de intersectie al diagonalelor unui drept-
unghi pana la latura lui mai mare este egala cu 7 cm. Aflati lun-
gimea laturii mai mici a dreptunghiului.

383.° inél‘gimea triunghiului echilateral este egala cu 12 em. La ce dis-
tanta de la laturile triunghiului se gaseste punctul de intersectie
al bisectoarelor lui?

384.° Mediana CD a triunghiului ABC este egala B
cu 9 cm. Aflati segmentele CO si OD, unde
OD — punctul de intersectie al medianelor

triunghiului ABC. D E
385.° Segmentul BD este bisectoarea triunghiului A c

ABC, AB=40 cm, AD =30 cm, CD =12 cm.

Aflati latura BC. Fig. 125
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386.° Segmentul AM — bisectoarea triunghiului ABC, AB = 48 cm,
AC=32cm, BM =18 cm. Aflati latura BC.

387." Extremitatile segmentului, care nu intersecteaza dreapta data,
se afla de la aceasta dreapta la distanta de 8 cm si 14 cm. Aflati
distanta de la mijlocul acestui segment pana la dreapta data.

388." Distanta de la mijlocul coardei BC pana la diametrul AC este egala
cu 3 cm, Z/BAC = 30°. Aflati coarda AB.

389." Segmentul BM — inadltimea rombului ABCD, dusa la latura AD,
LA =45°, AM = 8 cm. Aflati distanta de la punctul de intersectie
al diagonalelor rombului pana la latura AD.

390." In triunghiul ABC se stie, ca AB=BC, AC=8 cm, AD — mediana,
BE — inaltime, BE = 12 cm. Din punctul D este coborata perpen-
diculara DF pe latura AC. Aflati segmentul DF si unghiul ADF.

391.° Latura AC a triunghiul ABC este egala cu 24 cm. Latura AB a
fost impartita in 4 segmente egale, si prin punctele de divizare
s-au dus drepte, paralele cu latura AC. Aflati segmentele acestor
drepte, care apartin triunghiului.

392." Bazele trapezului sunt egale cu 16 cm si1 28 cm. Una din laturile
laterale a fost impartita in trei segmente egale, s1 prin punctele de
divizare au fost duse drepte, paralele cu bazele. Aflati segmentele
acestor drepte care apartin trapezului.

393.° Latura DE a triunghiului DEF a fost impartita in trei segmente
egale si prin punctele de impartire au fost duse drepte paralele
cu latura DF. Aflati segmentele acestor drepte, care apartin tri-
unghiului DEF, daca DF =15 cwm.

O—17 394.' Demonstrati ci linia medie a trapezului imparte diagonalele
lui in jumatate.

395.° Linia medie MK a trapezului ABCD intersecteaza diagonala AC
in punctul E, ME = 4 cm, EK = 6 cm. Aflati bazele trapezului.

396." Diagonalele trapezului intersecteaza linia medie a lui MK in
punctele E si F. Demonstrati, cda ME = KF.

397." Bazele unui trapez sunt egale cu 12 cm
si 22 cm. Aflati segmentele in care dia-
gonalele trapezului impart linia medie a
lui.

398." In figura 126 AE || BF | CM || DK,
AB =25 cm, BC =20 cm, CD = 35 cm,
EK = 48 cm. Aflati segmentele EF, FM
s1 MK.
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399.° Prin punctul D, notat pe latura AC a triunghiului ABC, este dusa
o dreapta care este paralela cu latura AB si intersecteaza latu-
ra BC in punctul E. Aflati segmentul BE, daca AD : DC=5:17,
BC =36 cm.

400." Punctele M si K sunt mijlocurile laturilor AB si AD ale paralelogra-
mului ABCD, corespunzator. Demonstrati ca punctul de intersectie
a dreptelor BK si DM apartine diagonalei AC.

401." Demonstrati ca daca doua mediane ale triunghiului sunt egale,
atunci acest triunghi este isoscel.

402" In triunghiul ABC (AB = BC) este dusa mediana AM si inaltimea
BH. Aflati inaltimea BH, daca AM = 45 cm, ZCAM = 30°.

403." Se da segmentul AB si punctul O, care nu apartine dreptei AB.
Construiti triunghiul, pentru care segmentul AB este latura, iar
punctul O — punctul de intersectie al medianelor.

404." Segmentul BD — bisectoarea triunghiului ABC, AB = 28 cm,
BC =20 cm, AC = 36 cm. Aflati segmentele AD si CD.

405.° In triunghiul ABC este inscris rombul CDEF astfel, c& unghiul C
este la el comun, iar varfurile D, E si F' ale rombului apartin co-
respunzator laturilor AC, AB si BC ale triunghiului. Aflati laturile
ACs1 BC, daca AE =30 cm, BE=12 cm, iar perimetrul triunghiului
este egal cu 105 cm.

406." Laturile triunghiului sunt egale cu 39 ¢cm, 65 cm si 80 cm. Circum-
ferinta, centrul careia apartine laturii mai mari a triunghiului, are
puncte de tangenta cu celelalte doua laturi ale lui. In ce segmente
centrul acestei circumferinte imparte latura triunghiului?

407." Punctul D — mijlocul bazei AC a triunghiului isoscel ABC. Pe
latura AB au notat punctul M astfel, cda AM : MB =2 : 7. In ce
raport dreapta BD imparte segmentul CM?

408." In triunghiul isoscel DEF au dus inaltimea EC pe baza lui si au
notat pe latura laterala a lui EF punctul A. Segmentele EC si DA
se intersecteaza in punctul O, iar AO : OD = 3 : 8. Aflati raportul
EA : AF.

409." in triunghiul isoscel indltimea, dusa la baza, este egala cu 42 cm,
iar baza se raporta la latura laterala ca 6 : 11. Aflati raza circum-
ferintei, inscrise in acest triunghi.

410." Latura laterala a triunghiului isoscel are 60 cm, iar centrul cir-
cumferintei inscrise imparte mediana, dusa la baza, in raportul
12 : 5. Aflati baza triunghiului.

411.” Pe latura BC a triunghiului ABC este notat punctul M astfel, ca
BM : MC = 3 : 10. In ce raport segmentul AM imparte mediana
BK a triunghiului ABC?
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412.” Pe latura AB a triunghiului ABC este notat punctul M astfel ca
AM:MB=4:3.In care raport mediana BK: 1) imparte segmentul
CM,; 2) este impartita de segmentul CM?

O=r7 413.” Demonstrati ci segmentul care uneste mijlocurile diagona-
lelor trapezului, este paralel cu bazele lui si este egal cu semidi-
ferenta lor.

414.” Se dau segmentele a, b, c. Construiti asa un segment x ca sa aiba
loc egalitateaa:x=1b: c.

415.* Prin punctul O, care apartine unghiului dat, duceti segmentul,
extremitatile caruia apartin laturilor acestui unghi si care este
impartit de punctul O in: 1) jumétate; 2) raportul 2 : 3.

416.” Construiti triunghiul:

1) dupa o latura si unghiurile, pe care aceasta latura le formeaza
cu medianele, duse la celelalte doua laturi;

2) dupa doua mediane si unghiul facut de ele;

3) dupa inaltimea si mediana, duse la una din laturi si unghiul
dintre aceasta latura si mediana, dusa la alta latura;

4) dupa trei mediane.

417.” Construiti triunghiul:

1) dupa o latura si medianele, duse alte doua laturi;

2) dupa inaltimea, dusa la una din laturi, si media- A
nele, duse la altele doua laturi.

O=11 418." Pe laturile unghiului A sunt notate punctele C,
B, B,, C,, C, astfel, ca 2%2 :% (fig. 127). Demon- B, C,
strati, ca B,C, || B,C,.

419.* Bisectoarea unghiului exterior de la varful B a B,
triunghiului ABC intersecteaza semidreapta AC in
punctul D. Demonstrati cd AB: BC=AD : CD. Fig. 127

EXERCITII PENTRU REPETARE IS

420. Latura patratului ABCD este egala cu a. Pe arcul AC al circumfe-
rintei cu centrul B, raza careia este egala cu a, este notat punctul
E astfel, ca ZBEC = 75°. Aflati segmentul AE.

421. Diagonala trapezului este perpendiculara pe bazele lui, unghiul
obtuz, alaturat bazei mai mari, este egal cu 120°, latura laterala,
alaturata acestui unghi are 12 cm, iar baza cea mai mare — 16 cm.
Aflati linia medie a trapezului.
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)2y 0BSERVATI, DESENATI,
o5 CONSTRUITI, PLASMUITI

422. Un triunghi echilateral este acoperit cu cinci triunghiuri echila-
terale mai mici, egale intre ele. Demonstrati, ca pentru acoperire
sunt suficiente si patru astfel de triunghiuri.

12. Triunghiuri asemenea

In figura 128 voi vedeti imaginea micsoratd a copertei manualului
de geometrie. In general, in viata de toate zilele voi deseori va intalniti
cu obiecte, care au aceeasi forma, insa dimensiuni diferite (fig. 129).

Fig. 128 Fig. 129

Figurile geometrice care au aceeasi forma se numesc asemenea. De
exemplu, asemenea sunt oricare doud circumferinte, doua patrate, doud
triunghiuri isoscele (fig. 130).

In figura 131 sunt reprezentate triunghiurile ABC si A, B,C,, in care
sunt egale unghiurile: ZA=/A,, /B=/B,, ZC=/C,.

Laturile AB si A, B, sunt opuse unghiurilor egale C si C,. Asa laturi

se numesc omoloage(corespondente). De asemenea sunt omoloage
laturile BC si B,C,, CA si C,A,.

SY VARV
Olla A

Fig. 130 Fig. 131
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Definitie. Doua triunghiuri se numesc asemenea, daca
unghiurile lor sunt respectiv egale si laturile unui triunghi sunt
proportionale cu laturile corespunzatoare ale celuilalt triunghi.

De exemplu, in figura 132 sunt reprezentate triunghiurile ABC si
AB,C,, incare ZA=/A,, /B=/B,, /C=/C, si zgl = BPISI = Ccljl =
Pe baza definitiei aceste triunghiuri sunt asemenea. Se scrie: AABC ©
© AA B, C, (se citeste: , triunghiul ABC este asemenea cu triunghiul A, B, C)”).

Numarul 2, cu care este egal raportul laturilor omoloage, se numes-
te coeficient de asemanare. Se spune, ca triunghiul ABC este aseme-
nea cu triunghiul A B,C, cu coeficientul de asemanare, egal cu 2. Se

scrie: AABC & AA B C,.
AB B A . . ..
11— ngl = CéAl =%, reiese ca se poate afirma ci triun-
ghiul A B, C, este asemenea cu triunghiul ABC cu coeficientul de ase-
Y%

1,
manare % Se scrie: AAIBICIOZJ AABC.

Din definitia egalitatii triunghiurilor rezulta, ca oricare doua tri-
unghiuri egale sunt asemenea cu coeficientul de aseméanare egal cu 1.

Daca AABC ~ AA B,C, si AA B,C, ® AA,B,C,, atunci AABC
© AA,B,C,. Demonstrati aceasta proprietate de sine statator.

Lema' despre triunghiurile asemenea. Dreapta, care
este paraleld cu o laturd a triunghiului si intersecteaza alte doud
laturi ale lui, taie de la unghiul dat un triunghi asemenea cu el.

Demonstratie. © in figura 133 este reprezentat triunghiul ABC,
segmentul A,C, este paralel cu latura AC. S& demonstrdm ca
AA,BC, ~ AABC.

Unghiurile A s1 A, C s1 C, sunt egale ca unghiuri corespondente
pentru dreptele paralele A, C, si AC si secantele AB si CB respectiv. Deci,
unghiurile triunghiurilor, care se cerceteaza sunt corespunzator egale.

A B

1

Deoarece

Fig. 132 Fig. 133

! Lema se numeste teorema ajutatoare, care se foloseste pentru demonstra-
rea altor teoreme.
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L

Sa aratam, ca laturile BA si BC sunt proportionale laturilor BA, si

BC,.
Din teorema despre segmentele proportionale(teorema 11.2) reiese,
. BA BA, .. BA _BC
a4 ===—"2L, Deaici =—=—-.
BC BC, BA, BC,
: . BC AC c. .
Ducem C,C, | AB. Obtinem: === Conform definitiei patrula-
BC, AC,
terul AA,C,C, — paralelogram. AC, = A,C,. Atunci BC _ AC
BC, AC,

BA _BC _ AC
BA, BC, AC,’

Deci in triunghiurile A, BC, si ABC unghiurile corespunzatoare sunt
egale si laturile omoloage sunt proportionale. De aceea pe baza definitiei
aceste triunghiuri sunt asemenea. A

Asadar, noi am demonstrat, ca

O=r1 Problema. Demonstrati ca raportul perimetrelor ale triun-
ghiurilor asemenea este egal cu coeficientul de asemanare.

Rezolvare. Fie dat triunghiul A, B,C, asemenea cu triunghiul ABC

AB, _BG _AC =k, de unde
BC AC 7

cu coeficientul de asemanare k. Atunci

AB =k-AB,B,C,=k-BC,AC, =Fk-AC.

Notam cu litera P, perimetrul triunghiului A B,C,, cu litera P —
perimetrul triunghiului ABC. Avem:

P =AB +BC +AC =k-AB+k-BC+k-AC=Fk (AB + BC +

+ AC) = kP, adici %:k. ®

1. Care doua triunghiuri se numesc asemenea?
2. Cum de aflat coeficientul de asemanare a doua triunghiuri asemenea?
3. Formulati lema despre triunghiurile asemenea.

EXERCITII -

423.° In figura 134 sunt reprezentate tri-
unghiurile asemenea ABC si DEF, B
ale caror unghiuri egale sunt notate C
cu acelasi numar de paranteze. Care
laturi ale acestor triunghiuri sunt
proportionale? Scrieti egalitatile co-
respunzatoare. Fig. 134
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424.° Oare sunt asemenea triunghiurile ABC si MNK, daca ZA = 40°,
/B=82° /M=40°, /K=58°,AB=2,4cm, BC=2,1cm, AC=3,9cm,
MN = 3,2 cm, NK=2,8 cm, MK =5,2 cm?

425.° Se stie ca ADEF < AMCP, totodata laturii DE ii corespunde latu-
ra MC, laturii DF — latura MP, MC = 12 cm, MP = 8 cm,
EF = 4,5 cm. Aflati laturile necunoscute ale acestor triunghiuri.

426.° Se stie ca AABC ~ AA B,C,, totodata LA = LA, /B = ZB,,
AB=6cm, BC="7cm, AC =10 cm, A,B, = 9 cm. Aflati laturile
B,C siAC,.

427.° Aflati unghiurile triunghiului A,B,C,, dacd AABC ~ AA B,C,,
totodata laturii ABii corespunde latura A B,, laturii BC —latura
B,C,, ZA=25° /B="T0°.

428.° Laturile MK si DE, KT si EF — laturile corespunzatoare ale tri-
unghiurilor asemenea MKT si DEF, MK = 18 cm, KT = 16 cm,
MT =28 cm, MK : DE = 4 : 5. Aflati laturile triunghiului DEF.

429.° In figura 135 AB || CD. Gasiti in aceasta figu- B
ra triunghiuri asemenea. Scrieti proportiile

CD. 3 AB D

care incep cu raportul: 1) éﬂE; 2) B

430.° Dreapta, paralela cu latura AC a triunghiului A C
ABC, intersecteaza latura AB in punctul D, iar
latura BC — in punctul E. Aflati: Fig. 135
1) segmentul BD, daca AB=16 cm, AC=20 cm,

DE =15 cm;

2) segmentul AD, dacd AB =28 cm, BC =63 cm, BE =27 cm.

431.° In triunghiul ABC se stie cd AB = 6 cm. Prin punctul M al laturii
AB este dusa o dreapta care este paraleld cu latura BC si inter-
secteaza latura AC in punctul K. Aflati laturile necunoscute ale
triunghiului ABC, daci AM =4 cm, MK =8 cm, AK=9 cm.

432.° Aflati indltimea turnului (fig. 136), daca distantele de la observator
pana la prajina si pana la turn sunt egale respectiv 1,5 m s1 39 m,
inaltimea prajinii — 3 m, iar inaltimea observatorului — 1,8 m.

E
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433.° Prelungirile laturilor laterale AB si CD ale trapezului ABCD se
intersecteaza in punctul E. Aflati segmentul CE, daca DE = 40 cm,
BC:AD=4:5.

434.° Prelungirile laturilor laterale AB si CD ale trapezului ABCD se
intersecteaza in punctul M. Aflati baza mai mici a trapezului, daca
baza mai mare AD este egald cu 42 cm, AB=9 cm, BM = 54 cm.

435.° Aplicand definitia triunghiurilor asemenea, demonstrati ca doua
triunghiuri echilaterale arbitrare sunt asemenea.

436." Punctele M si1 K — mijlocurile laturilor CD si AD ale patratului
ABCD, respectiv. Folosindu-se de definitia triunghiurilor asemenea
demonstrati, ca AMDK ~ ABCD.

437." Laturile triunghiului se raporta ca 5 : 4 : 7. Aflati laturile triun-
ghiului asemenea lui, in care: 1) perimetrul este egal cu 64 cm;
2) latura mai mica este egala cu 24 cm.

438." Laturile triunghiului dat sunt egale cu 15 cm, 25 cm si 35 cm.
Aflati laturile triunghiului asemenea cu el, in care: 1) perimetrul
este egal cu 45 cm; 2) diferenta dintre latura cea mai mare si cea
mai mica constituiel6 cm.

439." In figura 137 este reprezentat triunghiul ABC si rombul BDEK,
inscris in el. Aflati latura rombului, daca AB =10 cm, BC =15 cm.

B A
D M K
K
A Y c B ~ C
Fig. 137 Fig. 138

440." In figura 138 este reprezentat triunghiul dreptunghic ABC
(£B =90°) si patratul BMKN, inscris in el. Aflati segmentul CN,
dacd BM =6 cm, AB=10 cm.

441." Doua circumferinte cu centrele O, si O, razele de 8 cm si 12 cm
respectiv au numai un singur punct comun A (punctul A se afla
intre punctele O, si O,). Tangenta comun4 exterioara a lor inter-
secteaza dreapta O, 0, in punctul B. Aflati distantele de la punctul
B pana la centrele circumferintelor date.

442.” Perimetrul triunghiului isoscel este egal cu 48 cm. Prin mijlocul
inaltimii triunghiului, coborata pe baza lui, este dusa o dreapta,
paralela cu latura laterala. Aflati perimetrul triunghiului pe care
aceasta dreapta 1l taie de la triunghiul dat.
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443" In triunghiul isoscel, baza caruia este egala cu 12 cm, iar latura
laterala — cu 18 cm, este inscrisa o circumferinta. Aflati distanta
dintre punctele de tangenta ale acestei circumferinte cu laturile
laterale ale triunghiului.

444.* In triunghiul ABC se stie, ca AB=8cm, BC=12cm, ZABC=120°,
BD — bisectoare. Aflati segmentul BD.

EXERCITII PENTRU REPETARE |

445. Latura BC a paralelogramului ABCD este
de 2 ori mai mare, decat latura AB. Bisec- B
toarele unghiurilor A si1 B ale paralelogra-
mului intersecteaza dreapta CD in puncte-
le M si K respectiv (fig. 139). Aflati laturile A D
paralelogramului, daca MK = 18 cm.
446. Diagonalele dreptunghiului ABCD se K
intersecteaza in punctul O, unghiul AOD
este cu 60° mai mare decat unghiul AOB,
AC =24 cm. Aflati perimetrul triunghiului COD.
447. Circumferinta, centrul careia apartine laturii AB a triunghiului
ABC, trece prin punctul B, are punctul de tangenta C cu latura AC
sl intersecteaza latura AB in punctul D, totodata AD : BD =1 : 2.
Aflati unghiurile: 1) ale triunghiului ABC; 2) ale triunghiului BCD.

Fig. 139

OBSERVATI, DESENATI,
CONSTRUITI, PLASMUITI

448. Pe plan au notat 25 puncte in asa un mod, ca printre oricare trei
din ele se vor gasi doua puncte, distanta dintre care este mai mica
decat unitatea. Demonstrati ca exista o circumferinta cu raza de
o unitate care contine nu mai putin, decat 13 din punctele date.

13. Primul criteriu de asemanare al triunghiurilor

Daca pentru triunghiurile ABC si A, B,C, sunt satisfacute conditiile

/A=A, /B=/B, /C=/C, ;;‘g =§g :C@:
171 171 1 1

nitiel aceste triunghiuri sunt asemenea.

, atunci pe baza defi-
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Oare se poate dupa o cantitate mai mica de conditii de determinat
asemdanarea triunghiurilor? La aceastd intrebare raspund criteriile de
asemanare ale triunghiurilor.

Teorema 13.1 (primul criteriu de asemanare al triunghiurilor:
dupa doua unghiuri). Dacd doua unghiuri ale unui triunghi sunt
egale cu doua unghiuri ale altui triunghi, atunci asa triunghi
sunt asemenea.

Demonstratie. © Sa consideram triunghiurile ABC si A,B,C,, in
care LA =/A,, ZB=/B,. Sa demonstram ca AABC © AA B,C,.

Daca AB=A,B,, atunci triunghiurile ABC si A, B,C, sunt egale con-
form celui de-al doilea criteriu de egalitate al triunghiurilor, si deci,
aceste triunghiuri sunt asemenea.

Fie, de exemplu, AB> A, B,. Depunem pe latura BA segmentul BA,,
care este egal cu latura B/ A,. Prin punctul A, ducem dreapta A,C,,
paralela cu latura AC (fig. 140).

Unghiurile A si BA,C, sunt corespondente pentru dreptele paralele
A,C, siACra secanta AA De aici £ZA=2BA,C,. Insa zA = ZA,. Obtinem
ca LA, = ZBA,C,. Asadar triunghiurile A,BC, s14,B, C, sunt egale pe baza
cr1ter1u1u1 al do11ea a egalitatii trlunghlurﬂor In V1rtutea lemei despre
triunghiurile asemenea AA,BC, © AABC. Deci, AABC © AA,B,C,. A

Problema 1. Linia medie a trapezului ABCD (BC | AD) este egald
cu 24 cm, iar diagonalele lui se intersecteaza in punctul O. Aflati bazele
trapezului, daca AO: OC=5: 3.

Rezolvare. Sa consideram triunghiurile AOD si COB (fig. 141).
Unghiurile AOD si BOC sunt egale ca verticale, unghiurile CAD si ACB
sunt egale ca unghiuri alterne interne pentru dreptele paralele BC si
AD, sisecanta AC. Deci, triunghiurile AOD si COB sunt asemenea dupa
doua unghiuri.

AD A0 _5
A
tunci =— BC-CcOo_3
B C
NN %
<>
D
A D
Fig. 140 Fig. 141
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Fie BC = 3x cm, atunci AD = 5x cm.

Deoarece linia medie a trapezului este egala cu 24 cm, reiese ca
BC + AD =48 cm.

Avem: 3x + 5x = 48. De aici x = 6.

Asadar, BC =18 cm, AD = 30 cm.

Rdaspuns: 18 cm, 30 cm. @

O=11 Problem 2 (proprietatea coardelor, care se intersec-
teaza). Demonstrati ca daci coardele AB si CD ale circumferintei se
intersecteaza in punctul M, atunci AM - MB = DM - MC (fig. 142).

Fig. 142 Fig. 143

Rezolvare. Sa examinam triunghiurile ACM si DBM. Unghiurile 3
s1 4 sunt egale ca unghiuri verticale, unghiurile 1 si 2 sunt egale ca
unghiuri inscrise, care se sprijind pe unul si acelasi arc. Deci, triunghiu-
rile ACM si DBM sunt asemenea pe baza primului criteriu al asemana-

rii triunghiurilor. Atunci A4 = MC D¢ aici AM- MB = DM - MC. @
DM MB

O=tr Problema 3 (proprietatea tangentei si a secantei).
Demonstrati, ca daca prin punctul A sunt duse la circumferinta tangen-
ta AM (M — punctul de tangenta) si dreapta (secanta), care intersectea-
za circumferinta in punctele B si C (fig. 143), atunci AM? = AC - AB.

Rezolvare. Sa consideram triunghiurile AMB si ACM. Ele au un-
ghiul A comun. Pe baza proprietatii unghiului, format de tangenta si

coardi (vezi problema — cheie 1 p.9), ZAMB = % UMB. Unghiul MCB

este inscris. El se sprijina pe arcul MB, de aceea AMCB:%UMB.
Asadar, triunghiurile AMB si ACM sunt asemenea pe baza primului
criteriu de asemanare al triunghiurilor. De aici %:ﬁ. De aici

AM
AM?=AC-AB. @
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1. Formulati primul criteriu de asemanare a triunghiurilor.

2. Formulati proprietatea coardelor care se intersecteaza.

3. Formulati proprietatea tangentei si a secantei, duse la circumferinta
printr-un punct.

EXERCITII I

449.° In figura 144 ZBAC = ZBED. Oare sunt asemenea triunghiurile
ABC si EDB? In cazul raspunsului afirmativ indicati perechile
laturilor omoloage.

B D B
c
v F
E
A c BTE A AT c

Fig. 144 Fig. 145 Fig. 146

450.° In figura 145 DE | AB, BC | AD. Indicati toate perechile de tri-
unghiuri asemenea, care sunt reprezentate pe acest desen.

451.° In figura 146 ZABC = ZBDC. Care triunghiuri din aceasta figura
sunt asemenea? Scrieti egalitatea rapoartelor a laturilor lor co-
respunzatoare.

452.° Indicati perechile triunghiurilor asemenea, reprezentate in figura
147, aflati lungimea segmentului x (dimensiunile sunt date un

centimetri).
D,
x 21
18
A
C E
15
B
a b

Fig. 147
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453.° In triunghiurile ABC si A,B,C, se stie, ci B c
/A=/A, /B= /B, AB=6cm, BC =8 cm, m
A B, =9cm, A C, =18 cm. Aflati laturile ne-
cunoscute ale triunghiurilor date. A D F
454.° Pe latura AC a paralelogramului ABCD
(fig. 148) este notat punctul E, dreptele BE si Fig. 148

AD se intersecteaza in punctul F, CE = 8 cm,
DE =4 cm, BE =10 cm, AD =9 cm. Aflati segmentele EF si FD.

455.° In trapezul ABCD (BC || AD) se stie ca AD = 20 cm, BC = 15 cm,
O — punctul de intersectie a diagonalelor, AO = 16 cm. Aflati OC.

456.° Diagonalele trapezului ABCD cu bazele BC si AD se intersecteaza
in punctul O. Aflati baza AD, daca BO: OD=3:7, BC=18 cm.

457.° Oare sunt asemenea doud triunghiuri dreptunghice, daca printre
unghiurile unuia din ele este unghiul, care este egal cu 38°, iar
printre unghiurile celuilalt — unghiul, care este egal cu 52°?

O—11 458.° Demonstrati ci doua triunghiuri isoscele sunt asemenea,
daca unghiurile, opuse bazelor lor, sunt egale.

459.° Oare se poate afirma ca doua triunghiuri isoscele sunt asemenea,
daca ele au: 1) cate un unghi ascutit egal; 2) cate un unghi drept;
3) cate un unghi obtuz egal?

460.° Unghiul intre latura laterala si baza unui triunghi isoscel este egal
cu unghiul format de latura laterala si baza altui triunghi isoscel.
Latura laterala si baza primului triunghi sunt respectiv egale cu
18 ¢cm si 10 cm, iar baza celuilalt triunghi — cu 8 cm. Aflati latura
laterala al celuilalt triunghi.

461.° Din varful unghiului drept al triunghiului este coborata inaltimea
pe ipotenuza. Cate triunghiuri asemenea s-au obtinut totodata?

462.° Laturile unui paralelogram sunt egale cu 20 cm si 14 cm, inalti-
mea dusa la latura mai mare este egala cu 7 cm. Aflati inaltimea
paralelogramului, dusa la latura mai mica.

463." In trapezul ABCD cubazele BC si AD diagonalele se intersecteazi
in punctul O, BO=4cm, OD =20 cm, AC = 36 cm. Aflati segmentele
AO si OC.

464." In trapezul ABCD (BC | AD) se stie cid AD = 18 cm, BC = 14 cm,
AC = 24 cm. Aflati segmentele, in care punctul de intersectie al
diagonalelor, imparte diagonala AC.

O=17 465.' Demonstrati ci in triunghiurile asemenea bisectoarele, duse
din unghiurile corespunzatoare, se raporta ca laturile omoloage.
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O=17 466." Demonstrati ci in triunghiurile aseme- B
nea inaltimile, duse din varfurile unghiuri-
lor corespunzatoare, se raporta ca laturile
omoloage.

467." Bazele BC s1 AD ale trapezului ABCD sunt
respectiv egale cu 28 cm si 63 cm, LZABC= M C
= Z/ACD. Aflati diagonala AC. K

468." Pe latura AC a triunghiului ABC au no- A
tat asa un punct D, ca ZABD = Z/C, AB = !
= 20 cm, BC = 28 cm, AC = 40 cm. Aflati Fig. 149
laturile necunoscute ale triunghiului ABD.

469." Ipotenuza triunghiului dreptunghic este egala cu 20 cm, iar cate-
ta mai mare — cu 16 cm. Aflati segmentele, in care mediatoarea
ipotenuzel imparte cateta mai mare.

470." Explicati cu ajutorul figuri 149 cum se poate afla latimea BM a
raului, aplicind asemanarea triunghiurilor.

471." Imaginea copacului, situat la distanta de 60 de metri de la obiec-
tivul fotoaparatului, are pe pelicula inaltimea egala cu 8 mm
(fig. 150). Distanta de la obiectiv pana la imagine este egala cu
40 mm. Care este inaltimea reala a copacului?

E
E
o

il

T}1ﬁ1 60 m

Fig. 150

472.° Aflati inaltimea copacului, dacd lungimea umbrei lui este egala
cu 8,4 m, iar lungimea umbrei unui stalp, cu indltimea de 2 m tot
in acelasi timp al zilei, este egala cu 2,4 m (fig. 151).
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473." Oare poate o dreapta sa intersecteze doua laturi ale unui triunghi
isoscel, taind din el un triunghi, asemenea cu el, si sd nu fie pa-
ralela cu a tria latura?

474.° Coardele AB s1 CD ale circumferintel se intersecteaza in punctul
M, AM =6 cm, BM =14 cm, CM = 12 cm. Aflati segmentul DM.

475.° Coardele MK si NP ale circumferintei se intersecteaza in punctul
F, MF =9 cm, KF =12 cm, ar segmentul NF este de 3 ori mai lung
decat segmentul PF. Aflati lungimea coardei NP.

476." Punctul K imparte coarda AC a circumferintei in jumatate, iar
coarda DE — in segmente cu lungimile de 2 cm si 32 cm. Aflati
lungimea coardei AC.

477.” Punctul E imparte coarda CD a circumferintei in segmente cu lun-
gimile de 15 cm si 16 cm. Aflati raza circumferintei, daca distanta
de la punctul E pana la centrul circumferintei este egala cu 4 cm.

478.” Punctul P imparte coarda MK a circumferintei in doua segmente
cu lungimile de 8 cm si 12 cm. Aflati distanta de la punctul P pana
la centrul circumferintei, daca raza ei este egala cu 11 cm.

479.” Prin punctul A este duséa la circumferinta tangenta AM (M —
punctul de tangenta) si o secanta, care intersecteaza circumferinta
in punctele K si1 P (punctul K se afla intre punctele A si P). Aflati
segmentul KP, daca AM =12 cm, AP =18 cm.

480." Prin punctul A care este situat in exteriorul circumferintei, sunt
duse doua drepte, din care una este tangenta la circumferinta in
punctul B, iar a doua intersecteaza circumferinta in punctele C si
D (punctul C este situat intre punctele A si D), AB = 18 cm,
AC: CD=4:5. Aflati segmentul AD.

481.” Prin punctul A, situat in exteriorul circum- ¢
ferintei (fig. 152), sunt duse doua drepte, B
una din ele intersecteaza circumferinta A
in punctele B si C (punctul B se afla intre D E
punctele A si C), 1ar a doua — in punctele D
si E (punctul D se afld intre punctele A si E). Fig. 152

O=17 1) Demonstrati, ci AB+AC = AD- AE.

2) Aflati segmentul AFE, daca AB=18cm, BC=12cm siAD:DE=
=5:17.

482" In circumferinta cu raza de 8 cm, este dusa coarda AB. Pe dreap-
ta AB in afara segmentului AB au notat punctul C astfel, ca
AC : BC =1 : 4. Aflati distanta de la punctul C pana la centrul
circumferintei, dacd AB =9 cm.

483.” In triunghiul ABC este inscris un patrat astfel, ca doua varfuri
vecine ale lui apartin laturii AC, iar altele doua — laturilor AB si
BC respectiv. Aflati latura patratului, daca AC = a, iar inaltimea,
dusa la latura AC, este egala cu h.
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484.” In triunghiul ABC se stie ¢& BC = 72 cm, AD — inaltimea,
AD = 24 cm. In acest triunghi este inscris dreptunghiul MNKP
astfel, ca varfurile M si P apartin laturii BC, iar varfurile N si K,
laturilor AB si AC corespunzator. Aflati laturile dreptunghiului,
daca MP: MN =9 : 5.

EXERCITII PENTRU REPETARE N

485. Aflati unghiurile paralelogramului, daca unghiul, facut de inalti-
mile, duse din acelasi varf, este egal cu: 1) 20°; 2) 130°.

486. Doua circumferinte cu centrele O, si O,, razele carora sint egale,
se intersecteaza in punctele A si B. Segmentul O, O, intersecteaza
circumferintele date in punctele C si D. Demonstrati ca patrula-
terul ABCD este romb.

487. Unul din unghiurile trapezului dreptunghiular este egal cu 135°,
linia medie — cu 21 cm, iar bazele se raporta ca 5 : 2. Aflati latura
laterald mai mica a trapezului.

OBSERVATI, DESENATI,
CONSTRUITI, PLASMUITI

488. Cum de taiat in parti doua patrulatere convexe egale, din care sa
se poatd compune un paralelogram?

L_g‘} TEOREMA LUI MENELA| E—

Punctele, care apartin aceleiasi drepte, se numesc colineare. Doua
puncte totdeauna sunt colineare.

In aceasta povestire voi veti afla despre o renumita teorema, care
serveste ca criteriul coliniaritétii a trei puncte. Aceasta teorema poarta
numele matematicului si astronomului grec din antichitate Menelai din
Alexandria (secolele I-II e.n.).

Teorema Lui Menelai. Pelaturile AB si BC a triunghiului
ABC sunt notate respectiv punctele C, si A,, iar pe prelungirea la-
turii AC— punctul B,. Pentru ca punctele A,, B, C, sd fie situate pe
o dreaptd este necesar si suficient sd se indeplineasca egalitatea

AC, . BA, . CB, _ *)
CBB AC BA

1
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98 § 2. Asemadnarea triunghiurilor Q

Fig. 153

Demonstratie. Lainceput vom demonstra conditia necesara a co-
liniaritatii: daca punctele A,, B,, C, sunt amplasate pe o dreapta, atunci
se realizeaza egalitatea (¥).

Din varfurile triunghiului ABC coboram perpendicularele AM, BN si
CP pe dreapta C,B, (fig. 153, a). Deoarece ZMC A = ZNC,B, rezulta ca
triunghiurile AMC, si BNC, sunt asemenea pe baza primului criteriu de

AC, AM

asemanare a triunghiurilor. De aici CB- BN Din aseméanarea triun-
1

. . . BA
ghiurilor BNA, si CPA, obtinem: ACI g]; Din asemanarea triunghiu-

£p Inmultmd termen cu

rilor B,CP si B,AM rezulta egalitatea ;Ii;

1
AC, AM BA, BN
CB BN’ AC cCP’
CB, _cP AC, BA, CB, AM BN _CP
BAAM CBACBA BN CP AM
Acum sa demonstram conditia suficienta a coliniaritatii: daca este
justa egalitatea (*), atunci punctele A,, B,, C, apartin unei drepte.
Admitem ca, dreapta C,B, intersecteaza latura BC a triunghiului
ABC intr-un oarecare punct (fig.153, b). Deoarece punctele C,, A,, B, se
afla pe o dreapta, atunci pe baza celor demonstrate mai sus se poate
. AC, BA, CB
"CB AC BA

termen partile stangi si drepte ale proportiilor

, obtinem egalitatea =1.

=1. Confruntand aceasta egalitate cu egalitatea (¥)

. . BA, BA .o . A
ajungem la concluzia, ca —=+=—2, adica punctele A, si A, impart
AC A C
segmentul BC in unul si acelasi raport, deci, aceste
puncte coincid. De aici urmeaza, ca dreapta C,B, in-

tersecteaza latura BC in punctul 4,. A

Mentionam ca teorema ramaéane justa si atunci,
cand punctele A, B,, C, se afla nu pe laturile triun-
Fig. 154 ghiului ABC, ci pe prelungirile lor (fig. 154).
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EXERCITII I

=

Tangentele comune, duse la trei circumferinte, se intersecteaza in punc-
tele A, B si C (fig. 155). Demonstrati ca aceste puncte sunt coliniare.

Indicatie. Aplicati teorema lui Menelai la triunghiul 0,0,0, sipunc-
tele A, B, C, care se afla pe prelungirile laturilor lui.

Fig. 155

2. Circumferinta cu centrul O, este tangenta la doua circumferinte cu
centrele O, si O, In punctele B si A respectiv (fig. 156). Demonstrati,
ca punctul C — punctul de intersectie al tangentelor comune, duse
la circumferintele cu centrele O, si O, — apartine dreptei AB.

3. In punctele A, B, C sunt duse tangente la circumferintd (fig. 157).
Demonstrati, ca punctele M, N si P sunt coliniare.

Indicatie. Folosind teorema lui Menelai la triunghiul ABC, aplicati
problema-cheie 3 p.13.

Fig. 157
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4. Dreapta intersecteaza laturile AB, BC si prelungirea laturii AC ale
triunghiului ABC corespunzator in punctele D, E, F. Demonstrati
ca mijlocurile segmentelor DC, AE, BF apartin unei drepte (aceasta
dreapta se numeste dreapta lui Gauss).

Indicatie. Folositi teorema lui Menelai la triunghiul, ale carui varfuri
sunt mijlocurile laturilor ale triunghiului ABC.

Carl Friedrich Gauss
(1777 — 1855)

llustru matematician, astronom, fizic,
geodez german. Tn creatia lui s-au unit
organic cercetarile din matematica
teoretica si cea aplicata. Lucrarile lui
Gauss au exercitat o influenta conside-
rabila asupra dezvoltarii de mai departe
a algebrei, teoriei numerelor, geometri-
ei, teoriei electricitatii si magnetismului.

E"% TEOREMA LUI PTOLEMEU IS

Teorema lui Ptolemeu. Produsul diagonalelor patrulate-
rului, inscris intr-o circumferintad, este egal cu suma produselor
a laturilor opuse ale lui.

Demonstratie. in figura 158 este reprezentat patrulaterul ABCD,
inscris in circumferinta. S& demonstram, ca AB- DC+ BC-AD=BD - AC.

Claudius Ptolemeu
(ap. 100 — ap. 178)

Matematician si astronom antic grec.
Autorul modelului geocentral al Uni-
versului. A elaborat teoria matematica
a miscarii planetelor, care permite
calcularea pozitiei lor. A creat prototipul
sistemului de coordonate actual.
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Pe diagonala AC notam punctul K astfel, ca £/1 = Z2. Unghiurile 3
s1 4 sunt egale ca unghiuri inscrise, care se sprijina pe unul si acelasi
arc. Deci, triunghiurile ABK si DBC sunt asemenea pe baza primului
criteriu de asemanare a triunghiurilor (unghiurile 3 si 4 sunt egale ca
. . e o . . .. AB AK .
inscrise, care se sprijina pe unul si acelasi arc). De aici 3D DO’ adica

AB-DC=BD-AK. 1)

Deoarece /1 = /2, avem ca ZABD = Z/KBC. Unghiurile 5 si 6 sunt

egale ca unghiuri inscrise, care se sprijind pe unul si acelasi arc. Dea

ceea AKBC © AABD. De aici BC _ K—C, adica
BD AD
BC-AD=BD-KC. 2)

Adunand egalitatile (1) si (2) obtinem:
AB-DC+ BC-AD=BD-AK + BD- KC, adica
AB-DC+ BC-AD=BD (AK+KC)=BD-AC. A

B
B
A c
I\
3 6
c
ARTx
G D
5, 4
D
F E

Fig. 158 Fig. 159

EXERCITII I

1. Fie M — un punct arbitrar al circumferintei, circumscrise triunghiu-
lui echilateral ABC. Demonstrati ca unul din segmentele MA, MB,
MC este egal cu suma celorlalte doua.

2. Pe o circumferinta sunt notate punctele A, B, C, D astfel, ca
UAB = UBC = UCD. Demonstrati, cd AC?=AB:(BC+ AD).

3. In figura 159 este reprezentat poligonul regulat cu sapte un-

ghiuri ABCDEFG, inscris intr-o circumferintd. Demonstrati ca
1 1

1
AC  AD AB’
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102 § 2. Asemadnarea triunghiurilor Q

14. Criteriile al doilea i al treilea de asemanare ale
triunghiurilor
Teorema 14.1 (al doilea criteriu de asemanare al
triunghiurilor): dupa doua laturi si unghiul dintre
ele. Dacd doua laturi ale unui triunghi sunt proportionale cu
doud laturi ale altui triunghi si unghiurile, facute de aceste la-
turi, sunt egale, atunci asa triunghiuri sunt asemenea.

Demonstratie. © Sa considerdm triunghiurile ABC si A,B,C,, in

AB _ BC _, si ZB=/B,. Sa demonstram ca AABC ~ AA B.C,.
AIBI BICI

Daca k =1, atunci AB=A,B, si BC = B,C,, deci, triunghiurile ABC
s1A,B,C, sunt egale pe baza primului criteriu de egalitate al triunghiu-
rilor, de aceea aceste triunghiuri sunt asemenea.

Fie, de exemplu, k> 1, adica AB> A B, si BC> B,C,. Pe laturile BA
s1 BC notam respectiv punctele A, si C, astfel, ca BA, = A, B, si BC, = B,C,

(fig. 160). Atunci 28 - BC

care

BA, BC,’

2

2
Sa aratim A,C, | AC. Admitem ci aceasta

nu este adevarat. Atunci pe latura BC notam
punctul M astfel, cd A,M || AC. Avem: ;;AB
2
= ﬂ. Dar AB _ —C, s1 atunci BC _ B—C,
BM BA, BC, BC, BM
adica BC, = BM. Deci, cu literele M si C, este
notat unul si acelasi punct. AtunciA,C, | AC.
Pe baza lemei despre triunghiurile aseme-
nea obtinem cd AABC © AA,BC,. Triunghiurile
A,BC, si A,B,C, sunt egale pe baza primului
criteriu de egalitate al triunghiurilor. De aici AABC © AA B,C,. A
Teorema 14.2 (al treilea criteriu de asemanare al
triunghiurilor: dupa trei laturi). Dacd trei laturi ale
unui triunghi sunt proportionale cu trei laturi ale altui triunghi,
atunci asa triunghiuri sunt asemenea.

Fig. 160

Demonstratie. © S3 consideram triunghiurile ABC si A,B,C;, in

BC CA v « o
AB BC CA k. Sa demonstram, ca AABC ~ AA B,C,.

Daca k = 1, atunci triunghiurile ABC si A, B,C, sunt egale pe baza
criteriului al treilea al egalitatii triunghiurilor, deci, aceste triunghiuri
sunt asemenea.

care
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VD 14. Criteriile al doilea si al treilea de asemanare ale triunghiurilor 103

Fie, de exemplu, k > 1. Pe laturile BA si BC notadm respectiv punc-
tele A, si C, care sunt asa, ca BA,=A,B,, BC,=B,C, (fig. 161). Atunci
AB _ BC _}, Triunghiurile ABC si A,BC, au unghiul B comun, laturi-
BA, BC,
le alaturate lui sunt proportionale. Deci, pe baza celui de-al doilea cri-
teriu de asemanare al triunghiurilor, aceste triunghiuri sunt asemenea,
CA A

=k. Tinand

2772

=k, obtinem: A,C, = A,C,. Asadar,

totodata coeficientul de asemanare este egal cu k. Atunci
CA

1771
triunghiurile A,BC, si A B, C, unt egale pe baza criteriului al treilea de

egalitate a triunghiurilor. Luand in seama ca AABC © AA,BC,, obtinem:
AABC» AAB,C,. A

cont de aceea ca conform conditiei

Fig. 161 Fig. 162

Problema. Demonstrati, cd segmentul care uneste bazele a doua
inaltimi ale unui triunghi ascutitunghic, taie un triunghi, asemenea celui dat.

Rezolvare. In figura 162 segmentele AA, si CC; — inaltimile tri-
unghiului ABC. Sa demonstram cd AA,BC, ~ AABC.

In triunghiurile dreptunghice ABA, si CBC, unghiul ascutit B este
comun. Asadar, triunghiurile ABA, si CBC, sunt asemenea pe baza

. . . . .. .. BA
primului criteriu de asemanare al triunghiurilor. De aici AB_ 54, .
BC ~ BC,
Atunci ;;f = gg . Unghiul B este comun pentru triunghiurile ABC
1 1

s1 A,BC,. Deci, triunghiurile ABC si A, BC, sunt asemenea pe baza celui
de-al doilea criteriu de aseméanare al triunghiurilor. @

1. Formulati al doilea criteriu de asemanare al triunghiurilor.
2. Formulati al treilea criteriu de asemanare al triunghiurilor.
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@EXERCITII |

489.° Pe una din laturile unghiului A sunt depuse segmentele AB si AD,
iar pe a doua — segmentele AC si AE. Oare sunt asemenea triun-
ghiurile ABC si ADE, daca AB=4 cm, AD =20 cm, AC = 10 cm,
AE =8 cm?

490.° Pe laturile AB si AC ale triunghiului ABC (fig. 163) au notat re-

spectiv punctele D si E astfel, ca AD = % AC, AE = % AB. Aflati

segmentul DE, daca BC = 21 cm.

491.° In triunghiul ABC se stie ¢d AB =21 cm, AC = 42 cm, BC =28 cm
(fig. 164). Pe prelungirile segmentelor AB si BC dupa punctul
B sunt depuse respectiv segmentele BM s1 BK, BM = 8 cm,
BK = 6 cm. Aflati segmentul KM.

492.° Segmentele AB si CD se intersecteaza in punctul O (fig. 165),
AO =24 cm, BO=16 cm, CO=15cm, OD=10cm, LZACO = 72°.
Aflati unghiul BDO.

493.° Pelaturile AC si1 BC ale triunghiului ABC au notat respectiv punc-
tele M si1 K astfel, ca CM = 15 cm, CK = 12 cm. Aflati segmentul
MK, daca AC =20 cm, BC =25 ¢cm, AB = 30 cm.

494.° Oare sunt asemenea triunghiurile ABC si A B,C,, daca:
1) AB=6cm, BC=10cm, AC=14cm, A B, =9 cm, B,C,=15cm,

A,C =21cm;
2) AB =13 cm, BC =25 cm, AC = 3,2 cm, A B, = 26 cm,
B,C, =50 cm, A,C, =60 cm?

495.° Oare sunt asemenea doua triunghiuri, daca laturile unuia se raporta
ca 3:8:9,iar laturile celuilalt sunt egale cu 24 cm, 9 cm, 27 cm?

496." In triunghiurile ABC si A,B,C, se stie ci ZA = ZA,, fiecare din
laturile AB si AC constituie 0,6 din laturile A, B, si A,C, corespun-
zator. Aflati laturile BC si B,C,, daca suma lor este egala cu 48 cm.

497" In triunghiurile DEF'si MKN se stie cd ZE = /K, iar fiecare din laturile
DE g1 EF este de 2,5 ori mai mare decat laturile MK si KN respectiv.
Aflati laturile DF si MN, daca diferenta lor este egala cu 30 cm.

B M C B
K

Fig. 163 Fig. 164 Fig. 165
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VD 14. Criteriile al doilea si al treilea de asemanare ale triunghiurilor 105

498.° Pelaturile AB si AC ale triunghiului ABC au notat respectiv punc-
tele D si E astfel, ca AD : DB=AE : EC = 3 : 5. Aflati segmentul
DE, daca BC = 16 cm.

499." Din betisoare de lemn au confectionat trei triunghiuri scalene ase-
menea. In fiecare din ele latura mai mare au vopsit-o in albastru,
iar cea mai mica — in galben. Din betisoarele galbene au montat
un triunghi, din cele albastre — altul. Oare sa fie asemenea aceste
triunghiuri?

500.” In triunghiul ABC se stie ca AC =a, AB=BC=0b, AM s1 CK —
bisectoarele triunghiului. Aflati segmentul MK.

501. In triunghiul ABC se stie cd AB = 8 cm, BC = 12 cm, AC =
= 16 cm. Pe latura AC este notat punctul D astfel, cd CD = 9 cm.
Aflati segmentul BD.

502.* Din punctul A sunt duse doua semidrepte AM si AN. Pe semi-
dreapta AM sunt notate punctele H si B, iar pe semidreapta
AN — punctele C si D astfel, ca AH-AB = AC- AD. Demonstrati
ca punctele H, B, C si D sunt situate pe aceiasi circumferinta.

503.* Pe mediana BM a triunghiului ABC au notat punctul K astfel, ci
/MKC = #BCM. Demonstrati, ca ZAKM = /BAM.

504.* Segmentele AB si CD se intersecteaza in A
punctul M. Se stieca AM - MB= CM - MD.

Demonstrati, ca punctele A, B, C'si D apar- ‘ ’ C
tin aceleiasi circumferinte.

505.* Pe coarda comuni a doud circumferinte @h
care se intersecteaza, au notat punctul 1)’

M si prin el au dus coardele AB si CD
(fig. 166). Demonstrati, cd ZDAB=2ZBCD. Fig. 166

EXERCITII PENTRU REPETARE N

506. Perimetrul paralelogramului ABCD este egal cu 46 cm, Z/BAD =
= /ADB. Aflati laturile paralelogramului, daca perimetrul triun-
ghiului BCD este egal cu 32 cm.

507. Pe diagonala BD a patratului ABCD au notat punctul E astfel,
ca DE = AD. Prin punctul E este dusa dreapta, care este perpen-
diculara la dreapta BD si intersecteaza latura AB in punctul F.
Demonstrati, cd AF = FE = BE.

508. Intrapezul ABCD se stie, ca £B=90°, £C=150°, BC =5 cm. Aflati
latura CD, daca inaltimea trapezului, dusa din varful C, imparte
trapezul dat intr-un triunghi si un patrat.

Repetati continutul punctului 7 de la pag. 186 si punctul 17
de la pag. 190.
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OBSERVATI, DESENATI,
CONSTRUITI, PLASMUITI

509. Pe circumferinta sunt notate 999 de puncte cu creionul albastru
siun punct cu creion rosu. Care poligoane cu varfurile in punctele
notate sunt mai multe: acele care contin punctul rosu, sau acelea
care nu-1 contin?

@ DREAPTA LUI EULER IS

Punctul de intersectie al mediatoarelor laturilor ale unui triunghi —
acesta-i centrul circumferintei, circumscrise triunghiului. Notdm acest
punct cu litera O.

Punctul de intersectie al bisectoarelor triunghiului — acesta-i centrul
circumferintei inscrise in triunghiul dat. Notam acest punct cu litera <J.

Punctul de intersectie al dreptelor, care contin inaltimile triunghiului
se numeste ortocentrul triunghiului. Notam acest punct cu litera H.

Punctul de intersectie al medianelor triunghiului se numeste cen-
troidul triunghiului. Notam acest punct cu litera M.

Punctele O, J, H, M sunt numite puncte minunate ale triunghiului.
Folosirea unui astfel de epitet emotional este pe deplin argumentata.
Doar acestor puncte le este specifica o serie intreaga de proprietati fru-
moase. Oare nu este minunat deja aceea, ca ele sunt in orice triunghi?

Sa consideram una din multiplele teoreme despre punctele minunate
ale triunghiului.

Teorema. In orice triunghi centrul circumferintei circum-
scrise, centroidul si ortocentrul sunt situate pe o dreaptd.
Aceasta dreaptd se numeste dreapta lui Euler.

Demonstratie. Pentru triunghiul isoscel afirmatia care se demon-
streaza este evidenta.

Leonard Euler
(1701 — 1783)

llustru matematician, fizician, mecanic,
astronom.

MpaBo anst 6e3onnaTHOro Po3milleHHs NiapyYHMKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii 3micTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



D Dreapta lui Euler 107

A
Bl A4 C1
H
0O Hi
M
c~ M, /B 0
O
A, C M, B
Fig. 167 Fig. 168

Daca triunghiul ABC dat este dreptunghic (£C = 90°), atunci orto-
centrul lui — acesta-1 punctul C, centrul circumferintei circumscrise —
mijlocul ipotenuzei AB. Atunci se intelege ca toate trei puncte, despre
care se spune in teorema, apartin medianei, duse la ipotenuza.

Sa demonstram teorema pentru triunghiul ascutitunghic scalen.

Lema. Dacd H— ortocentrul triunghiului ABC, OM, — per-
pendiculara, coboratd din centrul O a circumferintei circuscrise
pe latura BC, atunci AH = 20M, (fig. 167).

Demonstratie. Sa executdm o constructie suplimentara, deja cu-
noscuta voua din rezolvarea problemei-cheie a p. 2: prin fiecare varf al
triunghiului ABC ducem o dreapta paraleld cu latura opusa. Obtinem
triunghiul A, B,C, ((fig. 167). in problema-cheie mentionata s-a aratat,
ca ortocentrul H al triunghiului ABC este centrul circumferintei circum-
scrise triunghiului A, B,C,. Pentru aceasta circumferinta unghiul B,HC,
este unghi la centru, iar unghiul B,A,C, — inscris. Deoarece ambele
unghiuri se sprijind pe acelasi arc, reiese cd ZBHC, =2 /B,A C,. Un-
ghiurile BAC si B A, C, sunt egale ca unghiuri opuse ale paralelogramu-
lui ABA,C, de aceea ZBOC=2 ZBAC=2 £B,A,C, = ZB,HC,. Deoarece
B,C, =2BC, rezulta ca triunghiurile isoscele B,HC, si COB sunt aseme-
nea cu coeficientul de asemanare egal cu 2. Deoarece segmentele AH si
OM,; — sunt inaltimile corespunzatoare ale triunghiurilor asemenea
obtinem ca AH =20M,.

Sa demonstram acuma teorema principala.

Deoarece punctul M, — mijlocul laturii BC, urmeaza ca segmentul
AM, — mediana triunghiului ABC (fig. 168). Fie M — punctul de inter-
sectie al segmentelor AM, si HO. Deoarece AH || OM,, atunci
ZHAM = ZOM,M. Unghiurile AMH si M,MO sunt egale ca unghiuri

MpaBo anst 6e3onnaTHOro Po3milleHHs NiapyYHMKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii 3micTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



108 § 2. Asemadnarea triunghiurilor Q

verticale. Asadar, triunghiurile HAM si OM M sunt asemenea pe baza
_AH _
MM, OM,
Deci, punctul M imparte mediana AM, in raportul 2 : 1, socotind de la
varful A. De aici punctul M — centroidul triunghiului ABC.
Demonstratia pentru cazul triunghiului obtuzunghic este analoaga. A

primului criteriu de asemanare al triunghiurilor. De aici

Atragem atentia la aceea, ca nol nu numai am stabilit faptul de
apartenenta a punctelor O, M, H aceleiasi drepte, dar am demonstrat
egalitatea

HM =2MO,
care este inca o proprietate a punctelor minunate ale triunghiului.

e
WEXERCITII |

1. Sunt date doua puncte, care sunt situate in acelasi semiplan fata
de dreapta data. Construiti triunghiul, una din laturile caruia este
situatd pe dreapta data, iar centrul circumferintei circumscrise si
ortocentrul sunt cele doua puncte date.

2. Construiti triunghiul ABC dupa trei puncte date: varful A, ortocentrul
H si centrul O al circumferintei circumscrise.

3. Bisectoarea unghiului A a triunghiului ascutitunghic ABC este per-
pendiculara pe dreapta lui Euler a acestui triunghi. Demonstrati ca
ZA =60°.

Indicatie. Demonstrati ca HA = OA.
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TNSARCINAREA NR. 2 ,VERIFICATI-VA” IN FORMA DE TEST

1. In figura 169 AB, | A,B,, A,B, | A,B,, AA, =
= %AlA?). De aici rezulta, ca:
A)AA,=BB,; C)AA, =BB;;
B) BB, =2B,B,; D) A A, =B,B,.

2. Daca medianele AA, si BB, ale triunghiului

ABC se inteesecteaza in punctul M, atunci care
din egalitatile date este justa pentru orice tri-

unghi ABC? Fig. 169
A)AM : MB, =BM: MA;
B) MA, = %MB;
C) MA, = %AM;
D) MB, - { BB,
3. In figura 170 A,C, || AC. Atunci: B
A) 4G _ B4, ) BC _ AC.
AC  AA BC, AC,
BA, CB. AC _ BA,
) AB  BC,’ D) Ac, A A ¢
4. In triunghiul ABCse stieci AB=8cm, BC=4cm, A C
AC =9 cm. In care raport centru circumferintei )
inscrise imparte bisectoarea BB, socotind de la Fig. 170
varful B?
A)2:3; C)4:3;
B)2:1; D) 3:4.

5. Prin punctul M al laturii BC a paralelogramului ABCD este dusa o
dreapta, paralela cu latura CD. Aceasta dreapta intersecteaza segmen-
tele BD si1 AD in punctele K si F respectiv. Se stie caBM : FD =2 : 1.
Cu ce este egal raportul KD : BK?

A)2:1; C)1:3;
B)1:2; D)4:1.

6. in triunghiul ABC se stie cd AB = 14 cm, BC = 21 cm. Pe latura AB
la distanta de 4 cm de la varful A este insemnat punctul D, prin care
este dusi o dreapta paraleld cu latura AC. Aflati segmentele, in care
aceasta dreapta imparte latura BC.

A) 12 cm, 9 cm; C) 15 cm, 6 cm;
B) 18 cm, 3 cm; D) 14 cm, 7 cm.
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7. Segmentul MN este dus prin punctul de intersectie al diagonalelor
trapezului neisoscel ABCD paralel cu bazele lui (fig. 171). Cate pe-
rechi de triunghiuri asemenea sunt reprezentate in figura?

A) 4; B) 6; C) 3; D) 5.
B c 20
M N E
A C
A D
Fig. 171 Fig. 172

8. Prin varfurile A si C ale triunghiului neisoscel ABC este dusa o cir-
cumferinta, care intersecteaza laturile BA si BC in punctele E si D
respectiv (fig. 172). Care din egalitatile date este justa?

BC_BA. p BE_BD (o DE_BD ) BD_BC

BD BC’ BC BA’ AC BC’ DE AC’
9. Coarda AB intersecteaza coarda CD in mijlocul ei si este impartita
de acest punct in segmentele care sunt egale cu 4 cm s1 25 cm. Aflati

coarda CD.
A) 10 cm; C) 100 cm;
B) 5 cm; D) 20 cm.

10. in triunghiul ABC se stie ca AB =10 cm, BC =4 c¢cm, CA =8 cm. Pe
latura AC este notat punctul D astfel, cd AD = 6 cm. Aflati segmen-

tul BD.
A) 5 cm; C) 6 cm;
B) 4 cm; D) 7 cm.

PRINCIPALUL IN PARAGRAFUL 2

Teorema lui Tales

Daca dreptele paralele, care intersecteaza laturile unghiului, taie pe
una din laturile lui segmente egale, atunci ele taie segmente egale
sl pe cealalta latura a lui.

Teorema despre segmentele proportionale

Daca dreptele paralele intersecteaza laturile unui unghi, atunci
segmentele, care s-au obtinut pe una din laturile unghiului, sunt
proportionale cu segmentele corespunzatoare, care s-au format pe
cealalta latura a unghiului.
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Proprietatea medianelor triunghiului

Toate trei mediane ale triunghiului se intersecteaza intr-un singur
punct, care Imparte fiecare din ele in raportul 2 : 1, socotind de la
varful triunghiului.

Proprietatea bisectoarei triunghiului
Bisectoarea triunghiului imparte latura lui in segmente proportio-
nale cu laturile alaturate lor.
Triunghiuri asemenea
Doua triunghiuri se numesc asemenea daca unghiurile corespunza-
toare ale lor sunt egale si laturile omoloage ale lor sunt proportionale.
Lema despre triunghiurile asemenea

Dreapta care este paralela cu latura triunghiului si intersecteaza
celelalte doua laturi ale lui, taie din triunghiul dat un triunghi ase-
menea cu el.

Primul criteriu de asemanare al triunghiurilor:

dupa doua unghiuri
Daca doua unghiuri ale unui triunghi sunt egale cu doua unghiuri
ale altui triunghi, atunci asa triunghiuri sunt asemenea.

Al doilea criteriu de asemanare al triunghiurilor:

dupa doua laturi si unghiul dintre ele
Daca doua laturi ale unui triunghi sunt proportionale cu doua laturi
ale altui triunghi si unghiurile, facute de aceste laturi sunt egale,
atunci asa triunghiuri sunt asemenea.

Al treilea criteriu de asemanare al triunghiurilor:
dupa trei laturi

Daca trei laturi ale uni triunghi sunt proportionale cu trei laturi ale
altui triunghi, atunci asa triunghiuri sunt asemenea.
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3 REZOLVAREA TRIUNGHIURILOR
N DREPTUNGHICE

Tn acest paragraf veti lua cunostints cu renumita teorema a lui Pitagora.

O savainvatati a afla laturile si unghiurile necunoscute ale triunghiului
dreptunghic, daca sunt cunoscute unele laturi si unghiuri ale lui.
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15. Relatii metrice in triunghiul dreptunghic

15. Relatii metrice in triunghiul dreptunghic 13

In figura 173 segmentul CD — inaltimea triunghiului dreptunghic
ABC (£LACB = 90°).

Segmentele AD si DB se numesc proiectiile catetelor AC si CB
respectiv pe ipotenuza.

Lema. indl;imea triunghiului dreptunghic, dusd la ipotenu-
zd, imparte triunghiul in doud triunghiuri dreptunghice aseme-
nea, fiecare din ele este asemenea cu triunghiul dat.

Demonstrati de sine statator lema.

Teorema 15.1. Pdtratul inaltimii triunghiului dreptunghic,
dusd pe ipotenuzd, este egal cu produsul proiectiilor catetelor pe
ipotenuza. Pdtratul catetei este egal cu produsul ipotenuzei cu
proiectia acestei catete pe ipotenuza.

Demonstratie. © in figura 173 segmentul CD — inaltimea triun-
ghiului dreptunghic ABC (LZACB = 90°). Sa demonstram, ca:
CD?>=AD-DB, AC?=AB-AD, BC?=AB-DB.

Deoarece ACBD « AACD, atunci jg BD )¢ aici CD?= AD- DB.
Deoarece AABC « AACD, atunci % = ‘:B De aici AC?2=AB- AD.
BC

Deoarece AABC © ACBD, atunci == BD - % De aici BC?=AB-DB. A

Daca lungimea segmentelor din figura 173 le-am nota astfel: AC = b,
BC=a,AB=c,CD=h,AD =0, DB = a, atunci relatiile demonstrate
capata infatisarea:

h =ab, a*=a.c, b>=b_c

c’e?

Aceste egalitati poarta denumirea de relatii metrice in triunghiul
dreptunghic.

Exemplu. Sunt date doua segmente, ale caror lungimi sunt egale
cu si (fig. 174). Construiti al treilea segment a carui lungime sa fie

egala cu Jab.

C
a
Gl
B b
4 D
Fig. 173 Fig. 174
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D Rezolvare. Sa consideram triunghiul ADC

qy (£LADC = 90°), in care segmentul DB este indltime

A “ c (fig. 175). Avem: DB=/AB- BC. Dacanotam AB=aq,
BC = b, atunci DB = Jab.

Analiza, facuta aratd cum de executat con-

structia.

Pe o dreapta arbitrara notam punctul A si depu-
Fig. 175 nem consecutiv segmentele AB si BC astfel, caAB=aq,
BC = b. Construim circumferinta cu diametrul AC.
Prin punctul B ducem o dreapta perpendiculara pe dreapta AC (fig. 175).

Fie D — unul din punctele de intersectie al dreptei cu circumferinta.
Sa demonstram ci segmentul DB este cel cautat. intr-adevér,
ZADC = 90° ca unghi inscris, care se sprijina pe diametrul AC. Atunci

pe baza teoremei 15.1 DB? = AB- BC, adici DB = ab. @

14 § 3. Rezolvarea triunghiurilor dreptunghice

1. Care formula leaga inaltimea triunghiului dreptunghic, coborata pe ipo-
tenuza, cu proiectiile catetelor pe ipotenuza?

2. Care formula leaga cateta, ipotenuza si proiectia acestei catete pe ipo-
tenuza?

EXERCITII I

510.° Aflatiinaltimea triunghiului dreptunghic, dusa din varful unghiu-
lui drept, daca ea imparte ipotenuza in segmentele cu lungimile
de 2 cm s1 18 cm.

511.° Cateta triunghiului dreptunghic este egala cu 6 cm, iar proiectia
ei pe ipotenuza — cu 4 cm. Aflati ipotenuza.

512.° Inaltimea triunghiului dreptunghic, dusa la ipotenuza, o imparte
in segmentele cu lungimile de 5 cm si 20 cm. Aflati catetele triun-
ghiului.

513.° Inaltimea triunghiului dreptunghic, dusa din varful unghiului
drept, este egala cu 48 cm, iar proiectia unei catete pe ipotenuza
— cu 36 cm. Aflati laturile acestui triunghi.

514.° Aflati catetele triunghiului dreptunghic, a carui inaltime imparte
ipotenuza in segmentele, din care unul este cu 3 cm mai mic, decat
aceasta Inaltime, iar altul — cu 4 cm mai mare decat inaltimea
triunghiului.

515.° Aflati cateta mai mica a triunghiului dreptunghic siinaltimea lui,
coborata pe ipotenuza, daca cateta mai mare este mai mica decat
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4
ipotenuza cu 10 cm si mai mare decat proiectia sa pe ipotenuza
cu 8 cm.

516." Perpendiculara, coborata din punctul de intersectie al diagonalelor
rombului pe latura lui este egala cu 2 cm siimparte aceasta latura
in segmente care se raporta ca 1 : 4. Aflati diagonalele rombului

517." Perpendiculara, coborata din punctul circumferintei pe diametru, il
imparte in doud segmente, unul din ei este egal cu 4 cm. Aflati raza
circumferintei, daca lungimea perpendicularei este egala cu 10 cm.

518.° Aflati perimetrul trapezului isoscel, ale carui baze sunt egale cu
7 cm g1 25 cm, iar diagonalele sunt perpendiculare pe laturile
laterale.

519.” Centrul circumferintei, circumscrise trapezului isoscel, apartine
bazeil mai mari. Aflati raza acestei circumferinte, daca diagonala
trapezului este egala cu 20 cm, iar proiectia diagonalei pe baza
mai mare este egala cu 16 cm.

520." Diagonala trapezului isoscel este perpendiculara la latura laterala,
care este egala cu 12 cm. Aflati linia medie a trapezului, daca raza
circumferintei, circumscrise trapezului, este egala cu 10 cm.

521. Aflatiinaltimea trapezului isoscel, daca diagonala lui este perpen-
diculara la latura laterald, iar diferenta patratelor bazelor este
egala cu 25 cm.

522.” Intr-un trapez dreptunghic este inscrisa o circumferinta. Punctul
de tangenta imparte latura laterala mai mare in segmente cu
lungimile de 8 cm si 50 cm. Aflati perimetrul trapezului.

523." In trapezul isoscel este inscrisa o circumferinta. Punctul de tan-
gentd Imparte latura laterala in segmente cu lungimile de 3 cm
s1 27 cm. Aflati inaltimea trapezului.

524.” Sunt date doud segmente, lungimile carora sunt egale cu a si b.

Construiti segmentul cu lungimea , &%b

EXERCITII PENTRU REPETARE IS

525. Perimetrul paralelogramului este mai mare decat una din laturi
cu 35 cm si este mai mare decat a doua latura cu 28 cm. Aflati
laturile paralelogramului.

526. Pelaturile AB, BC, CD si AD ale patratului ABCD au fost notate
punctele M, N, K si E astfel, ca patrulaterul MNKE este drept-
unghi, ale carui laturi sunt paralele cu diagonalele patratului.
Aflati perimetrul dreptunghiului MNKE, daca diagonala patra-
tului ABCD este egala cu 7 cm.
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527. Intr-o circumferintad este inscris un trapez, al carui diagonalad
imparte unghiul alaturat bazei mari in juméatate. Aflati arcele,
in care impart circumferinta varfurile trapezului, daca unul din
unghiurile lui este egal cu 74°.

116 § 3. Rezolvarea triunghiurilor dreptunghice

OBSERVATI, DESENATI,
CONSTRUITI, PLASMUITI

528. Intr-un poligon, inscris in circumferinti, au ales un varf si au dus
toate diagonalele carora le apartine acest varf. Demonstrati ca
printre triunghiurile, care s-au format nu mai mult de unul este
ascutitunghic.

16. Teorema lui Pitagora

Teorema 16.1. (Teorema lui Pitagora). In triunghiul dreptun-
ghic patratul ipotenuzei este egal cu suma pdtratelor catetelor.
C Demonstratie. ® In figura 176 este re-
prezentat triunghiul dreptunghic ABC (Z/ACB=

=90°). S& demonstram ci AB? = AC? + BC2.
Ducem inaltimea CD. Aplicand teorema

A B 15.1 pentru catetele AC si BC, obtinem:
D AC®2=AB-AD si BC®=AB-DB. Adunand
. termen cu termen aceste egalitati, obtinem:
Fig. 176 AC?*+ + BC?= AB- AD + AB- DB.

Mai departe avem: AC? + BC? = AB-(AD+ DB) = AB%. A

Daca in triunghiul dreptunghic lungimile catetelor sunt egale cu a si
b, 1ar lungimea ipotenuzei este egala cu ¢, atunci teorema lui Pitagora
poate fi exprimata cu formula urmatoare:

c2=a?+b?

Teorema lui Pitagora ne da posibilitate s aflim a treia latura a
triunghiului dreptunghic, daca cunoastem doua laturi ale lui:

c=a?+b% a=c?—b% b=+/c?—a?

Din egalitatea c? = a® +b? de asemenea urmeazd, ca c®>a? si ¢? > b?,
de aici ¢ > a si ¢ > b, adica ipotenuza este mai mare ca oricare din
catete'.

! Cu alt procedeu acest fapt a fost stabilit in cursul de geometrie clasa a 7-a
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Din cursul de geometrie de clasa a 7-a va sunt cunoscute asa noti-
uni ca perpendiculara, oblica, si proiectia oblicii. De exemplu, in
figura 176 din punctul C sunt duse la dreapta AB perpendiculara CD si
oblicele CA si CB. Segmentele AD si DB sunt proiectiile corespunzatoare
ale oblicelor AC si AB pe dreapta AB.

Din teorema 16.1 reiese cd, daca dintr-un punct sunt duse la o
dreapta o perpendiculara si o oblica, atunci oblica este mai mare decat
perpendiculara.

16. Teorema lui Pitagora 117

1. Formulati teorema lui Pitagora.

2. Scrieti teorema lui Pitagora, daca catetele triunghiului dreptunghic sunt
egale cu a si b, iar ipotenuza este egala cu c.

3. Cum, stiind doua laturi ale triunghiului dreptunghic, de aflat a treia la-
tura a lui?

4. Care din laturile triunghiului dreptunghic este cea mai mare?

—\
WEXERCITII [ .

529.° Aflati ipotenuza triunghiului dreptunghic, daca catetele lui sunt
egalecu: 1) 3cm si4 cm; 2) 6 cm s1 9 cm.

530.° Aflati cateta triunghiului dreptunghic, daca ipotenuza si a doua
catetd a lui sunt respectiv egale cu: 1) 15 cm si 12 cm; 2) 7 cm si

V13 cm.

531.° Fie a s1 b — catetele triunghiului dreptunghic, ¢ — ipotenuza lui.
Aflati latura necunoscuta a lui, daca: 1) a =5 cm, b = 12 cm;
2)a=1cm,c=2cm; 3)b=3cm, c=+v90 cm.

532.° Laturile dreptunghiului sunt egale cu 9 cm si 40 cm. Cu ce este
egala diagonala lui?

533.° Una din laturile dreptunghiului este egala cu 7 cm, iar diagonala
— cu 25 cm. Aflati latura alaturata laturii date a dreptunghiului.

534.° Latura laterala a triunghiului isoscel este egala cu 29 cm, iar
inaltimea, coborata pe bazd — cu 21 cm. Cu ce este egala baza
triunghiului?

535.° inéltimea triunghiului isoscel, dusa la baza, este egala cu 35 cm,
iar baza lui — cu 24 cm. Cu ce este egala latura laterala a triun-
ghiului?
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536.° In circumferinta de raza 10 cm, este dusi o coarda cu lungimea de

16 cm. Aflati distanta de la centrul circumferintei pana la coarda
data.

537.° Aflati perimetrul rombului, ale carui diagonale sunt egale cu 24 cm
s1 32 cm.

118 § 3. Rezolvarea triunghiurilor dreptunghice

538.° Latura rombului este egald cu 26 cm, iar una din diagonale — cu
48 cm. Aflati cealalta diagonala a rombului.

539.° Una din catetele triunghiului dreptunghic este egala cu 21 cm,
iar a doua cateta este cu 7 cm mai mica decat ipotenuza. Aflati
perimetrul triunghiului.

540.° Ipotenuza triunghiului dreptunghic este egala cu 26 cm, iar catetele
se raportd ca 5 : 12. Aflati catetele acestui triunghi.

541." Cateta triunghiului dreptunghic este egala cu 6 cm, iar mediana,
dusa la ea, — cu 5 cm. Aflati ipotenuza triunghiului.

542." In triunghiul ABC se stie ca BC = 20 c¢m, inaltimea BD imparte
latura AC in segmentele AD =5 ¢cm si CD = 16 cm. Aflati latura
AB.

543." In triunghiul ABC se stie cA AB=17 cm, BC=9 cm, unghiul C este
obtuz, indltimea AD este egalid cu 8 cm. Aflati latura AC.

544." Aflati inaltimea triunghiului echilateral cu latura a.
545.° Aflati diagonala patratului cu latura a.
546." Aflati latura triunghiului echilateral a carui indltime este A.

547.° Aflati catetele triunghiului dreptunghic isoscel, a carui ipotenuza
este egala cu c.

548." Aflati lungimea segmentului necunoscut x fin figura 177 (dimen-
siunile sunt date in centimetri).

549.° Aflati lungimea segmentului necunoscut x din figura 178 (dimen-
siunile sunt date in centimetri).

1
4
! x 2 3
2 N

x

x

2 3
a b c
Fig. 177
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Fig. 178

550." In triunghiul isoscel inaltimea, coborata pe latura laterala, este
egala cu 8 cm. Ea imparte latura laterala in doua segmente, unul
din ele, alaturat la varful triunghiului isoscel, este egal cu 6 cm.
Aflati baza triunghiului.

551.° inéltimea triunghiului isoscel, coborata pe latura laterala, o im-
parte in segmentele cu lungimile de 4 cm s1 16 cm, socotind de la
varful unghiului de la baza. Aflati baza triunghiului isoscel.

552.° Baza triunghiului obtuzunghic isoscel este egala cu 24 cm, iar raza
circumferintei, circumscrise lui, — 13 cm. Aflati latura laterala a
triunghiului.

553.° inél‘gimea triunghiului isoscel, dusa pe baza lui, este egala cu
8 cm, iar raza circumferintei circumscrise lui, — 5 cm. Aflati latura
laterala a triunghiului.

554." Baza triunghiului isoscel este cu 3 cm mai mare decat latura la-
terald. Aflati laturile triunghiului, daca inaltimea, dusa la baza,
este egala cu 8 cm.

555.° Perimetrul triunghiului isoscel este egal cu 90 cm, iar indltimea
dusa pe baza, — 15 cm. Aflati laturile triunghiului.

556.° Laturile triunghiului obtuzunghic sunt egale cu 29 cm, 25 cm si
6 cm. Aflati inaltimea triunghiului, dusa pe latura mai mica.

557." Laturile triunghiului sunt egale cu 36 cm, 29 cm si 25 cm. Aflati
inaltimea triunghiului, coborata pe latura mai mare.

558. Dintr-un punct sunt duse pe o dreapta doua oblice, ale caror lun-
gimi se raporta ca 5 : 6, iar proiectiile acestor oblice pe dreapta
sunt egale cu 7 cm s1 18 cm. Aflati distanta de la punctul dat pana
la aceasta dreapta.

559.” Dintr-un punct la o dreaptad sunt duse doua oblice cu lungimile de
15 cm s1 27 ecm. Suma lungimilor proiectiilor a acestor oblice pe
dreapta este egala cu 24 cm. Aflati proiectia fiecarei oblice.

560." Punctul de tangenta al circumferintei, inscrise in triunghiul drept-
unghic, imparte una din catetele lui in segmente de 2 cm s1 6 cm.
Aflati laturile triunghiului.
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561." Aflati laturile paralelogramului, ale carui diagonale sunt egale
cu 16 cm si 20 cm, daca una din diagonale este perpendiculara pe
latura lui.

120 § 3. Rezolvarea triunghiurilor dreptunghice

562." Aflati perimetrul triunghiului dreptunghic, daca bisectoarea
unghiului drept imparte ipotenuza in segmente cu lungimile de
30 cm s1 40 cm.

563." Aflati perimetrul triunghiului dreptunghic, daca bisectoarea un-
ghiului ascutit imparte cateta opusa in segmente cu lungimile de
24 cm si 51 cm.

564." (Problemd arabd strdveche). Pe malurile opuse ale unui rau cresc
unul in fata altuia doi palmieri. Inaltimea unuia din ei este de
30 de coti!, iar inaltimea celuilalt este egala cu 20 coti, distanta
dintre partile de langa radacina a tulpinilor palmierilor este egala
cu 50 coti. In varful fiecarui palmier sta cate o pasare. Deodata
ambele pasari au vazut pestele, care a aparut la suprafata apei
dintre palmieri. Ele si-au luat zborul simultan si, miscandu-se cu
aceeasl viteza, au apucat in acelasi timp pestele. La ce distanta
de la partea de langa radacina a tulpinii palmierului mai inalt, a
aparut pestele?

565.” Bazele unui trapez isoscel sunt egale cu 12 cm s1 20 cm, 1ar diago-
nala este bisectoarea unghiului obtuz al trapezului. Aflati aceasta
diagonala.

566." Bazele trapezului dreptunghic sunt egale cu 18 cm si 12 cm, iar
diagonala este bisectoarea unghiului ascutit al trapezului. Aflati
aceasta diagonala.

567." Intr-o circumferinta de parti diferite ale centrului ei sunt duse
doua coarde paralele cu lungimile de 16 cm si 32 cm. Distanta
dintre coarde este egala cu 16 cm. Aflati raza circumferintei.

568." Intr-o circumferinta de aceiasi parte a centrului ei sunt duse doua
coarde paralele cu lungimile egale cu 48 s1 24 cm. Distanta dintre
coarde este egala cu 12 cm. Aflati raza circumferintei.

569.” Raza circumferintei, inscrise intr-un triunghi isoscel, este egala cu
12 c¢m, iar distanta de la varful triunghiului isoscel pana la centrul
circumferintei este 20 cm. Aflati perimetrul acestui triunghi.

570.” Punctul de tangenta al circumferintei, inscrise in trapezul drept-
unghic, imparte baza mai mare a lui in segmente cu lungimile de
20 c¢m s1 25 cm, socotind de la varful unghiului drept. Calculati
perimetrul trapezului.

11 cot =0,637 m (n.t.).
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V

571.” Punctul de tangenta al circumferintei, inscrise intr-un trapez
dreptunghic imparte baza mai mica a lui in segmente cu lungimile
de 6 cm si 13 c¢m, socotind de la varful unghiului drept. Calculati
perimetrul trapezului.

572. Catetele triunghiului dreptunghic sunt egale cu 18 cm si 24 cm. Aflati
bisectoarea triunghiului, dusa din varful celui mai mic unghi ascutit.

573.” Medianele AM si CK ale triunghiului ABC sunt perpendiculare.
Aflati laturile triunghiului, dacd AM =9 cm si CK =12 cm.

574.” In triunghiul ABC medianele BM si CK sunt perpendiculare si se
intersecteaza in punctul O. Aflati segmentul AO, daca BM =36 cm
si CK =15 cm.

575. (Problema lui Bhaskara'.) Deasupra lacului linistit la inaltimea
de jumatate de picior?

S-a ridicat floarea lotusului.

Si1 odata rafalele vantului

Au mutat-o brusc intr-o parte.

Nu mai este deasupra apei floarea.

A nimerit peste ea un pescar pasionat

La doua picioare de la locul unde ea crestea.

Asadar iti propun intrebarea:

Ce adancime avea acel lac?

NE PREGATIM PENTRU STUDIEREA TEMEI NOI I

576. In triunghiul ABC se stie ca £C = 90°, AB =13 cm, BC = 5 cm,
AC =12 cm. Aflati raportul:
1) a catetei, alaturate unghiului A, si a ipotenuzei;
2) a catetel, opuse unghiului A, si s ipotenuzei;
3) a catetei, alaturate unghiului B si a ipotenuzei;
4) a catetei, alaturate unghiului B, si a
catetel, opuse acestui unghi.

577. Pe o latura a unghiului A au notat punc-
tele B, C si D astfel, ca AB=BC =5 cm,
CD =10 cm (fig. 179). Din punctele B, C
s1 D sunt coborate perpendicularele BE,
CF si DM pe cealalta latura a unghiului A,
totodata AE =4 cm. Aflati raportul catetei,
alaturate unghiului A, si a ipotenuzei:
1) in triunghiul AEB; 3) in triunghiul AMD.
2) in triunghiul AFC;

! Bhaskara (11140 — 1185) — matematician si astronom indian.
21 picior = 30,48 cm.
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OBSERVATI, DESENATI,
CONSTRUITI, PLASMUITI

578. in patratul cu latura de 1 m au notat in mod arbitrar 51 de punc-
te. Demonstrati ca printre aceste puncte exista trei, care pot fi
acoperite cu un patrat, a carui latura are 20 cm.

= PITAGORA n—

Voi ati invatat renumita teorema, care poarta nu-
mele ilustrului savant grec din antichitate Pitagora.

Investigarea textelor din antichitate marturiseste,
ca afirmatia acestei teoreme era cunoscuta cu mult timp
pana la Pitagora. De ce o atribuie lui Pitagora? Probabil
de aceea, ca anume Pitagora a nascocit demonstratia
acestei afirmatii.

Despre viata lui Pitagora putin ce se stie cu certi-
tudine. El s-a nascut pe insula greaca Samos. Legenda

Pitagora spune ca el mult a calatorit, acumuland cunostinte si

(se.Vli.e.n.) Intelepciuni.

Dupa ce Pitagora s-a statornicit cu traiul in colonia
greaca Kroton (la sudul Italiei), in jurul lui s-a intemeiat un cerc numeros
de elevi credinciosi si tovarasi de idei. Astfel a aparut alianta pitgoreana
(sau fraternitatea corotond). Influenta acestei aliante a fost intr-atat de
considerabila, ca chiar cateva secole dupa moartea lui Pitagora multi
matematicieni mari ai Lumii Antice se numeau pitagoreni.

17. Functiile trigonometrice ale unghiului
ascutit ale triunghiului dreptunghic

In figura 180 este reprezentat triunghiul dreptunghic ABC (£C = 90°).
Amintim, ca cateta BC se numeste opusa unghiului A, iar cateta AC —
alaturata acestui unghi.

Definitie. Sinus al unghiului ascutit al triunghiului drept-
unghic se numeste raportul catetei opuse catre ipotenuza.

Sinusul unghiului A se noteaza astfel sin A (se citeste: ,sinus A”). Pen-
tru unghiurile ascutite A si B ale triunghiului dreptunghic ABC avem:
BC AC

sin A==—=, sin B=—"=.
AB AB
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V
B d
c b
A (]
A C a
Fig. 180 Fig. 181 Fig. 182

Pentru triunghiul dreptunghic, reprezentat in figura 181 se poate
scrie: sina =%, sin B :2.
C c

Sa consideram triunghiul isoscel dreptunghic ABC (£C = 90°), in
care AC = BC = a (fig. 182).

Avem: AB=+a?+a? =a+/2.

Pe baza definitiei sin A = %, de aici sinA =

a _1_2
a2 \/5 2
ca sinusul unghiului ascutit a triunghiului isoscel dreptunghic nu de-
pinde de dimensiunile triunghiului, fiindca valoarea obtinuta a lui sinus
este aceeasl pentru toate valorile lui a. Deoarece LA = 45°, atunci

1 2

sin 45°= T = Aceasta scriere nu este legata cu un triunghi drept-
2

unghic isoscel concret.

In general, daca unghiul ascutit al unui triunghi dreptunghic este
egal cu unghiul ascutit al altui triunghi dreptunghic, atunci sinusurile
acestor unghiuri sunt egale.

intr-adevér, aceste triunghiuri dreptunghice sunt asemenea pe baza
primului criteriu de asemanare a triunghiurilor. De aceea raportul catetei
catre ipotenuza a unui triunghi este egal cu raportul catetei corespun-
zatoare catre ipotenuza celuilalt triunghi.

De exemplu, scrierea sin 17° poate fi atribuita tuturor unghiurilor,
masura in grade a carora este egala cu 17°. Valoarea acestui sinus poate
fi calculata o data, alegand un triunghi dreptunghic arbitrar cu unghiul
ascutit 17°.

Asadar, sinusul unghiului ascutit depinde numai de mdrimea
acestui unghi.

. Vedem,

Definitie. Cosinus al unghiului ascutit al triunghiului
dreptunghic se numeste raportul catetei alaturate catre ipotenuza.

Cosinusul unghiului se noteaza astfel: cos A (se citeste: ,,cosinus A”).

Pentru unghiurile ascutite A si B ale triunghiului dreptunghic ABC
(fig. 180) se poate scrie: BC

cos Azﬁ, cos B=——2.
AB AB
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Mentionam, ca cateta triunghiului dreptunghic este mai mica decat

ipotenuza, de aceea sinusul si cosinusul unghiului ascutit este mai mic
decat 1.

124 § 3. Rezolvarea triunghiurilor dreptunghice

Definitie. Tangenta a unghiului ascutit al triunghiului
dreptunghic se numeste raportul catetei opuse catre cateta
alaturata.

Tangenta unghiului A se noteaza astfel: tg A (se citeste: ,tangenta A”).
Pentru unghiurile ascutite A si B ale triunghiului dreptunghic ABC
(fig. 180) se poate scrie:
_AC
" BC’

Pentru triunghiul dreptunghlc, reprezentat in figura 181 se scrie:

tgA=—", tgB

b a
cos a=—,cos f=—,
C C

_a _b
tg = tg[_’)—a.

Dupa cum s-a stabilit, sinusul unghiului depinde numai de marimea
unghiului. Judecand analogic se poate ajunge la concluzia:

cosinusul si tangenta unghiului ascutit al triunghiului drept-
unghic depinde numai de mdrimea acestui unghi.

in general, fiecarui unghi ascutit o ii corespunde un singur numar
—valoarea sinusului (cosinusului, tangentei, cotangentei) acestui unghi.
De aceea dependenta valorii sinusului (cosinusului, tangentei, cotan-
gentei) unghiului ascutit de marimea acestui unghi este functionala.
Functia, care corespunde acestei dependente se numeste trigonome-
trica. Astfel, y=sin a, y=cos o, y=tg o — functii trigonometrice, ale
caror argumente sunt unghiurile ascutite.

Din timpurile stravechi oamenii alcatuiau tabelele valorilor aproxi-
mative ale functiilor trigonometrice cu un oarecare pas, o data calculand
valorile functiilor trigonometrice pentru argumentul concret. Dupa aceea
aceste tabele se foloseau pe larg in multe ramuri ale stiintei si tehnicii.

La ora actuala valorile functiilor trigonometrice ale unghiurilor as-
cutite este comod de le gasit cu ajutorul microcalculatorului.

Tangenta unghiului ascutit se poate de exprimat prin sinusul si
cosinusul acestui unghi ascutit. Sa consideram triunghiul dreptunghic
(fig. 181). Scriem:
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|
Deci vom obtine urmatoarele formule:

_ sina
cosa

tga

Pe baza teoremei lui Pitagora a? +b? = ¢®. Impartim ambele parti ale
acestei egalitati la ¢®. Obtinem: (%)2 +(%)2 =1. Tinand cont de faptul,
ca sino = %, cosa = e obtinem:

(sina)? + (cosa)? =1.

Este primit de scris: (sina)?=sin? a, (cosa)? =cos? a. De aici avem:

sin? q+cos?a=1

Aceasta formula se numeste identitatea trigonometrica funda-
mentala.

. - - . a .
Mentionam, ca cos p=sina ==, sinf=cosa = Q, Deoarece f=90°—a,
c c

atunci obtinem asa formule:

sin a
Ccos .

cos (90° — )
sin (90° — o)

V2

Noi deja stim, ci sin 45°:7. Sa aflam acum cos 45° si tg 45°.

Avem:

V2

cos 45° = sin (90° — 45°) = sin 45°= 55

V2
o_sin45°_1_1
T cosd45° fo

2

Sa aflam sinusul, cosinusul, tangenta unghiu-
rilor de 30° si 60°. B
Sa examindm triunghiul dreptunghic ABC, in
care £C =90°, ZA = 30° (fig. 183). a
Fie BC = a. Atunci pe baza proprietatii catetei,
care este opusa unghiului de 30°, obtinem, ca A 3 Cc
AB = 2a. Din teorema lui Pitagora rezulta, ca av3
AC?=AB? - BC? Avem: AC?=4a? — a? = 3a?; AC =
2 3. Fig. 183

tg 45
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De aici aflam:

sin30°:i:l,

2a 2
._aV3 3
cos 30°= 20~ 2’
tg 30° = a 1 \/g

a3 3 37
Deoarece 60° = 90° — 30°, obtinem:

V3

sin 60°=cos 30° = 5 c0s 60°=sin 30° = %,

&

o_sin60° _ 9 _
tg 60°= Tt =1 =3.

2

Valorile sinusului, cosinusului, tangentei pentru unghiurile egale cu
30°, 45° s1 60° este util de le memorizat.

o 30° 45° 60°
sin o 1 V2 N}
2 2 2
cos o ﬁ é 1
2 2 2
tg a ﬁ 1
3 '\/§
1. Ce se numeste sinus al unghiului ascutit al triunghiului dreptunghic?
2. Ce se numeste cosinus al unghiului ascutit al triunghiului dreptunghic?
3. Ce se numeste tangenta a unghiului ascutit al triunghiului dreptunghic?
4. De ce depind sinusul, cosinusul, tangenta unghiului?
5. Ce relatie exista intre tg a, sin a §i cos o?
6. Cum sunt legate intre ele sin a si cos a?
7. Cu ce este egal sin (90° — a)? cos (90° — a)?
8. Cu ce este egal sin 45°? cos 45°7 tg 45°?7
9. Cu ce este egal sin 30°? cos 30°? tg 30°?
10. Cu ce este egal sin 60°? cos 60°? tg 60°?
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V

L.E. _'_1.{ INSARCINARI PRACTICE I

I~
579.° Construiti unghiul:

1) a carui tangenta este egala cu %; 2) al carui sinus este egal cu %
580." Construiti unghiul:

1) cosinusul caruia este egal cu i; 2) a carul tangenta este egala cu %

EXERCITII I

581.° O cateta siipotenuza triunghiului dreptunghic sunt egale respectiv
cu 8 cm si 10 cm. Aflati:
1) sinusul unghiului, care este opus catetei mai mici;
2) cosinusul unghiului care este alaturat catetei mai mari;
3) tangenta unghiului, opus catetei mai mici.
582.° Catetele triunghiului dreptunghic sunt egale cu 3 cm si 2 cm.
Aflati:
1) tangenta unghiului, alaturat catetei mai mari;
2) sinusul unghiului, opus catetei mai mici;
3) cosinus unghiului, alaturat catetei mai mari.
583.° Aflati valoarea expresiei:
1) cos? 45° + tg? 60°; 2) 2 cos? 60° — sin? 30° + sin 60° tg 30°.
584.° Aflati valoarea expresiei:
1) cos? 30° — sin? 45°; 2) 3 tg? 30° + 4 tg 45° + cos 30° tg 60°.
585.° In triunghiul ABC se stie, cd ZC=90°, BC=77 cm, AB=125 cm.
Aflati sinusurile unghiurilor ascutite ale triunghiului.
586.° In triunghiul ABC se stie, ca ZC = 90°, BC = 41 cm, AC = 20 cm.
Aflati cosinusurile unghiurilor ascutite ale triunghiului.

587.° Aflati sin o sitg a, daci coso = %

588." Aflati cos B si tg B, daca sin = %
589.° Sinusul unghiului ascutit al triunghiului dreptunghic este egal cu

V3

5 Aflati sinusul, cosinusul, tangenta altui unghi ascutit al

acestui triunghi.

590.° Baza triunghiului isoscel este egala cu 24 cm, iar latura laterala
— cu 13 ecm. Aflati sinusul, cosinusul, tangenta unghiului, facut
de latura laterala a triunghiului si indltimea, dusa la baza lui.
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591." Latura laterala a triunghiului isoscel este egala cu 17 cm, iar
indltimea, coborata pe baza — cu 8 cm. Aflati sinusul, cosinusul,
tangenta unghiului de la baza triunghiului.

592.° Aflati unghiurile rombului, ale carui diagonale sunt egale cu 4 cm
s1 43 cm.

593.° Aflati unghiurile formate de diagonala dreptunghiului cu laturile
lui, ale caror lungimi sunt egale cu V3 em si 3 cm.

594.° In trapezul ABCD se stie, ca AB = CD =9 ¢cm, BC = 10 cm,
AD = 14 cm. Aflati sinusul, cosinusul, tangenta unghiului A al
trapezului.

595." In trapezul dreptunghic ABCD se stie cd BC | AD, ZA = 90°,
AB=4cm, BC=8cm, AD = 12 cm. Aflati unghiurile trapezului.

596." Demonstrati, ca tangentele unghiurilor ascutite ale triunghiului
dreptunghic sunt numere reciproc inverse.

128 § 3. Rezolvarea triunghiurilor dreptunghice

O=t7 597" Demonstrati identitatea 1+tg?o=—L—.
cos®al

598.° Aflati valoarea expresiei:
1) sin? 18° + sin? 72°;
2) cos® 36° — sin® 54°.

599.” Catetele triunghiului dreptunghic sunt egale cu 30 cm si 40 cm.
Aflati sinusul, cosinusul, tangenta unghiului format de mediana
s1 indltimea duse la ipotenuza.

600.” In triunghiul ABC se stie cid AB = BC, BD

s1 AM — inaltimile triunghiului, BD : AM = T
=3 : 1. Aflati cos C. /C
- . . . - E B T
601.” In triunghiul ABC se stie ca AB = BC, BD
s1 CK — inaltimile triunghiului, cos A = A
= % Aflati raportul CK : BD. 2 D

602.* Demonstrati cd unghiurile ABC si DEF,
reprezentate in figura 184, sunt egale. Fig. 184

EXERCITII PENTRU REPETARE Il

603. Bisectoarele unghiurilor A si B ale paralelogramului ABCD se
intersecteaza in punctul M, AB= 6 cm. Aflati raza circumferintei
care trece prin punctele A, B s1 M.

604. Coardele AB si BC ale circumferintei sunt perpendiculare, iar
distanta dintre mijlocurile lor este egala cu 12 cm. Aflati raza
circumferintei.
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605. In triunghiul ABCD se stie cd BK — inaltime, AM — bisectoare,
BK=26cm, AB: AC=6: 7. Din punctul M este coborata perpen-
dicular MD pe latura AC. Aflati segmentul MD.

18. Rezolvarea triunghiurilor dreptunghice 129

OBSERVATI, DESENATI,
CONSTRUITI, PLASMUITI

606. Sunt date doua cercuri, care nu au puncte comune. Oare existi asa
un punct, care nu apartine nici unuia din cercurile date, ca orice
dreapta, care trece prin acest punct, intersecteaza macar unul din
aceste cecuri?

18. Rezolvarea triunghiurilor dreptunghice

In figura 185 este reprezentat triunghiul dreptunghic cu unghiurile
ascutite o si 3, ale carui catete sunt egale cu a si b, iar ipotenuza este
egala cu c.

Pe baza definitiei a sinusului unghiului ascutit al triunghiului drept-

s a . b .. . .
unghic sina==, sinff==. De aicia=c sin a, b =c sin f.
C c

Deci, cateta triunghiului dreptunghic este egald 4
cu produsul ipotenuzei prin sinusul unghiului, opus .
acestei catete. b

Ca urmare a definitiei cosinusului a unghiului ascutit
al triunghiului dreptunghic cosa = 2, cosp=2. De aici A

c c a

b=ccosa, a=ccos .

Asadar, cateta triunghiului dreptunghic este ega- Fig. 185

la cu produsul ipotenuzei prin cosinusul unghiului,
aldaturat acestei catete.

Conform definitiei tangentei a unghiului ascutit al triunghiului
dreptunghic tg o =%, tg B =%. Deaicia=btga, b=atgp.

Deci, cateta triunghiului dreptunghic este egald cu produsul
celeilalte catete prin tangenta unghiului, opus primei catete.

Deoarece tg o.=%, rezultd cd b=—2—.

b tg o

Deci, cateta triunghiului dreptunghic este egald cu cdatul de

la impadrtirea celei de-a doua cateta la tangenta unghiului, ala-

turat la prima catetd.
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130 § 3. Rezolvarea triunghiurilor dreptunghice

. e . a - b . a .
Din egalitatile sin oo == si cos o == obtinem: c=—— si c= .
c ¢ sina cosa.

Deci, ipotenuza triunghiului dreptunghic este egald cu catul
de la impadrtirea catetei la sinusul unghiului, opus ei;

ipotenuza triunghiului dreptunghic este egald cu cdtul de la
impadrtirea catetei la sinusul unghiului, aldaturat ei.

A rezolva triunghiul dreptunghic inseamna a afla laturile si
unghiurile lui, daca sunt date laturi si unghiuri.

Regulile, aduse mai sus, permit rezolvarea triunghiului dreptunghic,
fiind cunoscuti o latura si un unghi ascutit.

In problemele la rezolvarea triunghiurilor dreptunghice, daca nu
este conditionat altceva, sunt primite urméatoarele notatii (vezi fig. 185):
¢ — ipotenuza, a si b — catete, o si B — unghiurile, opuse catetelor
a s1 b respectiv.

Problema 1. Rezolvati triunghiul dreptunghic daca sunt date
cateta si unghiul ascutit: a = 14 cm, a = 38°. (Valorile functiilor trigo-
nometrice aflatile cu ajutorul microcalculatorului si rotunjitile pana la
sutimi. Valorile laturilor rotunjiti-le pana la zecimi.)

Rezolvare. Avem:

B =90°— o =90°— 38° = 52°

b=atgPB=14tg52°~14-1,28 17,9 (cm);

a 14 14

¢~ Gina " snss 0,62 226 (cm).

Rdspuns:c~22,6cm, b~17,9 cm, p=52°. @

Atragem atentia cd aceastd problema putea fi rezolvata si cu
alt procedeu: de exemplu, de aflat ipotenuza, aplicand teorema lui
Pitagora.

Problema 2. Rezolvati triunghiul dreptunghic, fiind date cateta si
ipotenuza: a = 26 cm, ¢ = 34 cm.

Rezolvare. Avem: sina=%=§—2=0,7647... .

Calculam unghiul a cu ajutorul microcalculatorului: o = 50°.
Atunci B = 40°.
b=csin B~ 34 sin 40°~ 340,643 =

A ~ 21,862 ~ 21,9 (cm).
Rdaspuns: b~21,9 cm, a~ 50°, B~ 40°. @
Problema 3. Iniltimea AD a triunghiului
C ) B ABC (fig. 186) imparte latura lui BC in segmente-
le BD si CD care sunt asa, cad BD = 2 J3 cm,
Fig. 186 CD =8 cm. Aflati laturile AB s1 AC, daca ZB=60°.
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Rezolvare. Din triunghiul ADB (LADB = 90°) obtinem:

AD=BD tg B=23tg 60° = 2/3 /3= 6 (cm);

B=-BD _ 293 :2\/5:%:4@ (cm).

cosB  cos60°

Din triunghiul ADC (LADC = 90°) obtinem:
AC=+VAD?+DC? =62 +8% =10 (cm).

Raspuns: 443 cm, 10 cm. @

Problema 4. Latura laterala a triunghiului isoscel este egala cu
b, unghiul de la baza este egal cu a. Aflati raza circumferintei inscrise
in triunghi. R

Rezolvare. In triunghiul ABC (fig. 187) AB = B
=BC=0b, ZBAC = o. Ducem inaltimea BD.

Din triunghiul ADB (ZADB = 90°) obtinem: AD =
AB cos Z/BAD = b cos a.

Punctul O — centrul circumferintei, inscrise in
triunghiul ABC. Deci, punctul O apartine inaltimii BD A D c
s1 bisectoarei AO a unghiului BAC. Deoarece OD 1 AC,
rezulta ca circumferinta inscrisa este tangenta la la- Fig. 187
tura AC in punctul D. Astfel, OD — raza circumferin-
tel inscrise. Segmentul AO — bisectoarea unghiului BAD, de aceea

ZOAD = %LBAD -2

Din triunghiul ADO (LADO = 90°) obtinem:
OD =AD tg ZOAD =b cos a tg %.

18. Rezolvarea triunghiurilor dreptunghice 131

Rdspuns: bcos atg %. o

1. Cum se poate afla cateta triunghiului dreptunghic, daca se stiu ipotenu-
za si unghiul, opus acestei catete?

2. Cum se poate afla cateta triunghiului dreptunghic, daca se stie ipotenu-
za si unghiul, alaturat acestei catete?

3. Cum se poate afla cateta triunghiului dreptunghic, daca se stie a doua
cateta si unghiul, opus catetei necunoscute?

4. Cum se poate afla cateta triunghiului dreptunghic daca se stie a doua
cateta si unghiul, alaturat catetei cautate?

5. Cum se poate afla ipotenuza triunghiului dreptunghic, daca se stie cate-
ta si unghiul opus acestei catete?

6. Cum se poate afla ipotenuza triunghiului dreptunghic, daca se stie cate-
ta si unghiul alaturat acestei catete?
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132 § 3. Rezolvarea triunghiurilor dreptunghice

EXERCITII I

607.° In triunghiul ABC se stie, ci £C = 90°. Aflati latura:
1) BC, dacda AB=12 cm, sin A :%;

2) AC, daca AB =21 cm, cos A =0,4;
3) AC, daca BC=4cm, tg A=1,6;

4) AB, daca BC =14 cm, cosB :%;
5) AB, daca AC = 3,2 cm, sin B = 0,16;
6) BC, daci AC=2,3 cm, tg B= 5.
608.° In triunghiul DEF se stie, cid ZE = 90°. Aflati latura:
1) DE, daca DF' =18 cm, cos D = %;
2) DF, daca EF = 3,5 cm, cos F=0,7;

3) EF, daci DE = 2,4 cm, tg D = %

609.° In triunghiul dreptunghic ipotenuza este egala cu 17 cm, iar sinusul
a unuia din unghiurile ascutite — % Aflati catetele triunghiului.

610.° Ipotenuza triunghiului dreptunghic este egala cu 10 cm, iar cosi-
nusul a unuia din unghiurile ascutite — 0,8. Aflati catetele triun-
ghiului.

611.° Cateta triunghiului dreptunghic este egala cu 48 cm, iar tangen-
ta unghiului opus — cu 3% Aflati a doua cateta si ipotenuza tri-
unghiului.

612.° Intr-un triunghi dreptunghic una din catete este egala cu 12 cm,
iar tangenta unghiului aldturat — 0,75. Aflati a doua cateta si
ipotenuza.

613.° Rezolvati triunghiul dreptunghic:
1) se da ipotenuza si unghiul ascutit: ¢ = 28 cm, o = 48°;
2) se da cateta si unghiul ascutit: a = 56 cm, = 74°;
3) se da cateta siipotenuza: a=5cm, ¢ =9 cm;
4) se dau doua catete: a=3 cm, b =7 cm.

614.° Rezolvati triunghiul dreptunghic, avand cunoscute elementele:
1) a =34 cm, o = 55°; 3)b=12cm, c=13 cm;
2) c=16 cm, =18 4)a=4cm, b=14 cm.
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|
615.° Folosind datele din figura 188 aflati
inaltimea bradului.

616.° Ce lungime trebuie sa aiba scara de
incendiu, pentru ca sa se poata urca
pe ea acoperisul unei cladiri cu inal-
timea de 9 m, daca de-o instalat sub

un unghi de 70° fatd de suprafata - 8m
pamantului?
617.° Parcurgind de la start portiunea recti- Fig. 188

linie de 300 m a soselei, biciclistul s-a
aflat intr-un punct, situat cu 11 m mai sus, decat punctul startului.
Aflati tangenta unghiului urcusului al soselei pe aceasta portiune
a el.
618.° Sub ce unghi cade raza solara pe pamant, daca lungimea umbrei
unei prajini verticale este egala cu lungimea a insasi prajinii?
619." Unghiul de la varful triunghiului isoscel este egal cu 120°, iar
inaltimea dusa la baza, —cu 33 cm. Aflati laturile triunghiului.

620." Bazele trapezului isoscel sunt egale cu 8 cm s1 12 cm, iar un-
ghiul de la baza — cu 45°. Aflati indltimea si latura laterala a
trapezului.

621.° Diagonala paralelogramului este perpendiculara pe latura lui si
este egala cu a. Aflati laturile paralelogramului, daci unul din
unghiurile lui este egal cu 30°.

622.° Latura rombului este egala cu a, iar unul din unghiurile lui — cu
60°. Aflati diagonalele rombului.

623.° Transeea in sectiune are forma unui trapez isoscel (fig. 189). Aflati
unghiul, pe care il formeaza peretii transeei cu fundul ei.

624." Latimea terasamentului unei sosele in partea lui de jos este egala
cu 80 m (fig. 190), inaltimea terasamentului — 5 m, 1ar taluzurile
sunt inclinate fata de orizont sun unghiul de 20°. Aflati latimea
terasamentului in partea lui de sus.

10m 9
9 |6m A ,om 20
/ £ 4 # #
- 7 BOm ,‘
4m = -
Fig. 189 Fig. 190
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625." Inaltimea BD a triunghiului ABC imparte latura AC in segmentele
AD si CD astfel, cda AD =12 cm, CD = 4 cm. Aflati latura BC, daca
ZA =30°.
626." Inaltimea AE imparte latura BC a triunghiului ABC in segmen-
tele BE si CE. Aflati latura AC, daca CF = J13 cm, /B = 60°, iar
latura AB este egala cu 18 cm.

134 § 3. Rezolvarea triunghiurilor dreptunghice

627.° Din punctul D, care se afld in afara dreptei n, sunt duse la aceas-
ta dreapta oblicele DL si DB, care formeaza cu ea unghiurile de
45° g1 60° corespunzator. Aflati lungimea proiectiei a oblicei DK
de dreapta n, daca DB=10 V3 cem.

628." Din punctul M, care este situat in afara dreptei /, sunt duse la
aceasta dreapta oblicele MN s1 MK, care fac cu ea unghiurile de
30° si 45 ° corespunzator. Aflati oblica MK, daca proiectia oblicii
MN pe dreapta [ este egala cu 4 V3 cm.

629.° Unghiul de la varful triunghiului isoscel este egal cu B, inaltimea
dusa la latura laterala — h. Aflati baza triunghiului.

630.° inéltimea dusa din varful unghiului drept al triunghiului, este
egala cu A, unghiul ascutit — cu a. Aflati laturile triunghiului.

631." Una din catetele triunghiului dreptunghic este egala cu a. Un-
ghiul dintre a doua cateta si inaltimea, dusa din varful unghiului
drept, este egal cu ¢. Aflati laturile necunoscute ale triunghiului
s1 indltimea dusa la ipotenuza.

632." Diagonala mai mare a rombului este egala cu d, iar unghiul ascutit
cu a. Aflati latura si diagonala mai mica a rombului.

633.° Unghiul ascutit al rombului este egal cu a, raza circumferintei
inscrise — cu r. Aflati latura si diagonalele rombului.

634.” Diagonala trapezului isoscel este perpendiculara pe latura laterala
siface cu baza trapezului unghiul de 30°. Aflati inaltimea trapezu-
lui, daca raza circumferintei, circumscrise trapezului, este egala
cu R.

635.” Una din laturile triunghiului este egala cu a, unghiurile alaturate
el sunt egale cu 45° s1 60°. Aflati inaltimea triunghiului, dusa la
aceasta latura.

636." Bazele trapezului sunt egale cu 7 cm si 15 c¢m, 1ar unghiurile de
la baza mai mare cu 30° si 60°. Aflati inaltimea si diagonalele
trapezului.

MpaBo anst 6e3onnaTHOro Po3milleHHs NiapyYHMKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii 3micTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



18. Rezolvarea triunghiurilor dreptunghice 135

EXERCITII PENTRU REPETARE N

637. Perimetrul paralelogramului este egal cu 48 cm. Bisectoarea
unghiului obtuz imparte latura lui in raportul 2 : 1, socotind de
la varful unghiului ascutit. Oare poate latura mai mica a parale-
logramului sa fie egala cu 7 cm?

638. Patrulaterul ABCD este inscris in circumferinta, ZBAC = 52°,
/DBC = 34°, ZADB = 17°. Aflati unghiurile patrulaterului.

639. Se stie ca O — punctul de intersectie al diagonalelor AC si BD
ale trapezului ABCD (BC || AD). Aflati segmentele BO si OD, daca
AO:0C="7:6s1BD=39cm.

OBSERVATI, DESENATI,
CONSTRUITI, PLASMUITI

640. Taiati rombul in patru patrulatere astfel, ca fiecare din ele sa fie
inscris in circumferinta si circumscris circumferintei.
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136 § 3. Rezolvarea triunghiurilor dreptunghice

7

3ABIAHHSA Ne 3 «[MEPEBIPTE CEGE» B TECTOBIN ®OPMI

1. Diametrul AB al circumferintei cu centrul O este C

perpendicular la coarda CD (fig. 191). Care din @

egalitatile aduse este neadevarata? B
A)AC?=AM- AB; C) AD?*= MB- AB;
D

B) CM2 = AM- MB; D) DM? = AM- MB.

2. In care figura lungimea segmentului x este egala
cu 2a?

A) @)
1\ / x
= =

2

a a a 9a

B) D)
1\ / .
1 1
4a a

a

e
\

Fig. 191

6a

3. Din teorema lui Pitagora reiese, ca ipotenuza:
A) este egala cu suma catetelor;
B) este egala cu suma patratelor catetelor;
C) este mai mare decat catetele;
D) este egala cu patratul sumei catetelor.
4. Lungimea segmentului x din figura 192 este egal cu: x 4
A) 4; B) 3; C) 5; D) 3+/2.
5. Bisectoarea triunghiului echilateral cu latura a este

egal cu:
3’ 3’ 2

n 22,
2
6. Raza circumferintei, circumscrise patratului cu latura
a, este egala cu:
a a
A) g B) a/2; C) Nk D) 2a.
7. inél‘gimea triunghiului dreptunghic isoscel, dusa la ipotenuza, este
egala cu a. Atunci cateta lui este egala cu:

A) “22; B) a V2; C) 2a; D) 4.

12 13
B) £

©)

D)

Fig. 192
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8. Fie a si p— unghiurile triunghiului dreptunghic neisoscel. Care din
egalitatile urméatoare este justa?

Principalul in paragraful 3 137

A) sin o - tg o = cos o C) sin o - tg B = sin fB;
sin a . . e
B) p— =tg B; D) cos a-tg B =sin B.

9. Fie a — unghiul ascutit al triunghiului dreptunghic. Care din ur-
matoarele egalitati nu poate fi indeplinita?

A) sin(x:l; C) Sinazﬁ; 2
3 2 a
B) sin(x:%; D) sina=—2=

V3 45°

10. Lungimea segmentului x din figura 193 este

8 x
egala cu:

J2 a2
A) 7as1noc, 0] Tcosa, Fig. 193
B) a22 tg oy D) a2 tg a.

PRINCIPALUL N PARAGRAFUL 3

Relatiile metrice in triunghiul dreptunghic

Patratul inaltimii triunghiului dreptunghic, dusa la ipotenuza, este
egal cu produsul proiectiilor catetelor pe ipotenuza.

Patratul catetei este egal cu produsul ipotenuzei cu proiectia acestei
catete pe ipotenuza.

Teorema lui Pitagora

In triunghiul dreptunghic patratul ipotenuzei este egal cu suma
patratelor catetelor.

Sinusul unghiului ascutit al triunghiului dreptunghic

Se numeste sinus al unghiului ascutit al triunghiului dreptunghic
raportul catetei opuse catre ipotenuza.

Cosinusul unghiului ascutit al triunghiului dreptunghic

Cosinus a unghiului ascutit al triunghiului dreptunghic se numeste
raportul catetei alaturate catre ipotenuza.
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Tangenta unghiului ascutit al triunghiului dreptunghic

138 § 3. Rezolvarea triunghiurilor dreptunghice

Tangenta a unghiului ascutit al triunghiului dreptunghic se numeste
raportul catetei opuse catre cea alaturata.

Formulele trigonometrice

sina
tga=
cosa

sin® o+ cos® o =1 — identitatea trigonometrici fundamentald
cos (90° — o) = sin o
sin (90° — o) = cos o
Relatiile dintre laturile si valorile functiilor trigonometrice
ale unghiurilor unui triunghi dreptunghic
¢ Cateta triunghiului dreptunghic este egala cu produsul ipotenuzei
prin sinusul unghiului, opus acestei catete.

e Cateta triunghiului dreptunghic este egala cu produsul ipotenuzei
prin cosinusul unghiului, alaturat acestei catete.

e Cateta triunghiului dreptunghic este egala cu produsul catetei a
doua prin tangenta unghiului, opus primei catete.

e Cateta triunghiului dreptunghic este egala cu catul de la imparti-
rea celeilalte catete la tangenta unghiului, aldturat la prima cateta.

e Ipotenuza triunghiului dreptunghic este egala cu catul de la im-
partirea catetei la sinusul unghiului opus ei.

e Ipotenuza triunghiului dreptunghic este egala cu catul de la im-
partirea catetei la cosinusul unghiului, alaturat acestei catete.

MpaBo anst 6e3onnaTHOro Po3milleHHs NiapyYHMKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii 3micTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



RN
POLIGOANE. §4 b

ARIA POLIGONULUI

Dupa studierea acestui paragraf, voi veti stie formula cu ajutorul
careia se poate afla suma unghiurilor a poligonului convex.

Veti extinde imaginatiile sale si cunostintele despre atat de cunoscuta
voua marime ca aria.

Veti putea afla aria paralelogramului, triunghiului, trapezului.

S

MpaBo anst 6e3onnaTHOro Po3milleHHs NiapyyHUKa B Mepexi IHTepHeT mae
MiHicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii 3micTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



140 § 4. Poligoane. Aria poligonului 2@1

19. Poligoane

Sa consideram figura care consta din punctele 4,, 4,, A,, ..., A si
segmentele A A,, AA,, ..., A, A, A A astfel cd oricare doud segmente
alaturate (vecine) nu se afla pe o dreapta si oricare doua segmente nea-
laturate (nevecine) n-au puncte comune. (fig. 194).

4, A, A, A

n—-1 n-1
Fig. 194 Fig. 195

Figura, formata de aceste segmente, margineste o portiune a planu-
lui, evidentiata in figura 195 cu culoare verde. Aceasta parte a planului
impreuna cu segmentele A/ A,, A,A,, ..., A, A A A senumeste poligon.
Punctele A}, A,, A,, ..., A se numesc varfurile poligonului, iar segmen-
tele, indicate mai sus — laturile poligonului.

Laturile, care sunt segmente vecine se numesc laturi alaturate
ale poligonului. Varfurile, care sunt extremitatile unei laturi se numesc
varfuri vecine ale poligonului.

Doua laturi aladturate ale poligonului formeaza unghiul poligonului.
De exemplu, in figura 196 a, B, v, d sunt unghiuri ale poligonului, iar ¢ nu
este unghi al poligonului.

Poligonul este numit conform cantitatii de laturi ale lui: patrulater,
pentagon, hexagon s.a.m.d. Exceptie face triunghiul: se arata cantitatea
de unghiuri, dar nu de laturi.

Poligonul se noteaza dupa varfurile lui. De exemplu in figura 197 este
reprezentat pentagonul ABCDE. In notarea poligonului literele, care se
afla alaturi, corespund varfurilor vecine, de exemplu, pentagonul, repre-
zentat in figura 197, se poate nota si astfel: CDEAB, EABCD, EDCBA etc.

B

Fig. 197
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F
Fig. 198 Fig. 199

Perimetru al poligonului se numeste suma lungimilor a tuturor
laturilor lui.

Segmentul care uneste varfurile nevecine ale poligonului se numes-
te diagonala. De exemplu, in figura 198 segmentul AE — diagonala
hexagonului ABCDEF.

in figura 199 este reprezentat poligonul, ale carui toate unghiuri sunt
mai mici decat cel desfasurat. Asa un poligon se numeste convex. Din
cele spuse urmeaza ca orice triunghi este poligon convex. Mentionam ca
poligoanele, reprezentate in figurile 196—198, nu sunt convexe.

Poligonul convex poseda urmatoarele proprietati.

1) poligonul convex este situat in acelasi semiplan fatd de orice dreap-
ta, care contine latura lui (fig. 200);

2) poligonul convex, diferit de triunghi, contine orice diagonald a lui
(fig. 201).

Daca poligonul nu este convex, atunci el asa proprietati n-are (fig.198,
202).

Teorema 19.1. Suma unghiurilor unui poligon convex cu n
laturi este egald cu 180° (n — 2).

Demonstratie. © Pentru cazul n = 3 teorema a fost demonstrata
in clasa a 7-a (teorema 16.1).

Fig. 200 Fig. 201 Fig. 202
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AZ A3
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' Anfl
Fig. 203 Fig. 204 Fig. 205

Fien>3.1In figura 203 este reprezentat poligonul convex cu n laturi
AAA, .. A, (A, . Sd demonstram, cd suma tuturor unghiurilor lui este
egala cul80° (n - 2).

Ducem toate diagonalele lui, care ies din varful A,. Aceste diagona-
le impart poligonul in (n — 2) triunghiuri. Suma tuturor unghiurilor ale
acestor triunghiuri este egald cu suma unghiurilor poligonului cu n laturi.
Deoarece suma unghiurilor a fiecarui triunghi este egald cu 180°, reiese
ca suma cautata este egala cu 180° (n — 2). A

Mentionam ca teorema adusa este justa si pentru orice poligon, care
nu este convex.

Definitie. Circumferinta se numeste circumscrisa poli-
gonului, daca ea trece prin toate varfurile lui.

in figura 204 este reprezentata circumferinta, circumscrisa poligo-
nului. In acest caz de asemenea se mai spune, ca poligonul este inscris
in circumferinta.

Centrul circumferintei, circumscrise poligonului, este egal departat
de la toate varfurile lui. Deci, acest centru apartine mediatoarelor ale
tuturor laturilor poligonului, inscris in circumferinta.

Unui poligon 1 se poate circumscrie o circumferinta, daca exista un
punct, egal departat de toate varfurile lui. Deci, dacd mediatoarele tu-
turor laturilor poligonului se intersecteaza intr-un punct, atunci acestui
poligon i se poate circumscrie o circumferinta.

Definitie. Circumferinta se numesteinscrisa in poligon,
daca ea este tangenta la toate laturile lui.

R In figura 205 este reprezentata circumferinta, inscrisa in poligon.
In acest caz de asemenea se mai spune, ca poligonul este circumscris
circumferintei.

Centrul circumferintei, inscrise in poligon este echidistant de la toate
laturile lui. Deci, acest centru apartine bisectoarelor tuturor unghiurilor
poligonului, circumscris circumferintei.
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1. Explicati care figura se numeste poligon.
2. Ce se numeste perimetrul unui poligon?

3. Ce se numeste diagonala a poligonului?
4,
5.

.-Ur

Care poligon se numeste convex?
Cum este situat poligonul convex in raport cu orice dreapta, care con-
tine latura ui?

6. Cu ce este egala suma unghiurilor unui poligon convex cu n laturi?

7. Care circumferinta se numeste circumscrisa unui poligon?

8. Care punct este centrul circumferintei, circumscrise poligonului?

9. Care circumferinta se numeste inscrisa in poligon?

10. Care punct este centrul circumferintei, inscrise in poligon?

7=2\, INSARCINARI PRACTICE I

IV\

641.° Desenati s1notati un heptagon convex arbitrar, numiti toate varfu-
rile silaturile lui. Duceti dintr-un varf toate diagonalele, numitile.
In cate triunghiuri au impartit diagonalele heptagonul?

642.° Desenati hexagonul, daca fiecare unghi al lui este egal cu 120°,
iar fiecare laturda — cu 4 cm. Circumscrieti-i acestui hexagon o
circumferinta si inscrieti in el o circumferinta.

643.° Desenati un pentagon, fiecare unghi al caruia este egal cu 108°,
iar fiecare laturd — cu 3 cm. Circumscrieti acestui pentagon o
circumferinta si inscrieti-i o circumferinta.

644.° Desenati o circumferinta cu raza arbitrara, impartiti-o in 8 arce
egale. Folosind punctele de divizare construiti octagonul, inscris
in circumferinta.

645.° Desenati o circumferinta cu raza arbitrara, impartiti-o in 12 arce

egale. Folosind punctele de divizare construiti un dodecagon, in-
scris in circumferinta.

EXERCITII I

646.° Aflati laturile pentagonului ABCDE, daca latura BC este cu 1 cm
mai mare, decat latura AB, CD este cu 2 cm mai mare, decat AB,
DE este cu 3 cm mai mare decat AB, AE este cu 4 cm mai mare,
decat AB, iar perimetrul pentagonului este egal cu 100 cm.
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647.° Aflati suma unghiurilor a poligoanelor convexe: 1) pentagonului;
2) octogonului; 3) poligonului cu 24 de laturi.

648.° Aflati suma unghiurilor poligonului convex cu: 1) noua laturi; 2) sai-
sprezece laturi.

649.° Oare exista poligon convex suma unghiurilor a caruia este egala
cu: 1) 1800°; 2) 720°; 3) 1600°?

650.° Oare exista poligon, fiecare unghi al caruia este egal cu: 1) 150°;
2) 100°?

651." In procesul ridicarii planului a unei
parcele de pamant, care are forma
unui pentagon (fig. 206), au obtinut
urmatoarele marimi ale unghiuri-
lor: ZA = 116°, £B = 98°, ZC = 124°,
/D =102°, ZE = 130°. Oare corect au
fost facute masurarile?

652.° Aflati unghiurile hexagonului convex,
daca ele seraportaca3:3:4:4:5:5. Fig. 206

653." Aflati unghiurile poligonului convex cu
sapte laturi, daca ele se raportaca6:7:8:9:9:10: 11.

654." Cate diagonale se pot duce in poligonul cu: 1) noua laturi; 2) doua-
zeci de laturi; 3) n laturi?

655." In poligonul convex sunt 54 diagonale. Aflati cantitatea laturilor
s1 suma unghiurilor lui.

O—17 656.° Demonstrati, ci daca toate laturile poligonului, inscris in cir-
cumferinta, sunt egale, atunci si toate unghiurile lui tot sunt egale.

O—1r 657." Demonstrati ci, daci toate unghiurile poligonului, circum-
scris unei circumferinte, sunt egale, atunci si toate laturile lui tot
sunt egale.

658.” Toate laturile pentagonului convex sunt egale, iar unghiurile,
alaturate uneia din laturi, — drepte. Aflati restul unghiurilor ale
pentagonului.

659.” Trei unghiuri ale unui poligon au cate 100°, iar restul — cate 120°.
Determinati tipul poligonului.

660." Demonstrati ca, daca unghiurile hexagonului convex sunt egale,
atunci laturile lui formeaza trei perechi de laturi paralele.

661." Demonstrati, ca daca unghiurile pentagonului convex sunt egale,
atunci el n-are laturi paralele.

EXERCITII PENTRU REPETARE IS
662. In trapezul isoscel diagonala este bisectoarea unghiului obtuz si
imparte linia medie a trapezului in segmente cu lungimile de 7 cm
si 11 cm. Aflati perimetrul trapezului.
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663. Mediana siinaltimea triunghiului dreptunghic, duse la ipotenuza,
sunt respectiv egale cu 13 cm si 12 cm. Aflati perimetrul triun-
ghiului dat.

664. Bisectoarea unghiului A al triunghiului ABC (£C = 90°) imparte
cateta BC in segmentele cu lungimile de 6 cm si 10 cm. Aflati raza
circumferintei, care trece prin punctul A, punctul C si punctul de
intersectie al bisectoarei date cu cateta BC.

OBSERVATI, DESENATI,
CONSTRUITI, PLASMUITI

665. Pe circumferinta cu raza 1 au notat 1000 de puncte. Demonstrati
ca se va gasi un punct, care apartine circumferintei date, suma
distantelor de la care pana la punctele notate este mai mare decat
1000.

20. Notiunea de arie a poligonului. Aria dreptunghiului

Cu asa o marime, ca aria, voi v-ati intalnit frecvent in viata coti-
diana: aria apartamentului, aria parcelei de la casa de gradina, aria
campului s.a.

Experienta va sugereaza ca parcelele egale au arii egale, ca aria locu-
intei este egala cu suma ariilor a tuturor incaperilor (camere, bucatarie,
coridor, camara altele).

Stiti ca ariile parcelelor de paméant se méasoara in ari si hectare;
ariile tinuturilor si ale statelor in kilometri patrati; aria locuintei — in
metri patrati.

Pe aceste cunostinte practice despre arie se bazeaza definitia ariei
poligonului.

Definitie.Arie a poligonului se numeste marimea pozi-
tiva, care are urmatoarele proprietati:

1) poligoanele egale au arii egale;
2) daca poligonul este compus din cateva poligoane, atunci
aria lui este egala cu suma ariilor acestor poligoane;
3) dreptunitate de masura a ariei se ia patratul unitar, adica
patratul cu latura, care este egala cu unitatea de masura
a lungimii.
A masura aria poligonului — aceasta inseamna a compara aria lui
cu aria patratului unitar. In rezultat se obtine valoarea numerica a
ariei poligonului dat. Acest numar arata de cate ori aria poligonului
dat se deosebeste de aria patratului unitar.
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Fig. 207 Fig. 208 Fig. 209

De exemplu, daca patratica din caietul vostru de o considerat ca
patrat unitar, atunci aria poligonului, reprezentat in figura 207, va fi
egala cu 11 unitati patrate (se scrie prescurtat 11 un?).

De obicei pentru aflarea ariei se folosesc formule, adica se calculea-
za aria poligonului, avand cunoscute anumite elemente ale lui (laturi,
diagonale, indltimi altele). Unele formule voi deja le stiti. De exemplu,
voi nu o data ati folosit formula S = ab, unde S — aria dreptunghiului,
a si b — lungimile laturilor alaturate ale lui.

Pentru demonstrarea acestei formule va fi necesara asa o lema.

Lema. Aria patratului cu latura egald cu 1 un. (n — numar
n

. 1
natural) este egald cu — un.”.
n

Demonstratie. © Sa consideram patratul unitar si si-1 impartim
in n? patrate egale cu latura de 1 (fig. 208).
n

Din definitia ariei poligonului (proprietatea 1) urmeaza ca toate
aceste patrate au arii egale. Pe baza proprietatii 2 suma ariilor acestor
patrate este egala cu aria patratului unitar, adica 1 un.2. De aceea aria

.. . « 1
fiecarui patrat mic este egala cu = un.>. A
n

Teorema 20.1. Aria dreptunghiului este egald cu produsul
lungimilor laturilor lui aldturate.

Demonstratie. © in figura 209 este reprezentat dreptunghiul
ABCD, lungimile laturilor alaturate ale caruia sunt egale cu a si b:
AB=aqa, BC=b.Sa demonstram ca aria S a dreptunghiului se calculeaza
cu formula S = ab pentru cazul cand a si b sunt numere rationale.
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Numerele a si b le reprezentam in forma de fractii ordinare cu aceiasi
numitori:

a=L,p=1,
n n
unde p, ¢, n — numere naturale.
Impartim latura AB in p parti egale, iar latura BC — in ¢ parti ega-
le. Prin punctele de divizare ducem drepte paralele cu laturile dreptun-
ghiului. Atunci dreptunghiul va fi impartit in pq patrate egale cu latura

de l.
" 1
Pe baza lemei aria fiecarui patrat este egala cu —;. Din definitia
n

ariei (proprietatea a 2-a) urmeaza, ca aria dreptunghiului este egala cu
suma ariilor a tuturor patratelor, adica

1 1 1 1 p. gq
S==—+—=+...+==pqg-—==-L=ab.
n® n’ n’ Pq n® nn

pq termeni
Examinarea cazului cand macar unul din numerele a sau b este
irational, iese in afara limitelor cursului de geometrie scolar. A
Definitie. Poligoanele, care au arii egale se numesc echi-
valente.

Pe baza definitiei ariei (proprietatea 1) rezulta ca toate figurile egale
sunt echivalente. Dar nu toate figurile, care au arii
egale, sunt egale. De exemplu, in figura 210 sunt |{ H
reprezentate doua poligoane, fiecare din ele este
compus din sape patrate unitare. Aceste poligoane
sunt echivalente, insa nu sunt egale Fig. 210

1. Ce se numeste aria poligonului?

2. Ceinseamna a masura aria poligonului?
3. Ce arata valoarea numerica a ariei?
4

¢ o x - 1 <
. Cu ce este egala aria patratului cu latura = un., unde n — numar natu-
n

ral?

5. Cu ce este egala aria dreptunghiului?

6. Care poligoane se numesc echivalente?

7. Oare se poate afirma ca daca doua figuri sunt egale, atunci ele sunt
echivalente?

8. Oare se poate afirma ca daca doua figuri sunt echivalente, atunci ele
sunt egale?

MpaBo anst 6e3onnaTHOro Po3milleHHs NiapyYHMKa B Mepexi IHTepHeT mae

MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii 3micTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



148 § 4. Poligoane. Aria poligonului EQA
—
WEXERCITII [

666.° Aflati laturile dreptunghiului, daca una din ele este cu 5 cm mai
mare decat cealalta, iar aria dreptunghiului este egala cu 36 cm?.

667.° Aria dreptunghiului este egala cu 270 cm?, iar laturile lui se raporta
ca 5 : 6. Cu ce sunt egale laturile dreptunghiului?

668.° Care din dreptunghiurile, reprezentate in figura 211, sunt echi-
valente?

b

i e

Fig. 211

669.° Patratul cu latura de 12 cm si dreptunghiul, o latura a caruia este
egald cu 8 cm, sunt echivalenti. Aflati perimetrul acestui drept-
unghi.

670.° Aflati perimetrul patratului care este echivalent cu dreptunghiul
cu laturile de 2 cm si 32 cm.

671.° Oare vor fi suficiente 5 t de mazare pentru a insdmanta cu el un
camp, care are forma dreptunghiului cu laturile de 500 m si 400
m, daca pentru a insdméanta 1 ha trebuie 260 kg de mazare?

672.° Lungimea peretelui este egala cu 6 m, iar inaltimea — cu 3 m.
Oare vor fi suficiente cinci containere de teracota, pentru a captusi
cu ea acest perete, daca o placa de faianta are forma unui patrat
cu latura de 15 cm, iar intr-un container incap 160 de placi?

673.° Consumul vopselei email pentru acoperirea cu un strat constituie
180 gla 1 m?. Oare vor ajunge 3 kg de email pentru a vopsi peretele
cu lungimea de 6 m si inaltimea de 3 m?

674.° Presiunea a unui oarecare gaz intr-o butelie constituie 0,0015 N/ m2.
Cu ce fortd apasa acest gaz asupra peretelui buteliei de forméa
dreptunghiulara cu dimensiunile 35 x 24 cm?
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675.° Limita rezistentei a unui otel de oarecare calitate constituie 60 N/
mm?. Pentru care solicitare se va rupe bara, a carei sectiune trans-
versala este dreptunghiul cu laturile de 20 mm si 10 mm?

676.° Diagonala dreptunghiului este egala cu d si formeaza cu una din
laturi unghiul o. Aflati aria dreptunghiului.

677.° Latura dreptunghiului este egala cu 15 cm si formeaza cu diagonala
unghiul de 30°. Aflati aria dreptunghiului.

678.° Aflati raportul ariilor a doud patrate, ale caror laturi se raporta
ca: 1)3:4;2)2:\/5.

679.° Cum se raporta laturile a doua patrate, daca ariile lor se raporta
ca: 1) 25:36; 2) 3:49?

680.° Una din laturile dreptunghiului este egala cu 28 cm. Cum se va
schimba aria dreptunghiului, daca vom micsora cu 5 cm latura
alaturata ei?

681.° Cum se va schimba aria dreptunghiului, daca:

1) doua laturi opuse ale lui de le marit de 3 ori;

2) toate laturile lui de le marit de 3 ori;

3) doua laturi opuse ale lui de le marit de 6 ori, iar altele doua de
le micsorat de 3 ori?

682.° Cum se va schimba aria dreptunghiului, daca:

1) doua laturi opuse ale lui de le micsorat de 4 ori, iar altele doua
— de 2 ori;

2) doua laturi opuse ale lui de le marit de 4 ori, iar altele doua —
de le micsorat de 4 ori?

683.* Pe prelungirea laturii AD a paralelogramului ABCD dupa punc-
tul D este notat punctul M astfel, ca AD = MD. Demonstrati ca
paralelogramul ABCD si triunghiul ABM sunt echivalenti

684.° Aria patratului ABCD este egald cu 10 cm? (fig. 212). Cu ce este
egala aria dreptunghiului BMKD?

685.° Demonstrati, ca daca punctul E este mijlocul segmentului AK (fig.
213), atunci triunghiul AKD si dreptunghiul ABCD sunt echivalenti.

M K
B C
B C
K E F
A D A D
Fig. 212 Fig. 213
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686.° De cate ori aria patratului, circumscris circumferintei, este mai
mare decat aria patratului, inscris in aceasta circumferinta??

687.* Aria unei foi de hartie dreptunghiulare, lungimile laturilor ale care-
ia sunt exprimate prin numere intregi de centimetri, este egala cu
12 cm?. Cate patrate cu aria de 4 cm? pot fi decupate din aceasta foaie?

688.° Aria unei foi de hartie dreptunghiulare, ale carei laturi au lun-
gimi, ce se exprima prin numere intregi de centimetri, este egala
cu 18 cm?. Cate patrate cu latura de 3 cm pot fi taiate din aceasta
foaie?

689.° Bisectoarea unghiului dreptunghiului imparte diagonala lui in
raportul 2 : 7. Aflati aria dreptunghiului, daca perimetrul lui este
egal cu 108 cm.

690.° Bisectoarea unghiului dreptunghiului imparte diagonala lui in
raportul 1 : 4. Aflati perimetrul dreptunghiului, daca aria lui este
egald cu 36 cm?,

691.* Construiti patratul, aria caruia este egald cu suma ariilor a doua
patrate date.

692.* Laturile dreptunghiului sunt egale cu a si b. Construiti patratul,
aria caruia sa fie egala cu aria dreptunghiului dat.

EXERCITII PENTRU REPETARE N

693. Mediatoarea diagonalei BD a paralelogramului ABCD inter-
secteaza laturile AB s1 CD. Prelungirile laturilor AD si BC ea
le intersecteaza in punctele M si K respectiv. Determinati tipul
patrulaterului MBKD.

694. Prelungirile laturilor laterale AB si CD ale trapezului ABCD se
intersecteaza in punctul M. Aflati segmentul AM, daca AB=6cm
s1BC:AD=3:4.

695. Aflatidistanta de la punctul de intersectie al diagonalelor rombului
pana la latura lui, daca unghiul ascutit al rombului este egal cu
30°, iar latura — cu 8 cm.

OBSERVATI, DESENATI,
CONSTRUITI, PLASMUITI

696. Pe fiecare din doua triunghiuri asemenea le-au taiat in doua tri-
unghiuri astfel, ca una din partile obtinute ale unui triunghi este
asemenea cu una din partile obtinute din al doilea triunghi. Se
poate oare afirma ca celelalte parti tot sunt asemenea?
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21. Aria paralelogramului

Teorema 21.1. Aria paralelogramului este egalad cu produsul
laturii lui cu inaltimea, dusd la aceastd laturd..

Demonstratie.©@ in figura 214 estereprezentat paralelogramul ABCD,
aria caruia este egala cu S, si inaltimea lui BM. Sa demonstram, ca S =
= BC- BM.

Ducem indltimea CN. E usor de aratat (faceti aceasta de sine stata-
tor), ca patrulaterul MBCN — dreptunghi. Sa aratam ca el este echivalent
cu paralelogramul dat.

Aria paralelogramului este egala cu suma ariilor triunghiului ABM
s1 a trapezului MBCD. Aria dreptunghiului este egala cu suma ariilor
a trapezului mentionat si a triunghiului DCN. Dar triunghiurile ABM
si DCN sunt egale dupa ipotenuza si unghiul ascutit (segmentele AB
si CD sunt egale ca laturi opuse ale paralelogramului, unghiurile 1 si
2 sunt egale ca corespondente la dreptele paralele AB si DC si secanta
AD). Asadar, aceste triunghiuri sunt echivalente. De aici urmeaza ca
paralelogramul ABCD si dreptunghiul MBCN sunt echivalenti.

Pe baza teoremei 20.1 aria dreptunghiului este egala cu produsul
lungimilor laturilor BC si BM. De aici S = BC- BM, unde S — aria pa-
ralelogramului ABCD.

Pentru a termina demonstratia trebuie de examinat cazurile cand
baza M a inaltimii BM nu va apartine laturii AD (fig. 215) sau va coincide
cu varful D (fig. 216). Siin acest caz paralelogramul ABCD va fi echiva-
lent cu dreptunghiul MBCN. Demonstrati acest fapt de sine statator. A

B C B

B C c
1M 2
A N /N0 = =
M D A DM N AT DM N
Fig. 214 Fig. 215 Fig. 216

Daca notam lungimile laturii paralelogramului si inaltimea dusa
la ea respectiv cu literele a s1 h, atunci aria S a paralelogramului se va
calcula cu formula

S=ah

1. Cu ce este egala aria paralelogramului?
2. Cu care formula se calculeaza aria paralelogramului?
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EXERCITII I

697.° Aflati aria paralelogramului, a carui latura este egala cu 14 cm,
iar indltimea, dusa la ea — cu 6 cm.

698.° Calculati aria paralelogramului, reprezentat in figura 217 (dimen-
siunile sunt date in centimetri).

5,2
3,6
4
-
a b
Fig. 217
699.° Care din paralelogramele, reprezentate in fig. 218, sunt echiva-
lente?
~ ~ / /
/ /
a b
d
N\ N
N N ¢
” \.
\
AN
N\ {
AN
f g h i

Fig. 218

700.° Aria paralelogramului ABCD (fig. 219) este egala cu S. Cu ce este
egald aria figurii vopsite?

701.° Aria paralelogramului este egald cu 17 cm?, iar una din laturile
lui—cu 3,4 cm. Aflati inaltimea paralelogramului, dusa la aceasta
latura.

702.° Aria paralelogramului este egald cu 40 cm?, iar inaltimile sunt
egale cu 5 cm s1 4 cm. Aflati laturile acestui paralelogram.
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T
@C%//%%
L L LS,

Q

Fig. 219

703.° Completati tabelul, unde ¢ — lungimea laturii paralelogramului,
h — lungimea inaltimii, duse la aceasta laturd, S — aria parale-
logramului:

6,2cm | 16 dm
7 cm 0,9 m
64 dm? | 5,4 m?

Q

>

704.° Laturile paralelogramului sunt egale cu 10 ¢cm si1 15 ¢cm, iar una
din indltimi este egala cu: 1) 6 cm; 2) 12 cm. Aflati cealalta indltime
a paralelogramului. Cate solutii in fiecare caz are problema?

705.° Aflati aria paralelogramului, ale carui laturi sunt egale cu 15 cm
si 25 cm, 1ar una din diagonale este perpendiculara la latura mai
mica.

706.° Aflati aria paralelogramului, ale carui diagonale sunt egale cu
26 cm s1 24 cm, iar una din diagonale este perpendiculara pe latura
lui.

707.© Diagonala paralelogramului, care este egala cu 18 cm, este per-
pendiculara la una din laturi si face unghiul de 30° cu cealalta
latura. Aflati aria paralelogramului.

708.° Laturile paralelogramului sunt egale cu a si b, unghiul ascutit al
lui este egal cu a. Aflati aria paralelogramului.
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709.° Unghiul, facut de iniltimile paralelogramului, duse din varful
unghiului obtuz, este egal cu 60°. Aflati aria paralelogramului,
daca inaltimile lui sunt egale cu 8 cm si 12 cm.

710.° Laturile paralelogramului sunt egale cu 14 ¢cm si 20 ¢m, iar un-
ghiul, facut de indltimile lui, duse din varful unghiului obtuz, — cu
45°, Aflati aria paralelogramului.

711.° Aflati aria rombului, daca indltimea lui este egala cu 6 cm, iar
diagonala mai mare — cu 10 cm.

712.° Diagonala mai mica a rombului este egala cu a, iar unul din un-
ghiuri — cu 60°. Aflati aria rombului.

713.° Demonstrati ca inaltimile paralelogramului sunt invers proporti-
onale cu laturile, la care ele sunt duse.

714.° Laturile paralelogramului sunt egale cu 9 cm si 12 ¢m, iar suma
a doua inaltimi neegale a lui este egala cu 14 cm. Aflati aria pa-
ralelogramului.

715.° Diferenta a doua laturi a paralelogramului este egala cu 12 cm,
iar indltimile, duse la ele sunt egale cu 15 cm si 10 cm. Aflati aria
paralelogramului.

716.* Demonstrati ca din toate paralelogramele cu laturile a si b cea
mai mare arie o are dreptunghiul.

EXERCITII PENTRU REPETARE N

717. In triunghiul ABC se stie, ca £C =90°, AC =7 cm, BC = 24 cm,
AM — bisectoare. Aflati sinusul, cosinusul si tangenta unghiurilor
BAC si AMC.

718. In triunghiul isoscel ABC cu baza AC medianele AM si CK se
intersecteaza in punctul O. Demonstrati ca triunghiul AOC este
isoscel, si aflati laturile lui laterale, daca AM = 21 cm.

719. Pe mediana AM a triunghiului ABC este notat punctul D astfel,
ca AD: DM =1: 3. Prin punctul D este dusa dreapta, paralela cu
latura AC. In ce raport aceasta dreapta imparte latura BC, socotind
de la varful C?

OBSERVATI, DESENATI,
CONSTRUITI, PLASMUITI

720. Demonstrati ca in poligonul convex, cu noua laturi, se vor gasi
doua diagonale, unghiul dintre care este mai mic decat 7°.
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22. Aria triunghiului

Teorema 22.1. Aria triunghiului este egald cu semiprodusul
unei laturi a lui prin indltimea, dusad pe aceastd latura.

Demonstratie. ® In figura 220 este repre- B
zentat triunghiul ABC, a carui arie este egala cu N
S, si inaltimea lui BM. Sa demonstram, ca S = i y
1
= §AC - BM. AT C

Prin varfurile B si C ale triunghiului ducem
drepte, paralele cu laturile AC s1 AB respectiv Fig. 220
(fig. 220). Fie ca aceste drepte se intersecteaza in
punctul N. Patrulaterul ABNC este paralelogram pe baza definitiei.
Triunghiurile ABC si NCB sunt egale (demonstrati aceasta de sine sta-
tator). Deci, ariile lor tot sunt egale. Atunci aria triunghiului ABC este
egald cu jumatate din aria paralelogramului ABNC. Inaltimea BM a
triunghiului ABC este de asemenea si inaltimea paralelogramului ABNC.

De aici S = %AC-BM. A

Daca ne folosim de notatiile pentru inaltimile si laturile triunghiului
ABC, atunci conform cu teorema demonstratd avem:

S R P |
S= 3 ah, = 5 bh, 5 ch,,
unde S — aria triunghiului.

Consecinta. Aria triunghiului dreptunghic este egald cu
semiprodusul catetelor lui.

Demonstrati de sine statator aceasta teorema.

O=tr Problema. Demonstrati ca aria rombului este egali cu semi-
produsul diagonalelor lui.

Rezolvare. In figura 221 este reprezentat rombul ABCD, a carui
arie este egald cu S. Diagonalele lui AC si BD se
intersecteaza in punctul O. S& demonstram ci S =

%AC -BD.

Deoarece diagonalele rombului sunt perpendi-
A C culare, rezulta ca segmentele AO si CO sunt inil-
timile triunghiurilor BAD si BCD respectiv. Atunci
urmeaza:

S = Sy + Spep = %BD-AO + %BD-CO =

B

D

-1Bp@o+coy=1BD-AC. @
Fig. 221 2 2
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p 1. Cum de aflat aria triunghiului, daca se stie latura lui si indltimea, dusa
o la ea?
2. Cum de aflat aria triunghiului dreptunghic, daca sunt cunoscute catete-
le lui?

EXERCITII I

721.° Latura triunghiului este egald cu 12 cm, iar inaltimea, dusa la
ea, — cu 2,5 cm. Aflati aria triunghiului.

722.° Aflati aria triunghiului dreptunghic, ale carui catete sunt egale
cu 10 cm si 18 cm.

723.° Care din triunghiurile, reprezentate in figura 222, sunt echiva-

lente?
/l
//
,/
a b c
\ \
d e C
(4 1

Fig. 222

724.° Calculati ariile triunghiurilor, reprezentate in figura 223, daca
lungimea laturii unei patratele este egala cu o unitate de lungime.

/[ 1\ \ d
/N \ _
I
a b c d
a v <] I3
Fig. 223
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725.° Aria triunghiului este egala cu 48 cm?. Aflati latura triunghiului,
daca inaltimea, dusa la aceasta latura, este egala cu 8 cm.

726.° Se stiu doua laturi ale triunghiului: 24 cm s1 9 cm. inéltimea, dusa
la latura mai mare din laturile cunoscute, este egala cu 6 cm. Aflati
inaltimea triunghiului, dusa la cea mai mica din laturile cunoscute.

7217.° Completati tabelul, unde a — lungimea laturii triunghiului, A —
indltimea, dusa la ea, S — aria triunghiului:

a 24cm | 9dm
h 4 cm 5m
S 81 dm? | 65 m?

728.° Aflati aria triunghiului isoscel, a carui baza este egala cu 24 cm,
iar latura laterala — cu 13 cm.

729.° Latura laterala a triunghiului isoscel este egala cu 61 cm, iar
inaltimea, dusi la baza, — cu 60 cm. Aflati aria triunghiului.

730.° Una din catetele triunghiului dreptunghic este egala cu 12 cm,
iar mediana, dusa la ipotenuzid, — cu 18,5 cm. Aflati aria tri-
unghiului.

731.° Aflati aria triunghiului dreptunghic, daca inaltimea, dusa la
ipotenuza, o imparte in segmentele cu lungimile de 3 cm si

27 cm.
732. inél‘gimea triunghiului dreptunghic, dusa la ipotenuza, este egala
cu 8 cm, iar proiectia unei din catete pe ipotenuzd, — cu 6 cm.

Aflati aria triunghiului.

733.° inéltimea BD a triunghiului ABC imparte latura AC in segmen-
tele AD s1 CD. Aflati aria triunghiului ABC, daca BC = V37 cM,
/A =30° CD=5cm.

734.* Inaltimea AM a triunghiului ABC imparte latura lui BC in segemn-
tele BM si MC. Aflati aria triunghiului ABC, daca AB = 102 cm,
AC =26 cm, /B =45°.

735.° Aflati aria triunghiului isoscel, a carui latura laterala este egala
b, iar unghiul de la baza este egal cu a.

736.° inéltimea triunghiului isoscel, dusa la baza, este egala cu h, iar
unghiul de la varf este egal cu B. Aflati aria triunghiului.

O=rr 737.° Aflati aria triunghiului echilateral, a cirui laturs este egald
cu a.

738.° Aflati aria triunghiului dreptunghic isoscel a carui ipotenuza este
egald cu c.
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739.° Aflati inaltimea triunghiului dreptunghic, dusa la ipotenuza, daca
catetele lui sunt egale cu 10 cm si 24 cm.

740.° Punctul de tangenté al circumferintei, inscrise in triunghiul drept-
unghic, imparte ipotenuza lui in segmentele cu lungimile de 8 cm
si 12 cm. Aflati aria triunghiului.

741.° Aflati aria triunghiului isoscel, daca perimetrul lui este egal cu 54
cm, iar indltimea, dusa la baza cu 9 cm.

742.° Baza triunghiului isoscel se raporta la inaltimea lui, coborata pe
baza, ca 8 : 3, latura laterala a triunghiului este egala cu 40 cm.
Aflati aria triunghiului.

O—11 743.° Demonstrati ci aria patrulaterului convex, ale cirui diago-
nale sunt perpendiculare, este egala cu jumatate din produsul lor.

744.° Aria rombului este egald cu 120 cm?, iar diagonalele lui se raporta
ca 5 :12. Aflati perimetrul rombului.

745.° Aflati aria rombului, a carui latura este egala cu 25 cm, 1ar suma
diagonalelor — cu 62 cm.

746.° Aflati aria rombului, a carui latura este egala cu 39 cm, iar dife-
renta diagonalelor — cu 42 cm.

O—rr 747.* Se da dreapta [ si segmentul paralel cu ea AB. Demonstrati
ca toate triunghiurile AXB, unde X — punct arbitrar al dreptei [,
sunt echivalente.

748.° Demonstrati ca daca inaltimea unui triunghi este egala cu inalti-
mea altuil triunghi, atunci ariile acestor triunghiuri se raporta ca
laturile lor, la care au fost duse aceste inaltimi.

O=1r 749.° Demonstrati ci mediana triunghiului il imparte in doua
triunghiuri echivalente.

O=11 750.° Pe latura AC a triunghiului ABC este notat punctul M astfel,
AM agm _ M

< m .. S
ca =——=—. Demonstrati, ca —22~ .
MC n 7 S n

CBM
751.* Intr-un triunghi au dus toate trei mediane. Demonstrati c ele
impart triunghiul in sase triunghiuri echivalente.
752.° Prin varful B al triunghiului ABC duceti doud drepte in asa fel,
ca ele sa imparta triunghiul dat in trei triunghiuri echivalente.
753.° Prin varful paralelogramului duceti dreptele asa, ca ele sa impar-

ta paralelogramul dat: 1) in patru poligoane echivalente; 2) cinci
poligoane echivalente.

754.° Prin varful rombului duceti doua drepte asa, ca ele sa imparta
rombul dat in trei poligoane echivalente.
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755.* Construiti triunghiul, echivalent cu paralelogramul dat.

O—rr 756. Intr-un triunghi sunt duse trei inaltimi. Demonstrati ca la
latura cea mai mare este dusi inaltimea cea mai mica.

O=rr 757. Pe latura AC a triunghiului ABC este notat punctul M ast-

fel, ca ST % Fie X— un punct interior arbitrar al segmentului

m

BM. Demonstrati ca Sapx .
n

CBX

758.** Punctul de tangenta al circumferintei, inscrise in triunghiul drept-
unghic, imparte ipotenuza lui in segmente, din care unul este cu
14 cm mai mare decat celalalt. Aflati aria triunghiului, daca raza
circumferintei inscrise este egala cu 4 cm.

759.~ In triunghiul dreptunghic ABC este dusa inaltimea AB la ipo-
tenuza CM. Aria triunghiului ACM este egala cu 6 cm?, iar aria
triunghiului BCM — cu 54 cm?. Aflati laturile triunghiului ABC.

760. Aflati aria triunghiului dreptunghic, daca bisectoarea unghiului
ascutit a lui imparte cateta opusa in segmentele cu lungimile de
21 cm s1 35 cm.

761.> Aflati aria triunghiului dreptunghic, daca bisectoarea unghiului
drept imparte ipotenuza in segmentele cu lungimile de 2 cm s1 6 cm.

762.” Centrul circumferintei, inscrise in triunghiul isoscel, imparte
inaltimea lui, dusa la baza, in segmente, ale caror lungimi sunt
egale cu 34 cm si 16 cm. Aflati aria acestui triunghi.

763.* Intr-un triunghi isoscel este inscrisa o circumferinta. Punctul de
tangenta imparte latura laterala a triunghiului in raportul 9 : 8,
socotind de la varful triunghiului isoscel. Aflati aria triunghiului,
daca raza circumferintei inscrise este egala cu 16 cm.

764.* Pe prelungirile laturilor AB, BC, AC ale triunghiului echilateral
ABC dupa punctele B, C si A respectiv, sunt notate punctele D,
E si Fasa, cd BD = CE = AF = 2AB. Aflati aria triunghiului DEF,
daca aria triunghiului ABC este egala cu 1 cm?.

765.* In triunghiul ABC este notat punctul M asa, ci ariile triunghiurilor
AMB, BMC si AMC sunt egale. Demonstrati ca punctul M este
punctul de intersectie al medianelor triunghiului ABC.

766.* Pe latura AC a triunghiului ABC este notat punctul D. Duceti
prin acest punct o dreapta astfel, ca ea sa imparta triunghiul dat
in doua poligoane echivalente.

767.* Demonstrati cad suma distantelor de la un punct arbitrar al triun-
ghiului echilateral pana la laturile lui este 0 marime constanta
pentru triunghiul dat.
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EXERCITII PENTRU REPETARE N

768. In triunghiul isoscel ABC (AB = BC) bisectoarea unghiului A in-
tersecteaza latura BC in punctul M. Aflati unghiurile triunghiu-
lui ABC, daca ZAMB = 117°.

769. Intr-un trapez isoscel bazele sunt egale cu 18 cm si 12 cm. Latura
laterala face cu baza unghiul de 30°. Aflati diagonala trapezului.

770. Centrul circumferintei, inscrise intr-un trapez isoscel se afla de la
extremitatile laturii laterale a lui la distantele de 12 cm si 16 cm.
Aflati perimetrul trapezului.

YZy 0BSERVATI, DESENATI,
{65 CONSTRUITI, PLASMUITI

771. Peun plan sunt date n puncte (n > 3), fiecare trei din ele nu apartin
aceleiasi drepte. Demonstrati ca exista un triunghi cu varfurile in
aceste puncte, care nu contine nici unul din restul (n — 3) punctelor.

23. Aria trapezului

Teorema 23.1. Aria trapezului este egala cu produsul semi-
sumei bazelor lui prin indltime.

Demonstratie. © In figura 224 este repre- M B

zentat trapezul ABCD (AD | BC), a cirui arie este C
egala cu S. Segmentul CN — inaltimea acestui Zx
trapez. Sa demonstram ca S = % (BC+AD)-CN. A

Ducem diagonala AC si indltimea AM a tra-
pezului. Segmentele AM si CN sunt indltimile Fig. 224
triunghiurilor ABC si ACD corespunzator.

Avem:

S=8,50+8,0p= %BC-AM+ %AD- CN=
- %BC- CN + %AD CN= % (BC + AD)- CN. A

Daca vom nota lungimile bazelor trapezului si a inaltimii lui respectiv
cu literele a, b si h, atunci aria trapezului S se calculeaza cu formula

S:a;b-h
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@; 23. Avriatrapezului 161

Consecinta. Aria trapezului este egald cu produsul liniei
medii a lui cu indltimea.

1. Formulati teorema despre aria trapezului.
2. Cu ce formula se calculeaza aria trapezului?

EXERCITII I—

772.° Aflati aria trapezului, ale carui baze sunt egale cu 7 cm si 12 cm,
iar inaltimea — cu 6 cm.

773.° Aflati aria trapezului, linia medie a caruia este egala cu 18 cm,
iar inaltimea — cu 9 cm.

774.° Aria trapezului este egala cu 96 cm?, iar inaltimea lui — cu 3 cm.
Aflati bazele trapezului, daca ele se raporta ca 3 : 5.

775.° Aria trapezului este egala cu 45 cm?, una din baze — cu 8 cm, iar
inaltimea — cu 6 cm. Aflati a doua baza a trapezului.

776.° Aflati aria trapezului isoscel, ale carui baze sunt egale cu 14 cm
s1 16 cm, iar diagonala — cu 17 cm.

777.° Cu ce este egala aria trapezului drept- ____1_’2_____
unghic, ale carui baze sunt egale cu 9 cm 0
s116 cm, iar latura laterala mai mare cu -
— V65 cm? 7

778.° Aflati aria trapezului isoscel, ale cirui 0,8
baze sunt egale cu 14 cm si 32 cm, iar
latura laterala — cu 15 cm. Fig. 225

779.° In figura 225 este reprezentatd sectiunea transversali a transeet,
care are forma trapezului. Calculati aria acestei sectiuni trans-
versale (dimensiunile sunt date in metri).

780.° Aflati aria trapezului, reprezentat in figura 226 (dimensiunile sunt
date in centimetri).

40 32
L D Y N
45° 45° 60°
60 48
a b
Fig. 226
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781.° Aflati aria trapezului, reprezentat in figura 24

227 (dimensiunile sunt date in centimetri). 1500 20
782.° In triunghiul isoscel diagonala este bisectoa-

rea unghiului ascutit si imparte linia medie 36

a trapezului in segmente cu lungimile egale

cu 6 cm si 12 cm. Aflati aria trapezului. Fig. 227

783.° Bazele trapezului dreptunghic sunt egale cu
9cm si 17 cm, iar diagonala este bisectoarea
unghiului obtuz al lui. Calculati aria trapezului.

784.° Punctul de intersectie al bisectoarelor unghiurilor ascutite, ala-
turate bazei trapezului, apartine celei de-a doua baze. Aflati aria
trapezului, daca laturile laterale ale lui sunt egale cu 17 cm si
25 cm, iar inaltimea — cu 15 cm.

785.° Punctul de intersectie al bisectoarelor unghiurilor obtuze, alatu-
rate bazei trapezului, apartine celei de-a doua baze. Aflati aria
trapezului, daca laturile laterale ale lui sunt egale cu 10 cm si
17 c¢m, iar indltimea — cu 8 cm.

786.° Latura laterala a trapezului isoscel este egala cu 20 J3 em si face
cu baza unghiul de 60°. Aflati aria trapezului, daca in el poate fi
inscrisa o circumferinta.

787.° Bazele trapezului isoscel sunt egale cu 32 cm si 50 cm. Cu ce este
egala aria acestui trapez, daca in el poate fi inscrisa o circumferinta?

788.° Latura lateralda mai mica a unui trapez dreptunghic este egala cu
8 cm, iar unghiul ascutit — cu 45°. Aflati aria trapezului, daca in
el poate fi inscrisa o circumferinta.

789.° Latura laterald mai mare a trapezului dreptunghic este egala cu
28 cm, 1ar unghiul ascutit — cu 30°. Aflati aria trapezului, daca
in el se poate inscrie o circumferinta.

790.° Demonstrati ca dreapta care trece prin mijlocul liniei medii a tra-
pezului si intersecteaza bazele lui, imparte trapezul dat in doua
poligoane echivalente.

791.° Pentru trapezul dat construiti:
1) un paralelogram, diferit de dreptunghi, echivalent cu acest trapez;
2) un dreptunghi, echivalent lui.

792.° Construiti triunghiul, echivalent trapezului dat.

793.>* Aflati aria trapezului isoscel, ale carui baze sunt egale cu 24 cm
si 40 cm, iar diagonala este perpendiculara pe latura laterala.

794. Diagonala trapezului isoscel este perpendiculara pe latura late-
rala, care este egala cu 15 cm. Aflati aria trapezului, daci raza
circumferintei, circumscrise lui, este egala cu 12,5 cm.

795. Diagonalele unui trapez sunt perpendiculare, una din ele este
egald cu 48 cm, iar linia medie a trapezului — cu 25 cm. Aflati
aria trapezului.
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@; 23. Avriatrapezului 163

796. Diagonala trapezului isoscel este bisectoarea unghiului ascutit al
lui si este perpendiculara la latura laterala. Aflati aria trapezului,
daca baza mai mica a lui este egala cu a.

797. In trapezul isoscel este inscrisa o circumferintd. Una din laturile
laterale ale lui este impartita de catre punctul de tangenta in
segmente cu lungimile de 4 cm si 9 cm. Aflati aria trapezului.

798. In trapezul dreptunghic este inscrisa circumferinta de raza 12 cm.
Latura laterala mai mare este impartita de punctul de tangenta
in doua segmente, cel mai mare din ele este egal cu 16 cm. Aflati
aria trapezului.

799.* Diagonala trapezului isoscel imparte indltimea, dusa din varful
unghiului obtuz, in segmente cu lungimile de 15 ¢cm si 12 ¢m, iar
latura laterald a trapezului este egald cu baza mai mica. Aflati
aria trapezului.

800. Diagonala mai mare a trapezului dreptunghic imparte inaltimea,
dusa din varful unghiului obtuz, in segmentele cu lungimile de
15 cm s1 9 cm. Latura laterala mai mare a trapezului este egala
cu baza mai mica a lui. Aflati aria trapezului.

801.” In trapezul ABCD se stie, ca BC|| AD, punctul M — mijlocul laturii
AB. Aflati aria triunghiului CMD, daca aria trapezului dat este
egala cu S.

EXERCITII PENTRU REPETARE Il

802. Perimetrul paralelogramului ABCD este egal cu 50 cm, iar perime-
trul triunghiului ABD — cu 40 cm. Aflati laturile paralelogramului,
daca AD = BD.

803. Circumferinta, construita pe diagonala AC a rombului ABCD ca pe
diametru, trece prin mijlocul laturii AB. Aflati unghiurile rombului.

804. Pe laturile AB, BC si AC ale triunghiului ABC au fost nota-
te respectiv punctele M, K si D astfel, ca MK | AC, DK || AB,
BK : KC = 3 : 2. Aflati perimetrul patrulaterului AMKD, daca
AC=15cm, AB=25cm.

OBSERVATI, DESENASI,
CONSTRUITI, PLANUITI

805. Oare poate fi acoperit patratul cu latura 1,5 cm cu trei patrate,
fiecare avand latura de 1 cm?
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164 § 4. Poligoane. Aria poligonului 2@1

Lé'} POLIGOANE ECHICOMPUSE S| ECHIVALENTE IR

Daca un oarecare poligon poate fi taiat in parti si din ele de compus
alt poligon, atunci astfel de poligoane se numesc echicompuse.

De exemplu, daca dreptunghiul de-1 taiat in lungul diagonalei lui
(fig. 228), atunci obtinem doua triunghiuri dreptunghice egale, din care
se poate compune un triunghi isoscel (fig. 229). Figurile din desenele
228 s1 229 sunt echicompuse.

Fig. 228 Fig. 229

Evident ca figurile echicompuse sunt echivalente. Acest fapt se folo-
seste in procesul demonstrarii teoremelor si a rezolvarii problemelor. De
exemplu, demonstrand teorema 21.1, noi de fapt am taiat paralelogramul
in triunghiul ABM si trapezul MBCD, din care am compus dreptunghiul
MBCN (vezi fig. 215).

Daca am taia triunghiul in lungul liniei medii, atunci din triunghiul
s1 trapezul obtinute poate fi compus un paralelogram (fig. 230).

Fig. 230 Fig. 231

E usor de stabilit (demonstrati de sine statator), ca o astfel de taiere
a triunghiului aduce la inca o demonstratie a teoremei despre aria tri-
unghiului (teorema 22.1). aceluiasi scop serveste taierea triunghiului in
parti, din care se poate compune dreptunghiul (fig. 231).

Euclid in cartea sa renumita , Inceputurile” formuleaza teorema lui
Pitagora astfel:

»Aria patratului, construit pe ipotenuza, este egald cu suma ariilor
patratelor, construite pe catete”.
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@; Poligoane echicompuse si echivalente 165

Daca se va arata ca se pot taia patratele, construite pe catete, in
parti si compune din aceste parti patratul cu latura, care este egala cu
ipotenuza, atunci astfel va fi demonstrata teorema lui Pitagora.

In figura 232 este aritat unul din procedeele posibile a unei astfel
de taieri. Patratele, construite pe catete, sunt taiate in parti, ale caror
arii sunt egale cu S, S,, S;, S,. Din aceste parti este compus patratul,
construit pe ipotenuza.

B
C
N\ S, S,
5, A S 7 ATTH D
Fig. 232 Fig. 233

Din definitia ariei poligonului reiese, ca poligoanele echicompuse
sunt echivalente. Dar deloc neevidenta este asa o teorema.

Teorema. Oricare doud poligoane echivalente sunt echicom-
puse.

Pentru prima data acest fapt 1-a demonstrat in anul 1832 matema-
ticianul ungar Farcas Bolyai. Putin mai tarziu matematicianul german
Paul Ghervin a gasit alta demonstratie. De aceea aceastd teorema se
numeste teorema lui Bolyai-Ghervin.

—\
WEXERCITII N

1. Demonstrati, ca trapezul este echicompus cu paralelogramul, a ca-
rui baza este egala cu linia medie a trapezului, iar inaltimea — cu
inaltimea trapezului.

2. Demonstrati ca aria trapezului este egala cu produsul dintre latura
laterala si perpendiculara, coborata pe dreapta, cireia ii apartine
aceasta latura, din mijlocul celeilalte laturi laterale.

3. In patrulaterul ABCD unghiurile ABC si ADC sunt drepte, iar la-
turile AB si1 BC egale (fig. 233). Se stie ca BH 1. AD si BH = 1. Aflati
aria patrulaterului ABCD.
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[=! TEOREMA LUICEVA

Pe laturile BC, CA si AB ale triunghiului ABC si notam punctele
arbitrare A,, B, C, (puc. 234). Fiecare din segmentele AA,, BB,, CC,
este numit cevianul triunghiului ABC. Asa o denumire este legata de
numele inginerului si matematicianului italian Giovanni Ceva (1648 —
1734), care a descoperit o teorema minunata..

Fig. 234 Fig. 235

Daca punctele A,, B, si C, sunt luate in asa mod, ca cevianii sunt
bisectoare sau mediane, sau inaltimi ale triunghiului ascutitunghic,
atunci acestl ceviani se intersecteaza intr-un singur punct.

Daca trei drepte se intersecteaza intr-un punct atunci ele se numesc
concurente.

Teorema lui Ceva da criteriul general al intersectiei a trei ceviani
arbitrari.

Teorema. Pentru ca cevianii AA,, BB, si CC, ai triunghiului
ABC sd se intersecteze intr-un singur punct, este necesar si sufi-
cient, ca sd aiba loc egalitatea

AC, . BA, . CB, *)
CB AC BA

Demonstratie. Sa demonstram mai intai conditia necesara a in-
tersectiei: daca cevianii AA,, BB, si CC, se intersecteza intr-un singur
punct, atunci are loc egalitatea (¥).

Folosindu-se de rezultatul problemei-cheie 757, se poate scrie (fig.
235):

AC, — S ane BA, — S aep CB, _ Sppe

CIB SBDC ’ AIC SADC ’ BlA - SABD '

Inmultind egalitatile scrise, obtinem egalitatea (¥).
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‘ Teorema lui Ceva 167

Sa demonstradm acum conditia suficientd a intersectiei: daca se in-
deplineste (*), atunci cevianii AA,, BB, si CC, se intersecteaza intr-un
singur punct.

Fie ca cevianii AA, si BB, se intersecteaza in punctul D, iar cevianul
care trece prin varful C si si punctul D, intersecteaza latura AB intr-un
oarecare punct C,. Din cele demonstrate mai sus se poate scrie:

AC, BA, CB,

C,B AC BA
Confruntand aceasta egalitate cu egalitatea (*) ajungem la concluzia,
. AC, AC .. . N o .
a —L=—"2=, adica punctele C, si C, impart segmentul AB in unul si
CB C,B

acelasi raport, si, deci aceste puncte coincid. Asadar, dreapta CD inter-
secteaza latura AB in punctul C,. A

EXERCITII I

1. Demonstrati, ca:
1) medianele triunghiului sunt concurente;
2) bisectoarele triunghiului sunt concurente;
3) inaltimile triunghiului ascutitunghic sunt concurente.

2. Fie A,, B, C; — punctele de tangenta ale circumferintei inscrise la,
laturile BC, AC, AB respectiv, ale triunghiului ABC. Demonstrati ca
cevianii AA,, BB, si CC, sunt concurenti.

3. Dreptele AP, BP si CP intersecteaza laturile triunghiului ABC in
punctele A,, B, si C, corespunzator. Demonstrati, ca dreptele, care
trec prin mijlocurile laturilor BC, CA si AB si sunt paralele cu drep-
tele AP, BP si CP corespunzitor, sunt concurente.

Indicatie. Folositi teorema lui Ceva la triunghiul, ale carui varfuri
sunt mijlocurile laturilor triunghiului ABC.
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168 § 4. Poligoane. Aria poligonului 2@1

TNSARCINAREA NR. 4 ,,VERIFICATI-VA” IN FORMA DE TEST

1. Cate laturi are poligonul convex cu n laturi, daca suma unghiurilor
lui este egala cu 1260°?
A) T, B) 9; C) 11; D) 13.

2. in poligonul convex cu n laturi sunt 14 diagonale. Cu ce este egala
suma unghiurilor lui?
A) 1000°; B) 800°; C) 900°; D) 720°.

3. Cum se va modifica aria dreptunghiului, dacd vom micsora de 10 ori
fiecare latura a lui?
A) Se va micsora de 100 de ori;
B) se va micsora de 20 de ori;
C) se va micsora de 10 ori;
D) se va micsora de 1000 de ori.

4. Aria paralelogramului este egala cu 80 cm?, iar o latura a lui — cu
16 cm. Ce lungime poate avea latura alaturata a paralelogramului?
A) 2 cm; B) 3 cm; C) 4 cm; D) 6 cm.

5. Pe latura BC a paralelogramului ABCD este insemnat punctul M
astfel, cd BM : MC =1 : 3. Cu ce este egala aria triunghiului ABM,
daca aria paralelogramului este egala cu S?

S S S S
A) Py B) Ve C) 16° D) 5

6. In figura 236 aria fiecirui patrat mic este egald cu 4 cm2 Cu ce este

egala aria patratului mare?

A) 16 cm?; B) 20 cm?; C) 32 cm?; D) 40 cm?2.
B
LY
AT 0, 0,
Fig. 236 Fig. 237

MpaBo anst 6e3onnaTHOro Po3milleHHs NiapyYHMKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii 3micTy ocBiTu https://imzo.gov.ua
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7. Intr-o circumferinta de raza 1 cm este inscris un patrat si un triunghi
echilateral. Cu ce este egal raportul ariei triunghiului dat catre aria
patratului?

A) 3V8, B) 33; C) 3V3, D) 3V3
4 2 8

8. Punctele O, si O, — centrele circumferintelor egale, care au numai
un singur punct comun (fig. 237), BO, 1 0,0,, AB=10 cm. Cu ce este
egala aria triunghiului ABO,?

A) 10 cm?; B) 15 cm?; C) 18 cm? D) 20 cm?2.
9. Se dau doua puncte A si B. Locul geometric al astfel de puncte X, ca
ariile triunghiurilor AXB sunt egale cu numarul dat S, este:
A) circumferinta cu diametru AB;
B) mediatoarea segmentului AB;
C) dreapta, paralelad cu AB;
D) doua drepte paralele cu AB.

10. Diagonalele trapezului isoscel sunt perpendiculare si impart linia

lui medie in trei parti egale. Cu ce este egala aria trapezului, daca

baza mai mare a lui este egala cu 12 cm?
A) 50 cm?; B) 64 cm?; C) 81 cm? D) 144 cm?.

PRINCIPALUL N PARAGRAFUL 4

Suma unghiurilor poligonului convex cu n laturi.
Suma unghiurilor poligonului convex cu n laturi este egala cu 180°
(n-2).

Circumferinta, circumscrisa poligonului.
Circumferinta se numeste circumscrisa poligonului, daca ea trece
prin toate varfurile lui.

Circumferinta inscrisa in poligon.
Circumferinta se numeste inscrisi in poligon, daca ea este tangenta
la toate laturile lui.

Aria poligonului

Arie a poligonului se numeste marimea pozitiva, care are urmatoa-

rele proprietati:

1) poligoanele egale au arii egale;

2) daca poligonul este compus din cateva poligoane, atunci aria lui
este egald cu suma ariilor a acestor poligoane;

MpaBo anst 6e3onnaTHOro Po3milleHHs NiapyYHMKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii 3micTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



170 § 4. Poligoane. Aria poligonului J

3) ca unitate de masura a ariei se ia patratul unitar, adica patratul
cu latura, care este egala cu unitatea de masura a lungimii.

Aria dreptunghiului
Aria dreptunghiului este egala cu produsul laturilor alaturate ale lui.

Poligoane echivalente
Poligoanele care au arii egale se numesc echivalente.

Aria paralelogramului

Aria paralelogramului este egala cu produsul laturii lui prin inalti-
mea, dusa la aceasta latura.

Aria triunghiului

Aria triunghiului este egala cu semiprodusul bazei prin inaltimea,
dusa la ea.

Aria triunghiului dreptunghic
Aria triunghiului dreptunghic este egala cu semiprodusul catetelor
lui.

Aria trapezului
e Aria trapezului este egala cu produsul semisumei bazelor lui prin
inaltime.
e Aria trapezului este egala cu produsul liniei medii a lui prin
inaltime.
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EXERCITII PENTRU REPETAREA CURSULUI DE GEOMETRIE CLASA A 8-A

1. Patrulatere

806. Aflati perimetrul paralelogramului, daca bisectoarea unuia din
laturile lui imparte latura paralelogramului in segmente de 9 cm
s1 14 cm.

807. Bisectoarea unghiului BAD a paralelogramului ABCD intersecteaza
latura BC in punctul M astfel, ca BM : MC = 5 : 4. Aflati laturile
paralelogramului, daca perimetrul triunghiului BOC este cu 8 cm
mai mare decat perimetrul triunghiului COD, unde O — punctul
de intersectie al diagonalelor paralelogramului.

808. In paralelogramul ABCD se stie ¢i ZADB = /A + ZBDC. Aflati
unghiul ADB.

809. In paralelogramul ABCD se stie ca AB =a, BC=b, a > b. Circum-
ferintele, inscrise in triunghiurile ABD si CBD sunt tangente la
diagonala BD in punctele M si K respectiv. Aflati segmentul MK.

810. Cate paralelograme diferite se pot compune din doua triunghiuri
egale, daca ele: 1) sunt scalene; 2) isoscele; 3) echilaterale?

811. Oare este adevaratd afirmatia:

1) daca diagonalele patrulaterului sunt egale, atunci acest patru-
later este paralelogram;

2) daca doua laturi ale patrulaterului sunt paralele si punctul de
intersectie al diagonalelor este egal deparat de aceste laturi,
atunci acest patrulater este paralelogram;

3) daca doua laturi ale patrulaterului sunt paralele, 1ar altele doua
— egale, atunci acest patrulater este paralelogram,;

4) daca bisectoarele a doua unghiuri opuse ale patrulaterului sunt
perpendiculare la bisectoarea celui de-al treilea unghi al lui,
atunci acest patrulater este paralelogram;

5) daca diagonala patrulaterului il imparte in doua triunghiuri
egale, atunci acest patrulater este paralelogram;

6) daca fiecare diagonala a patrulaterului il imparte in doua tri-
unghiuri egale, atunci acest patrulater este paralelogram;

7) daca fiecare doud varfuri opuse ale patrulaterului sunt egale
departate de la diagonala, care uneste alte doua varfuri, atunci
acest patrulater este paralelogram?

812. Oare este justd afirmatia:

1) daca doua laturi ale patrulaterului sunt paralele, iar una din
diagonale imparte patrulaterul in doua triunghiuri egale, atunci
acest patrulater este paralelogram;
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Exercitii pentru repetarea cursului de geometrie clasa a 8-a

813.

814.

815.

816.

817.

818.

819.

820.

821.

2) daca doua laturi ale patrulaterului sunt paralele, iar punctul
de intersectie al diagonalelor imparte una din ele in jumatate,
atunci acest patrulater este paralelogram;

3) daca doua laturi opuse ale patrulaterului sunt egale si diagona-
lele lui sunt egale, atunci acest patrulater este paralelogram?

Perimetrul rombului este egal cu 8 cm, 1ar inaltimea lui —cu 1 cm.

Aflati unghiurile rombului.

Unghiul de la varful B al rombului ABCD este egal cu 40°, punctele

M si K— bazele perpendicularelor, coborate din varful A pe laturile

BC si CD respectiv. Aflati unghiurile triunghiului AMK.

Perpendiculara, coborata din varful B al dreptunghiului ABCD la

diagonala AC, imparte unghiul ABC in dou& unghiuri, ale caror

marimi se raporta ca 1 : 3. Aflati unghiul dintre perpendiculara
dusa si diagonala BD.

Mediatoarea diagonalei dreptunghiului face cu latura mai mare a

lui unghiul de 60°. Segmentul acestei drepte, care apartine dreptun-

ghiului, este egal cu 12 cm. Aflati latura mai mare a dreptunghiului.

Pe diagonala AC a rombului ABCD sunt notate punctele M si K in

asa fel, ca AM = CK. Demonstrati, cda ZABM = ZCBK.

Perimetrul rombului este cu 42 cm mai mare, decat latura rombului.

Aflati perimetrul rombului.

Oare este adevarata afirmatia:

1) daca diagonalele patrulaterului sunt egale, atunci acest patru-
later este dreptunghi;

2) daca diagonalele patrulaterului sunt egale si perpendiculare,
atunci acest patrulater este patrat;

3) daca diagonalele patrulaterului sunt perpendiculare si sunt
impartite in jumatate de catre punctul lor de intersectie, atunci
acest patrulater este patrat;

4) daca diagonalele patrulaterului sunt egale, perpendiculare si
sunt impartite de punctul de intersectie in jumatate, atunci
acest patrulater este patrat;

5) daca trei laturi ale patrulaterului sunt egale, iar diagonala este
bisectoarea unuia din unghiurile lui, atunci acest patrulater este
romb?

In cazul raspunsului afirmativ argumentati-1, in cazul negarii —

desenati patrulaterul, care serveste in calitate de contraexemplu.

Pe laturile AB, BC si AC ale triunghiului ABC sunt notate punctele

D, Fsi E respectiv in asa mod, ca BD = BF = DE = EF. Demonstrati

ca punctul F apartine bisectoarei unghiului BDE.

Distanta de la mijlocul coardei AC a circumferintei pana la diame-

trul AB este egala cu 4 cm. Aflati coarda BC, daca ZBAC = 30°.
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822. Construiti paralelogramul dupa varful lui si mijlocurile laturilor,
carora acest varf nu le apartine.

823. Latura laterala AB sibaza mai mica BC ale trapezului ABCD sunt
respectiv egale cu 16 cm si 15 em. Care din segmente intersecteaza
bisectoarea unghiului BAD — baza BC sau latura laterala CD?

824. Diagonala trapezului isoscel este egala cu baza mai mare si face
cu ea unghiul de 40°. Aflati unghiurile trapezului.

825. Unghiul facut de doua secante, care trec printr-un punct din exte-
riorul circumferintei, este egal cu 35°. Masura in grade a arcului
mai mare al circumferintei, care se contine intre laturile acestui
unghi, este egala cu 100°. Aflati masura in grade a arcului mai mic
al circumferintei, care se contine intre laturile unghiului dat.

826. Demonstrati cd, daca varful unghiului este situat in exteriorul
circumferintei, iar unghiul se sprijina pe diametrul circumferintei,
atunci acest unghi este ascutit.

827. Demonstrati ca, daca varful unghiului se afla in interiorul circum-
ferintei, iar unghiul se sprijina pe diametrul circumferintei, atunci
acest unghi este sau obtuz, sau desfasurat.

828. Diagonalele patrulaterului ABCD, inscris in circumferinta, sunt
perpendiculare, ZACB=10°, ZBDC = 70°. Aflati unghiurile acestui
patrulater.

2. Asemanarea triunghiurilor

829. Doua drepte paralele intersecteaza una din laturile unghiului cu
varful M in punctele A si C, iar pe a doua — respectiv in punc-
tele B si D. Aflati segmentele MA si MC, daca MB:BD = 2:3
si MA + MC = 14 cm.

830. Aflati raportul bazelor trapezului, daca diagonalele lui impart linia
medie a trapezului in trei parti egale.

831. Pe mediana BD a triunghiului ABC este notat punctul M astfel, ca
BM: MD = 3 : 2. Dreapta AM intersecteaza latura BC in punctul E.
In care raport punctul E imparte latura BC, socotind de la varful B?

832. Bisectoarea unghiului A a paralelogramului ABCD intersectea-
za diagonala BD si latura BC in punctele E si F corespunzator,
BE : ED =2 : 7. Aflati raportul BF': FC.

833. Medianele AD si BM ale triunghiului ABC se intersecteaza in
punctul O. Prin punctul O este dusa o dreapta paralela cu latura
AC si care intersecteaza latura BC in punctul K. Aflati segmentele
BD, DK si KC, daca BC =18 cm.

834. Bisectoarea BD a triunghiului ABC imparte latura AC in segmen-
tele AD si DC, ale céaror lungimi se raporta ca 3 : 5. Aflati laturile
AB si BC, daca suma lor este egala cu 56 cm.
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Exercitii pentru repetarea cursului de geometrie clasa a 8-a

835.

836.

837.

838.

839.

840.

841.

842.

843.

844.

845.

846.

. TR o o o2
Raza circumferintei, inscrise in triunghiul isoscel constituie 9 din

indltimea, dusa la baza triunghiului. Aflati laturile triunghiului,
daca perimetrul lui este egal cu 72 cm.

Laturile triunghiului sunt egale cu 2,5 cm, 4,5 cm si 6 cm. Aflati
laturile triunghiului asemenea cu el, daca latura mai mare a tri-
unghiului cautat este egala cu 24 cm.

In triunghiul ABC este inscris rombul ADEF astfel, ¢ unghiul
A la ei este comun, iar varful E apartine laturii BC. Aflati latura
rombului, dacd AB=a, AC=b.

Perimetrul paralelogramului este egal cu 72 c¢m, 1ar inaltimile lui
se raporta ca 5:7. Aflati laturile paralelogramului.

Sunt date trei puncte, care nu-s situate pe o singura dreapta. Du-
cetio dreapta, egal departata (echidistanta) de aceste puncte. Cate
solutii are problema?

Dreapta MB intersecteaza circumferinta in punctele A si B (punctul
A este situat intre punctele M si B), iar dreapta —in punctele C si
D (punctul C se afla intre punctele M si D). Aflati segmentul AB,
daca AB=MC, MA =20 cm, CD =11 cm.

Dreapta AB este tangentd la circumferinta in punctul B, iar dreapta
AC intersecteaza circumferinta in punctele C si D (punctul D se
afla intre punctele A si C). Aflati segmentul CD, dacid AB =6 cm,
AC=9cm.

Coardele AB si CD ale circumferintei se intersecteaza in punctul
M, CM =4 cm, DM = 6 cm, segmentul AM este cu 2 cm mai lung,
decat segmentul BM. Aflati coarda AB.

Pe o latura a unghiului cu varful in punctul A au notat punctele B
si C, iar pe alta punctele D si E, totodatd AB=10cm, AC=18 cm,
AD : AE =5 :9. Aflati segmentul CE, dacia BD = 20 cm.

3. Rezolvarea triunghiurilor dreptunghice

Mediana triunghiului dreptunghic, dusa la ipotenuza este egala cu
10 cm, iar distanta de la mijlocul ipotenuzei pana la baza inaltimii
triunghiului, dusa la ipotenuza, este egala cu 6 cm. Aflati perimetrul
acestui triunghi.

Latura laterala a triunghiului isoscel este egala cu 15 cm, iar inal-
timea, dusa la baza este cu 6 cm mai mica decat baza. Aflati baza
triunghiului.

Din punctul K, situat in afara dreptei, sunt duse la aceasta dreapta
oblicele KA si KB, care fac cu ea unghiurile de 45° si 30° corespun-
zator. Aflati proiectia oblicii KB pe dreapta a, dacd KA = 86 cm.
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Exercitii pentru repetarea cursului de geometrie clasa a 8-a 175

847. Perpendiculara, dusa din punctul de intersectie al diagonalelor
rombului la latura lui, o imparte in segmentele cu lungimile de
4 cm si 25 cm. Aflati diagonalele rombului.

848. Circumferinta, centrul cireia apartine ipotenuzei triunghiului
dreptunghic, este tangenta la cateta mai mare si trece prin varful
unghiului ascutit opus ei. Aflati raza circumferintei, daca catetele
sunt egale cu 5 cm s1 12 cm.

849. Catetele triunghiului dreptunghic sunt egale cu 6 cm s1 8 cm. Aflati
distanta de la varful unghiului ascutit mai mic al triunghiului pana
la centrul circumferintel inscrise.

850. Perpendiculara, coborata dintr-un punct al circumferintei pe dia-
metrul ei, imparte diametrul in doua segmente, din care unul este
cu 27 cm mai mare decat celalalt. Aflati diametrul circumferintei,
daca lungimea perpendicularei este egala cu 18 cm.

4. Poligoane. Aria poligonului

851. Aria paralelogramului ABCD este egala cu S. Aflati aria figurii
vopsite (fig. 238).

B C
B_, . ¢
AZ
A D
b

a

Fig. 238

852, Aflati aria paralelogramului ABCD, daca BD | AD, BD = 16 cm,
LA =45°,

853. Aflati aria patratului, a carui diagonala este egala cu d.

854. Aflati aria triunghiului echilateral, daca raza circumferintei cir-
cumscrise lui este egala cu R.

855. Cateta triunghiului dreptunghic este egala cu b, iar unghiul opus
ei este egal cu B. Aflati aria triunghiului.

856. Unghiul ascutit al triunghiului dreptunghic este egal cu a, iar
ipotenuza este egala cu c. Aflati aria triunghiului.

857. Baza mai mica a trapezului isoscel este egala cu 15 cm, iar inalti-
mea — cu 3+/3 cm. Aflati aria trapezului, daca unul din unghiuri-
le lui este egal cu 150°.
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176 Exercitii pentru repetarea cursului de geometrie clasa a 8-a

858. Diagonalele trapezului isoscel sunt bisectoarele unghiurilor ascutite
ale lui si se impart de catre punctul lor de intersectie in raportul 5
: 13. Aflati aria trapezului, daca indltimea lui este egala cu 90 cm

859. Aria trapezului isoscel este egala cu 362 cm?, iar unghiul ascutit
—cu 45°. Aflati inaltimea trapezului, daci in el poate fi inscrisa o
circumferinta.

860. Ghiciti cuvintele incrucisate.

o O e
I GEEEEE |
FT T (T FLTTTT]
dm 0 O e
BT[]
L I R I N
ST [[1] B[ TIT[[[[T]
n | ELE
A [ 111] [ u
BT [

Pe orizontala:

5. Savant antic grec.

7. Un tip de paralelogram.

8. Unghiul varful caruia este centrul circumferintei.

9. Patrulaterul, la care este numai o pereche de laturi paralele.

11. Raportul catetei, opusa unghiului ascutit al triunghiului dreptunghic,
catre ipotenuza.

14. Figura geometrica.

16. Triunghiurile, ale caror unghiuri sunt egale, iar laturile sunt pro-
portionale.
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18. Raportul catetei, alaturate unghiului ascutit al triunghiului drept-
unghic, catre ipotenuza.

19. Poligoanele, care au arii egale.

20. Matematician al Greciei Antice.

22, Dreptunghiul, in care toate laturile sunt egale.

23. Suma laturilor patrulaterului.

24. Una din partile circumferintei, in care o impart doua puncte ale ei.

Pe verticala:

1. Raportul catetei, opuse unghiului ascutit a triunghiului dreptunghic

catre cateta alaturata.

Tip de patrulater.

Latura a triunghiului dreptunghic.

4. Unghiul, a carui varf apartine circumferintei, iar laturile intersec-
teazd aceasta circumferinta.

6. Dreapta, care trece prin punctul circumferintei si este perpendiculara
la raza, dusa in acest punct.

10. Latura triunghiului dreptunghic, al carei patrat este egal cu suma
patratelor ale altor doua laturi.

12. Paralelogramul la care toate laturile sunt egale.

13. Afirmatia, justetea careia se stabileste cu ajutorul demonstrarii.

15. Marime.

17. Coarda circumferintei, care trece prin centrul ei.

21. Teorema ajutatoare.

N
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PRIETENIM CU CALCULATORUL

In clasa a 7-a vol deja v-ati folosit de computator in procesul studierii
geometriei. In clasa a 8-a veti invata figuri geometrice mai complicate,
deci, o sa puteti imbunatati deprinderile sale, stapani instrumente mai
complicate ale pachetelor grafice.

Amintim, ca, afara de insarcinarile, expuse in acest capitol, voi veti
putea folosi diverse programe, menite special pentru insusirea cursului
de geometrie scolar. Va puteti adresa la reteaua globala Internet pentru
cautarea acestor programe si altei informatii necesare voua.

In acest capitol sunt aduse Insarcinari, pe care le puteti executa cu
ajutorul computatorului pe masura invatarii temelor corespunzatoare.
Majoritatea din ele —insarcinari pentru construirea figurilor geometrice,
pentru care o sa utilizati un anumit redactor grz}ﬁc. Afara de aceste insar-
cinari voi puteti efectua insarcinarile rubricii ,, Insarcinari practice” si sa
rezolvati probleme de constructie nu numai in caiete, dar si cu ajutorul
computatorului. In clasa a 7-a ati aflat ca in geometrie constructiile se
efectueaza cu ajutorul riglei si compasului. De aceea voi trebuie sa gasiti
printre instrumentele redactorului grafic acele, care realizeaza functiile
riglei si compasului.

1. Patrulaterul si elementele lui
1. Construiti patrulatere care si ilustreze cunostintele teoretice ale
acestui paragraf.

2. Paralelogramul. Proprietatile paralelogramului
2. Determinati de care proprietati ale paralelogramului trebuie de se
folosit pentru a reprezenta corect aceasta figura. Care instrumente
ale redactorului grafic trebuie pentru acesta de folosit? Desenati
paralelogramul si construiti doua inaltimi ale lui, care ies din acelasi
varf. Ce instrument veti folosi pentru a duce indltimea la latura data?

3. Criteriile paralelogramului
3. Imaginati-va ca este reprezentat un patrulater. Cu care procedeu voi
puteti verifica, daca este el paralelogram? De care instrumente ale
redactorului grafic se poate folosi pentru aceasta?

4. Dreptunghiul
4. Gasitiin redactorul grafic procedeul care ofera posibilitatea constru-
irii rapide a diverselor dreptunghiuri.

5. Rombul
5. Care proprietate a rombului permite construirea rapida si corecta a
rombului?
6. Construiti doua segmente perpendiculare care se intersecteaza. Ima-
ginati-va ca ele sunt diagonalele patrulaterului, si construiti acest
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patrulater. Oare obligatoriu veti obtine un romb? Cu care conditie
trebuie de completat aceasta insarcinare, ca patrulaterul obtinut
numaidecat sa fie romb?

6. Patratul
7. Gasiti in redactorul grafic un procedeu, care permite de-a construi
repede diferite patrate.

7. Linia media a triunghiului
8. Care instrument al redactorului grafic o sa-1 folositi, pentru a afla
mijlocul segmentului?
9. Desenati un patrulater arbitrar. Executati constructia, care va ilustra
problema-cheie din p.7. Cum veti verifica ca segmentele care unesc
mijlocurile laturilor patrulaterului dat, au format un paralelogram?

8. Trapezul
10. Construiti un trapez. Care instrumente ale redactorului grafic
le veti folosi pentru a asigura paralelismul laturilor trapezului?
pentru a construl un trapez isoscel? pentru a construi un trapez
dreptunghic?

9. Unghiuri la centru giinscrise
11. Desenati o circumferinta si construiti cateva unghiuri inscrise, care
se sprijina pe unul si acelasi arc. Aplicati instrumentele redactorului
grafic si determinati masurile in grade ale lor.
12. Desenati o circumferintd, construiti unghiurile la centru si inscris,
care se sprijina pe unul si acelasi arc. Verificati ce corelatie este intre
marimile acestor unghiuri.

10. Circumferinte circumscrise gi inscrise patrulaterelor
13. Gasiti procedeul rational de construire a figurilor, in care v-or fi
reprezentate circumferinta, patrulaterele inscrise in circumferin-
ta si circumscrise circumferintei. Care proprietate a tangentei,
duse la circumferinta, permite corect de reprezentat patrulaterul
circumscris?

11. Teorema lui Tales. Teorema despre
segmentele proportionale
14. Construiti figurile care ilustreaza teorema lui Tales si teorema despre
segmentele proportionale. Masurati lungimile segmentelor necesare
s1controlati daca se realizeaza pentru ele afirmatiile acestor teoreme.
Cat de precis se pot masura segmentele cu mijloacele redactorului
grafic, pe care voi il folositi?
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180 Prietenim cu calculatorul

15. inchipuit:i-vé ca in redactorul grafic al vostru lipseste instrumentul,
care da posibilitatea de-a construi drepte paralele. Cum voi puteti
construi drepte paralele? Cum voi puteti construi drepte paralele,
bazandu-va pe teorema lui Tales?

12. Triunghiuri asemenea
16. insusi‘pi instrumentele redactorului grafic, care dau posibilitatea re-
prezentarii figurilor, care au aceeasi forma, dar dimensiuni diferite.
Construiti cu ajutorul acestor instrumente triunghiuri asemenea.
17. Construitiilustratie grafica la lema despre triunghiurile asemenea.
Folosindu-se de instrumentele mentionate, aratati, ca triunghiurile
reprezentate intr-adevar sunt asemenea.

13. Primul criteriu de asemanare al triunghiurilor
18. Construiti doua segmente de lungimi diferite. Imaginati-va ca ele
sunt laturi omoloage ale triunghiurilor asemenea. Luand primul
din aceste segmente in calitate de latura, construiti un triunghi
arbitrar. Construiti un triunghi asemenea cu el, luand al doilea
segment ca latura a lui; folositi pentru aceasta primul criteriu de
asemanare a triunghiurilor.

14. Criteriul al doilea si al treilea
de asemanare al triunghiurilor
19. Nascociti de sine statator si efectuati insarcinarea care ar da po-
sibilitatea cu ajutorul computatorului de demonstrat criteriile al
doilea si al treilea de asemanare a triunghiurilor.

15. Relatii metrice in triunghiul dreptunghic
20. Construiti triunghiul dreptunghic si coborati inaltimea pe ipotenu-
za. Convingeti-va ca este justa lema din p. 15.

16. Teorema lui Pitagora

21. Deseori teorema lui Pitagora este ilustrata, construind patrate pe
laturile triunghiului dreptunghic. Multe generatii de elevi numesc
aceasta figura ,pantalonii lui Pitagora” si formuleaza teorema in
forma de saga: ,Pantalonii lui Pitagora in toate partile sunt la fel”.
Construiti aceasta figura.

22. Oare este in redactorul grafic instrument pentru taierea figurii in
parti, cu care mai departe se poate de operat aparte?

23. Taind in parti patratele, construite pe catete, se poate din aceste
parti compune un patrat, construit pe ipotenuza. Pentru un triunghi
arbitrar cautarea a astfel de parti — insarcinare nu din cele usoare.
Dar iata pentru triunghiul isoscel a gasi asa un procedeu de taiere
este usor. Care-s aceste parti? Construiti un triunghi dreptunghic

MpaBo anst 6e3onnaTHOro Po3MmilLeHHs NiapyYHMUKa B Mepexi IHTepHeT mae
MiHicTepcTBO OCBITM | Haykun Ykpainu http://mon.gov.ua/ Ta IHCTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



Prietenim cu calculatorul 181

isoscel. creati un astfel de set de figuri, cd amestecandu-le, sa se
poata compune sau un patrat, construit pe ipotenuza, sau doua
patrate construite pe catete.

17. Functiile trigonometrice ale unghiului
ascutit al triunghiului dreptunghic
24, insusiti instrumentele calculatorului, care permit aflarea functiilor
trigonometrice ale unghiului ascutit al triunghiului.
25. Aflati instrumentele pentru aflarea functiilor trigonometrice in
limbajul programarii pe care voi il invatati.

18. Rezolvarea triunghiurilor dreptunghice

26. In procesul rezolvarii problemelor din acest punct folositi-va de
calculator pentru efectuarea calculelor.

19. Poligoane
27. Formulati o garnitura oarecare de proprietati ale poligonului (can-
titatea de laturi, convexitatea, inscris in circumferinta, circumscris
circumferintei, altele). Construiti poligonul care poseda aceasta
garnitura de proprietati. De care instrumente ale redactorului grafic

trebuie de se folosit, pentru a asigura indeplinirea proprietatilor
date?

20. Notiune de arie a poligonului. Aria dreptunghiului
28. Construitl un patrat si primiti-1 ca unitar. Copiati-1 de cateva ori.
Din patratele unitare obtinute compuneti cateva dreptunghiuri
diferite, care sa fie echivalente.

21. Aria paralelogramului

29. Creati un set de figuri, cu ajutorul carora se poate ilustra demon-
stratia teoremei despre aria paralelogramului. De care proprietate
a ariei poligonului noi, totodata, ne folosim?

30. Teorema 21.1 este justd independent de aceea, care din laturile
paralelogramului cu indltimea coborata pe ea alegem pentru cal-
cularea ariei. Faceti un set de figuri, cu ajutorul carora se poate
ilustra aceasta afirmatie.

22. Aria triunghiului
31. Creati un set de figuri, cu ajutorul carora se poate ilustra demon-
strarea afirmatiilor a partii teoretice a acestui paragraf.
23. Aria trapezului

32. Construiti un trapez arbitrar. Taiati-1 in parti astfel ca sa aratati
ca formula pentru calcularea ariei trapezului este justa.
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LUCRUL ASUPRA PROIECTULUI DIDACTIC

Aceasta rubrica este adresatd in primul rand celora care doresc de
statator sa dobandeasca cunostinte, sa gandeasca creativ, sa formeze,
sd exprime sisa apere punctul sdu de vedere, sa inainteze ipoteze, sa
gaseasca cele mai rationale si ne standarde solutii.

Primul pas, care poate ajuta la atingerea acestor scopuri este par-
ticiparea la lucrul asupra proiectului didactic.

Proiectul didactic este o cercetarea independenta a temei alese,
care poate fi realizata atat de sine statator, cat si in echipa.

Sa dam cateva sfaturi referitoare la organizarea lucrului asupra
proiectului didactic si a perfectarii rezultatelor cercetarii.

1. In procesul alegerii temei trebuie de avut in vedere actualitatea ei,
prezenta izvoarelor de informatie in literatura ti in resursele internet.
Totodata este foarte importanta dorinta voastra de a se evidentia
personal ca cercetator in lucrul anume asupra temei alese.

2. Lucrul se incepe cu alcatuirea planului anterior, in care se introduce
conceptul si etapele realizarii a cea ce s-a pus ca scop. Dupa familia-
rizarea cu principalele izvoare de informatie se alcatuieste planului
definitiv cu ajutorul conducatorului proiectului didactic.

3. Este important de formulat exact scopurile investigatiei. Ele pot fi
scrise, de pilda, in asa mod: de studiat, de descris, de analizat, de
demonstrat, de comparat si altele.

4. Setermind lucrul efectuand totalurile cercetarii, sunt facute conclu-
ziile, se traseaza perspectivele studierii ulterioare a temei.

5. Volumul aproximativ al lucrului constituie 10 — 15 pagini. Suplimen-
tar se poate adduga material ilustrativ.

6. Lucrul pate fi perfectat in forma de referat, raport, prezentarea pe
calculator.

Mai jos este expusa lista temelor recomandate, care pot fi alese pentru
lucrul asupra proiectului didactic.

Tales si teorema lui renumita.

Metoda axiomatica in geometrie.

Pitagora si teorema lui renumita.

Geometria pe foaia cu patratele.

Graficul ca model geometric al problemei logice.
Punctele minunate ale triunghiului.
Proprietatile circumferintei exinscrise.

Metoda circumferintei ajutatoare.

Figuri echicompuse si echivalente.

© 0TS U AN
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CUNOSTINTE DIN CURSUL DE GEOMETRIE CLASAA7-A

Cele mai simple figuri geometrice si proprietatile lor

1. Puncte si drepte
v Proprietatea fundamentald a dreptei. Prin orice doud puncte se
poate duce o dreapta sl numai una singura.

v" Doud drepte, care au un punct comun, se numesc drepte ce se
Intersecteaza.

v Oricare doud drepte care se intersecteazi au numai un punct
comun.
2. Segmentul si lungimea lui

v" Punctele A si B ale dreptei a (fig. 248) marginesc o parte a dreptei,
care, luata impreuna cu punctele A si B, se numeste segment, iar
punctele A si B — extremitatile acestui segment

a A B A 0 B

Fig. 248 Fig. 249

v" Doud segmente se numesc egale daci ele coincid prin suprapunere.

v" Segmentele egale au lungimi egale, si invers, daca lungimile
segmentelor sunt egale, atunci sunt egale si insusi segmentele.

v Proprietatea fundamentald a lungimii segmentului. Daca punctul
C este punct interior al segmentului AB, atunci segmentul AB
este egal cu suma segmentelor AC si CB, adica AB=AC + CB.

v Distanta intre punctele A si B se numeste lungimea segmentului
AB. Daca punctele A si B coincid, atunci se considera ca distanta
dintre ele este egala cu zero.

3. Semidreapta. Unghiul

v Punctul O al dreptei AB (fig. 249) imparte dreapta in doud parti,
fiecare din ele impreuna cu punctul O se numeste semidreapta.
Punctul O se numeste originea semidreptei.

v" Doud semidrepte, care au origine comun4 si sunt situate pe aceeasi
dreapta se numesc complementare.
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v" Doua semidrepte OA si OB, care au origine comuna (fig. 250), im-
part planul in doua parti, fiecare din ele impreuna cu semidreptele
OA si OB se numeste unghi. Semidreptele OA si OB se numesc
laturi ale unghiului, iar punctul O — varful unghiului.

A

A

Fig. 250 Fig. 251

v" Unghiul, ale carui laturi sunt semidrepte complementare, se
numeste desfasurat.

v" Doud unghiuri se numesc egale, daca ele coincid la suprapunere.

v Bisectoare a unghiului se numeste semidreapta cu originea in
varful unghiului, care imparte acest unghi in douéd unghiuri egale.

4. Masurarea unghiurilor

v Fiecare unghi are o anumita mirime (m&sura in grade).

v" Unghiul, masura in grade a caruia este egala cu 90°, se numeste
drept.

v" Unghiul, masura in grade a ciruia este mai mica decat 90°, se
numeste ascutit.

v" Unghiul, masura in grade a caruia este mai mare decat 90°, insa
mai mica decat 180°, se numeste obtuz.

v" Unghiurile egale au marimi egale, si invers, dacd marimile un-
ghiurilor sunt egale, atunci sunt egale si insusi unghiurile.

v' Proprietatea fundamentald a mdarimii unghiului. Dacd semi-
dreapta OC imparte unghiul OAB in doua unghiuri AOC si COB
(fig. 251), atunci LAOB = ZAOC + ZCOB.

5. Unghiuri adiacente suplimentare si opuse la varf

v" Doud unghiuri se numesc adiacente suplimentare, daca in ele o la-
tura este comuna, iar altele doua sunt semidrepte complementare.

v" Suma unghiurilor adiacente suplimentare este egala cu 180°.
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v" Doua unghiuri se numesc opuse la varf, daca laturile unuia din un-
ghiuri sunt semidrepte complementare ale laturilor celuilalt unghi.

v" Unghiurile opuse la varf sunt egale.

6. Drepte perpendiculare. Mediatoarea

v" Doud drepte se numesc perpendiculare daca la intersectia lor se
obtine unghi drept.

v Dreptele neperpendiculare la intersectie formeazi o pereche de
unghiuri ascutite egale si o pereche de unghiuri obtuze egale.
Marimea unghiului ascutit se numeste unghiul dintre dreptele
neperpendiculare.

v Daca dreptele sunt perpendiculare, atunci se considera, ci unghiul
dintre ele este egal cu 90°.

v" Doud segmente se numesc perpendiculare, daci ele sunt situate
pe drepte perpendiculare.

v In figura 252 este reprezentata dreapta a si segmentul perpendi-
cular pe ea AB, a carui extremitate B apartine dreptei A. n acest
caz se spune, ca din punctul A pe dreapta a este coborata per-
pendiculara AB. Punctul B se numeste baza perpendicularei AB.

A A

B B X
Fig. 252 Fig. 253

v" Lungimea perpendicularei AB se numeste distanta de la punctul
A pana la dreapta a. Daca punctul A apartine dreptel a, atunci
se considera ca distanta de la punctul A pana la dreapta a este
egala cu zero.

v" Sa cobordm pin punctul A pe dreapta a perpendiculara AB
(fig. 253). Fie X — un punct arbitrar al dreptei a, diferit de punc-
tul B. Segmentul AX se numeste oblica, dusa din punctul A la
dreapta a.

v Prin punctul dat trece numai o singura dreaptd, perpendiculara
pe cea data.
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v" Dreapta care este perpendiculara la segment si trece prin mijlocul
lui se numeste mediatoarea segmentului.

v Fiecare punct al mediatoarei segmentului este egal deparat de la
extremitatile acestul segment.

v" Daca punctul este egal depirtat de extremitatile segmentului,
atunci el apartine mediatoarei acestui segment.

Triunghiuri

7. Triunghiul si elementele lui. Triunghiuri egale

v" Trei puncte A, B si C, care nu apartin unei
drepte, sunt unite cu segmente (fig. 254). B

Figura obtinutda margineste o portiune de
plan, care, luata impreuna cu segmentele
AB, BC si CA se numeste triunghi. Punctele A C

A, B, C sunt numite varfurile, iar segmen-

tele AB, BC, CA — laturile triunghiului. Fig. 254
Triunghiul este numit si notat dupa var-
furile lui.

v In triunghiul ABC unghiul B se numeste unghiul opus laturii AC,
1ar unghiurile A si C — unghiuri alaturate laturii AC.

v" Perimetru al triunghiului se numeste suma lungimilor a tuturor
laturilor lui.

v" Triunghiul se numeste ascutitunghic, daci toate unghiurile lui
sunt ascutite; dreptunghic, daca unul din unghiurile lui este drept;
obtuzunghic, daca unul din unghiurile lui este obtuz.

v" Latura triunghiului dreptunghic, opusd unghiului drept, se nu-
meste ipotenuza, iar laturile, alaturate unghiului drept — catete.

v Inegalitatea triunghiului. Fiecare laturd a triunghiului este mai
mica, decat suma altor doua laturi ale lui.

v" Doud triunghiuri se numesc egale, daca ele coincid la suprapunere.
Acele perechi de laturi si unghiuri, care coincid la suprapunerea
triunghiurilor egale, se numesc laturi omoloage (corespunzatoare)
s1 unghiuri corespunzatoare.

v Intr-un triunghi laturilor egale li se opun unghiuri egale.

AN

Intr-un triunghi unghiurilor egale li se opun laturi egale.
v Intr-un triunghi laturii mai marii se opune unghiul mai mare, si
invers, unghiului mai mare i se opune latura mai mare.

MpaBo anst 6e3onnaTHOro Po3milleHHs NiapyYHMKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii 3micTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



Cunostinte din cursul de geometrie clasa a 7-a 187

8. Inaltimea, mediana, bisectoarea triunghiului

v Perpendiculara, coborata din varful triunghiului pe dreapta, care
contine latura opusa, se numeste inaltimea triunghiului.

v" Segmentul, care uneste varful triunghiului cu mijlocul laturii
opuse, se numeste mediana triunghiului.

v" Segmentul bisectoarei a unui unghi al triunghiului, care uneste
varful triunghiului cu punctul laturii opuse se numeste bisectoa-
rea triunghiului.

9. Criteriile de egalitate ale triunghiurilor

v" Primul criteriu de egalitate a triunghiurilor: dupd doud laturi
st unghiul dintre ele. Daca doua laturi si unghiul dintre ele ale
unui triunghi sunt egale corespunzator cu doua laturi si un-
ghiul dintre ele ale altui triunghi, atunci astfel de triunghiuri
sunt egale.

v' Al doilea criteriu de egalitate al triunghiurilor: dupd o laturd si
doud unghiuri aldaturate ei. Daca o latura si doua unghiuri ala-
turate ei ale unui triunghi sunt egale corespunzator cu o latura
s1 doua unghiuri alaturate ei ale altui triunghi, atunci asa triun-
ghiuri sunt egale.

v Al treilea criteriu de egalitate al triunghiurilor: dupd trei laturi.
Daca trei laturi ale unui triunghi sunt egale corespunzator cu
trei laturi ale altui triunghi, atunci aceste triunghiuri sunt egale.

10. Triunghiul isoscel si proprietatile lui.
Triunghiul echilateral

v" Triunghiul, in care doua laturi sunt egale, se numeste isoscel.

v Laturile egale ale triunghiului isoscel se numesc laturi laterale,
iar a treia latura — baza a triunghiului isoscel.

v" Varf al triunghiului isoscel se numeste punctul comun al laturilor
laterale.

v Intr-un triunghi isoscel:

1) unghiurile de la baza sunt egale;
2) bisectoarea triunghiului, dusa la baza lui, este mediana si
inaltimea triunghiului.
v" Triunghiul, in care toate laturile sunt egale, se numeste echila-
teral.
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v In triunghiul echilateral:
1) toate unghiurile sunt egale;
2) bisectoarea, inaltimea si mediana, duse din acelasi varf, coincid.

11. Criteriile triunghiului isoscel

v" Daca intr-un triunghi doud unghiuri sunt egale, atunci acest
triunghi este isoscel.

v" Daca mediana triunghiului este inaltimea lui, atunci acest tri-
unghi este isoscel.

v" Daca bisectoarea triunghiului este indltimea lui, atunci acest
triunghi este isoscel.

v" Daca mediana triunghiului este bisectoarea lui, atunci acest
triunghi este isoscel.

Drepte paralele. Suma unghiurilor triunghiului

12. Drepte paralele

v" Doua drepte se numesc paralele daca ele nu se intersecteaza.

v Proprietatea fundamentald a dreptelor paralele (axioma de para-
lelism a dreptelor). Prin punctul care nu-i apartine dreptei date,
trece numai o dreapta, paralela cu cea data.

v" Doua drepte, perpendiculare pe a treia dreapta, sunt paralele.

v" Daca doud drepte sunt paralele cu a treia dreapta, atunci ele
sunt paralele.

v" Se numeste distanta dintre doud drepte paralele distanta de la
orice punct al unei drepte pana la a doua dreapta.

13. Criteriile de paralelism ale doua drepte

v" Daca doua drepte a si b de le intersectat cu a ¢
treia dreapta c, atunci se obtin opt unghiuri
(fig. 255). Dreapta ¢ se numeste secanta

. 3/4
dreptelor a si b.
Unghiurile 3 si 6, 4 si 5 se numesc unghiuri

de aceeasi parte a secantei. b_6/5
Unghiurile 3 si 5, 4 si 6 se numesc unghiuri 7/8
alterne.

Unghiurile 612,511,317, 4 si 8 se numesc Fig. 255

unghiuri corespondente.
v" Daca unghiurile alterne formate la intersectia a doua drepte cu o
secanta, sunt egale, atunci dreptele sunt paralele.
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v" Daca suma unghiurilor de aceeasi parte, obtinute la intersectia
a doua drepte cu o secanta, este egala cu 180°, atunci dreptele
sunt paralele.

v" Daca unghiurile corespondente, obtinute la intersectia a doua
drepte cu o secantd, sunt egale, atunci dreptele sunt paralele.

14. Proprietatile dreptelor paralele

v" Daca doua drepte paralele sunt intersectate de secanta, atunci:
e unghiurile, care formeaza perechea de unghiuri alterne, sunt
egale;
e unghiurile, care formeaza perechea de unghiuri corespondente,
sunt egale;
¢ suma unghiurilor, care formeaza perechea de unghiuri de ace-
easl parte, este egala cu 180°.
v Daca dreapta este perpendiculara pe una din doua drepte paralele,
atunci ea este perpendiculara si la a doua.

15. Suma unghiurilor triunghiului.
Unghiul exterior al triunghiului

v" Suma unghiurilor a unui triunghi este egala cu 180°.

v" Printre unghiurile triunghiului cel putin doud unghiuri sunt
ascutite.

v" Unghi exterior al triunghiului se numeste unghiul adiacent su-
plimentar cu unghiul acestui triunghi.

v" Unghiul exterior al triunghiului este egal cu suma a doua unghiuri
ale triunghiului, neadiacente suplimentare cu el.

v Unghiul exterior al triunghiului este mai mare, decéat fiecare din
unghiurile triunghiului, neadiacente cu el.

16. Criteriile egalitatii ale triunghiurilor dreptunghice

v Criteriul de egalitate al triunghiurilor dreptunghice dacd se stie
ipotenuza si o catetd. Daca ipotenuza si o catetd ale unui triunghi
dreptunghic sunt corespunzator egale cu ipotenuza si cateta altui
triunghi, atunci asa triunghiuri sunt egale.

v Criteriul de egalitate al triunghiurilor dreptunghice dupd doud
catete. Daca catetele unui triunghi dreptunghic sunt respectiv
egale cu doua catete ale altui triunghi, atunci astfel de triunghiuri
sunt egale.
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v Criteriul de egalitate al triunghiurilor dreptunghice dupd o ca-
tetd st unghiul ascutit alaturat. Daca o cateta si unghiul ascutit,
alaturat e1 al unui triunghi dreptunghic sunt respectiv egali cu
cateta si unghiul alaturat ei al altui triunghi, atunci asa triun-
ghiuri sunt egale.

v' Criteriul de egalitate al triunghiurilor dreptunghice dupd catetd
st unghiul ascutit opus ei. Daca, o cateta si unghiul ascutit, opus
ei, al unui triunghi dreptunghic sunt egale respectiv cu o cateta
si unghiul ascutit opus ei al altui triunghi, atunci asa triunghiuri
sunt egale.

v' Criteriul de egalitate al triunghiurilor dreptunghice dupd ipote-
nuzd si unghiul ascutit. Daca ipotenuza si unghiul ascutit al unui
triunghi dreptunghic sunt respectiv egale cu ipotenuza si unghiul
ascutit al altui triunghi, atunci astfel de triunghiuri sunt egale.

17. Proprietatile triunghiului dreptunghic
v In triunghiul dreptunghic ipotenuza este mai mare, decat cateta.
v" Cateta opusa unghiului de 30° este egali cu jumaétate din ipote-
nuza.
v" Dacé cateta este egala cu jumatate din ipotenuza, atunci unghiul,
opus acestei catete, este egal cu 30°.

Circumferinta si cercul

18. Locul geometric al punctelor

v" Loc geometric al punctelor (LGP) se numeste multimea tuturor
punctelor, care au o anumita proprietate.

v" Mediatoarea segmentului este locul geometric al punctelor, egal
departate de la extremitatile acestui segment.

v" Bisectoarea unghiului este locul geometric al punctelor, care
apartin unghiului si sunt egal deparate de la laturile lui.

19. Circumferinta si cercul, elementele lor

¥v" Se numeste circumferinta locul geometric al punctelor, distantele
de la care pana la punctul dat sunt egale cu numarul pozitiv dat.
Punctul dat se numeste centrul circumferintei.

v Orice segment care uneste punctul circumferintei cu centrul ei se
numeste raza circumferintei.

v" Segmentul, care uneste doud puncte ale circumferintei se numeste
coarda circumferintei. Coarda care trece prin centrul circumfe-
rintei se numeste diametru.
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v Diametrul circumferintei este de doud ori mai mare decat raza ei.

v Cerc se numeste locul geometric al punctelor, ale ciror distante
pana la punctul dat, nu sunt mai mari decat un numar pozitiv
dat. Punctul dat se numeste centrul cercului. Raza circumferintei
ce margineste cercul, se numeste raza cercului. Daca X este un
punct arbitrar al cercului cu centrul O si raza R, atunci OX < R.

v Circumferinta, care margineste cercul ii apartine lui.

v Coarda si diametrul cercului — asta-i coarda si diametrul circum-
ferintei, care margineste cercul.

20. Proprietatile circumferintei

v Diametrul circumferintei, perpendicular la coarda, imparte aceas-
ta coarda in jumatate.

v Diametrul circumferintei, care imparte coarda, diferitd de diame-
tru, in jumatate este perpendicular pe aceasta coarda.

21. Pozitia reciproca a dreptei si a circumferintei.
Tangenta la circumferinta.

v" Dreapta si circumferinta pot si nu aibd puncte comune, s aiba
doua puncte comune sau sa aiba un punct comun.

v Dreapta care are cu circumferinta numai un singur punct comun,
se numeste tangenta la circumferinta.

v" Tangenta la circumferintd este perpendiculari la raza, dusi in
punctul de tangenta.

v Daca dreapta, care trece prin punctul circumferintei este perpen-
diculara la raza, dusa In acest punct, atunci aceasta dreapta este
tangenta la circumferinta data.

v" Daca distanta de la centrul circumferintei pana la o dreapta oa-
recare este egala cu raza circumferintei, atunci aceasta dreapta
este tangenta la circumferinta data.

v Daca prin punctul dat sunt duse la circumferintd doua tangente,
atunci segmentele tangentelor, care unesc, punctul dat cu punctele
de tangenta, sunt egale.
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22. Circumferintele circumscrisa si inscrisa triunghiului

v Circumferinta se numeste circumscrisa triunghiului, daca ea trece
prin toate varfurile lui.
In figura 256 este reprezentata circumferinta, circumscrisa tri-
unghiului. In acest caz de asemenea se spune ca triunghiul este
inscris in circumferinta.

B

Fig. 256 Fig. 257

v" Centrul circumferintei circumscrise triunghiului este egal depéar-
tat de toate varfurile lui.

v Oricarui triunghi i se poate circumscrie o circumferinta. Centrul
circumferintei, circumscris triunghiului — aceasta-i1 punctul de
intersectie al mediatoarelor laturilor triunghiului.

v" Mediatoarele laturilor triunghiului se intersecteaza intr-un punct.
Circumferinta se numeste inscrisa intr-un triunghi, daca ea este
tangenta la toate laturile lui.

v" In figura 257 este reprezentatd circumferinta, inscrisa intr-un
triunghi. In acest caz se mai spune ca triunghiul este circumscris
circumferintei.

v" Centru circumferintei inscrise in triunghi este egal departat de
toate laturile lui.

v In orice triunghi se poate inscrie o circumferinta. Centrul circum-
ferintei, inscrise in triunghi, — aceasta-1 punctul de intersectie
al bisectoarelor triunghiului.

v Bisectoarele triunghiului se intersecteazi intr-un punct.
v" Raza circumferintei, inscrise intr-un triunghi dreptunghic, se

a+b-c

calculeaza cu formula r= , unde r — raza circumferintei

inscrise, a si b — catetele, ¢ — ipotenuza.
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RASPUNSURI SI INDICATII LA EXERCITII

§1. Patrulatere

1. Patrulaterul si elementele lui

14. 18 cm, 12 cm, 6 cm, 27 cm. 15. 10 cm, 8 cm, 16 cm, 30 cm. 20. 1) 72°,
130°, 78°, 80°; 2) 22°, 230°, 28°, 80°. 22. 10 cm. 26. Indicatie. Construiti
triunghiul dupa doua laturi alaturate ale patrulaterului si unghiul
cunoscut, facut de ele. A treia latura a acestui triunghi este diagonala
patrulaterului cautat. 29. Indicatie. Construiti triunghiul ABC dupa doua
laturi AB si BC si unghiul B dintre ele. in triunghiul ACD se stie latura
AC, unghiul alaturat CAD (£LCAD = Z/BAD — ZBAC) si suma laturilor
AD si CD. Construirea triunghiului dupa latura, unghiul alaturat si
suma altor doua laturi ale lui a fost examinata in cursul de geometrie

clasa a 7-a. 34. 32°.

2. Paralelogramul. Proprietatile paralelogramului

49. 90°. 53. 9 cm, 14 cm. 57. AB=BC = CD = AD = 6 cm. 58. 32 cm.
59. 45°, 135°. 60. 6 cm, 12 cm. 64. 80 cm. 65. 9 cm, 24 cm. 66. 20 cm,
24 cm. 67. 6 cm. 68. 48°, 132°. 71. 40 cm. 72. 5 cm, 9 cm. 74. 25 cm.
77.3.78.2:1.79.72°,108°. 82. Indicatie. Punctul cautat este punctul
de intersectie al inaltimilor triunghiului ABC. 84. Indicatie. Aratati ca
AMAD = ADKC =AMBK. 85. Indicatie. Construiti paralelogramul, varful
caruia coincide cu varful unghiului dat, altele doua varfuri se afla pe
laturile unghiului, iar punctul de intersectie al diagonalelor paralelo-
gramului coincide cu punctul dat. 86. 24 cm sau 14 cm.

3. Criteriile paralelogramului

108. 32°. 109. 16 cm.

4. Dreptunghiul

119. 6 cm, 12 cm. 120. 5cm, 10 cm. 121. 15 cm, 25 cm. 122. 12 cm. 124.
Indicatie. Fie CM — mediana triunghiului dreptunghic ABC, dusa la
ipotenuza AB (fig. 239). Pe prelungirea segmentului CM dupa punctul M
depuneti segmentul MD, care este egal cu CM. Determinati tipul patru-
laterului ABCD si folositi-va de proprietatile patrulaterelor de acest tip.
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Fig. 239 Fig. 240

127. 30°, 60°. Indicatie. Aratati ca in triunghiul dreptunghic ABM ipo-
tenuza AM este de 2 ori mail mare decat cateta BM. 128. 4,5 cm. 131.
1) Indicatie. Problema se reduce la construirea triunghiului dreptunghic,
dupi ipotenuza si diferenta catetelor. In figura 240 este reprezentat
triunghiul dreptunghic ACB, in care se stie ipotenuza AB si diferenta
catetelor. Pe cateta BC este notat punctul M astfel, ca CM = AC. Atunci
BM = BC — AC. De aici ZAMB = 135°. Deci, se poate construi triun-
ghiul AMB dupa laturile AB si MB, si unghiul AMB. 132. 48°. 133. 90°.
134. Triunghiul ACE este isoscel.

5. Rombul

157. 6 cm. 160. 1) Indicatie. Problema se reduce la con-
struirea triunghiului dreptunghic dupa suma catetelor 4
s1 unghiul ascutit. In figura 241 este reprezentat triun-
ghiul dreptunghic ABC, in care se stie unghiul si suma
catetelor AC si CB. Atunci AM = AC + CB, ZCMB = 45°.
Triunghiul AMB poate fi construit dupa latura AM si doua ch
unghiuri alaturate. 161. Indicatie. Mijlocul segmentului

NK — punctul O este punctul de intersectie al diagonalelor /
rombului. Atunci dreapta MO este paralela cu laturile BC M
si AD. Lungimea segmentului MO este egala cu jumatate

din latura rombului. 163. 30°, 72°, 78°; 18 cm. Fig. 241

B

6. Patratul

174. 28 cm. 177. 48 cm. 180. Indicatie. Demonstrati ca AC 1. MK. 181.
Indicatie. Construiti triunghiul dreptunghic isoscel cu ipotenuza MK.
182. Indicatie. Construiti doua triunghiuri dreptunghice, in fiecare din
ele o cateta este egala cu latura patratului, iar ipotenuza — cu segmen-
tele date. Demonstrati egalitatea acestor triunghiuri. 184. Indicatie.
Construiti triunghiul echilateral BO,C astfel, ca punctul O, sa apar-
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tind patratului. Aratati ca £Z0,AD = Z0,DA = 15°. De aici rezulta ca
punctele O si O, coincid. 185. Indicatie. Pe prelungirea segmentului CD

dupa punctul D notati punctul M, astfel, ca DM, = BM. Demonstrati,
cd LEAM, = ZEM A.

6. Linia medie a triunghiului

202. 28 cm. 206. MK =4 cm. Indicatie. Duceti linia medie a triunghiului
ABC. 207. 9 cm. Indicatie. Cercetati triunghiul pentru care segmentul
MK este linie medie. 210. Indicatie. Fie ca punctele M, K si F' — sunt
mijlocurile segmentelor AB, AD s1 AC corespunzator. Determinati ca-
ror drepte apartin inaltimile triunghiului MKF. 211. Indicatie. Fie ca
punctele E, F's1 K sunt mijlocurile segmentelor AC, BC si BD respectiv.
Demonstrati, ca triunghiul EFK este isoscel. 213. 37°. 214. 8 cm.

8. Trapezul

234.16 cm, 34 cm. 236. 16 cm. 237. 50°, 60°. 239. 28 cm. 247. 7,2 cm,
10,8 cm. 249. 2Ah. 250. 8 cm, 20 cm, 20 cm, 20 cm. 251. 12 ¢cm, 12 cm,
12 cm. 252. 60°, 120°. 253. 8 cm, 16 cm. 254. 60°, 120°. 255. Daca
unghiul ascutit al trapezului este egal cu 45°. 260. 7 cm. 261. 13 cm,

21 cm. 264. %Ta' 265. 72°,108°. 266. 8 cm. Indicatie. Duceti prin varful

C o dreapta paralelad cu dreapta BD. Fie E — punctul de intersectie
al dreptei duse cu dreapta AD. Examinati triunghiul ACE. 267. In-
dicatie. Punctul de intersectie al bisectoarelor este varful triunghiu-
lui dreptunghic, a carui ipotenuza este latura laterala a trapezului.
Considerati mediana acestui triunghi, dusa la ipotenuza, si demon-
strati ca ea este paralela cu bazele trapezului. 268. 1) Indicatie. Prin
unul din varfurile bazei mai mici duceti o dreapta paralela cu latura
laterala a trapezului. Astfel problema s-a redus la construirea triun-
ghiului dupa trei laturi cunoscute; 2) Indicatie. Prin unul din varfu-
rile bazei mai mici duceti dreapta, paralela cu diagonala trapezului.
Problema s-a redus la construirea triunghiului dupa doua laturi si
inaltimea, dusa la latura a treia. 271. a + b. Indicatie. Fie O — punc-
tul de intersectie al diagonalelor paralelogramului. Duceti perpendi-
cularele AM, OK si CE la dreapta care trece prin punctul B, si aratati,

ci OK = “;b. 275. 1) 120°; 2) 120°.
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9. Unghiuri la centru si inscrise

297. Indicatie. Duceti coarda BC si folositi-va de faptul, ca unghiul AMC
este unghi exterior al triunghiului BMC. 298. Indicatie. Duceti coarda
si folositi-va de aceea, ca unghiul — unghiul exterior al triunghiului
BMC. 299. 10°. 300. 40°, 40°, 100°. 301. 120°, 20°, 40°. 306. 56°, 56°, 68°.
308. Indicatie. Coborati din varfurile A si B inaltimile triunghiului ABC.
309. Indicatie. Prin punctul comun al circumferintelor duceti tangenta
lor comuna. Aplicand problema-cheie din p.9, demonstrati, ca coardele
cercetate sunt paralele cu tangenta comuna. 310. Indicatie. ZMBD =
=/MBC+ 2CBD = /MBA + /BAC = Z/BMD. 311. LGP cautat — doua
arce, reprezentate in figura 242, cu exceptia punctelor A si B. Indicatie

Duceti doua semidrepte AC si BC astfel, ca ZBAC = ZABC = 90° — %.

Fie ca aceste semidrepte se intersecteaza in punctul C. Evident ca

ZACB = a. Circumscrieti-i triunghiului ABC o circumferinta. Executand
constructia analogd in alt semiplan fata de dreapta AB, veti obtine tri-
unghiul ABC|, caruia de asemenea circumscrieti-i o circumferinta. Ar-
cele ACB s1 AC| B, afara de punctele A si B, este LGP cautat. 313. Indi-
catie. Folositi-va de rezultatele problemei. 311. 314. Indicatie. Fie O —
punctul de intersectie al diagonalelor paralelogramului ABCD, punctul

M — mijlocul laturii AD (fig. 243). Atunci OM = %AB Triunghiul AOD

poate fi construit (vezi problema 313). 316. Indicatie. Folositi-va de
problema cheie 1 p. 9. 317. LGP cdutat este evidentiat in figura 244 cu
culoare albastra.

B C
O
A B A B
A i D

Fig. 242 Fig. 243 Fig. 244
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A
B
0 M
C 2 B A C
AN v
D
Puc. 245 Puc. 246

318. Indicatie. /DCB = /DAB = /1 (fig. 245). Atunci ZOCD = /1 + /2,
ZCOD = /1 + ZACO. Insa ZACO = £2. Deci, ZOCD = 2COD. 319. In-
dicatie. Fie ca segmentele AA, si CC, se intersecteaza intr-un punct M.
Calculati unghiul C,MB,, aplicand rezultatele problemei 297. 320. In-
dicatie. Construiti circumferinta cu centrul in punctul O, si raza, egala
cu diferenta razelor a circumferintelor date. Duceti prin punctul O, o
tangenta la circumferinta construita. 321. 1) Indicatie. Fie punctul O
— centrul circumferintei, inscrise in triunghiul ABC, in care se stie

unghiul B si latura AC. Demonstrati, ca ZAOC = 90° + %AB. In triun-

ghiul AOC se stie latura AC, unghiul AOC si inaltimea, duséa din varful
O (centrul circumferintei inscrise). Mai departe vezi problema 312; 2)
Indicatie. in figura 246 este reprezentat triunghiul ABC, in care se stie
latura AC, unghiul B s1 mediana, dusa la latura BC. Duceti linia medie
MN a triunghiului ABC. Atunci Z/NMC = /B. Construiti LGP al astfel
de puncte X, ca ZNXC = ZB. 322. 9 cm, 10 cm, 11 cm. 323. P, + P, + P..
324. Dreptunghic sau isoscel.

10. Circumferinte circumscrise si inscrise patrulaterelor

342.90°. 343. 6 cm. 347. 88°, 74°, 92°, 106°. 348. 62°, 118°. 350. 196 cm.
351. 6 cm. 352. 60°, 120°. 353. g Indicatie. Demonstrati ca unghiul

facut de diagonala si baza mai mare a trapezului este egal cu 60°. Mai
departe folositi problema-cheie p.8. 354. 6 cm. Indicatie. Demonstrati
ca centrul circumferintei, circumscrise trapezului, este mijlocul bazei
mai mari. 355. Indicatie. Circumscrieti o circumferinta patrulaterului
CMKB. 357. 30°. Indicatie. Demonstrati ca patrulaterului AMOK 1 se
poate circumscrie o circumferinta, si folositi-va de faptul, ca bisectoare-
le triunghiului se intersecteaza intr-un punct. 358. 60°. Indicatie. Notand
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198 Réspunsuri si indicatii la exercitii

/N = a, exprimati unghiul o prin AOB. 359. Indicatie. Demonstrati ca
patrulaterului ACBO 1 se poate circumscrie o circumferinta. 360. Indi-
catie. Demonstrati ca unghiul CPB nu-si schimbd méarimea sa. 361.
Indicatie. Folositi-va de aceea ca in triunghiurile dreptunghice APK
si AM@ unghiurile ascutite, APQ ti AM@ sunt egale. 362. Indicatie.
Punctele A, C, A, si C, se afla pe circumferinta cu diametrul AC. Folo-
siti-va de aceea ca mediatoarea coardei trece prin centrul circumferintei.
363. Indicatie. Demonstrati ca linia medie a trapezului dat este egala
cu suma razelor ale circumferintelor construite. 366. 128°.

§2. Asemanarea triunghiurilor

11. Teorema lui Tales.
Teorema despre segmentele proportionale

386. 30 cm. 388. 12 cm. 389. 4 cm. 390. 6 cm, 45°. 392. 20 cm, 24 cm.
393. 5cm, 10 cm. 395. 8 cm, 12 cm. 397. 6 cm, 5 cm, 6 cm. 398. 15 cm,
12 cm, 21 cm. 399. 15 cm. 402. 45 cm. 404. 21 cm, 15 cm. 405. 45 cm,
18 cm. 406. 30 cm, 50 cm. 407. 7 : 9. 408. 3 : 5. 409. 9 cm. 410. 50 cm.
411. 3: 5. Indicatie. Duceti prin punctul K o dreapta, paralela cu dreapta
AM. 412.1) 3: 7. Indicatie. Duceti prin punctul M o dreapta, paralela cu
dreapta BK; 2) 2 : 3. Indicatie. Duceti prin punctul K o dreapta, parale-
1a cu dreapta CM. 413. Indicatie. Folositi-va de aceea ca linia medie a
trapezului imparte diagonala lui in jumatate. 415. 2) Indicatie. Fie dat
unghiul ABC. Duceti dreapta OK, paralela cu semidreapta BC (punctul
K apartine laturii AB). Pe semidreapta KA notati punctul M astfel, ca
MK : KB =2 : 3. 416. 3) Indicatie. Construiti triunghiul dreptunghic
BDK, in care cateta BD este egala cu indltimea data, iar ipotenuza BK
— medianei date. Dupa unghiul dat si unghiul BKD aflati unghiul facut
de doua mediane ale triunghiului; 4) Indicatie. Fie ABC — triunghiul
cautat, ale carui mediane AA,, BB, si CC, se intersecteaza in punctul
M. Pe semidreapta MB, notati in asa mod punctul F, ca MB, = B,F.
Triunghiul MCF poate fi construit dupa trei laturi cunoscute. 417. 2)
Indicatie. Fie ABC — triunghiul cautat, ale carui mediane AA, si CC,
se intersecteaza in punctul M. Triunghiul AMC se poate construi dupa
doua laturi si indltimea, dusa la a treia latura. 419. Indicatie. Duceti
prin punctul C o dreapta paraleld cu latura BD. Fie ca dreapta dusa
intersecteaza latura AB in punctul E. Demonstrati, ca BC = BE, si folo-
siti-va de teorema despre segmentele proportionale. 420. a. 421. 11 cm.
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12. Triunghiuri asemenea

432.33 m. 439. 6 cm. 440. 9 cm. 441. 40 cm, 60 cm. 442, 36 cm. 443. 8 cm.
444. 4,8 cm. Indicatie. Prin varful A duceti o dreapta paralela cu dreapta
BD. 445. 6 cm, 12 cm. 446. 36 cm. 447. 1) 30°, 30°, 120°; 2) 30°, 60°, 90°.

13. Primul criteriu de asemanare a triunghiurilor

463. 6 cm, 30 cm. 464. 10,5 cm, 13,5 cm. 467. 42 cm. 468. 10 cm, 14 cm.
469. 12,5 cm, 3,5 cm. 471. 12 m. 475. 24 cm. 476. 16 cm. 477. 16 cm.
478. 5 cm. Indicatie. Duceti prin punctul P diametrul circumferintei si
aplicati rezultatul problemei-cheie 2 p.13. 479. 10 cm. 480. 27 cm.

481. 2) 36 cm. 482. 10 cm. 483. aa+hh' 484. 27 cm, 15 cm. 485. 1) 20°,
160°; 2) 50°, 130°. 487. 18 cm.

14. Criteriile al doilea si al treilea de asemanare
a triunghiurilor

496. 18 cm, 30 cm. 497. 50 cm, 20 cm. 498. 6 cm. 500. aa_fb' Indicatie.

Demonstrati, ca AKBM «© AABC cu coeficientul de aseméanare ﬁ.

501. 6 cm. Indicatie. Demonstrati ca AABC ~ ABDC. 502. Indicatie.
Demonstrati, cd AAHC © AABD in virtutea celui de-al doilea criteriu de
asemanare al triunghiurilor. De aici ZACH = ZABD. 503. Blndicatie.
Demonstrati cid din asemanarea triunghiurilor BMC si CMK reiese
asemanarea triunghiurilor ABM si KAM. 505. Indicatie. Fie ca circum-
ferintele se intersecteaza in punctele E si F. Pentru doud perechi de
coarde AB si EF, CD si EF folositi problema cheie 2 p. 13. 506. 9 cm,
14 cm. 508. 10 cm.

§3. Rezolvarea triunghiurilor dreptunghice

15. Relatii metrice in triunghiul dreptunghic

514.15cm, 20 cm. 515. 30 cm, 24 cm. 516. 2 J5 cm, 4 V5 cm. 517. 14,5 cm.
518. 62 cm. 519. 12,5 cm. 520. 12,8 cm. 521. 2,5 cm. 522. 196 cm. Indi-
catie. Demonstrati ca extremitatile laturii laterale a trapezului si centrul
circumferintei inscrise sunt varfuri ale triunghiului dreptunghic.
523. 18 cm. 525. 7 cm, 14 cm. 526. 14 cm. 527. 74°, 74°, 74°, 138°.
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16. Teorema lui Pitagora

a3

2h c
545. a~/2. 546. N 547. N
548. a) J6 cm; b) NE) cm; ¢) 4+/2 cm. 549. a) V2 cm; b) 1 cm.
550. 4/5 cm. 551. 4110 cm. 552. 413 cm. 553. 45 cm. 554. 10 cm,
10 cm, 12 cm. 555. 40 cm, 25 cm, 25 cm. 556. 20 cm. 557. 20 cm.
558. 24 cm. 559. 1,5 cm, 22,5 cm. 560. 8 cm, 6 cm, 10 cm. 561. 6 cm,
273 cm. 562. 168 cm. 563. 200 cm. 564. 20 coti. 565. 8v10 cm. Indi-
catie. Demonstrati ca latura laterala a trapezului este egala cu baza mai
mare a lui. 566. 12v/3 cm. 567. 2465 cm. 568. 12+/5 cm. 569. 128 cm.
Indicatie. Folositi-va de proprietatea bisectoarei unghiului triunghiului
si aflati raportul laturii laterale catre jumatatea bazei. 570. 162 cm.
571.54cm. 572.8+10 cm. 573.10 cm, 4v13 cm, 2473 cm. 574. 26 cm.

575. 3% picioare.

542. 13 cm. 543. 10 cm. 544.

17. Functiile trigonometrice ale unghiului ascutit
al triunghiului dreptunghic

595. 45°, 135°. 598. 1) 1; 2) 0. 599. 0,28; 0,96; —. 600. = Indzcatze Din

asemdanarea triunghiurilor AMC si BDC rezulta, ca ‘gg g % 601.

6 . . e . KC _BD
- Indicatie. Folositi-va de aceea, ca 0 AB 602. Indicatie. Din

punctul F coborati perpendiculara pe segmentul ED. Aflati tangentele
unghiurilor £ si B. 603. 3 cm. 604. 12 cm. 605. 14 cm.
18. Rezolvarea triunghiurilor dreptunghice

618. 45°. 621. 2a, a+/3. 622. a, a+/3. 625. 8 cm. 626. 16 cm. 627. 15 cm.
h h h

628. 44/2 cm. 629. 630. — -, , — . 631.atg o,
sino cosa sinocosa
COSE
@ 4 sin . 632. ,dtg 2. 633 2 22 g3y R\3
cos¢ 2cos% 2 sina sin% cos% 2

635. @ 636. 24/3 cm, v/93 cm, +181 cm. 638. /A =86°, /B=111°,
ZC=94°, /D =69°. 639. 18 cm, 21 cm.
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§ 4. Poligoane. Aria poligonului

M 19. Poligoane

654. 3) . 655.12laturi, 1800°. 658. 150°,

A p 60° 150°. 659. Pentagon. 660. Indicatie. Fie
ABCDEF — hexagon, al carui fiecare ungi este
egal cu 120°. Daca am duce secanta MN (fig.

F N E 247), atunci suma unghiurilor a pentagonului

ABMNF va fi egala cu 540°. Atunci suma un-

ghiurilor BMN si FNM este egala cu 180°.

662. 80 cm. 663. (26 +10+/13) cm. 664. 3+/5 cm.

n(n-3)
2

Fig. 247

20. Notiunea de arie a poligonului. Aria dreptunghiului

674. 0,000126 N. 675. 12 000 N. 676. d? sin o cos a.. 677. 7543 cm?

686. De 2 ori. 687. Deloc, sau doud, sau trei. 688. Defel sau doi. 689.
504 cm?. 690. 30 cm. 691. Indicatie. Construiti triunghiul dreptunghic,
ale carui catete sunt egale cu laturile patratelor date. 692. Indicatie.

Latura patratului cautat x = Jab. 694. 24 cm. 695. 2 cm.

21. Aria paralelogramului

704. 1) Doua solutii:4 cm si 9 cm; 2) o solutie; 8 cm. 705. 300 cm?.
706. 120 cm?.  707. 108+/3 cm?. 708. ab sin o. 709. 64/3 cm? 710.

2
140+/2 cm? 711. 37,5 cm?. 712, #. 714. 72 cm?. 715. 360 cm?.

719.1:7.

22. Aria triunghiului

732. 290 cm2 733, 1143 cm? 734. 170 cm?. 735. b sin o cos o.. 736.
2 2
B tg % 737. #. 738. <. 739, % cm. 740. 96 cm?. 741. 108 cm?.

742. 768 cm? 744. 52 cm. 745. 336 cm?. 746. 1080 cm?. 757. Indicatie.
Tineti seama de aceea ca triunghiurile ABX s1 AXM au inaltime comuna.
Aceeasi proprietate o au si triunghiurile CBX si CXM. 758. 120 cm?.
759. 20 cm, 6~/10 cm, 210 cm. 760. 1176 cm?2. 761. 9,6 cm?. 762.

% cm?. Indicatie. Aplicand proprietatea bisectoarei triunghiului, aflati
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raportul laturii laterale catre jumatatea bazei triunghiului. 763. %
cm?, 764. 19 cm?. Indicatie. Folositi-va de rezultatele problemelor 750 si
757. 765. Indicatie. Duceti dreptele AM, BM si CM si folositi-va de re-
zultatele problemei 757. 766. Indicatie. Fie N — un astfel de punct, si-

tuat pe latura BC, cd AN | DM. Demonstrati ci dreapta DN — este cea
ciutata. 768. 78°, 78°, 24°. 769. 2+/57 cm. 770. 80 cm.

23. Aria trapezului

782. 108\/§ cm?.  783. 195 cm?  784. 840 cm?.  785. 132 cm?.
786. 6003 cm?. 787. 1640 cm?. 788. (32+32+/2) cm? 789. 294 cm?.
793. 512 cm?. 794. 192 cm?. 795. 336 cm?. Indicatie. In trapezul dat
ABCD (BC | AD) prin varful C duceti dreapta CF, paralel cu diagonala-
BD (punctul F apartine lui AD), si considerati triunghiul ACF. 796.

3a2\/§

1 Indicatie. Demonstrati ca unghiul de la baza mai mare a trape-

zului este egal cu 60°. 797. 156 cm?. Indicatie. Fie O — centrul circum-
ferintei inscrise in trapezul ABCD (BC || AD). Demonstrati ca triunghiul
AOB este dreptunghic, si aflati inaltimea lui, dusa din varful O.
798. 588 cm?. 799. 2187 cm?. Indicatie. Demonstrati ca diagonala trape-
zului dat este bisectoarea unghiului de la baza. Mai departe folositi-va

de proprietatea bisectoarei triunghiului. 800. 936 cm?. 801. g Indicatie.

Duceti linia medie MN a trapezului. Demonstrati ca inaltimile triun-
ghiurilor MCN si MND, duse din varfurile C si D sunt egale cu jumata-
te din inaltimea trapezului. 802. 15 cm, 10 cm. 803. 60°, 120°. 804. 38 cm.

Exercitii pentru repetarea cursului de geometrie clasa a 8-a

806. 64 cm sau 74 cm. 807. 10 cm, 18 cm. 808. 60°. 809. a — b. 811.
1) Nu; 2 Da; 3) nu; 4) da; 5) nu; 6) da; 7) da. Indicatie. Demonstrati ca
punctul de intersectie al diagonalelor le imparte in jumatate pe fiecare
din ele. 812. 1) Da; 2) da; 3) nu. 813. 30°, 150°. 814. 40°, 70°, 70°. 815. 45°.

163

816. 18 cm. 818. 56 cm. 821. 3 °m 823. CD. 824.70°, 110°. 825. 30°.

828. 80°, 100°, 150°, 30°. 829.4 cm, 10 cm. 830.1:2. 831.3:4.832.2:5.
833.9cm, 3cm, 6 cm. 834. 21 cm, 35 cm. 835. 28 cm, 28 cm, 16 cm. 837.

aafb' 838. 21 cm, 15 cm. 840. 25 cm. 841. 5 cm. 842. 10 cm. 843. 36 cm.

844. (125 +20) cm. 845. 18 cm. 846. 24 cm. 847. 4+/29 cm, 10429 cm.
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848. % cm. 849. 2410 cm. 850. 45 cm. 851. @) %; 6) % 852. 256 cm?.

2 2
853. 142 854. 3B°V3 g55. b 856 Lo2ginacosa. 857. 7243 cml.
2 1 2tap 2

858. 24 300 cm?. 859. 6 cm.

RASPUNSURI LA TNSARCINARILE ,,VERIFICATI-VA”
TN FORMA DE TEST

Numarul Numarul problemei
insarcinarii | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 B D A A C C D A C C
2 B C C C B C D B D A
3 C B C B D C B C D D
4 B B A D A D D B D C
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VOCABULAR (CJIOBHUK)

Arc de circumferinta ([{yra xésma) 53
Aria dreptunghiului (ILxéma
OPAMOKYTHUKA) 146
— paralelogramului
(mapaJsiesorpama) 151
— poligonului (MHOrOKyTHUKA) 145
— trapezului (Tpamérii) 160
— triunghiului (tpuryTHura) 155
— — dreptunghic (mpamoryTHoO-
ro) 155

Baza trapezului (OcubéBa Tparé-
i) 44

Circumferinta, circumscrisi patrula-

terului (Kéuto, omricane HaBrOI0
MHOTOKYTHHKA) 142

— — poligonului (voTHpUKYTHHU-
Ka) 63

—, Inscrisa in patrulater (8
YOTUPUKYTHUK) 64

—, In poligon (Bmucane B
MHOTOKYTHUK) 142

Coeficientul de asemanare
(Koediwiéur moniouocri) 86

Cosinusul unghiului ascutit al tri-
unghiului dreptunghic (Kécunyc
rOCTPOro KyTA IPSIMOKY THOTO
TPUKYTHUKA) 123

Criteriile asemanarii triunghiu-
rilor (Osuaku momibHOCTL
TpukyTHUKIB) 91, 102

— dreptunghiului (mpsamMoxyTHI-
Ka) 31

paralelogramului (mapaJsesorpa-
ma) 23

— rombului (pémba) 34

Diagonala patrulaterului
(Jliaromass TupukyTHHKA) 8
— poligonului (MHOrOKYTHH-
ka) 141
Dreptunghiul (ITpsmoxyTauk) 30

Extremitatea arcului (Kizéup
nyr#) 53

Functiile trigonometrice
(Tpuronomerprusi
dyurmi) 124

Identitatea trigonometrica
fundamentala (Ocuorua
TPUTOHOMETPHYHA
TOTOKHICTE) 125

inél‘gimea paralelogramului (Bucora
napaJjiesiorpama) 16
— trapezului (rpamémii) 44

Latura laterala a trapezului (Biuna
CTOPOHA Tpaméini) 44

Laturi ale patrulaterului (Ctéporu
YOTUPUKYTHUKA) 7

— alaturate (cycimmi) 7

— opuse (pormiéxkui) 7

— — poligonului (MHOrOKYT-
HuKa) 140

— alaturate (cycimmi) 140

— omoloage (BimmosBimui) 85

Lema despre triunghiurile
asemenea (JIéma 1po momi6mHi
TPUKYTHUKH) 86

Linia medie a trapezului (Cepémus
JiHlg Tpamérii) 45

— — triunghiului (rpuxyTHUKa) 40

Masura in grade a arcului de circ-
umferinta (I'pamycua mipa myri
Koia 53

Oblica (ITox#ma) 117

Paralelogramul (ITapasenorpam) 15

Patrulaterul (Horupurytuur) 7

—, circumscris circumferintei
(omicanmit HaBKOJIO KOJIa) 64

— convex (omykauit) 8
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— , inscris in circumferinta
(Bricanmit y K610) 63

— neconvex (HEOIyKJIUI) &

Patratul (Ksagpar) 37

Perpendiculara (Ilepuenau-
RyJisip) 117

Perimetrul patrulaterului
(IleprimeTp YoTHPUKYTHUKA) 7

— poligonului (muorokyTHHUKA) 141

Poligoane echivalente (Muoro-
KYTHUKHU PIBHOBEIUKI) 147

Poligonul (Muorokytamnk) 140

— , circumscris circumferintei
(omvicauwmit HaBKOIO KOIA) 142

— convex (omywruawmit) 141

— , inscris in circumferinta
(Brticammit y k6mo) 142

— neconvex (HeomykJuit) 141

Proiectia catetei pe ipotenuza
(ITpoékris kdTera HA
rirmoreHyay) 113

Proiectia oblicei (ITpoéxirisa
moxuirol) 117

Proprietatea bisectoarei
triunghiului (Biacr#Bicts
GicexTpricu TPUKYTHUKA) 79

Proprietatile dreptunghiului
(BiacriiBocri mpaMokyTHHKA) 30

— paralelogramului
(mapaJsesiorpama) 15

— patratului (kBagpara) 37

— poligonului convex (omykJioro
MHOTOKYTHHEKA ) 141

— rombului (pémba) 34

— trapezului isoscel (piBHOGIYHOT
Tpamérii) 46

— unghiurilor, inscrise in
circumferinta (xyriB, BuicaHuX y
K670) 54

Raportul a doua segmente
(Biguomenus nBox Binpiskis) 76

Relatii metrice in triunghiul
dreptunghic (MeTprusi

CHIBBIIHOIIEHHS B
IIPAMOKYTHOMY TPUKYTHHUKY) 113
Rombul (Pom6) 34

Segmente alaturate (Cycimni
Bimpiskm) 6

Semicircumferinta (ITisx6s10) 53

Sinusul unghiului ascutit al
triunghiului dreptunghic (Crmyc
rOCTPOro KyTA IPSAMOKYTHOTO
TPUKYTHUKA) 122

Suma unghiurilor patrulaterului
(Cyma xyTiB YOTUPUKYTHUKA) &

— — poligonului cu n-laturi
(omyxJioro n-KyTHHKa) 141

Tangenta unghiului ascutit al
triunghiului dreptunghic
(Taurenc récrporo Kyra
MIPSAMOKYTHOTO TPUKYTHHKA) 123

Teorema lui Pitagora (Teopéma
[lidarépa) 116

— despre segmentele proportionale
(po mpormoprriitHi Bigpiskm) 77

— lui Tales (Paméca) 76

Trapezul (Tpamérist) 44

— dreptunghic (mpsamokyTHa) 45

— isoscel (piBHoGiuna) 44

Triunghiuri asemenea (ITogi6m1
TPUKYTHUKH) 85

Unghiul, inscris in circumferinta
(Kyr, Baricanuit y k6m0) 54

— la centru (xésia meHTpaAIBHMN) 53

— patrulaterului (votupuryTHHEA) 8

— poligonului (maOrOKyTHUKA) 140

Unghiuri de la baza trapezului
(KyTit ipu ocuéBI Tpamérii) 44

Varfurile invecinate (Bepmrinu
cycimmi) 140

— patrulaterului (wotupuryTHHEKA) 7

— — invecinate (cycigmi) 7

— — opuse (poTuiékul) 7

— poligonului (mHOrOKyTHUHKA) 140
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CUPRINSUL
Din parte@ QUIOTIIOT c.o.ueeiiiiiiiiiireieieieeeetreeeeeeaeeneeneeaeennees 3
Insemndri CONVEIEIONALE «eeveeeee ittt iiieiieeeieteieeireeereeeeneeescanneens 4
Q1. Patrulatere ........oooiiiiiiiiiiiiii et 5
1. Patrulaterul si elementele Iui....cocevveiiiiniineiiniiniinennnnnn. 6
@ CULEZATL! oevtiiiiiiiiiieeeteteieiiiernnneseeeeesessennnnnnnsneesens 14
2. Paralelogramul. Proprietatile paralelogramului............ 15
3. Criteriile paralelogramulul .....veeveeieriiierieineeeneeenneennns 23
@ Necesar 1 SUfICIENT . veereiieieeiereenereeeeeeeneenessnsenceneanens 28
4. Dreptunghiul ..o.oiiiiiiiiiiiiiiiii e 30
5. Rombul...eieiiiiieiiiiiiiiiiiiieiiiirieneeieeeeneeneeeneeneannns 34
6. Patratul.cc.cceiiiiiiiiiiiiiiiiiiii i i i r e e e e e e 37
7. Linia medie a triunghiului....ccccvveiieiiiiiiiiiiiiiniiniennenne. 40
8. TrapezZul...cciueiiieiiiiiiiiiiiiiiii it i ereeeeeenaeeenaenns 44
9. Unghiuri la centru $1 INSCriSe vuvveiereeeeneeneeeeenneeneeneennes 53
® Prima problema a Primei Olimpiade
a tinerilor matematicieni din toata Ucraina .....c..eeeeeeennns 62
10. Circumferinte circumscrise si inscrise patrulaterelor ..... 63
Insdrcinarea Nr. 1, Verificati-vd”in formd de test ......coeeeeeeeeenn... 70
Principalul in paragraful 1 .....eeeeeeieiieiiiiiiiieiieeeieeseeneeeneenns 71
§ 2. Asemanarea triunghiurilor..............c.oooiiiiiiiiiiiiiiiiiiinn, 75
11. Teorema lui Tales.
Teorema despre segmentele proportionale.................... 76
12, Triunghiurl aSemMenea...ueeeeeeereeeeeerrnsneeeeeeeeesasssnnnnsessseens 85
13. Primul criteriu de aseménare al triunghiurilor .........ccc........ 90
@ Teorema 1ui Menelai coveieeeeeeeeiieeeeiersnannceeeececeeeaannnnas 97
® Teorema lui Ptolemeu .ccovevieiniiiniiininiiniiinionaenienes 100
14. Criteriile al doilea si al treilea de asemanare
ale triunghiurilor ....ooeereiieiiiiiiiiiii e, 102
® Dreapta lul Buler...cccevieiiiiiiiiiiiiiiieeeierininnneneeeees 106
Insdrcinarea Nr. 2 ,Verificati-va”in formd de test ......eeeeeunnnnen.. 109
Principalul in paragraful 2 ......c.eeeeieiiiiiiiiiiiiiiiiiieiiinennenneens 110
§3. Rezolvarea triunghiurilor dreptunghice.......................... 112
15. Relatii metrice in triunghiul dreptunghic.................... 113
16. Teorema lul Pitagora ...cccevvieiiiiiiiiiiiieiiiiiiiieienneennennns 116
@ PitagOra . cieeiiiiiiiiiiiieiietieiracteeesaneeeesnnecennnneens 122
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17. Functiile trigonometrice ale unghiului

ascutit al triunghiului dreptunghic........cccevvevviinennnen... 122
18. Rezolvarea triunghiurilor dreptunghice........c..cc.euenn..... 129
Insarcinarea Nr. 8 ,Verificati-va”in formd de test ....ovveveeveneennnns 136
Principalul in paragraful 3 .....e.eeeiieiieiiiiiiiiiiiieiinieieeieenneeneans 137
8§4. Poligoane. Ariapoligonului..........c..ccoiiiiiiiiiiiiiiiiiiinnnnnn, 139
19, Polig0Ane c.uviiniiiiiiiiiiiiiiii it iei e iei e e eenaaans 140

20. Notiunea de arie a poligonului.
Aria dreptunghiulul ..ooovveiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii e 145
21. Aria paralelogramulul .....coeveviiiiiiiieiiiiiiiiieeieienennenns 151
22, Aria triunghiulul c.oceeviiiiiiiiiiiiiiiiic e 155
23. Aria trapezulUl...cccceeiiiiiiiieiieiiiiiieiieiieeieeieeneeeneenens 160
® Poligoane echicompuse si echivalente ......cccevvevnennen. 164
® Teorema 1ul Ceva.ieiieiiieiieneieieieeneeneeeneenenneenacances 166
Insarcinarea Nr. 4 ,,Verificati-va” in formd de test .....cuvevveveniannnns 168
Principalul in paragraful 4 .....e.eeeeeeeeieeieiiieieieieeieenseeneeneens 169
Exercitii pentru repetarea cursului de geometrie clasa a 8-a....... 171
Prietenim cu computatorul.....ccoeeiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii e, 178
Liucru asupra proieCtulul veueeeeeeeeeeeeeeerneeneneeneeerneeneneeneeesneenens 182
Cunostinte din cursul de geometrie clasa a 7-8..cceeveveernennnnennnn.. 183
Raspunsuri st indicatil [Q eXercifil «.veeeeeeeeeeeeeeseeeseeesseeeseeenneenns 193
Raspunsuri la insdrcindrile ,Verificati-vd” in formd de test ......... 203
VOCADULAT «euneneieiiii ittt ettt e eeeeneeneeeneanenns 204
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