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1. el6zék

kobének tablazata

2. elozék

Az 1-t6l 10-ig terjed6 szamok négyzetének és

n|1(2|3|4|5]|6|7]|8]9]10

n 1] 49 [16]25|36|49 |64 |81 100

nd| 1| 8 |27|64[125(216|343|512|729|1000
2 és 3 hatvanyai

n |112(3|4|5 ]| 6 7 8 9 10

2" [214]8]16|32 |64 | 128 | 256 | 512 | 1024

3" [3]9]27|81]|243(729|2187|6561[19683|59049

Mihajlo Pilipovics Kravesuk (1892—-1942) granit emlékmiivé-
nek talapzatdra ezeket a szavait vésték: ,,Két szerelmem van —
Ukrajna és a matematika.”

Reméljiik, hogy a kivalo ukran matematikus hazafias kijelen-
tése hasznos utmutatoul szolgal szamotokra a szakemberré valas
utjan.

MpaBo ans 6esonnaTHOro po3milleHHs MigpyyHrKa B Mepexi [HTepHeT mae

(am) n = qgmn

arq® = am+n

(ab)" = a™b"

5

ar:a*=a" " (a+#0)

| =% ©+0

Ha a > 0, akkor (Va)2=a

Barmely valés a szamra: Ja? =|a|

Ha a > 0 és b > 0, akkor Vab=+ab

Ha a > 0és b > 0, akkor \/g=\/\/%

meghatarozé képlet

£ = bEVb® —dac

MinicTepcTBO OCBiTY i Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHCTUTYT MoAepHi3auii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua

2a

Az egész kitevoji hatvany tulajdonsagai

A szamtani négyzetgyok tulajdonsagai

Az ax*+bx+c=0 masodfoku egyenlet gyokeit
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. A szerzoktol

KEDVES NYOLCADIKOSOK!

Ebben a tanévben tovabb folytatjatok az algebra tanuldasat. Reméljiik,
hogy mar megszerettétek ezt a fontos és szép tantargyat, és ezért foko-
zott érdekl6déssel fogtok hozza az 4j ismeretek elsajatitasahoz. Bizunk
benne, hogy a kezetekben tartott tankényv segitségetekre lesz ebben.

Ismerkedjetek meg a tankonyv felépitésével!

A tankoényv harom paragrafusbdl all, amelyek alpontokra tagozédnak.
Ezen alpontokban ismerkedhettek meg a tananyag elméleti részével.
Forditsatok elsddleges figyelmet a félkovér, a félkovér doélt betiikkel
szedett legfontosabb ismeretekre, s j0l jegyezzétek meg a délt betilikkel
kiemelt szavakat is.

A hagyoméanyoknak megfeleléen az elméleti tananyagot megoldott
gyakorlépéldak és feladatok kovetik. Ezeket a feladatmegoldas egyik
lehetséges valtozatanak tekinthetitek.

Minden pontban 6nallé megoldasi munkat igénylé feladatok vannak,
amelyek elvégzéséhez csak az elméleti rész elsajatitasa utan fogjatok
hozza. A gyakorlatok kozott vannak kezd6 és kézepes szintilek, illetve
nehezebbek (kiilonosen a *-gal jeloltek). Tudasotokat az Ellendrizzétek
tuddsotokat! cim( rubrikaban talalhaté tesztfeladatok megoldasaval
kontrollalhatjatok.

Minden pont egy Nem hagyomdnyos maodszerek haszndlata cimd
rubrikaval fejezddik be. Ezekben olyan feladatok szerepelnek, amelyek
megoldasahoz legtébbszor nem kilonleges matematikai tudasra van
sziikség, hanem csak a jézan eszeteket, talalékonysagotokat, felfogo-
képességeteket kell hasznalnotok. Ezek a feladatok legalabb annyira
hasznosak, mint a vitaminok. Segitségiikkel nemcsak a matematikai
feladatok megoldasanal alkalmazott nem vart, vagy nem szokvanyos
megoldasi 1épéseket lathatjatok majd at jobban, hanem az élet barmely
tertletén el6fordulé problémamegoldé gondolkodasotok is fejlédik majd.

Ha a hazi feladat megoldasa utan még marad szabad 1d6tok és sze-
retnétek tébbet tudni, akkor ismerkedjetek meg a Tobbletfeladatok cimi
rubrikaban leirt feladatokkal. Az ebben k6z6lt tananyag nem tartozik az
egyszerlek kozé, de itt aztan igazan kiprébalhatjatok képességeiteket.

Sok sikert és kitartast kivanunk!
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4 A szerz6ktol

TISZTELT KOLLEGAK!

Oszintén reméljik, hogy e tankényv megbizhaté segitségil szolgal
egy nemes cél érdekében végzett aldozatos munkajukhoz. Szeretnénk,
ha a konyv elnyerné tetszésuket.

A tankonyv széles kord és valtozatos didaktikai anyagot tartalmaz.
Egy tanév alatt a tankényvben talalhaté valamennyi feladatot lehetetlen
megoldani, de erre nincs is sziikség. Sokkal kényelmesebb tigy dolgozni,
hogy bdségesen valogathatunk a feladatokbdl. Ez az egyénre szabott
fejlesztési mddszerek alkalmazasat teszi lehetévé az oktatasban.

A Tobbletfeladatok rubrikaban olyan példak talalhatok, amelyeket
matematikai szakkorokre, illetve fakultativ foglalkozasokra is javas-
lunk.

Az alkot6 munkahoz erdt, kedvet és sok sikert kivanunk!

- Egyezményes jelek

n kezdd és kozepes felkésziiltségl tanuldk részére ajanlott fel-
adatok;

n’ megfelel( felkésziltségl tanuldk részére ajanlott feladatok;

n”  kivél6 felkésziiltségii tanulék részére ajanlott feladatok;

n* matematikai szakkorok részére és fakultativ foglalkozasokra

ajanlott feladatok;
A vége a tétel bizonyitasanak, vagy a feladat megoldasanak;

= szamitogéppel elvégezhetd feladatok;
L@ Tébbletfeladatok.

A kék szamozasu példakat hazi feladatra, a ciklamen szamoza-
suakat pedig szobeli feladatként ajanljuk.
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RACIONALIS KIFEJEZESEK

e Ebben a paragrafusban olyan tortekkel ismerkedtek meg, amelyek
nevezbiben és szamlaldiban valtozokat tartalmazo kifejezések vannak;
megtanuljatok ésszeadni, kivonni, megszorozni és elosztani az ilyen
torteket; megismerkedtek az ilyen tortekbdl allé egyenletekkel.

e Megtanuljatok azokat a szabalyokat, melyekkel az adott egyenlet
egyszer(bb alakra hozhato.

e Bévil a hatvany fogalma is. Megtanuljatok a szamokat negativ egész
kitevdju hatvanyra emelni.

e Megismerkedtek azon folyamatok matematikai modellezésével,
amelyekben az egyik mennyiség néhanyszoros novelése (csokkenése)
egy masik mennyiség néhanyszoros csokkenését (névekedését) vonja
maga utan.

Racionalis tortek

Miel6tt hozzakezdenétek az adott alpont tanulmanyozasahoz,
ismételjétek meg a 217. oldalon talalhaté 1., és a 219. oldalon
1év6 6. pontokat!

A 7. osztalyos tananyagban egész kifejezések atalakitasaval foglal-
koztatok. Ezalatt olyan kifejezéseket értlink, amelyekben szamok és
valtozok osszeaddasa, kivondsa, szorzasa és nullatél kiillonb6z6 szammal
valé osztasa szerepel.

Egész kifejezések példaul:

a+b 2 2 1 c d
X—Y, ——m +2m+n,§x—4, YRET

A 8. osztalyban a tortkifejezésekrdl fogtok tanulni.

A tortkifejezések abban kiillonbo6znek az egész kifejezésektol, hogy benniik
vdltozot tartalmazo kifejezéssel valé osztds is eléfordul.

Tortkifejezések példaul:

x:5,y, 1.

5

b

2x+%7 (x_y) : (x+y)’

QUlo | e

Az egész és tortkifejezéseket egylitt racionalis kifejezéseknek nevezziik.

Ha aracionalis kifejezésekben a valtozokat szamokkal helyettesitjiik, akkor
szamkifejezést kapunk. A helyettesitést csak akkor szabad elvégezni, ha az nem
vezet nulldval valé osztdshoz.
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6 1.§. RACIONALIS KIFEJEZESEK

Péld4ul a 2+a—+i kifejezésnek nincs értelme, ha a = 1, azaz a kife-
a—

jezésnek nincs helyettesitési értéke. Az a 6sszes tobbi értékére a kifeje-
zés értelmezve van.

Meghatarozas. A valtozék azon értékeit, amelyekkel a raciona-
lis kifejezés értelmezve van, a valtozok megengedett értékeinek
nevezziik.

A fenti kifejezésben példaul az a valtoz6 megengedett értéke az
1 kivételével barmely szam.
Az egész kifejezésekben szereplS valtozok megengedett értékei bar-
mely szam.
A racionalis kifejezések részesete a racionalis tort, amelyekben a
szamlalé és a nevezs is tobbtagu kifejezés!'. Példaul:
x x% - 2xy 12 a+b
7 x+y T a’ 5
Megjegyezziik, hogy a racionalis tort lehet mind egész, mind tortki-
fejezés.
A racionalis tort nevezdje nem lehet olyan tobbtagu kifejezés, amely
azonosan egyenld nullaval.
A racionalis tortekben a valtozok megengedett értékei azok, amelyek-
nél a nevezs helyettesitési értéke nem nulla.
Az 1. abran lathaté vazlatrajz ebben a pontban megtalalhaté fogalmak
kozotti kapesolatot szemlélteti.

Racionalis kifejezések

Tort-
kifejezések

Egész
kifejezések

Racionalis
tortek

1. abra

PELDA. Hatarozzatok meg az l+i5 kifejezésben a valtozé meg-
X X —

engedett értékeit!

! Emlékeztetunk arra, hogy a szamok és az egytagu kifejezések a tébbtagu
kifejezések részesetei (1asd 219. oldal 6. pont).
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1. Racionalis tortek 7

Megoldds. Az % tort nincs értelmezve, ha x = 0. Az 6sszes tobbi

szam esetén értelmezve van. - tort az x = 5 értékén kivil az osszes

szamra értelmezve van.

Tehat az x megengedett értékei a 0 és 5 kivételével valamennyi
szam. Vagy masképpen fogalmazva: a kifejezés nincs értelmezve, ha
x=0vagyx=5. A

-~

1. Miben kildnbéznek a tortkifejezések az egész kifejezésektbl?

2. Hogyan nevezziik az egész és tortkifejezéseket egyutt?

3. Avaltozok mely értékeit nevezzilk megengedett értéknek?

4. Milyen torteket neveziink racionalisaknak?

5. Milyen kifejezések részesete a racionalis tort?

6. Milyen tébbtagu kifejezés nem lehet egy racionalis tort nevezéje?

I GYAKORLATOK

8 g, b t"-6t+415 x-2 1 3 ;
6n+1’ e’ 2t x+2° 6

3a® b5x°  «x
opde 5% x
4°7 4 T
m?—3mn
18
1) egész kifejezések; 2) tortkifejezések; 3) racionalis tortek?

2
&l 2.° Mennyi a C2 —4

kifejezések kozil melyek:

=" lc tort helyettesitési értéke, ha:

1) c=-3; 2)c=0?

& 3.° Hatdrozzatok meg a

2M R yifeiezés helyettesitési értékét, ha:
3m +2n

Dm=-1,n=1; 2) m =4, n =-5!
& 4.° Hatarozzatok meg az alabbi kifejezések értékét:

2_1 x+3 y
1) 4 ha a = —4; 2 -4 _hax=-5,y=6!
), haa=—4 ) et 5,y=6

5.° Hatarozzatok meg a kifejezésben szerepld valtozé megengedett ér-
tékeit:

_ 5 9. 2+y,

1) 2x — 5; 3)x_5, 5)1+y,
18, x—-5, 1

2);;, 4)—3—, 6)x2+4,
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8 1.§. RACIONALIS KIFEJEZESEK

5 2 3x x
7 ; 9) —+——; 11) ——;
)x2—4 )x—2 x+1 )|x|+1
5 x+4 x?
8) —7—3 0 ; ) —————!
)|x|—4 )x(x—6) )(x—S)(x+5)
6.° A valtoz6 mely értékére van értelmezve a
9 m-—1 4 1
) y 3 m?-9 5 x78+x71
2) x_+7; 4) —x ) _ 2x-3
x+9 |x|-3 (x+2) (x-10)
kifejezés?
7.° Irjatok fel olyan x valtozét tartalmazo raciondlis tortet, amely
)x="17, 2) x=-1; 3)x=0ésx=4

értékeinél nincs értelmezve!
8.’ frjatok fel olyan y valtozét tartalmazé raciondlis tértet, amelynek
megengedett értékei:
1) 5 kivételével minden szam;
2) —2 és 0 kivételével minden szam,;
3) 3, —3 és 6 kivételével minden szam,;
4) barmely szam!
9.° Egy gépkocsi 75 km/h sebességgel a km-t tett meg miitaton, és 40 km/h
sebességgel b kilométert folditon. Mennyi id§ alatt tette meg a teljes
utat a gépkocsi? Adjatok meg a feladat megoldasat kifejezéssel, majd
hatérozzatok meg az értéket, ha a = 150, b = 20!
10." Egy tanulé m hrivnyaért 8 hrivnyas, n hrivnyaért pedig 14 hriv-
nyéas fuzeteket vasarolt. Hany flizetet vasarolt a tanul6? Allitsatok
fel kifejezést, majd hatarozzatok meg az értékét, ha m = 24, n = 56!
11." Bizonyitsatok be, hogy az x valamennyi megengedett értékénél a
tort értéke:
x%+1 c
2) P negativ!
12.° Bizonyitsatok be, hogy az x valamennyi megengedett értékénél a
tort értéke:

1) % pozitiv;
X

9 xX+dx+4

2
1) —2x 5 nem pozitiv;

5 nem negativ!
x°+ x°-2x+1

13." Ismeretes, hogy 5x — 15y = 1. Hat4rozzatok meg az alabbi kifejezé-
sek értékét:

1) x— 3y; 3) —18‘1’9_6’6;
8 1
2 ; 4) —m— 1
) 2x -6y ) x% —6xy +9y?

14." Tudjuk, hogy 4a + 8b = 10. Hatarozzatok meg a kifejezés értékét:

5 a® + 4ab + 4b*
1) 2b + a; —_ g T2A0T0
) 2b+a; ) oo Y v ap
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1. Racionalis tortek 9

15.” Hatarozzatok meg az alabbi figgvények értelmezési tartomanyat:

1 1
Dy= 5 2) y= 1 !
4-= w1
X X
16.” A valtozd mely értékeinél van értelmezve az alabbi kifejezés:
D 5 2) o2
x—2 242
x x

l: UJ TEMAVAL ISMERKEDUNK

17. Egyszeriisitsétek az alabbi torteket:
5. 12, 27, 30,
1 15’ 2) 18’ %) 45’ 4 48"
18. Bovitsétek:
1)a % tortet ugy, hogy a nevezdje 14 legyen;

2) a % tortet Ggy, hogy a nevezdje 60 legyen!
19. Adjatok meg a kovetkezs kifejezéseket hatvanyalakban:

1) a’a?; 2) (a@d)3; 3) a’: a? 4) (a®*: (a®®
20. Bontsatok tényezdkre az alabbi kifejezéseket:
1) 6a — 15b; 5) a® + a?
2) 2a + ab; 6) 12m?n — 4mn;
3) 7Tam + Tbn; T) 2x% — 4x3 + 10x%;
4) 4x? — 12xy; 8) 10a’b? — 15a2b + 25ab?!
21. Bontsatok tényezbkre az alabbi kifejezéseket:
1) ab—ac + bd — cd,; 3) a®+ a® + 2a® + 2;
2) 3m + 3n — mx — nx; 4) 8a?b — 2a® — 4b + b!
22. Adjatok meg azokat a kéttagu kifejezéseket, amelyek négyzete:
1) a®> — 8a + 16; 3) 40xy + 16x% + 25y%
2) 9x2 + 6x + 1; 4) a® — 4a*b + 462!
23. Bontsatok tényezikre az alabbi kifejezéseket:
1) x2-9; 4) a?b? — 81; 7 3 —d?
2) 25 — 4y?; 5) 100mS — 1; 8) a® + 8;
3) 36m? — 49n?; 6) a'® — bb; 9) 27mb — n®
24. Bontsatok tényezGkre a kévetkezd kifejezéseket:
1) 70> - T, 4) —8a® + 8a® — 2a;
2) 3b® — 3b; 5) x — 4y + x% — 16y%
3) 2x% — 2xy?, 6) ab®— ab* — b® + b*!

25. Melyik azonossag az alabbi egyenldségek kozul:
1) 3x? — 36xy + 108y? = 3 (x — 6y)%
2) 4m?®—500n8 =4 (m — 5n) (m — 5mn + 25n?)?
Elevenitsétek fel a 2. pontban tanultakat (217. oldal)!
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10 1.§. RACIONALIS KIFEJEZESEK

I NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK HASZNALATA

26. Adott az a= 44...4, b=33...3 szdm. Az a szdm m szdmjegyd,

m szamjegy n szamjegy
a b szam n szamjegyd. Megvalaszthatdk-e gy az m és az n értékei,
hogy:
1) az a szam oszthat6 legyen b-vel,
2) a b szam oszthaté legyen a-val?

A racionalis tortek alaptulajdonsaga

A 3a—-1+2a+5=>5a+ 4 egyenliség azonossag, mivel az a minden
értékére teljesil.
A 3a—1+2a+5_5a+4
a+1 a+1
sagnak tlinik, de az egyenldség nem teljesiil az a minden értékére. Az
a =— 1 esetén kapott racionalis toért nincs értelmezve. Vagyis a 7. osz-
talyban bevezetett azonosan egyenld kifejezések és az azonossag meg-
hatarozasait pontositani kell.

egyenldség els6 ranézésre ugyancsak azonos-

Meghatarozas. Kétkifejezést azonosan egyenldnek ne-
vezunk, ha a valtozok minden megengedett értékénél a megfelel6
helyettesitési értékeik egyenlok.

Meghatarozas. Azonossagnak nevezziik az olyan egyen-
l6séget, amely a valtoz6 minden megengedett értékével teljesiil.
Z:; =1 egyenlGség azonossag, mivel az a = 2 kivételével
a valtozdé minden értékére igaz.

A 7. osztalyban tanultuk az egész kifejezések azonos atalakitasait.
Most pedig a tortkifejezések azonos atalakitasaval fogunk foglalkozni.

Az arany alaptulajdonsaga szerint az

a_am
b bm
egyenldség teljesul a, b és m barmely értékeivel, ahol b # 0 és m = 0.

A raciondlis tortek az arany alaptulajdonsagahoz hasonlé tulajdon-

Példaul az

saggal rendelkeznek:

MpaBo ans 6e3onnaTHOro po3milleHHs NiapyyHKKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



2. Araciondlis tortek alaptulajdonsaga 11

ha a raciondlis tort szamlalojat és nevezdjét megszorozzuk
ugyanazzal a nullatol kiilonbézoé tébbtagu kifejezéssel, akkor az

adottal azonosan egyenlé tortet kapunk.

A fenti tulajdonsagot a racionalis tort alaptulajdonsaganak
nevezzuk és igy irhatjuk le:
A_A-C
B B-C’
ahol A, B és C tobbtagu kifejezések, s emellett B és C nem egyenld
nullaval.

A fenti tulajdonsag felhasznélésaval az % kifejezést helyettesit-

hetjuk a vele azonosan egyenld % torttel. Az ilyen azonos atalakitasokat

a tortnek C tényezdvel valé egyszerisitésének nevezzik.

3
1. PELDA. Egyszer(sitsétek a 1) 6a2b4’ 2) x+15y, 5 3) v’ +4y+4
b 3x y +2y

torteket!
Megoldds. 1) A 6a’b? és 24a?b* egytagu kifejezéseknek van ko6zos
6a2b? tényezdjik. Ezért:
6a’® _ a-6a’n® _ a
24a%*  4b®- 60  4b*’
2) A tort szamlalgjat tényezékre bontjuk:
3x+15y _ 3 (x+5y)
3x  3x
A kapott tort szamlaléjanak és nevezdjének kozos tényezdje 3, amivel
egyszerUsithetiink:

3(x+ 5y) X+ 5y
3x

3) Elbszor a tort szamlalgjat és neveZOJet tényezGkre bontjuk, majd

a kapott tortet a y + 2 tényez6vel egyszerisitjik:
Y rdy+4_ (y+2)? _y+2
vi+2y  y(y+2 oy

A tort alaptulajdonsagabdl kovetkezik, hogy
A A, -A A
= gy — =",
B -B B -B
-A

A =3 és % tortek mindegyikét felirhatjuk —% alakban is, vagyis
“A_A_ A

B -B B’

4a - 20
5a—a?

2. PELDA. Egyszertisitsétek a === tortet!

Megoldas.
4a-20 _4(a-5 _4(a-5 _ 4 ,
5a—a? a(G-a) -a(@a-5) a
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12 1.§. RACIONALIS KIFEJEZESEK

3. PELDA. Hozzatok:

2
1) az 5“ tortet 15abc® nevezdre;

bed

2) az —2— tortet a? — 4b% nevezdre;
a+2b

a-b

2a-3b

Megoldds. 1) Mivel 15abc® = 5bc*3ab’c?, ezért az Uj nevezl a

3) az tortet 3b — 2a nevezdre!

3ab?c? tényeziovel kiilonbozik az adott tort nevezdjétdl. Tehat az adott
tort szamlaléjat és nevezdjét a 3ab?c? pétszorzoval kell megszoroznunk:
(l2 a2 ‘3ab2C‘2 3a3b2c2
5bc®  5bc® -3ab’c’  1bab’c®

2) a__ a(a—2b) =a2—2ab
a+2b (a+2b)(a—2b) a?—4b2"
3) Az adott tort szamlaldjat és nevezdjét is szorozzuk meg —1-gyel:
a-b _ (a-b)-(1) _ b-a
2a-3b (2a—-3b):(-1) 8b—-2a°

4. PELDA. Hozzdtok ko6zos nevezdre a kévetkezd torteket:
2
1. ) da® oo 6

2m ., 5n° 1
1) = és ——; és —— !
) ) a’-36 a’® +6a

9a%° *° 6a'®’ a+b  a-b’

Megoldds. 1) Az adott tort nevezbinek szorzata 9a?b% - 6a*b® =

= 54a°b° egyuttal k6z6s nevezdjik is. Azonban célszerilibb k6zos nevezs-

nek a 18a'b® egytagu kifejezést valasztani, amelynek egytitthatoja 18,

ami az adott nevezlk egyutthatéinak, a 9-nek és a 6-nak, a legkisebb

ko6zos tobbszorose; az a és b valtozokat pedig a tértek nevezdiben szerepld
legnagyobb kitevGkkel vessziik.

Mivel 18a*b® = 9a2b° - 202, ezért a % tort potszorzdja a 2a” egytagu
a

2
kifejezés. Figyelembe véve, hogy 18a*b® = 6a*b? - 3b°, ezért az 65%173 tort
a
pétszorzdja a 3b° egytagu kifejezés.
Tehat azt kapjuk, hogy
2m_ _ 2m - 2a° _ 4a’m |
9a’°® 9a%°-24” 18a"p®’
5n® _ 5n%-3b° _ 15b°n’
6a'd®  6a’v®-3b° 18ap°’
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2. Araciondlis tortek alaptulajdonsaga 13

2) Az adott tortek kézos nevezbje nevezdik szorzataval egyenld. igy:

1 _ a-b __a-b .
a+b (a+b)(a-b) a%-b?’
1 a+b _a+b

a-b (a-b)(a+b) a®>-p>
3) A raciondlis tortek kozos nevezbjének meghatarozasanal hasznos
lehet nevezdik tényezdkre bontasa:
a’?—36=(a+6)(a—6),a®>+6a=a(a+6).
Tehat az adott tortek k6zos nevezdje lehet az a(a + 6)(a — 6) kifejezés.
Ekkor

4q° _ o/ 4q? _ 443 _ 4a? .
a®-36 (a+6)(a-6) a(a+6)(a-6) a®-36a’
6 ““6 _ 6(a-6) _ 6a-36

a*+6a  a(a+6) a(a+6)(@a-6) a*-36a

2

5. PELDA. Abrazoljatok az y = ’; 711 figgvényt!
Megoldds. Az adott fliggvény értelmezési vk
tartomanya az x = 1 kivételével barmely szam. Igy:
x-1_(x-1)(x+1) _

x-1 x-1
tehaty=x+1,hax= 1. o 1
Tehat az adott fliggvény grafikonja —az 1 absz-
cisszaju pont kivételével — az y=x + 1 egyenes
(2. dbra). A 2. abra

iy

x+1,

tad

6. PELDA. Oldjatok meg az (a*>— 9)x = a + 3 egyenletet az a paraméter

barmely értékére!

Megoldads. frjétok le az adott egyenletet (a + 3)(a — 3)x alakban,
és harom esetet vizsgaljatok meg.

1) a=3.

Ebben az esetben a Ox = 6 egyenletet kapjuk, amelynek nincs meg-
oldéasa.

2)a=-3.

Az igy kapott Ox = 0 egyenletnek végtelen sok megoldasa van.

3)a=x3ésa+-3.

a+3 1
Ekkor x = @i3@ 3 a3
Felelet: ha a=3, akkor az egyenletnek nincs gytke; ha a =-3,

akkor az egyenletnek barmely szam a gyoke; ha a = 3 és a = —3, akkor
1
a-3"

X =
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14 1.§. RACIONALIS KIFEJEZESEK

1. Milyen kifejezéseket neveziink azonosan egyenléknek?
2. Mit neveziink azonossagnak?
3. Fogalmazzatok meg a racionalis tortek alaptulajdonsagat!

—_—

I GYAKORLATOK

2
27.° Az alébbi kifejezések koziil melyikkel azonosan egyenld a % tort:
a

2 1243 3a*
1 a_; 2 E; 3 ; 4 ?
) 4 ) 4 ) 48a ) 124°
28.° Azonossagok-e az alabbi egyenlGségek:
3m* _3m, g 20 _ 8
mo 7’ 5¢  20¢°’
8 2 2 5
2) 4x4:x_; 4 8m :8m3?
16x 4 9n  9nm
29.° Egyszertsitsétek a kovetkezd torteket:
144° 5x 4abe -10n"°
1 5 3) ——; 5 7 ;
) 21a 20x ) 16ab* ) 5n*
3.2 2 2 5 17 4 6
)8b 63; 4) 24x%y : 6 56m5nw; 8 3p;17!
12bc 32xy 42m°n -9p°q
30.° Adjatok meg a hanyadosokat tort alakban, majd egyszerUsitsétek
azokat:
1) 6a : (18a); 2) 1657 : (48b%); 3) 35a%b% : (—49a°b?)!
31.° EgyszerUsitsétek a torteket:
3x 5ct 16ab* 124°
1 2, S ; 7) 120
) 21y ) 10¢° ) 40ab® ) -424°
5’ 2m* 63x°y* ~13a%°
2) =—; 4) =—; 6 ; 8 ———!
) 6x ) m? ) 42x*y® ) 26a'b®
32.° EgyszerUsitsétek az alabbi kifejezéseket:
1) % 2) -=%; -=; 4) -=!
) -b ) b 3) -b ) -b
33.° Pétoljatok a hianyzo kifejezéseket az egyenlGségekben:
2.3 4 3
HNe-__ - ____dac, gm_4m_________3mn,
3 6a 94° b5b n on? mnp

34.° Alakitsatok at:
1) az I;% kifejezést b® nevezdjd tortté;

170 22

2) az gﬂ kifejezést 27n* nevezGjl tortté;
n
6

2

3) a
)7xy

kifejezést 35x%y? nevez6jl tortté;

4) az % kifejezést 24p°c nevezdjd tortté!
P
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2. Araciondlis tortek alaptulajdonsaga 15

35.° Alakitsatok at:

1) az %alakﬁ tortet y® nevezdjivé,
Yy

2) az % alaku tortet 6b° nevezdjivé,;

3) a —— alaku tortet 12m?n® nevezd@jlivé;
4m°n
4)a 151;5 alakt tortet 30bd” nevezGjltivé!
36.° Egyszer(sitsétek a kovetkezd torteket:

)a(x+2)_ )7x—21y, 9) y?-25,
b(x+2)’ 5x—15y° 10+2y’
4(a-6)° 4a - 20b a’+4a+4

9) 29, da-20b, 10) 9 +datd,

) (a-6)° 6 12ab ) 9a+18
8 _4)\0 2_
cﬁ(c 4)3; 7 6x+12; 11) c 26c+9;
c® (c—4) 6x ¢ -9

3

) 2a+2b; 8) c21—5b : 12) ;n +1 '
T(a+b) a®-5ab m?—m+1

37.° Egyszertsitsétek az alabbi torteket:

) a-b )m2—5mn. 5) x2—25_
2(b-a) 15n—3m’ 5x% —x%’

_ 4 3 2
2) 3x 6y; 4) 711 al;; 6)y 12y;36!
4y —2x b* —Tab 36-y
38.° Egyszertsitsétek a kovetkezl torteket:
2 5 4

1) 3m—3n; 4) x —49; 7)b -b .
Tm—"Tn 6x +42 bo —pS

) 5a+25b 5) 12a® - 6a 9) Tm2+Tm+7,
2a% +10ab’ 3—6a ’ mi-1

3) 4x-16y ) 92-1 | ) 64-x ,

16y ' 9% +6b+1’ 3x? —24x
39.° Alakitsatok at:

1) az 32 tortet 4a + 8 nevezGjd tortté,

a

2) az — 2 tértet m? — 9n? nevezdjd tortté;
m—3n

3) az —>— tortet Ty — 14x nevezdjd tortté;

2x-y
4) az b (srtet 4a? + 12ab + 9b? nevez6jU tortté,;
2a+3b
5) az Zx;l tortet x° — 1 nevezGjl tortté!
. x"+x+1
40.° Irjatok fel az x — 5y kifejezést:
1) 2; 2) x; 3) 4y3; 4) x? — 25y nevezdjd tort alakban!
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16 1.§. RACIONALIS KIFEJEZESEK

41.° Hozz4atok a % tortet:

1) 56 — 20; 2) 12 — 3b; 3) b% — 4b; 4) b? — 16 nevezore!
42.° Alakitsatok at az alabbi tortparokat azonos nevezdjd tortekké:
- B) =X és — X
8ab 243’ 2x +1 3x-2’
3x 4y a-b a
2 ; 6 és ;
) m®*n® T 3mint ) 3a+3b  a?—_p?
b, 2 3a 2a
3) 4+t —_ 7 és ;
) ab & T ) 101 %5 54
3d 8p Ta c
4 ; 8) — és !
) m-n (m —n)? )b—3 9-b*
43.° Hozzatok ko6zos neveziore a kovetkezd torteket:
1) 42 5 és 13 ; 5) ;Hl és y_lz;
15x°y 10x°y x°—xy xy—-y
, d 6a ., 3a
7) P R, 6 és ;
) 6a'b®  9ab? ) a-2b  a+b
, 1+c2 c
3) X és 2 ; 7 és ;
) y-5  y*-25 ) ?-16  4-c
m+n ,_ 2m-3n 2m+9 , m
4) —; és ——
m —mn m —n

m?+5m+25 m->5
44." Egyszerlsitsétek az alabbi torteket:

1 (3a +3b)?

.

3) xy+x—-5y—5,

a+b ’ y+4 7

2 2
2) (6.962—18_1/2) : 4) a —2ab+2b—2a!
x“ -9y a”—-4a+4
45.° EgyszerUsitsétek a kovetkezs torteket:
2 2 3 3 2 2
2m —72n2; 2) a” -8 . 3)(1 +2a°b+ab !
(4m + 24n) ab-a-2b+2

a® - ab?

= 46." Egyszerlsitsétek a tortkifejezéseket, majd hatarozzatok meg a
helyettesitési értékiiket:

2
1) 180 +10ab o g9, b =0,4;
3ab +2b
9b2 — 4¢?
2) 2 £ 2
12b°c — 8bc
2 2
3) w hax=1,2,y=—-3;
Yy~ —36x

8 6
4) =%, haa=-0,1!
a +a

ab==, c=-6;

o=

5 47. Hatarozzatok meg az alabbi kifejezés helyettesitési értékét:
2,402 2"
I -4y pax—95 y-—2 2 2% -9
6x -3y

— 2 "7 hac=-4!
49c° +42¢+9
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2. Araciondlis tortek alaptulajdonsaga 17

48." Hozzatok kozos nevezdre a kovetkezd torteket:

) 2p és 1 4) 2x 3x és 4 .
5p-15  p®_27’ x?-1" x*-2x+1  x%+2x+1
3a+1 ,  a-—-2 a? b , ab
2 ; 5 " és !
) 9?-6a+1 9a%-1 ) a®—ab—ac+bec 2a-2b  4a-4c
a P a+3
3) és

a®~Ta  a*-14a+49’
49." Irjatok fel a tortkifejezéseket azonos nevezdjd tortek alakjaban:
3a a a®
1 5 és ;
)3a—2 9a+6 ~ 9a%-4b
1 1 , 1
2 , és !
) a-5b" a®+Tac a® +Tac —5ab —35bc

50. Hatarozzatok meg a 2y—y kifejezés értékét, ha < =2!
3xy + x? y

4a®

51." Hatarozzatok meg a ab 5 kifejezés értékét, ha %: 5!

52." Hatarozzatok meg az alabbi kifejezések értékét, ha tudjuk, hogy
2a —6b=1:

8 a®-9®
1) ——; 2) ————1
) a-3b ) 0,5a +1,5b
53.” Hatarozzatok meg a % kifejezés értékét, ha 4m + 3n = 8!
32m*” -18n

a®—a?-a+1

a®+a’+a+1

54.” Létezik-e az a-nak olyan értéke, amelynél az tort

helyettesitési értéke negativ?
55." Abrézoljétok az alabbi fliggvényeket:

1 x4 -4, 3) _x®-10x+25  2x°—4x,
y= x+2’ y x—5 x ’
_x—-3, _ 2 2,
2),y_3—x’ 4)y_ac+4 x+4
6. Abrazoljatok az alabbi fuggvényeket:
_x2—8x+16. _ X, _x2—3x 2x2—2,
1)/y— 1 y=x-"3 Ny=—""""5"
57. Abrazoljatok az alabbi fuggvényeket:
_| x | _ x® -1 |
) y= Z)y_lxl_l-
58.” Old]atok meg a kovetkezd egyenleteket:
x+1 4. x*-25 .. x+6 _ o
1) x+1—1, 2) P =10; 3)|x|_6—0.
59.” Oldjatok meg a kivetkezd egyenleteket:
x®-16 . |x|—7_ '
1) 4 =-8; 2) =0!
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18 1.§. RACIONALIS KIFEJEZESEK

60." Az a valamennyi értékére oldjatok meg az alabbi egyenleteket:

1) ax=1; 3) (@ —6) x=a%-12a + 36;
2) ax = a; 4)(@®-4)x=a-2!

61." Az a valamennyi értékére oldjatok meg az aldbbi egyenleteket:
1) (a+3)x=3; 2) (a>—-9a) x = a®>— 18a + 81!

I ISMETLO FELADATOK

62. Hozzatok egyszer(ibb alakra a kévetkez6 kifejezéseket:
1) (x+2) (x—9) — 3x (3 — 2x);

2) (@+5) (@a—2)+ (a+4) (a—5);
HW-8)Cy+1H-By+1) (y—6);

4) (2x — 3y) (2x + 3y) + (3x + 2y) (3x — 2y);
5) (x+1)2—(x—3) (x+ 3);

6) -4 y+3)— (-6

= 63. Abrazoljatok az al4bbi fiiggvényeket:

1) y=2; 2) y = 2x; 3)y=2x-1!

64. Milyen a és b értékeknél lesz az (a — 2)(a + 2) + 4b(b — a) kifejezés
értéke a legkisebb? Mennyi ez a legkisebb érték?

65. Meggyes faluhoz a vastutallomas 14 kilométerrel kézelebb van, mint
Almaéshoz. Autébusszal Meggyest6l az allomésig 45 percig tart az Gt.
Személygépkocsival az Gt Almastél az allomasig 5 perccel tovabb tar-
tott. A személygépkocsi sebessége 12 km/h-val nagyobb az autébusz
sebességénél. Hatarozzatok meg mindegyik gépjarmd sebességét!

t UJ TEMAVAL ISMERKEDUNK

66. Végezzétek el a kijelolt mﬁveleteket:
L3 9 2,7 3) 28 _15, 4 4-121
18 18 16 16 32 32 11

I NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK HASZNALATA

67. A négyzet oldalaira 4 természetes szamot irtak. A négyzet mindegyik
csucsaban pedig olyan szam szerepel, amely egyenld a csucesot alkotd
oldalakra irt szamok szorzataval. A cstcsokban szerepld szamok
Osszege 55. Hatarozzatok meg az oldalakra irt szamok 6sszegét!
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3. Egyenl6 nevezdjii raciondlis tortek 6sszeadasa és kivonasa 19

Egyenlé nevezdjli racionalis tortek
osszeadasa és kivonasa

Maér tudtok egyenl nevezdji kozonséges torteket 6sszeadni és kivon-
ni. Az ide vonatkozé szabalyok révid matematikai felirasa:

a,b_a+b a _b_a-b

c ¢ c’¢c ¢ ¢

E szabaly szerint adjuk Gssze, illetve vonjuk ki egymasbél az egyenld
nevezG0jUd raciondlis torteket is.

Egyenlé nevezdjii torteket ugy adunk éssze, hogy szamlaloikat
o6sszeadjuk, a nevezét pedig valtozatlanul hagyjuk.

Egyenldé nevezdjii torteket uigy vonunk ki, hogy az elsé tort
szamlalojaboél kivonjuk a masodik tort szamlaléjat, a nevezdt
pedig valtozatlanul hagyjuk.

1. PELDA. Végezzétek el a kivonast:

) Tx=5_8x-5. y’+2y 12y-25, ) 4 _2a-3
8x%  8x* y>-25 y2-25° 2a-1 1-2a
Megoldas.
1) 7x—5_3x—5:7x—5—(3x—5):7x—5—3x+5:4_xzi.
8x2 8x? 8x2 8x? 8x% 2x
9 y?+2y 12y-25 _ y®+2y-(12y-25) _y*+2y—12y+25 _
y?-25 y?-25 y?-25 y?-25
_yi-10y+25 (y-5)° _y-5
o yi-25 (BB y+5
3) 4 2-3_ 4 2a-3 4  2a-3 4+2-3_2a+l

2a-1 1-2a 2a-1 —Q2a-1) 2a-1 2a-1 2a-1 2a-1"

2. PELDA. Ismeretes, hogy %:—3. Hatarozzatok meg a Zmn g
fejezés helyettesitési értékét!
Megoldads. Irjatok fel a tortet egy egész és egy tortkifejezés 6sz-
szegeként:
2m+n_2m n_qo n
m m m m

Ha 2 =-3, akkor n_ 1 mpehgt 2mEn g n_g 1 42 4
n m 3 m m 3 3
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20 1.§. RACIONALIS KIFEJEZESEK

3. PELDA. Hatérozzatok meg az n 6sszes olyan természetes értékét,
2
amely mellett a 2n_+3n-15 kifejezés helyettesitési értéke is egész szam
n
lesz!

Megoldds. frjétok fel a tortet egy egész és egy tortkifejezés ki-
I6nbségeként:
2
2n +3n715:2n 3n 15 —on +3__
n n n
A 2n + 3 kifejezés minden természetes n szamra természetes értéket
vesz fel. A 2n+3—% kifejezés akkor vesz fel egész értéket, ha a % ki-

fejezés értéke is egész szam lesz. Ez csak a kovetkezd természetes
n értékek esetén lehetséges: 1, 3, 5, 15.
Felelet:n=1,vagyn=3,vagy n=5,vagy n=15. A

1. Hogyan adunk &ssze egyenld nevezéji racionalis torteket?
2. Hogyan vonunk ki egymasbdl egyenlé nevezdjl racionalis torteket?

?
|

I GYAKORLATOK

68.° Végezzétek el a miveleteket:
m+n m-—2n

1 5 — :
) 6 6 ) 6 6
3 3 6ab 6ab
4m 5c+4d 4d +9c
3 ﬂ+— — ;
) " T ed cd
d 10m? 10m
69.° IrJatok fel tort alakban a kifejezéseket:
Tk _ 4k, 4 2=y _x-4y,
18p 18p’ xy  ay
)a—b_i, 5) 10a+6b 6b-a,
26 2b’ 11a3 11a%’
3) _a—12b+a+15b; 6) x? —xy 2xy — 3x2 1
27a 27a x%y x%y
70.° Hozzatok egyszeriibb alakra a kovetkezd kifejezéseket:
2 2
1) a _ 9 : 3) m s 25 2;
a+3 a+3 (m-5)" (m-5)
t 4 5x+9 4x+8
2 - H 4 - ;
) t?-16 t*-16 ) x?-1 x%-1
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3. Egyenl6 nevezdjii raciondlis tortek 6sszeadasa és kivonasa 21

2 2
5) b 20b+100; 6) c _14c—49!
b+10 b+10 c-T7 c-T7
71.° EgyszerUsitsétek a kovetkezs kifejezéseket:
2
1)< _ 81 : 3) 332c+5_292c+7;
c-9 c-9 x°-4 x°-4
2 2
36 4y-4
y 4 - 4 Y2~
(a-6)° (a-6) y-2 y-2
72.° Végezzétek el az alabbi miiveleteket:
2 2
1)a+b+a; 4)81b+a :
c-7 T-c %-a a-9b
5m 5n t? 4
g) om_, _5n_, LA T
) m-n n-m ) 3t—-6 6-3t
2
3) 2x—4y_4x—14y; 6) y _1—2y!

x -3y 3y—x y-1 1-y
73.° Egyszerlsitsétek a kovetkezd kifejezéseket:

2 3m+2n m-8n
D E 2 _m=8n,
) y-1 1-y )2m—3n 3n-2m
3¢ , 3d b? 49 ,
2)c—d+d—c’ & 2p-14 14-2b°
= 74.° Hatarozzatok meg az alabbi kifejezések helyettesitési értékét:
2 2
-48 16 c“+3c+7  c+3
1)< -—=2_ haa=32; 2 + ha ¢ =-3!
) a-8 a-8 ¢ ’ ) -8 8-c3’ ac

= 75." Hatarozzatok meg az alabbi kifejezések helyettesitési értékét:

2
1)ﬂ+ 6x -1 ,hax=-41; 2) a2+a—7‘;_g,haa:7!

x*-16 16-x° a®-9 a*-
76.° Egyszertsitsétek az alabbi kifejezéseket:
5n-1 Tn-8 8n+T7, 3k 4k+1 K
1) - - ; ) + !
20n  20n  20n -1 1-K 1-%°
2) Im+2 m-9 1-Tm

m?-4 4-m? m?-4’
77." Egyszerlsitsétek az alabbi kifejezéseket:

6a-1  4a-7  —2a-2, )2a2+12a 8a-9 a®+14a-16,

D 16a-8 16a-8 8-16a’ a®-25 25_4° a®-25
78.° Adjatok meg tort alakban a kifejezést:
y16=8a_14-Ta, 3) m®-8n  2m-8n
(a-1? (1-a)?’ (m-2)(n-5) (2-m)(5-n)’
3b2+12 12

2 ;
= @-v)°
79." Egyszerlsitsétek a kdvetkezo kifejezéseket:
x%-16x 2x+49; ) vty L y+36
(x-7"  (T-x)"* y-6y+2) 6-y)2+y
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22 1.§. RACIONALIS KIFEJEZESEK

80.° Bizonyitsatok be az alabbi azonossagokat:
2 2 2 2
@b’ @by gy @+’ (@0 o

4ab 4ab a®+b?  a?+b?

12x-25 | 8x+10 ... . o
+ kif hel

20x—_15 @ 20x-15 1fejezes helyettesitési

értéke nem fligg az x értékétll az x valtoz6 minden megengedett

értékére!

81." Bizonyitsatok be, hogy a

17y+5 9-1ly
21y-3 21y-3

értéke nem flugg az y értékétdl az y valtozé minden megengedett

értékére!

82.° Bizonyitsatok be, hogy a kifejezés helyettesitési

83." Bizonyitsatok be, hogy a valtozé minden megengedett értékénél az
a®-6  Ta-4  3a+6
@-2" @-2" (a-2°
84." Bizonyitsatok be, hogy a valtozé minden megengedett értékénél a
2-b> 7-3b  Th-20
6 st 6

®-%5° (®-%5° (-9
85.” Adjatok meg az adott tortet egy egész és egy tortkifejezés 6sszege-

ként vagy kiilonbségeként:

kifejezés helyettesitési értéke pozitiv!

kifejezés helyettesitési értéke negativ!

1) x+3; 2) a2—2a—5!
x a-2
86." Adjatok meg az adott tortet egy egész és egy tortkifejezés 6sszege-
ként vagy kilénbségeként:

2
1) 4a—b; 2)b +7b+3!
a b+ 7
87.” Hatarozzatok meg a kifejezés értékét, ha iz 4:

2 2
1) L, 9) 2x=3y, 3) ¥y
y Xy
88." Hatarozzatok meg a kifejezés értékét, ha %: -2

2 2
1) a—b; 2) 4a+5b; 3) a®—2ab+b '
a b ab
89.” Hatarozzatok meg az n 6sszes olyan természetes értékét, amelynél
az alabbi kifejezés helyettesitési értéke pozitiv szam:

2
1) n+6; 2) 3n 74n714; 3) 4n+7!
n n 2n-3
90.” Hatarozzatok meg az n 6sszes olyan természetes értékét, amelynél
az alabbi kifejezés helyettesitési értéke pozitiv szam:
2
1) 8n-9, 2) n“+2n-8, 3) 9n-4,

n ’ n ’ 3n-5
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3. Egyenl6 nevezdjii raciondlis tortek 6sszeadasa és kivonasa 23

I ISMETLO FELADATOK

91. Az egymastodl 9 km tavolsagra 1évG két falubdl egyszerre, egymassal
szemben két kerékparos indult el. 20 perc mulva talalkoztak. Ha a
kerékparosok azonos iranyba haladnanak, akkor az egyik a masikat
3 6ra mulva érné utol. Hatarozzatok meg a kerékparosok sebességét!

92. Oldjatok meg a kovetkezb egyenleteket:
1)1-4(x+1)=1,8-1,6x;

2) 3(0,56x — 4) + 8,6x=10x — 11!

93. Bizonyitsatok be, hogy az a valtozé minden megengedett értékénél a

(a +4)(a—8) + 4(2a + 9) kifejezés helyettesitési értéke nem negativ!

r UJ TEMAVAL ISMERKEDUNK

94. A csillagot helyettesitsétek olyan egytagu kifejezéssel, hogy az
egyenldség igaz legyen:
1) a®-*=a’?% 3) 6x°-*=12x1!
2) 5xy® - *=10x"yS;

95. A csillagot helyettesitsétek olyan tébbtagu kifejezéssel, hogy az
egyenldség igaz legyen:
1) *-(a—b)=(a+b)(a—b)*
2) (a+10b)-*=a®-10ab?!

96. Hozzatok kozos neveziére a kovetkezd torteket:

1, 2 6x y
1) = és 4 ;
)3a ©8 3b )x—2y ©s x+y
4m , 3n y p 1
2) és ———; 5) és ;
p'¢* P’ 6y-36  y* -6y
5 6 1 , 1
3 ; 6 !
)m—n 8 min )a2—1 s a’+a

I NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK HASZNALATA

97. El6fordulhat-e, hogy egy paros szamnak tébb paratlan osztdja legyen,
mint paros?
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24 1.§. RACIONALIS KIFEJEZESEK

Kiulonbo6z6 nevezdjli racionalis tortek
Osszeadasa és kivonasa

A kiilonbo6zd nevezdjd tortek osszeadasa és kivonasa a tortek alap-
tulajdonsaganak alkalmazasaval egyenld nevezGju tortek 6sszeadasara
és kivonasara vezethet( vissza.

Adjuk 0ssze % és % racionalis torteket!

Felirhatjuk, hogy = ==—

B BD D DB
Akkor A,C_A-D C-B_A-D+C-B
B D B-D D-B B-D
Ebben az esetben k6zos nevezdil a tortek nevezdinek szorzatat

valasztottuk.

Megjegyezziik, hogy a nevezik szorzata nem mindig a legalkalmasabb
k6z6s nevezd.

A kozonséges tortek kozos nevezdjének meghatarozasakor elGszor a
neveziket primtényezdkre bontjuk, majd megkeressiik legkisebb k6zos
tobbszorosiiket. Hasonloképpen ahhoz, hogy meghatarozzuk a racio-
nalis tortek k6z6s nevez6jét, célszerl a nevezbket tényezbkre bontani.

Nyilvanvald, hogy két racionalis tort Gsszege, illetve kiilonbsége
szintén racionalis tort lesz.

1. PELDA. Hozzétok egyszertibb alakra a kifejezéseket:

b+1 l-a, 2a 1
1 H 4 - 4
) “abe abc azc )25—10a+a2 3a-15
m___n_. y X _x*2
Tm+Tn Tm-Tn’ x-4 x-2°
3) 10n+14+ 6

2— _;
n“-49 T7-n
Megoldds. 1) A tértek kozés nevezbje az a?be egytagu kifejezés.

Vagyis
“b+1,"1-a _ab+a+b—ab _a+b
abce ae a’be " a%be’
2) A tortek nevezdit tényezdkre bontjuk, igy kapjuk:
m n " m mn/
Tm+Tn Tm-Tn  T(m+n) 7T(m-n)
_m(@m-n)-n(m+n) m®’-mn-mn-n® _ m?®-2mn-n?
T T(m+nmy(m-n)  Tm:-n®)  T(@m*-nd
gy l0n+14, 6 _ 10n+14 "6 _10n+14-6(n+7) _

n?i-49 T7-n m-7(n+7) n-7 (-7 (n+7)
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4. Kulénb6z6 nevezdji raciondlis tortek 6sszeadasa és kivonasa 25

_10n+14-6n-42  4n-28  4(n-7) _ 4
T -+ -+ (n-0(n+7 n+7
4) 2a 1 2a 1

25-10a+a? 3a-15 (5-a)’ 3(a-5)

_¥2a _“1 _6a-a+5_ ba+h
(@a-5)? 3(-5) 3@@-5% 3@-5?%

5) Ebben az esetben a kozos nevez§ a tortek nevezdinek szorzata
lesz. Ekkor

x-2
/ X

Y2 x(x-2)-(x+2)(x-4) _x®-2x-x’+4x-2x+8 _
x—4 x-2 (x-4)(x-2) - (x-4)(x-2) B

- 8 A
(x—4)(x-2)

¥ 2
2. PELDA. Adjatok meg tort alakban a 7261:: 5~ 3c kifejezést!
Megoldds. A 3c kifejezést 1 nevezGjd tért alakban megadva azt
kapjuk, hogy

212, 212 P3¢ 212 -21c*+6¢ _ 6¢ A
Te—2 S Te-2 1 Te—2 T Te-2°
Megjegyezzik, hogy két racionalis tort 6sszege és kiilonbsége szintén
raciondlis tort.

?

1. Hogyan adunk 6ssze, illetve vonunk ki egymasbdl kiilénb6zé nevezdji
racionalis torteket?

2. Milyen kifejezés lesz két racionalis tort 6sszege, illetve kilénbsége?

I GYAKORLATOK

98.° Végezzétek el az alabbi miiveleteket:

1)§+%x; 4)%—2; 7)1;%+al7;
2)%_%; 5 4n*on’ 8)%_1221:;
D56 0 55 9 ave aom
99.° Adjatok meg tort alakban a kovetkezd kifejezéseket:
1) 515 3) - 5)£+%;
2
DT Dot 9 356 1407
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26 1.§. RACIONALIS KIFEJEZESEK

100.° Hozzatok egyszer(ibb alakra az alabbi kifejezéseket:

1) a+7+a—4; 7) a+b+a—c;
12 9 ab ac
2b-Tc 3b+2c 2 p-1
2 - ; —+—
) 6 15 8 pz p
3x-2 3y-1 k+4 3k-4
3)3x-2_3y-L g) krd _3k-4,
) H2A ) et 3k
2
4) 6p+1_2p+8; 10) x—3y_y—2x .
p 3p x xy
5m—-n m—-6n 2m-3n A Tm-2n
5 - ; 11 + ;
) 14m m ) m2n mnZ
x+4 _y-3 c+d c¢®-8d
-z 12 - !
6) 11x 11y’ ) cd*  3d?
101.° Végezzétek el az alabbi tortek kivonasat:
9-5b T-5¢ 6a+2 2a+4
PR 5) Sax2_Zaid,
) b c ) ab a’b
4d+7 d-6 ®-16 c-9
2 -—= 6) —————;
) 7d 6d ) e c®
5-k p+10, 7 1 1+x®,
5p 5k ’ x3 x5 ’
4) m—n_p—n; 8) l—ab_l—ad!
mn np abc acd
102.° Végezzétek el a kovetkezd miiveleteket:
2 3x-2 a 3 X x
243222 3 4 -3 B XX
)x x+1 )a—3 a+3 )2y+1 3y-2
2)ﬂ_ m ) c ¢ )a—b_a—b,
n m+n’ 3c-1 3c+1’ b  a+b’
103.° Alakitsatok at a kifejezéseket tortekké:
a-b b x x+2 b-2 b+2
104.° Egyszerisitsétek a kovetkez6 kifejezéseket:
) 1 _ 1 . 4) Yy _ Yy .
b(a-b) a(a-b)’ 2w +3) 5@y+3)°
5 30 5m+3 Tm+4
2) =+ 5 - ;
) a a(a-06) ) 2(m+1) 3(m+1)
3) 3 2x+2 | ) c—-a ct+b ,
x-2 x(x-2)° a(a+b) b(a+b)’
105.° Végezzétek el a kovetkezs miiveleteket:
1) 1 + 1 : ) x _ x :
a(@+b) b(a+bd) 5(x+T7) 6(x+7)
pi 8 gy An+2  5n+3
b b(b+2) 3(n-1) 4(n-1)
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106.° Végezzétek el a tortek dsszeadasat vagy kivonasat:

1) a_  3a+1, ) m+1  m-1 |
a-2 38a-6’ 3m-15 2m-10’
2) 218 _Q; 6) m-2n  m-3n :
b*+3b b 6m+6n 4m+4n
2
3) 2_c—1; 7 a+2_a+4;
c+l c2ye a®+2a 2a+4
d-1 d 3x—4y 3y—x
4) ——+— 8 - !
2d-8 ' d-4’ ) x®-2xy xy-2y°
107.° Egyszert’isitsetek a kovetkezo klfejezeseket
2
b b1 g @bt b
b- 5 4b - 20 2a%+2ab a+b
2 16 b+4 a+4
2) 210 5 _axd
) m  m®+8m )ab—b2 a®—ab
-2 a-1 c—4 4c+9
3) 2-2 ; 6 + !
) 2a-6 3a-9 ) 4c+24  c?46¢
108.° Végezzétek el a kovetkezd miiveleteket:
3 x+4 3a+b 1
1 + 5 4 +—
)x+3 x2—9 )a2—b2 a+b
2) a  a 5 M _ m? .
a*-64 a-8’ m+5 m®+10m+25°
6b 1 b b®
3) —— 6) - !
9%° -4 - 3h-2 2 a+b a®+b°+2ab
109.° Egyszer(sitsétek az alabbi kifejezéseket:
4x -y 1 10a 1
1 + ; 3) ——— ;
)xz_yz x-y )25a2—9 5a+3
2 2
) A T
y?-81 y+9 n-7 n®-14n+49
110.° Irjatok fel tort alakban a kévetkezd kifejezéseket:
2
D241 2 2.3 7) 6m-12m +1,
b p° P 2m
2
2) X x; 5) Z—M; B)M—IOb!
y a 2b—1
) R} ) btd_g
n m b-2
111.° Végezzétek el az alabbi miveleteket:
2
l)a—é; 3) ﬂs—l+m; 5) 3n-20 _2;
a n° n 3n
1 22 4y-12
2) =+x-2; 4 —k; 6) 5———=|
) x ) k-5 ) y-2
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112.° Egyszer(sitsétek az alabbi kifejezéseket:

a®+1 a+1, 5 a a+4
= o T’ 2 _ T2
a°-2a+1 a-1 a’-4a+4 a°-4
2 32 2
a“+b° a-»b 2 5 2
2) 2 2 5 6) P - + P 2;
a®-b a+b p_5 p+5 25_p
c+7 28¢ 1 y+8 2
+— N =-——2—-——
>c—7 49-¢? )y 16-y? y-4
4) 5a+3 +6—3a. 8) 2b-1 4b 2b+1,

2a°+6a a’-9’ 4b+2 4p> -1 3-6b
113.° EgyszerUsitsétek a kovetkezd kifejezéseket:

1)m+n_m2+n2. 4 b-2 b
m-n mz—n;’ b2+6b+9 b2-9’
2) x-y y2 - 5) 326'—6 L X _x—3;
X+y 2xy+x+y x*>+8x x+3 «x
) 2a  a+4 | 6) y+2 y-2 16 !
4a>-1 2a%+ad’ y-2 y+2 y2-4

114.* Bizonyitsatok be, hogy az adott kifejezés helyettesitési értéke nem
fligg a valtozé értékétdl a valtozé minden megengedett értékére:

1) 2x+1  2x-1  x+T7 | )24—2a_ a 4
2x-4 6-3x 6x-12° a’-16 2a-8 a+4’
115. irjétok fel tort alakban a kovetkezd kifejezéseket:
2 2
-2 c“+9
)1-a+2 ; 3) ——-c-3;
)1-a a+2 ) c-3
2 2 2
-b 8m
2) & ~b; 4 ~2m 1!
) 3a+b +3a-b )4m—3 m

116.° EgyszerUsitsétek a kovetkezd kifejezéseket:

14b 10 —29¢ +10c?
1 == 2) he———29CcT € 49
) o+T— ) 5¢ 2 -5

117.° Egyszer(isitsétek az alabbi kifejezéseket, majd hatarozzatok meg
az értékiiket:

y_7 12 3
2a-4 q%-4 a+2
9 2§+3 25—3 _ 1260 , hac=-0,8:
2¢° -3¢ 2¢°+3c 4c¢"-9

2 2
m”+16n m+4n
- , h =3,n=0,5!

3 m?-16n2 2m-8n am "

118.° Hatarozzatok meg az alabbi kifejezések helyettesitési értékeit:

haa=5;

) 6__ 5 x-95 , ha x=5;
5x-20 x*-8x+16
2y-1 2y 1 3
2 - - , ha y=-2=!
) oy a1 a4y 2V
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4. Kulénb6z6 nevezdji raciondlis tortek 6sszeadasa és kivonasa 29

119.° Bizonyitsatok be az alabbi azonossagokat:
patb__a v o
a a-b a’-ab
2) a+3_a+1+ 6 __2
a+l a-1 g%2-1 o%-1’
2¢°+4 a-2 a+l_ 1 ,
a’-1 a+l1 a-1 a-1’
120.* Bizonyitsatok be az alabbi azonossagokat:
1) 1 1 3a __1
6a—-4b 6a+4b 4p>_9q° 3a-2b’
c+2 1 2
D e 5ers B
121.° Hatarozzatok meg a tortek kiilonbségét:

3)

pe+t 1 g9y 1 _b*-6b,
a®-1 a*+a+1 b+3 b®+27
122.° Hozzatok egyszerlbb alakra a kévetkez6 kifejezéseket:
o 9m® -3mn+n®> 9m®+3mn+n®, 91 2b-1 _ 2
3m-n 3m+n ’ 4% -2 +1 20+1
2
123.* Bizonyitsatok be a 3a_+24 6 L __2 azonossagot!

a®+8 a’-2a+4 a+2 a+2
124.” Egyszerlsitsétek a kovetkezd kifejezéseket:
4b a-b a+b 1 2 1
1 5 3 - + ;
) a®-b% a’+ab bi-ab ) (a-5b)%> a®-25b% (a+5b)°
2 2
2) 1 1« x"+4 : 4) % +9x+18 _ x+5,
x-2 x+2 x2-4 8x-2x° xy+3y-2x-6 y-2
125." Bizonyitsatok be az alabbi azonossagokat:
a+3 a-3 . 12 _a-3, b-4  b2-20-24 _ 2 ,
1) + = ; 2) - = !
a?-8a 3a+9 9-42 8a 2a-1 2ab-4-b+8a 2a-1
126.” Bizonyitsatok be az
1 B 1 . 1
(@a-b)(a—c) (a-b)(b-¢c) (c—-a)(c-b)
127.” Bizonyitsatok be a
be + ac n ab
(@a-b)(a—c) (Bb-a)(b-c) (c—-a)(c-b)
128." Egyszer(sitsétek az
1 1 1

=0 azonossagot!

=1 azonossagot!

kifejezést!
@ D@-2 @2@3 @@ ejezest

129." EgyszerUsitsétek az
: : L yifejerést!

@ D@3 @3)@>5 @snam
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30 1.§. RACIONALIS KIFEJEZESEK

130." Bizonyitsatok be az
1 1 2 4 8 16 32
+ + + + + =
1-a 1+a 1+a® 1+a* 1+a® 1+a’® 1-0*
131." Bizonyitsatok be a
3 3 6 12 24 48
+ + + =
1+a® 1+a* 1+a® 1+a4' 1-4*

azonossagot!

3 azonossagot!
l-a

132.*Bizonyitsétokbe,haa_c+b_a+c_b:l,akkora+b+b+c+a+c:4
b+c a+c a+b b+c a+c a+b

I ISMETLO FELADATOK

133. Hatarozzatok meg az alabbi egyenletek gyokeit:

x x-1_ . x—4_x—1: '
1) 3+—2 =4; 2) 5 5 3!
134. Oldjatok meg a kévetkez6 egyenletrendszereket:
+y= 8, 2 + 5 = 13,
1) xX+y 2) X + oY
3x—-2y=9; 3x -5y =-13!

135. A haromnapos kerékparverseny els6 napjan a versenyzok a teljes
ut %-6d részét, a masodikon %-6d részét, a harmadikon pedig a
hatralévé 90 km-t tették meg. Mekkora tavolsagot tettek meg a ke-
rékparosok 3 nap alatt?

136. Ot testvér ugy akart elosztani egymés kozott 20 baranyt, hogy
mindegyikiiknek paratlan szamu allat jusson. Lehetséges-e igy osz-
tozkodni? (Bolgar népi fejtord.)

137. Igaz-e az alabbi 4llitds: az n barmely természetes értékénél az
(bn + 7)? — (n — 1)? kifejezés maradék nélkil oszthaté 48-cal?

l: UJ TEMAVAL ISMERKEDUNK

= 138. Adjatok meg az alabbi szamok reciprok értékét:

5, : _a5, 1. '
D & 2) 7 3) -3 9 5) 0,12!
139. Hatarozzatok meg a kévetkez6 szorzatokat:
5.3, . 3. (92}
D 6 20’ 2) 6 18’ 3 8 ( 23)'
140. Végezzétek el az alabbi osztasokat:
5 .(_25). .4 _8 .9y 3.51y
1) 18'( 27), 2)8.17, 3) 15.( 24);  4) 15.53.
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Ellenérizzétek tudasotokat! 1. sz. tesztfeladat 31

141. Hatarozzatok meg a hatvany értékét:
1 5 2 )3 2 )2 4 ( 3 1 )3'
b (3); 2 (3] 9 (-23) 733/

I NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK HASZNALATA

142. Egy foly6 szemkozti partjaitél a partokra merdlegesen két komp
indult el egymassal szemben kiilonb6zs, de allandé sebességgel. A
kompok 720 méterre az egyik parttél talalkoztak, majd partot érés
utan rogton megfordultak, és elindultak visszafelé. Ezuttal 400 mé-
terre taldlkoztak a masik parttdl. Mekkora a foly6 szélessége?

ELLENORIZZETEK TUDASOTOKAT! 1. SZ. TESZTFELADAT

1. Melyik kifejezés egész az alabbiak kozil?
m+n, m+n, m+n, n
AL gy min, €) ZEn, D) m+L.
2. A valtoz6 mely értékeire nincs értelmezve a 2a3j110 kifejezés?
A) 0; B) 10; C) 5 D) 0; 5.
3. Az argumentum mely értékeire nem értelmezhets az y= x2+21 figg-
22—
vény?
A -1;1; B) 1; C)-2;-1; 1; D) -2; 1.
e 21a° ..
4. EgyszerUlsitsétek a e tortet!
a
3a® 3a* 3 3
3a”, sa . = D) —=.
A) 53 B) =5 0) 57 ) 257
5. Az E;bz_ 195 tort az alabbi tortek kozil melyikkel azonosan egyenls?
b-3 b+3 5 5
A) —=; B) —/—; — D) —.
) 5 ) 5 C)b73 )b+3
2
6. Egyszer(isitsétek a % tortet!
A) 4¢; B) —4c; o L, D) -1,
4c 4c
7. Végezzétek el az 5 _ 10 yivongst!
x-2 x-2
A) x_+2; B) M; C) 5; D) -5.
x-2 x-2
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32 1.§. RACIONALIS KIFEJEZESEK

4-m 2m-5

8. Végezzétek el a + Osszeadast!
m-3 3-m
A) 7ol B) 1=3m. 0) 3; D) -3.
m-3 m-3
2
9. Adjatok meg tort alakban a %—3n kifejezést!
3n 3n 18n | 18
A n-4’ B) 4-n’ © n-6’ D) 6-n

2m+1_ 3m*+m-2

10. Hozzatok egyszer(ibb alakra a kifejezést!
8y 3m-2 9m’ _12m+d O
1 1 m m
A ———; _— C) ————; D .
)(3m—2)2 ) 3m -2 )(3m—2)2 ) 3m -2
11. Egyszer(sitsétek az a; 12 _a-4, a kifejezést!
a’ +4a a a+4
NS B) 1 0 a; D) a+4.
a a

2
12. Melyik grafikon dbrézolja az y = % faggvényt?

Yy Yy
2
-2 -2
/ 0 x / 0 x
A) B)

Racionalis tortek szorzasa és osztasa.
Racionalis tortek hatvanyozasa

Mar ismerjiik a k6zonséges tortek szorzasanak és osztasanak szaba-
a ¢c_ac a.c_ad
b'd bd b'd be
Hasonl6 szabaly szerint végezziik el a raciondlis tortek szorzasat és
osztasat.

lyat, ami igy irhat6 fel:

Két raciondlis tort szorzata olyan tort, amelynek szamlaléja
egyenlé e tortek szamlaloinak szorzatdval, nevezdje pedig e tortek
nevezéinek szorzataval.
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5. Racionalis tortek szorzasa és osztasa. Racionalis tortek hatvanyozasa 33

Két raciondlis tort hanyadosa olyan tort, amelynek szamlaléja
egyenld az elsé tort szamlalojanak és a masodik tort nevezéjének
szorzataval, nevezdje pedig az elsé tort nevezdjének és a masodik
tort szamlalojanak szorzataval.

1. PELDA. Végezzétek el az alabbi mtveleteket:

1) 21c6. b® . 3) a®+2ab  a®-4b?
b 14cY’ a+9 " 3a+27°
4x 5¢2 —35¢
2) 2x-12) —— 4) == :(c-7)!
) ( ) T12x+36° ) c+2 (=7

2 6 2 2
Megoldds. 1) 21c®  p* _21c°-b _3c
& b 14¢* b8 -14¢* 28

2) Irjatok fel a 2x — 12 tébbtagt kifejezést olyan tért alakban, amely-
nek nevezdje 1! Akkor

4 2x-12 4 _2(x-6)-4x _ 8
(2x-12)- = =2 x (x-6)- _x;
x*-122¢+36 1  x*-12x+36 (x-6)° x-6
3) a’+2ab a®-4b> _a(a+2b) 3(@+9 _ 3a

a+9 3a+27  a+9 (a-2b)@+2b) a-2b°
5¢2 —35¢ 5¢ —35c_c—7_5c(c—7)_ 1 _ b5¢
4 T2 0= c+2 1 e+2 -7 c+2°
Két racionalis tort szorzasanak szabalya kiterjeszthetd harom vagy
tobb racionalis tortbdl allé szorzatra is. Harom tort esetén példaul:
A CP ACP_AC-P

B'DQ BDQ BDQ

2a° 10v°
156°  7¢* 9b 8

2. PELDA. Egyszer(isitsétek a klfe]ezest'

Megoldas.
2a° 10b°  4a® _ 24° 10b® 9bc® _ 2a°-10b%-9bc® _
156° 7¢ T9pe®  15b° Tt 4a®  15b°-7ct-4a®
_2:10-9-a°b’® _34®
C15-7-4-a%°c* Tc’
A tortek szorzasi szabalyanak alkalmazasaval meghatarozhaté a
raciondalis tortek hatvanyozasanak szabalya. Ha n természetes szam,
és n > 1, akkor

n tényezo

n
(é) A A A_AA.A_A
B/ BB’ B BB-...B B"
t V %r—/
n tényezd n tényezo
) ) . VA
Megallapodas szerint n = 1 esetén 3) =5
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34 1.§. RACIONALIS KIFEJEZESEK

Tehat
(é)" _A"
=
ahol n természetes szam.
Racionadlis tortet hatvanyra ugy emeliink, hogy az adoitt hat-
vanyra emeljiitk mind a szamlalét, mind a nevezét, majd az elsé
eredményt szamlaloként, a masikat pedig nevezéként irjuk fel.

ra 2 3
3. PELDA. Adjatok meg tort alakban a (— 23: 4J kifejezést!
C

Megoldas. | - 3a” ) =_( 3a’ )3 __(a%’ __ 27a°
' 2bc? 2bct (2bc4)3 8p3c2

‘)

I 1. Mi lesz két racionalis tort szorzata?

2. Mi lesz két racionalis tort hanyadosa?
3. Hogyan emeliink racionalis tortet hatvanyra?

I GYAKORLATOK

143.° Az alabbi kifejezések koziil melyikkel egyenls az

1 1 a
=3 = 4) =?
c? c* ) ¢t

a 64
—g ' —3 szorzat:
c a

1) 2) 3)

leg

144.° Végezzétek el az alabbi szorzasokat:

3a? az_ x y4, n? 48ab 51bc5.
1) c ¢’ 3) yz bx’ 5) 14m®. m me ) 17¢*  40a*’
2 b, 1) 3 6) 15a* v° | ) 21c® 39p
b 8a’ 16n Ton? b2 10a*’ 13p? 28¢%
145.° Hozzatok egyszerlbb alakra a kovetkezd kifejezéseket:
2 2 5
a” b a llx Yy
et 3) o--2a; o]
) 5 4 ) o5 26 y® 33x7
am® mk® . 2 oy, Tk 2Tm® 27m*
) k127 4) 15 5x*’ 6 9mp 56k°p?
146.° Hozzatok egyszer(ibb alakra a kovetkezd kifejezéseket:
7a+7b b
) a b 3) a+b’
2) M?_m; 4) 32 a3,
6m n a’2-9 "8a ’
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5. Racionalis tortek szorzasa és osztasa. Racionalis tortek hatvanyozasa 35

c-1 c+6 | y =9 x-9 x 24 0x,
c+6 c®—2c+1’ 1x+8 x-9
6) m 2 m+7, 9) 4a” —4a+1 a+1,

m?_49 m-2’ 3a+3 2a -1’
—25 4a®
7 S 10) £ !
) (a+4)- 5" ) "2 _5a
147.° Végezzétek el az alabbi szorzasokat.
1) Batb ¢ ) 18 b4
4c  3a+b b2716 3b
ab-b% 4a.
2) S pE’ 5) T (m—3n);
_ 3
3) 5x 65y_ x : 6 23c—9 .3c+1!
x x-y 9c“+6¢c+1 c¢-3

148.° Az alabbi kifejezések melyikével egyenls a - : 12 hanyados:
C C

¢ . c® . 3. 69
1) Z, 2) Z, 3) 4c N 4) 4c%7
149.° Végezzétek el az alabbi osztasokat:
8m , 4m. 7c* _9a ,18a* 3.124°
1 - 3 ; 5 : ; 7) 24a° : ——;
) n d d3 b5 b3 ) a b
6a . 3a® 2., @ 36a
2 —:b; 4) —=: ; 6) a’:—; 4a’c)!
)5 5 2007 ) e ) :(4a’c)
150.° Hatarozzatok meg a kovetkezd hanyadosokat:
7 28 27 . 36 21
1) e 3)—6-ﬂ; 5) 49m hE ;n’
a m mn n
b9 b2 5. 2 16x°y® [ 10x%),
6)—5. - 5 |
'8 48’ 33z 552
151.° Hozzatok egyszerlbb alakra a kovetkezs kifejezéseket:
-b.a-b a®-25 a-5
1) 22, ; 5 : ;
) Ta 7b ) a+7 a+7
2 2 2
x“—-y° . 6x+6y, a®—4a+4 —9):
2) 2 g8 6) T a12 H(a-2);
5 c-5 2 2y. pt+4k
3) 5———: ; 7) (p?-16k2): L2k,
) 7 40 5020 ) (p ) -
2 2 2 2
4) x—y:x -y . S)a —Zab:a —2ab+b '
xy 3xy a ab
152.° Végezzétek el az alabbi osztasokat:
2 2
1) 5m—2n:5m—2n; 3)(1 -b :a+b;
10k 10%* 2ab " ab
2) p+3 . p+3. 4) a®-16 .a+4,
p?-2p 4p-8’ a-3 "a-3’
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36 1.§. RACIONALIS KIFEJEZESEK

-9 y*-81 9 o X =Ty
5) =2 ; 6) (x2-49y%): =¥
)y—8 y* —16y + 64 ) ¢ V)

153.° Emeljétek hatvanyra az aldbbi torteket:
9 5 4 3
al . c ., _3m” ),
b (5) 3)(2d)’ 5)( 2n3j’

8 6\2 62
m 5a 6a
2 (%) o (%) o (-5
154.° Adjatok meg tort alakban az alabbi kifejezéseket:

6\10 2 7\3 3 2\6
1 a_); 2(_4_m); 3(_10cj; 4 [ 2m°n® )
)(bS ) 9n® ) 3d° ) kp®

155." Hozzatok egyszerilibb alakra a kivetkezd kifejezéseket:

1) 6a’b’ _14b2 _5(1368 . 4) (m5n]3 . m'°n’ .
35¢% a’c® 18b*° 3p° 54p% "’
5) 38m° 88m" 21m’. 5) (2;;”]4:(£]3_
34n® " 510 " 160’ ys vt )’
3) 86x° , 24x° Ta’, 6) (_ET (S_f’jsv
49y° " 25y* 30y’ 16y° 9x2) "
156." Hozzatok egyszerilibb alakra a kovetkezd kifejezéseket:
|y Ba'b® db'e’ 5T 3 (@)4 b
10¢® 274" " 9a°c®’ b* ) 50a'®’
2) 3a? :E: 9ab 4) [i}zl_(ﬁjs'
922 63 142’ y10 y8 :
157.° Helyettesitsétek az x valtozot olyan kifejezéssel, hogy azonossagot
kapjunk:
4a? ) 6a . (2174)3. _b°
1) (b—sj ~x:b—2, 2) g .x—lz.
158.° Végezzétek el a tortek osztasat és szorzasat:
4-a 124° . x2-9 5x+5y.
1 8a® a?-16’ 6) x+y x2-3x’
) 4c—d 2¢*-2d°, 7 m+2n . m?+4mn+4n?
c2+ed 4c?-cd’ 2-3m°  3m?-2m
) b*-6b+9 b>+27, 8) a®+8 a®—2a+4,
b*-3b+9 5b-15’ 16-a*" a’+4
2) a®-16a 12ab® 9) x°-12x+36 x*-49,
3a% 4a+16’° 3x+21 4x -24°
5) az+bz' TaTb__ 10) 32a+15b2: i 4a +20b 0
a“-b° a“—-ab+b a”—81b° a”-18ab+81b
159." Hozzatok egyszeriibb alakra a kivetkezd kifejezéseket:
7a® 5-a, a®+b® b-a,
)7 a ) brd
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5. Racionalis tortek szorzasa és osztasa. Racionalis tortek hatvanyozasa 37

4 2
-1 a mn®-36m _ 2n+12
3) L —. ; 6 : ;
) a®-a 1+a? ) mi-8 6m-12
2 2 4 B
4) a —Sab:8b —ab; 7 2a 1 . a3 1;
12b 24a a 2—a+1 a”+1
5m?—5n®  15n—15m 4x% -100 9
5 : ; 8 — ——:(2x*-20x+50)!
) m2+n? " 4m?+4n® ) 6x ( )

= 160.° Hozzatok egyszeriibb alakra a kifejezést, majd hatarozzatok
meg helyettesitési értékét:
*-81, a-9
1) 2 : , ha a=-4;
) a®-8a d® —614
x
: ,hax=4,2,y=-2,8;
ax®4y” bxaby’ Y
6
3) (3a®~18a+27):349 haq=05; 4) L9 . @ra’ ., qg)
4a (Ba-3)*  9a?
161.° Hatérozzétok meg az alabbi kifejezések erteket.
1 3
——,haa= 2— b=—2=;
a —ab b2 - 7’
2) a +4ab+24b 3a+6b ,haa=4, b=
a‘ -9 2a-6b’
162.” Hatarozzatok meg az x—;:9 kifejezés értékét, ha tudjuk, hogy

[[L]

X%+ i'
x

163.” Hatarozzatok meg a 3x + = =—4 kifejezés értékét, ha tudjuk, hogy

9x? ng
164.” Hatarozzatok meg az x? + % =41 kifejezés értékét, ha tudjuk, hogy

X
P
x

165.” Hatarozzatok meg az x> +i2 =6 kifejezés értékét, ha tudjuk, hogy
X

1,
x__
166.” Hozzétok egyszerlbb alakra az alabbi kifejezéseket:
1) a®-36 .a2+ab+6a+6b. a2+a—ab—b_a2—a—ab+b,
a’+ab-6a-6b a’+2ab+b? ’ a’+a+ab+b a’-a+ab-b

167." Végezzétek el az alabbi miiveleteket:

1) 25-5a+5b—ab ab-5a-5b+25. o a®-2ab+b®  a’-ab+4a-4b,
25+5a—-5b—ab ab+b5a+5b+25 a®—ab-4a+4b a’-16

N 8a* , 6a’ 8a
168.” Bizonyitsatok be a a—3b'a “op? 4a+12b
a*+a 6a+6 . 9° +18a +9% 1
20-12 2a+12° 4%-36 6

=1 azonossagot!

169.” Bizonyitsatok be az azonossagot!
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38 1.§. RACIONALIS KIFEJEZESEK

I ISMETLO FELADATOK

170. Oldjatok meg a kovetkezs egyenleteket:
1) 2x + 3)?—2x (5 + 2x) = 10;
D@x—-2)(x—3)—(x—6) (x+1)=12!

2x+1 x-4 _ x+5

171. Bi itsatok be, h:
7 1zonyitsatok be, hogy a 3 3 6

egyenletnek nincsenek
gyokei!

172. Az A és a B helységek kozotti tavolsag 192 km. Az A-bdl a B-be egy
motorkerékparos indult el 60 km/h sebességgel. 30 perccel késGbb a
B-b6l az A-ba egy masik motorkerékparos indult el 75 km/h sebes-
séggel. Mennyi ideig volt Gton a méisodik motoros a talalkozasig?

173. Két kannaban 6sszesen 80 1 tej van. Ha az els6 kannabdl attoltjuk
a te) 20%-at a masikba, akkor a két edényben azonos mennyiségi tej
lesz. Hany liter tej volt a kannakban kiilon-kalon?

174. 12 embernél 12 kenyér van. Minden férfinal 2 kenyér, nénél fél kenyér, gye-

reknél pedig negyed kenyér van. Hatdrozzatok meg a férfiak, ndk és gyerekek
szamat! (L. F. Magnyickij' Aritmetika cimii konyvébdl.)

I NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK HASZNALATA

175. Laszld ésTlona felvéltva az x* + *x* + *x? + *x + * = 0 egyenletben a csillagokat
szamokra cserélik, mindig csak egyet. Az els6 1épést Laszlo teszi meg. Ilona
arra torekszik, hogy a kapott egyenletnek legyen gyoke. Megakadalyozhatja-e
ebben Laszl6?

Racionalis kifejezések azonos
atalakitasai

A racionalis tortekkel végzett miiveletek segitségével barmely racio-
nalis kifejezés atalakithat6 racionalis tortté.
Figyeljiik meg példakon.

1 L. F. Magnyickij (1669-1739) — orosz pedagbgus, matematikus, szerzdje a
hires Aritmetika cim{ tankényvnek (1703), amibdl szamos nemzedék sajatitotta
el a matematikat. Maga M. V. Lomonoszov is tuddési munkassaga kapujanak
tekinti az Aritmetika tankonyvet.
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6. Raciondlis kifejezések azonos atalakitasai 39

3a_ 6a .a-4 2d°+8a
a-2 qg’-4a+4) a®-4 a-2

1. PELDA. Egyszer(sitsétek a

kifejezést!

Megoldds. Atobbmiveletes szamkifejezésekhez hasonléan a racio-
nalis kifejezéseket is lehet miiveletenként egyszerilsiteni. A miveletek
sorrendje is megegyezik: elGszor a zaréjelben 1évs kivonast végezziik el,
majd az osztast és a végén a masodik kivondast:

)Ba___6a _“"3a __6a _3a°-6a—6a_3a"-12.
a-2 a®’-4a+4 a-2 (a-2)° (a-2)2 (@-2?%"
2) 3a°-12a  a-4 _3a°-12a a’-4 _3a(a-4) (@a-2)(a+2) _
@-2?% "a* -4 (@-2° a-4 (a-2)? a-4
_3a(a+2) _3a”+6a,
a-2 a-2 "~
3) 3a”+6a 20" +8a _3a”+6a-2a"-8a a’-2a _a(a-2) _,
a-2 a-2 a-2 a-2 a-2 )
Felelet:a. A

A racionalis kifejezést nemcsak kiilon mtveletekre bontva végezhet-
jik el, hanem ugynevezett ,lanc” médszerrel. A kovetkezd példa ezt a
moédszert szemlélteti.

2. PELDA. Igazoljatok, hogy a 3% 4 _9+5 . _54a  kifeiezés értéke
a-3 18-6a 5a+a2

nem flugg a valt6z6 megengedett értékétdl!
Megoldds. Egyszer(sitjuk az adott kifejezést:
3a a+5 _54a _ 3a a+5 _54a _
a-38 18-6a 5a+a®> a-38 6(B-a) a(b+a)
_ 3a + 9 _ 3a 9 =3a—9=3(a73)=3.
a-3 3-a a-3 a-3 a-3 a-3
Tehat a valtozé barmely megengedett értékénél a kifejezés értéke 3. A

3. PELDA. Igazoljatok az (a_7 +a—7). 8a-1 __4  470nossagot!
3a-1 a+1) ¢%2-7a a+1

Megoldds. Alakitsuk at a bizonyitanddé azonossag bal oldalat.
Célszerlibb a zardjel felbontasaval kezdeni, alkalmazzuk a szorzas
széttagolasi torvényét:

( a-1 a77). 3a-1 _a-7 3a-1_a-7 3a-1 _
3a-1 a+1 a2—7a 3a-1 a2—7a a+1 a2—7a
“_“/l+ 3a-1 _a+l+3a-1_ 4a _ 4

T a a(+l) a(@+l) a(@+l) a+1’
Az azonossagot igazoltuk. A
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40 1.§. RACIONALIS KIFEJEZESEK

4. PELDA. Egyszertisitsétek az kifejezést!

B ab " be  ac
Megoldds. Irjatok le az adott kifejezést a szamlald és a nevezd

hanyadosaként:
1,11
a—bcz(l+l+l):(i+i+i)=
1 1 1 a b ¢ ab bc ac
ab bc ac
:bc+ac+ab_c+a+b:bc+ac+ab_ abc _ _bctac+ab
abc " abe abc c+a+bd c+a+b

Az adott kifejezést masképpen is egyszerisithetjiik. Alkalmazzuk
a tort alaptulajdonsagat, szorozzuk meg a szamlalét és a nevezét is az
abc egytaggal:

1,11 (1,1 1), 1.1 .. 1.
PR _ PR L _ g abety rabe+-abe _be+ac+ab
1, 1,1 (i+i+l)abc L-abc+i-abc+i~abc cratb
ab bc ac ab bc ac ab be
Felelet: berac+ab
c+a+b
I GYAKORLATOK
176.° Egyszerisitsétek az alabbi kifejezéseket:
5 4 m+9n
1 (@ 2).2. 6 ( - ): .
)(3+ a?’ ) m-n m+n) m+n
a’ (1 1)_ x—2 ( xZ)
2) a-b \b a/ D xrz \¥Tx2)
2 2
-1
1+£):(1_£); ESRE I S L
3)( b b 8 4 4 x
2 6¢c” 1
4) (e _2a 1). b . 9) ¢ :(—+1);
) (bZ b ) a-p’ ) -1 \e-1
2 2
a”—ab b+1 a x y x"+xy
e 1 . !
5) b? -1 a b-1 0) (x+y+x—y) x2+y2
177.° Egyszerilsitsétek az alabbi kifejezéseket:
2 2
1) (x+£j:(x—f); 5) -2 —2b .axb,
Yy Yy b b b
b\ _ab® 7 -8 84
2 (ﬂ+&). : 6 x _ x ) .
A a® +b? )x+2 3x+6 x2_8x’
92-9).a®-3a
3 ( mn —1): ”_. 7 ( - ): ;
) m-1 mn—-n )@ a+3 a+3
a b) 4ab a 8 )'a2+8a,
& (3 E) a-b’ 8 (a+2 a+8) a-4 "
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6. Racionalis kifejezések azonos atalakitasai 41

178.° Végezzétek el a kijel6lt miiveleteket:
a+2 ,a2—4_ 3

a’-2a+1 3a-3 a-2’
2

) b +3b.(b—3+b+3)_

1

p2+0p \b+3 b-3/)
)(3c+1 3c— 1) 2¢
3c-1 3c+1 6c+2
4)( 1 ! ) 20
a?—4ab+4b* 4b*-a?) a®-4p%’
a-8 a .a—-20
5) 2 T2 : 2
a”-10a+25 a“-25/) (a—5)

2x+1 x=2\. x*+6,
6) |— -—5 13 !
x°+6x+9 x°+3x/ x°-9x

179." Végezzétek el a kijelolt miiveleteket:

1 b+4 . b°-16 2 | 3) 2 . 1 1,
b*-6b+9 20-6 b-4’ oyt P2y +y? y o)
2) (m—l_m+1)_ am 4 ( 2a-3 a-1 ) a®-2,
m+l m-1/"m?2_-1’ a’~4a+4 a®-2a) a®-4a
180.° Egyszerlsitsétek az alabbi kifejezéseket:
15 T-—x
1 (——x—7)~—;
) x—17 x® ~16x +64
5a—-16 2a
(o)
) a-3 a-3
1 2 a ab 2
3) [=+2+=). ;
)(a+b+b2) 2 b-a
4)( a a _a2+1),a2+a.
a-1 a+1 1-a%) (@a-1?2’
5) x+2y x-2y 16y2 4y
x-2y x+2y x%-4y®) x+2y’
6)( 3a-8 1 _4a—28).a2—4,
a?-2a+4 a+2 4348 4
181." EgyszerUsitsétek az alabbi kifejezéseket'
2
NE: +14x+49:( 13 _x+6); 3)( _x-3 3+x) 6
x+6 x+6 -9 x+3 3—x -x’
2
2)(0_26—9):02+3c+%; 4) 2y 1 +9y+6 y 4!
c+8 ) ¢*-64 v +2y+4 Y-8 Y- 2

182.° Igazoljatok az alabbi azonossagokat:
b 2b a-b
1 : = 5
)( b2+2b—2a) PSR
2)( a—2):a+2+ 2 _ 4.
4-a® a+2 a a-2
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42 1.§. RACIONALIS KIFEJEZESEK

3 1 (c-6)° 3¢
3 ( + ) . + =2!
) 36-c® ¢®-12c+36 2 c+6
183.° Igazoljatok az alabbi azonossagokat:
1)( b 2  a ),aszzz 4 .
a®—ab a-b p®_qab) 4ab a+d’
(a—b)z' a a 3a+b _ oy
2) P (a—b)2+b2—a2 + D 3!
184." Flugg-e az alabbi kifejezés értéke a valtozdé megengedett értékétdl:
1>(a+3_ 1 ),3a+3,
a®*-1 a*+al) a®-d’
2) ( a 1 ) . Ta 2 9
a®-49 a+7) a®+14a+49 a-T7
185.° Igazoljatok, hogy a kifejezés értéke nem fiigg a valtozo értékétol:
1 3x”-27 .(6x+1 6x—1)
4x?2+2 \x-38 x+3
9) 3 _8a3—18a.( 2a 3 ),
20-3 4a®+9 \4a®-12a+9 4a*-9/
186.° Egyszertsitsétek az alabbi kifejezéseket:

>

a’ 6a-9 2a-b b
a-— a———- 1 —+1 3-—
)—arl, 9@ . g 2 40 4!
a__2 1_§ 1- 1 2a+b_1 3711_1
a+1 a 1+l b b
a
187.° Egyszer(sitsétek az alabbi kifejezéseket:
a-b b
T 1
1) a+b a_. 2) ———!
_a _a-b -1
a+b a lfi
a+1

188.” Egyszerisitsétek a kivetkezo kifejezéseket:

2 2
1)( a +a—b_l):(a+b_b—a+ 6a );
p2—ab? b2 b)) \b-a a+b 4%-p?
2>( a+2  2-a .4a2+2a+1).( 1 )2_ 8a-1,
40®-4a®+a 1-8a® 2a%+a 1-2a 2a%+a’
2
189.” EgyszerUsitsétek a 18y 3+3y_ 23y+1 :(1_3y—1_5—6yj
27 -1 9y +3y+1 vy 3y-1

kifejezést!
190.” Igazoljatok az alabbi azonossagokat:

16 1 2 1 8a
1 : - - =1
)(a—2)4 ((a—2)2 a2—4+(a+2)2j (a-2)°
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6. Racionalis kifejezések azonos atalakitasai 43

2
gy @+1l_ 121+5 - a+7 ):(a+3) _1
a+9 \a®-81 a”-182+81) \a-9
2 2
191.” Igazoljatok, hogy a 2 +2 +(b+3) ( 1 , 6 3 )kife'e-
szl 8 5 \b-3) \p-3"9-07 v+ !
zés a valtozo barmely értékénél pozitiv!

192.” Helyettesitsétek az x valtozé értékét az adott kifejezésbe, majd
egyszerlsitsétek az igy kapott kifejezéseket:

1) £=% ha x= ab ; 2) a_bx,hax=a—_b!
x-b a+b b+ax a+b

I ISMETLO FELADATOK

193. Oldjatok meg az alabbi egyenleteket:
1) Bx—1) (4x+5) — 2x + 3) (6x + 1) = 4;
2) 8x (2x + 7) — (4x + 3)> = 15!

&l 194. Bizonyitsatok be, hogy a 214 — 212 — 210 kifejezés maradék nélkiil
oszthat6 11-gyel!

= 195. Bizonyitsatok be, hogy n barmely természetes értékénél a
3m2 — 2m*2 + 3n — 2n kifejezés oszthatd 10-zel!

196. Az egyik raktarban 3-szor annyi burgonyat taroltak, mint a masik-
ban. Miutan az elsG raktarbdl elszallitottak 400 kg-ot, 2-szer keve-
sebb burgonya maradt, mint a masik raktarban. Mennyi burgonyat
taroltak az els6 raktarban?

197. A dzseki 200 hrivnyaval olcsobb volt az 6ltonynél. Az Gszi arleszal-
litaskor a dzseki 10%-kal, az 6ltony 20%-kal kertult kevesebbe. igy a
dzsekit és az oltonyt egytitt 1010 hrivnyaért lehetett megvasarolni.
Mennyibe kerult a dzseki és az 6ltony eredetileg?

198. Egy személygépkocsi az A helység és a B helység kozotti utat
60 km/h sebességgel tette meg. Visszafelé masik Gtvonalat valasztott,
mely 15 km-rel révidebb volt, és mivel 70 km/6ras sebességgel haladt,
igy 30 perccel rovidebb idd alatt ért vissza az A helységbe. Mennyi
1dG alatt ért el az A helységbdl a B helységbe?

199. Egy munkéasnak napi 10 alkatrészt kellett legyartania. Mivel min-
dennap 12 alkatrészt készitett el, igy két nappal a hataridg letelte
el6tt mar csak 6 alkatrész legyartasa maradt a szamara. Mennyi
alkatrészt kellett elkészitenie?

200. 30 pénzérméért 30 madarat vasaroltak. Hany madarat vettek a kii-
16nb6z6 fajtakbdl, ha 3 veréb ara 1 érme volt, 2 galambért is 1 érmét
kellett fizetni és egy pacsirta 2 érmébe kerult? Minden madarfajbol
legalabb egyet vettek. (Ukrdn népi fejtord.)
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44 1.§. RACIONALIS KIFEJEZESEK

l UJ TEMAVAL ISMERKEDUNK

201. Oldjatok meg az alabbi egyenleteket:

1) 2’”7 "T”’; 4) x*— 16 = 0;
2)x2+6x:O; 5) 25x2 — 36 = 0;
3) 0,21x— 0,7x = 0; 6) x2+4=0!
202. A valtoz6 mely értékeinél nincs értelmezve az alabbi kifejezés:
1) L; 4) >~ i
3x—-9 x+ 7 x-2’
2
9 x +1; 5 ;;
)x2—1 )x2—10x+25
3) x+4 ) x+2
3x% +12x’ (x+10) (x-12) "
203. Az alabbi kifejezések értéke a valtozd mely értékénél lesz nulla:
x—8, x—2, 9
b 9’ 2) x+2’ 3 x— 5

Elevenitsétek fel a 14., 15. pontokban tanultakat (221. oldal)!

I NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK HASZNALATA

204. A tablara az x + 2 és 2x + 1 tobbtagu kifejezéseket irtak fel. Felir-
haté-e ezen tobbtagok 6sszege, kiillonbsége és szorzata? Lehetséges-e,
hogy a tablan megjelenjen a 2x° + x + 5 tobbtagu kifejezés?

ELLENORIZZETEK TUDASOTOKAT! 2. SZ. TESZTFELADAT

5

1. Adjatok meg a ii’é . 3(’; gz szorzatot tort alakban!
1 1 3 3
A) 3m2n2; B) 3m4n5; ©) m2n2; D) min®’
2. Végezzétek el az (a +5b)-%5b2 szorzast!
a f—
. . 3 . 8
A) 8 (a—5b); B)8(a+5b); C) PR ) PR
2
3. Egyszerf(isitsétek a b;fifly—f) . % kifejezést!
. _a. 1, 1
A) b+ 3; B) b -3; C) Py D) Y
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6
4. Végezzétek el a kijelslt osztast: 5}% :(10a°p?)!

2a° b° 26" a?
A) =; B) —; C) =—; D) —.
) b° )2a9 ) a? 26"
s 2 3x+9 . x+3 .0 .
5. Egyszer(sitsétek a 7 5y 4r 8 kifejezést!
A) L2 B) X, 0) 12; D) x.
x 12
2 4
6. Adjatok meg az - _23n : nz —27n kifejezést tort alakban!
64n” -1 64n” +16n+1
@Brn-1)(n°+3n+9) @Bn+1)(n°+3n+9)
8n+1 . D) 8n—-1
Bn-1)(n*-3n+9)’ Bn+1)(n?-3n+9)

2 4
7. Végezzétek el a (—2%) hatvanyra emelést!
b

8a® 8a® 16a® 16a®
A) b2 ; B) - piz ; C) bz ; D) - piz ”
o 1 1) 2 oo
8. Egyszerisitsétek az (a—6 a+6)' P kifejezést!
6 . 6 . _a)
A) oY B) 5 C) 6 (a—6); D) 6 (a + 6).

9. Az a barmely megengedett értékére mennyi a ( 30a 5 ):

9q¢2-25 5-3a

:(;Z—;Z—l) kifejezés értéke?
1 . _1. _
A) > B) 2; C) 55 D) -2.
2
10. Mivel egyenl§ az a;—;wb kifejezés értéke, ha 3a — 5b =0,2 (2a + b)?
A) 4; B) —4; C) 3; D) -3.
11. Ismeretes, hogy x+i=6. Hatarozzatok meg az xz+i2 kifejezés
X
értékét!
A) 36; B) 38; C) 34; D) 35.
1 a
12. Egyszerisitsétek az C; b kifejezést!
b2 a
2 2 2 2 2 2 2 2
Aa+b; Bafb; a”+b : ab(a+b)-
) a® - b? a® +b? ) ab? (a® -b?) ) a?-p?
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46 1.§. RACIONALIS KIFEJEZESEK

Ekvivalens (egyenértékii) egyenletek.
Racionalis egyenletek

Figyeljiik meg az x? = 4 és | x| = 2 egyenleteket!

Koénnyen belathatjuk, hogy mind a két egyenletnek ugyanazok a
gyokei, a 2 és a —2.

Ezekben az esetekben azt mondjuk, hogy az x> =4 és | x| = 2 egyen-
letek ekvivalensek (egyenértékiiek).

Nézziink még néhany példat ekvivalens egyenletekre:

%x =0 és2x=0;
2x =4 és 4x — 8 =0;
x*’=1és(x—1) (x+1)=0.
Lathatjatok, hogy az x* = -5 és | x| = -3 egyenleteknek nincs megol-
dasuk. Ezeket az egyenleteket is egyenértéklieknek tekintjuk.
Meghatarozas. Kétegyenletekvivalens, ha gyokeik azo-
nosak, vagy ha nincs megoldasuk.

A2az (x—2) (x+1)=0és x— 2=0 egyenletnek is gyoke. Ezek az
egyenletek mégse ekvivalensek, mert az els6 egyenletnek még gyoke a
—1 is, mig ez az érték nem megoldasa a masodik egyenletnek.

A 7. osztalyban tanultatok mar az egyvaltozds (egyismeretlenes)
egyenletek tulajdonsigait. Ezeket a tulajdonsiagokat az ekvivalens
egyenletek fogalmaval igy is meghatarozhatjuk:

e Ha az egyenlet mindkét oldalahoz hozzdaadjuk vagy mind-
két oldalabdl kivonjuk ugyanazt a szamot, akkor az eredeti
egyenlettel ekvivalens egyenletet kapunk.

e Ha az egyik tagot ellenkezé eldjellel atvissziik az egyenlet
egyik oldaldrol a masikra, akkor az eredeti egyenlettel ek-
vivalens egyenletet kapunk.

e Ha az egyenlet mindkét oldalat megszorozzuk vagy eloszt-
Jjuk ugyanazzal a nulldval nem egyenlé szammal, akkor az
eredeti egyenlettel ekvivalens egyenletet kapunk.

Figyeljiik meg a kovetkezd feladatot! Egy személyge}pkocsi miutan
megtett 180 km-t, a sebességét 10 km/h-val novelte. Igy a maradék
210 km-es utat ugyanannyi idg alatt tette meg, mint az Gt els6 részét.
Hatérozzatok meg a személygépkocsi kezdeti sebességét!

Jeloljik x km/h-val a személygépkocsi kezdeti sebességét, akkor az

at masodik részén a sebessége (x + 10) km/h. Az els6 részt 180 40 alatt
X

210 Ora alatt.
x+10

tette meg, a masodik részt pedig
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7. Ekvivalens (egyenértékii) egyenletek. Racionalis egyenletek 47

A 180 _ 210
x x+10
egyenlet mindkét oldala racionalis kifejezés.

egyenlet az adott feladat matematikai modellje. Az

Meghatarozas. Azokat az egyenleteket, melyek mindkét
oldala racionalis kifejezés,racionalis egyenleteknek nevezziik.

Az el6z6 meghatarozas alapjan a feladat megoldasa egy racionalis
egyenlet megoldasahoz vezet.

Megjegyezziik, hogy az egyismeretlenes linearis egyenlet, vagyis az
ax = b alakl egyenlet is racionalis egyenlet.

Vizsgaljuk meg az %zO alaku raciondalis egyenletet, ahol A és B

tobbtagu kifejezés.
Mar tudjatok, hogy a tort értéke csak akkor nulla, ha szamldléja
nulldval egyenld, a nevezdje viszont nem. Tehat ahhoz, hogy megoldjuk

az %:0 alakl egyenletet, egyszerre két feltételnek kell teljesiilnie:

A =0 és B #0. Ez azt jelenti, ahhoz hogy megoldjunk egy %:0 alaku

egyenletet, az alabbi algoritmust kell kévetni:
e megoldani az A =0 egyenletet;
e ellendrizni, hogy a kapott gyokok megfelelnek-e a B # 0 kitételnek;
¢ a megoldasban csak azokat az értékeket tiintetjiik fel, melyek ki-
elégitették a B = 0 feltételt is.

1. PELDA. Oldjatok meg az w =0 egyenletet!
x“—4x+3

Megoldds. Abal oldalon 1évG tort szamlaléjat a nullahoz egyenlit-
juk: (x—1) (x + 1) = 0. Ennek az egyenletnek két gyoke van: az 1 és a —1.

Ellenérizzik le, hogy a kapott értékek megfelelnek-e az x> — 4x +
+ 3 # 0 feltételnek.

Ha x=-1, akkor x> —4x+ 3 =8 # 0.

Ha x=1, akkor x> —4x + 3 =0.

Tehat az x = —1 megolddsa az egyenletnek, mig az x = 1 nem.

Felelet: —1. A

Tehat az % =0 alaku egyenletek megoldasat visszavezetjuk az A =0
egyenlet megoldasara és a B = 0 feltétel leellenérzésére. Ebben az eset-
ben ugy is szoktak fogalmazni, hogy % =0 egyenlet ekvivalens az

{A =0,
B#0

rendszerrel.

MpaBo ans 6e3onnaTHOro po3milleHHs NiapyyHKKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



48 1.§. RACIONALIS KIFEJEZESEK

Példaul az =D E+FD _

5 0 egyenlet ekvivalens az
x“—4x+3

{(x—l)(x+1):0,

x2—4x+3%0

rendszerrel.
Mint ahogy mar lattatok, ennek a rendszernek az x = —1 a megoldasa.
Térjink vissza az eredeti, a személygépkocsirdl sz6lé feladatunk

megoldasahoz.
.. 180 210
Rendezzik a 1110 egyenletet.
Végezziink ekvivalens atalakitasokat:
180 210 _,
x x+10

Hozzuk k6z6s nevezdre a torteket:
180 (x+10)-210x _
x (x +10) B
1800-30x _ ),
x (x+10)
Az utolsé egyenlet egyenértékd az alabbi rendszerrel:
1800-30x =0,
{x (x+10)=0.
Az egyenlet megoldéasa 60. Konnyen belathat6, hogy ez az érték ki-
elégiti az x (x + 10) = O feltételt.
Felelet: 60 km/h.

Ismeretes, hogy barmely racionalis kifejezés felirhaté tért alakban,

0;

ezért barmilyen racionalis egyenlet is megadhaté %zO alakban. Ezt
180 _ 210
x+10

2. PELDA. Oldjatok meg a

alkalmaztuk a

egyenlet megoldasanal is.

3x+5 1 __x
6x+3 4x2-1 2x-
Megoldds. Rendezzétek az egyenletet:

1 egyenletet!

3x+5 1 __x
3C@2x+1) (x-1)(2x+1) 2x-1
4x -2

s@r-D@erD
4x-2=0,
3(2x-1)(2x+1)=0.
4x-2=0,
A kapott egyenlet ekvivalens az alabbi rendszerrel: { x # 0,5,
x #-0,5.

AKkapottegyenlet ekvivalensazalabbirendszerrel: {
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7. Ekvivalens (egyenértékii) egyenletek. Racionalis egyenletek 49

x=0,5,
Innen {x #0,5,

x #=-0,5.
Tehat az adott egyenletnek nincs megoldasa.
Felelet: nincs megoldas. A

7 2_ —
3. PELDA. Oldjatok meg a 2xx4+16

Megoldds. Hozzatok kozos nevezdre a bal oldalt:
2x" ~4x-16-x"+dx _

—x =0 egyenletet!

x-4
x2-16
x-4 0
A kapott egyenlet ekvivalens az alabbi rendszerrel:
x2-16=0,
x—4#0.

Tehat
{x:4 vagy x=-4,
x#4;
x=-4.
Felelet: —4. A

Most nézziink egy olyan feladatot, ahol egy valés helyzet matematikai
modellje egy racionalis egyenlet.

4. PELDA. Egy turista csénakkal a folyén a folyas iranydban 3 km-t
tett meg, arral szemben pedig 2 km-t, 6sszesen 30 perc alatt. Hataroz-
zatok meg a csonak sebességét allévizben, ha a folyé sebessége 2 km/h!

Megoldds. Jeloljuk a csénak sebességét allévizben x km/h-val.
Akkor a csénak sebessége a vizfolyas iranyaban (x + 2) km/h, a vizfo-
lyassal szemben pedig (x — 2) km/h. A turista 3 km-t tett meg a folyon

lefelé xiz 6ra alatt, felfelé pedig 2 km-t %2 ora alatt. Mivel az egész
1 et 542 _1
utat 30 perc = P 6ra alatt tette meg, ezért o + pPEriatt

Oldjuk meg a kapott egyenletet:
3 2

x+2 x-2
3x—6+2x+4_l:0
x%-4 2
10x-4-x%+4
2(x%-4)

-1
2’

b

b

MpaBo ans 6e3onnaTHOro po3milleHHs NiapyyHKKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



50 1.§. RACIONALIS KIFEJEZESEK

10x — x* _
2(x2-4)
10x-x%2=0,
{2(x2—4)¢0;
x(10-x)=0,
x+2,

’

x#—2;
x =0 vagy x = 10.
Az x = 0 nem felel meg a feladat feltételeinek, ezért a csénak sebes-
sége allévizben 10 km/h.
Felelet: 10 km/h. A

‘?

-

. Mely egyenletek ekvivalensek?

2. Az adott egyenlet mely atalakitasaival kaphatunk az adottal ekvivalens
egyenletet?

3. Mely egyenletek racionalisak?

4. Mondd ki, mely feltételnél nulla egy tort értéke!

5. Mondjatok el az %zO alaku egyenlet megoldasanak algoritmusat, ahol

A és B tébbtagu kifejezés!

I GYAKORLATOK

205.° Ekvivalensek-e az alabbi egyenletek:
1) x+2=10 és 3x = 24;

2) —2x = —6 és %le;

3)x—5=0ésx(x—5)=0;
4) (Bx—12) (x+2)=0¢és (0,4 —0,1x) (7x + 14) = 0;

5) gz0 és x? = —4;
x

2
6)x+1=1+xés x2+1:1?
x“+1
206.° Adjatok meg az alabbi egyenletekkel egyenértéki egyenletet:
1) 2x — 3 =4; 2D lx]|=1; x+6=x—2!
207.° Oldjatok meg az alabbi egyenleteket:
x—6 _ . x?-4
R KA
x—2 Q. x-2_4,
2) x2_4_07 4) _x_z ]_,
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7. Ekvivalens (egyenértékii) egyenletek. Racionalis egyenletek 51

5) 2’;2—1;{%2; 1) -2

6) ﬁ: 2;_‘%: -0; 12) ’;—:‘éz%;
DT 1=0 13) %—E: ;
DIl Lk ol
9) %311:0; 15) 3—%:0!
10 -3 -4

x—-2 x+3 ;
208.° Oldjatok meg a kovetkezd egyenleteket:

2
D 2x -1 : 6) 2x—4_3x+1+x+5:0;
x*—2x+1 x * *
2
—2x+1 x 36
2 x—:O; 7 - =0;
) x2-1 )x+6 x? +6x
7 2x-3 2x® +3x +1
g) X+7 _ -0; 8) —————-x=1
)xf’? x=7 ) 2c+1
1) 10—3x+5x+6:0; 9)i_i:1!

x+8 x+8
5 X=6_x-8_,.
x—2 ’

209.° Melyik szamot kell kivonni a % tort szamlaléjabol és nevezdjébol

1s, hogy a kapott tort értéke % legyen?
210.° Melyik szamot kell hozzdadni a ;—Z tort szamlal6jahoz és nevezs-

jéhez is, hogy a kapott tort értéke % legyen?
211.° Adjatok meg olyan ekvivalens egyenletparokat, melyeknek:

1) egy gyokik van; 3) végtelen sok megoldasuk van;
2) két gyokiik van; 4) nincs megoldasuk!
212.* Oldjatok meg az alabbi egyenleteket:
1) 5 n 2x _o. )2x71:2x+1 4 |
x-4 x+2 7 2¢+1 2x-1 1-4x%

) 2 " 3 _30x+9, ) 7 4 3 .
6x+1 6x-1 36x2-1 (x+2)(x-3) (x-3)?° (x+2)%
6x+14 7 6 2¢—-1 3x-1_ 6x+64

3 + = ; 7 - = +4;
) x22—9 x2+8x x-3 ) x+4 4-x x2-16
4) 2y +5+y+1_ 4 8) 2x-6  x-3 x-1 -0

1-y? y-1 y+0 x*-36 x*-6x x2+6x
213.° Oldjatok meg az alabbi egyenleteket:
1 x-2 5 _x*+27, 2) 3x+1 8x-1__ 6

’

x+1 1-x x2-1 3x—-1 8x+1 1-9x2°
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52 1.§. RACIONALIS KIFEJEZESEK

4 1 5 7 x+1 x+4
3) —5+==—7; 5 + = ;
)x—3 x x-2 )x2+2x x2-2x x%-4
2 2
4) 2x2—2x+ 6 :x+2; 6) x —29x+50:x+1+x—5!
x°-4 x+2 x-2 x2 _5x x—5 x

214." Egy motorcsonak 8 km-es utat tett meg a folyon az aramlassal egy
iranyban, majd megallas nélkil visszafordult. Az egész utat 54 perc
alatt tette meg. Hatarozzatok meg a folyé sebességét, ha a csénak
sebessége allévizben 18 km/h!

215." Egy g6z6s 28 km-t tett meg a folyon a vizfolyassal szemben, majd
megallas nélkil visszafordult. Visszafelé az Gt 4 perccel révidebb
ideig tartott. Hatarozzatok meg a g6z0s sebességét allovizben, ha a
foly6 sebessége 1 km/h!

216." Egy csénak 2 6ra alatt 6 km-t tett meg a vizfolyassal szemben és
12 km-t a vizfolyas iranyaba. Hatarozzatok meg a csénak sebességét
allévizben, ha a folyé sebessége 3 km/h!

217.” Oldjatok meg az alabbi egyenleteket:

x+5 x—5  x+25 9x+12 1 1 '
D — T 9.2 T 9.2 ’ ) =5 - T2 :

x*—bx 2x°+10x 2x*-50 x°-64 x-4 x°+4x+16
2) 2 1 3

29 207 12x+18 2x° +6x’
218.” Oldjatok meg a kovetkezd egyenleteket:
4y +24 y+3 y-3 y+2 1 y+3
D =3 T =72 ; 2) F—- T a2 :
5y° -45 b5y°-15y y*+3y 8y°+1 4y+2 8y*-4y+2
219." Oldjatok meg az aldbbi egyenleteket! Vegyétek figyelembe az
a paraméter lehetséges értékeit!

x=1_. a(x-a)_. (-9 (x+2)
D x—a_o’ 3) x-3 =0; 5) x—a 0;
x—a _q. (x-a)(x-6) . x—a B
2 x+5_0’ g x-T =0 6) (x—4)(x+2)_0

220." Az a mely értékei mellett nincs az ;C;_‘Z =0 egyenletnek gyoke?

221." Az a mely értékei mellett van egy gyoke az
letnek?

(x—-a)(x—3a) _ )
BT =0 egyen

I ISMETLO FELADATOK

= 222, Ev végére egy varos lakossdga 72 100 {6 lett. Mennyi volt a la-
kossag év elején, ha 3%-os volt a népességnivekedés?

223. Két allomas ko6zott az utat egy vonat 45 perc alatt teszi meg. Ha a
vonat névelné sebességét 10 km/h-val, akkor 40 perc is elég lenne,
hogy megtegye a két allomas kozotti utat. Milyen messze van a két
allomas egymastol?
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8. Negativ egész kitevdji hatvany 53

224. Igazoljatok, hogy a valtozo barmely értékével az alabbi kifejezések
csak nemnegativ értéket vesznek fel:
1) (@-52?-2@-5)+1; 2) (@—b) (a—b-8)+ 16!

225. Hatarozzatok meg az f (x) = 3x — 7 fliggvény helyettesitési értékét,
hal)x=-3;

2) x= 2%! Az argumentum mely értékénél lesz a fliggvény értéke 0,2?

l UJ TEMAVAL ISMERKEDUNK

226. Szamitsatok ki a kévetkez6 kifejezések értékét:
2
1) 43 + 3% 3) 9'(—3) H

2

2) (-8)2 — (-1)'% 4) (2,8-3,1)° -(—1%) !
227. Szamitasok nélkil hasonlitsatok ossze az alabbi kifejezéseket:

1) (-5,7)2és0; 2)0és(-6,9)% 3)(-23)° és (-2)%; 4) —8° és (-8)%!
228. Adjatok meg:

1) a 4; 8; 16; 32; 64 2-es alapu hatvany alakjat;

2) a 100, 1000, 10 000, 1 000 000 10-es alapu hatvany alakjat!
229. Szamitsatok ki:

1) a 18a2 kifejezés értékét, ha a = —%;

2) a (18a)? kifejezés értékét, ha a = —%;

3) a 16 + b* kifejezés értékét, ha b = -2;

4) a (16 + b)* kifejezés értékét, ha b = -2!

Elevenitsétek fel a 3. pontban tanultakat (217. oldal)!

I NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK HASZNALATA

230. Létezik-e olyan természetes szam, amelyet ha 2-vel szorzunk, a
természetes szam négyzetét, ha harommal, akkor a természetes
szam kobét kapjuk?

n Negativ egész kitevoji hatvany

Gyakran a nagy szamok felirdsa helyett egy révidebb alakot hasz-
nalnak, a természetes kitevdjd hatvanyt. Példaul
129 140 163 = 3'7,
282 475 249 = 7'°,
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54 1.§. RACIONALIS KIFEJEZESEK

A tudomanyban és a gyakorlatban a nagy szamok felirasara a
10 kiilonb6z6 hatvanyait alkalmazzak.

Példaul a Fold és a Sarkesillag kozott a tavolsag megkozelits-
leg 4 470 000 000 000 000 km vagy 4,47 - 10 km. A Nap témege
1990 000 000 000 000 000 000 000 000 000 kg vagy 1,99 - 10% kg.

Ezeket az adatokat a makrovilagbdl vettiik, vagyis a nagyon nagy
fizikai mennyiségek vilagabdl.

Lassunk néhany példat a mikrovilaghdl, vagyis a nagyon kis fizikai
mennyiségek vilagabol.

A hidrogénatom tomege

0,000000000000000000000000001661 kg.
Az oxigénatom atmérgje 0,0000000066 cm.
Ezeket a mennyiségeket is fel lehet irni a 10 hatvanyai segitségével.

0,000000000000000000000000001661 kg = 2661 g

1027

0,0000000066 cm = % cm.

Ha elfogadjuk az 10%7 és az % tortek jelolésére a 10727 és 107° jelo-
lést, akkor az adott mennyiségeket Ggynevezett egyszintes alakban is

felirhatjuk: 2521 -1,661-10", >C=6,6-10".

Hasonléképpen elfogadhatjuk, hogy ézt’)’z, (

i P
3)5—( 3)7,

1 _

0,7

Meghatarozas. Barmely, nullatél kiilonb6z6 a szamra és
természetes n-re

0,7

1
a :_n
a
, ., . _ 1 1 _ 1 1
A hat telmében 27%=—==, (-49*= ==,
meghatarozas ertelmében "3 (-4) (_4)2 6
-4
1) _ 1 a_ 1 _10
(2) = 16, (0,3) =03 3

5
2
Tehat barmely szam barmilyen nullatél kiilléonb6z6 egész hatvanyara

emelhet(. Jegyezziik meg ezt a kovetkeztetést!

Meghatarozas. Barmely, nullatél kiilonb6z6 a szam nul-
ladik hatvanya 1-gyel egyenl6: a® = 1.

0
Példaul 5°= 1, (~17)° = 1, (—%) -1, 2°=1.
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8. Negativ egész kitevdji hatvany 55

A 0" hatvanya nem értelmezhetd, ha n nulla vagy negativ egész szam.
A felsorolt meghatarozasok alapjan, barmely a = 0 és egész n-re a”
és a™ reciprok értékd szamok. Ezért az

a1
at=—
aﬂ
egyenlGség barmely egész n-re teljesul.

Példaul, ha n = 2, akkor a?=—_.
a
A tudomanyos irodalomban az alabbi adatokkal talalkozhatsz:
»A Vénusz bolygé tomege 4,9 - 10* kg. A Mars tomege 6,423 - 10
kg. A Hold felszine 3,8 - 10" km?2.”
A szoévegben szerepld adatok ugynevezett normalalakban vannak
megadva.

Meghatarozas. Egyszam normalalakjanak nevezziik az
a * 10" szorzatot, ahol 1 < a <10 és n természetes szam.

A szam normaélalakjaban az n szamot, a 10 hatvanykitevdjét nagy-
sagrendnek (karakterisztikanak) nevezziik. Példaul a Nap kg-ban
kifejezett tomegének karakterisztikdja 30, a hidrogénatom kg-ban
kifejezett tomegének pedig —27.

Barmely pozitiv szamot megadhatunk normalalakban. Példaul:
171,25 =1,7125 -10% 0,00958 = 9,58 - 103, A gyakorlatban a szam nor-
malalakjat igen kis és igen nagy szamokra hasznaljak. Ebben az esetben
a karakterisztika utal a szdm nagysagara. Ha az m szam nagysagrendje
egyenld 3-mal, azaz m = a - 103, akkor figyelembe véve, hogy 1 < a < 10,
azt kapjuk, hogy 103 < m < 10

-1
1. PELDA. Hatarozzatok meg az alabbi kifejezések értékét: 1) (%) ;

2)1,2%3) 3%.15+62.8-4,3"

-1
Megoldds. 1) (%) - %

S IENG

-1
Altalénosan, haa#0=ésb =0, akkor (%) :s.

ose-(8) (o) "3 -

10 5 6/ 36
3) 3-3. 2. g_430_1. 1 g 41 1 g 4
) 3%.15+672.8-4,3 e 15+62 8-1 57 15+36 8-1
5 2 2
_2.,4 1-_42 A
9t9 19
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2. PELDA. Adjatok meg az (@ — b)2- (a*2 — b2 kifejezést tort alakban!
B 1 1
Megoldds. (a-b)?(a?*-b" )_ b) .(__?):

T@-b d%  (b-ay a®? a®i(b-a) a®®-a’h?’
3. PELDA. frjétok fel a kovetkezd szamok normalalakjat:
1) 564 000 000; 2) 0,0036!

Megoldas. 1) 564 000 000—5 64-100 000 000 = 5,64-10°.

2 = = 3 A
) 0,0036=3,6-0,001=3,6-—— 1000 36 =3,6-10

1 v-a° 1 .(b—a)(b+a)_ bta _  b+a A

‘?
1 1. Mivel egyenl6 barmely nullaval nem egyenl6 a-ra és természetes n-re az
a™ kifejezés?
2. Mivel egyenld egy nullatol kilénbdzé szam nulladik hatvanya?
3. Mi a szam normalalakja?

4. Hogyan nevezziik az n szamot egy szam a - 10" normalalakjaban?

I GYAKORLATOK

231.° Az alabbi kifejezések koziil melyikkel egyenld az a® hatvany:

1) —a’ 2) ﬁ 3) aie; 4) —aie?
232.° Adjatok meg az alabbi hatvanyokat tort alakban:

1) 38 3) a? 5) 127 7) (a—b)2

2) 576 4) d3 6) m; 8) (2x — 3y)™*!
233.° Helyettesitsd a kovetkezd hatvanyokat torttel:

1) 144 2) p~2, 3) (m + n)™ 4) (4¢c — bd)™°!

234.° frjétok fel a tortet egész negativ kitevGjl hatvany alakjaban vagy
hatvanyok szorzataként:

1 1 a (a+b)

1) —; 3) =5 5) —; ;
) )2 ) 4 D
1 m x5 (x-y)*

2) —; 4) —; 6) =; 8 !
) p: ) 3 ) ) ) e

235.° frjétok fel a tortet egész negativ kitevGjl hatvany alakjaban vagy

hatvanyok szorzataként:
2 6
D s ool oaEy aml g G0

1"’ k" y s’ (x-2y)°
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8. Negativ egész kitevdji hatvany 57

, L, L, L-et olyan
16" 32" 64
=1
2
237.° Adjatok meg az alabbi térteket olyan hatvanyként, melynek az
alapja egyjegyl szam:

236.° friatok fel az 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, % i,

0o

hatvanyalakban, melynek az alapja 1) 2; 2)

1. 1. 1. 1,
D 49’ 2) 216’ %) 625’ 4 128°
238.° frjétok fel az alabbi szamokat 10-es alapu hatvanyként:
1) 0,1; 2) 0,01; 3) 0,0001; 4) 0,000001!
o frig 1111 vk
239.° Irjatok fel az 1, 3, 9, 27, 81, 39’ 277 81 et olyan hatvanyként,
melynek az alapja 1) 3; 2) %!
240.° Szamitsatok ki:
-3
DEL HEYH 51 ey 9 (2
7\’ 1)?
2) 24, 4) 0,273 6) (~1)15; 8) (g) ; 10) (—15) !
241.° Hatarozzatok meg a kovetkezs kifejezések értékét:
-3
1)20% 3) (-6)° 5 (1) s
-2 -2
el ey
2) 0,374 4) (7 ; 6) 33 !
242.° Szamitsatok ki az alabbi kifejezések értékét:
1) 31— 4 490,17
2) 278 + 672 5) 0,52 - 471,
-1
3) (%) +(-2,3)° 5% 6) (27 — 81 - 16)!
243.° Mennyi a kévetkezd kifejezések értéke:
1) 22+ 27, 3) 0,03° + 0,7°;
2)32-67 4) (9 32 —-12H)1?
244.° Az alabbi szorzatok koziil melyik egy szam normaélalakja:
1) 12 -10% 2) 1,2 - 10% 3) 0,12 -10*?
245.° irjétok le a kovetkezd szamok normalalakjat, nevezzétek meg a
karakterisztikajat:
1) 3400; 4) 0,000008; 7) 0,86 - 107
2) 15; 5) 0,73; 8) 0,23 - 10%
3) 0,0046; 6) 250 - 102 9) 9300 - 10°!
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58 1.§. RACIONALIS KIFEJEZESEK

246.° Az alabbi adatokat irjatok le normalalakban:
1) vakuumban a fény sebessége 300 000 km/s;
2) Ukrajna legmagasabb cstcsa, a Hoverla 2061 m;
3) Ukrajna tertlete 603 700 km?;
4) a F6ld és a Nap atlagos tavolsaga 149,6 milli6 km;
5) 100 km magassagban a légnyomas 0,032 Pa;
6) egy vizmolekula atmérGje 0,00000028 mm!

2417.° irjétok le a kovetkezd szamok normalalakjat, nevezzétek meg a

karakterisztikajat:
1) 45 000; 3) 0,00024; 5) 0,059 - 108
2) 260; 4) 0,032; 6) 526 - 10!

248.° Adjatok meg az alabbi normaélalakd szdmok természetes szam-
alakjat vagy tizedes tort alakjat:
1) 1,6 - 107 2) 5,7 - 108, 3) 2,1 -10% 4)1,1 -1079!
249.° Adjatok meg az alabbi normalalakd szamok természetes szam-
alakjat vagy tizedes tort alakjat:
1) 2,4 -10% 2) 4,8 - 105, 3) 1,4 - 1073, 4) 8,6 - 10!

250." Igazoljétok, hogy (%) :(%) :

251.° Hatarozzatok meg az alabbi kifejezések értékét:
-1 -2
1) (—%) 1071+ 9% —(-2) + (%) (-1,5)7%

-3
2) (2,5)2 - (8°)" +(1§) +0,171

252.° Rendezzétek a kovetkezd szamokat csokkend sorrendbe:

3 0 -1 -2
1) (1) (1 1). S1 4340 4-2)
1)(2)’(2)’(2)’(2)’ 2) 47, 4, 45, 4
253." Rendezzétek a kovetkezd szamokat novekvd sorrendbe:
1\ (1)? (1) (1)
-2 72 -1 0. = = = =1
DT 2 (3)-(5) - (5) (5)
254.° Hasonlitsatok 6ssze a kovetkezs kifejezések értékét:
1) 12° és (—6)°; 4) 3171 és 217
2) 0,23 és 0,273 5) 51— T1és 27
-1 -1 -1
o ' el )’
3) 45 és 0,255 6)(3 +2 és 3+2 !
255." Hasonlitsatok ossze a kovetkezd kifejezések értékét:
1) 32 és (~3)"; 3) (1)72 —(1)72 és (1—1)72!
’ 4 5 4 5

2) 314+ 21 és 57
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8. Negativ egész kitevdji hatvany 59

256.° Adjatok meg tortalakban a kovetkezd kifejezéseket:

1) ab™ + a™'b; 4) (a+b)?! (at+d);
2) 3a' + ab? 5) (c?—-d?:(c+d);
2 2\71
3) m2n? (m=>— n3); 6) (xy2+x%y)- (—x —Xyty ) !
X
257." Irjatok fel az alabbi kifejezések tortalakjat:
Da?*+a?; 3) (ct—=d?) (c—d)*
2) mn~™ + m™n; 4) (x2+y?) (@ +yH

258." Egy természetes szam karakterisztikaja 4. Hany szamjegy van
e szam tizes alapu szamrendszerben felirt alakjaban?

259." Egy természetes szam hét szamjegybdl all. Mennyi e szam normal-
alakban felirt karakterisztikaja?

260." Melyik szam nagyobb:

1) 9,7 -10" vagy 1,2 - 10'% 3) 2,34 - 108 vagy 0,23 - 107,
2) 3,6 -10>vagy 4,8 -10°¢; 4) 42,7 -10° vagy 0,072 - 1077?
261." Melyik szam kisebb:
1) 6,1 - 10 vagy 6,15 - 10'8; 2)1,5 -10°vagy 0,9 -10-%?
=l 262.° A tablazat a Nap és a Naprendszer bolygdi kozotti tavolsagokat
tartalmazza.
A bolygb neve Tavolsag, km
Vénusz 1,082 - 108
Fold 1,495 - 108
Mars 2,280 - 108
Merkur 5,790 - 107
Neptunusz 4,497 - 10°
Szaturnusz 1,427 - 10°
Uranusz 2,871 - 10°
Jupiter 7,781 - 108

1) Melyik bolygé6 van a legkozelebb, illetve a legmesszebb a Napt6l?

2) A Szaturnusz vagy a Mars van messzebb a Napt6l?

3) Készitsetek olyan tablazatot, ahol a bal oszlopban a bolygdk nevét
tuntetitek fel a Naptél mért tavolsaguk novekvs sorrendjében, a
jobb oszlopban pedig a tavolsagot milli6 km-ben!
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60 1.§. RACIONALIS KIFEJEZESEK

=1 263.° Az alabbi tablazat néhany kémia elem atomtomegét tartalmazza.

K;gl;lai Atomtomeg, kg Keilgllilai Atomtomeg, kg
Nitrogén 2,32 -10°%¢ Arany 3,27 -10°%
Aluminium 4,48 -10°% Réz 1,05 102
Hidrogén 1,66 - 1027 Natrium 3,81 -10°%
Hélium 6,64 - 10 On 1,97 - 10
Vas 9,28 - 10726 Uran 3,95 -10%

1) A tablazatban feltiintetett kémiai elemek kéziil melyik atomtémege
a legkisebb? a legnagyobb?

2) A natrium vagy a réz atomtémege tobb?

3) Készits tablazatot, melyben a kémiai elemeket atomtomegiik
csokkenésében tilinteted fel!

= 264.° A kovetkezd tablazat a F6ld asvanykincs-készleteit tartalmazza.

Anyagnév Készlet, t All?éig_ Készlet, t
Aluminium 1,1 -10° Nikkel 6,8 - 107
Volfram 1,3 - 10¢ On 4,76 - 10°
Vas 8,8 - 10% Higany 1,15 - 10°
Arany 1,1 -10* Foszfat 1,98 - 10
Mangéan 6,35 - 108 Krém 4,4 -10°
Réz 2,8 -10° Cink 1,12 - 108

1) Melyik asvanyi anyagbdl legtobb; legkevesebb a Fold tartaléka?
2) Nikkelbdl vagy cinkbdl van tébb a Foldon?
3) Készitsetek tablazatot az asvanykincs-készlet csokkenése szerint!

I ISMETLO FELADATOK
265. Egy vastomb tomege 16 kg. Legalabb hany darab ilyen vastombre

van szlikség 41 db 12 kg-os alkatrész legyartasahoz?
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9. Az egész kitevdji hatvany tulajdonsagai 61

266. Egy varosnak jelenleg 88 200 polgara van. Hany lakosa volt ennek
a varosnak 2 évvel ezel6tt, ha lakossaga évente 5%-kal gyarapodott?

267. Dénes otthonrdl a sportpalyara gyalog szokott jarni, 4 km/h-s se-
bességgel. Ha kerékparral megy, akkor 20 perccel hamarabb ér oda.
Milyen messze van Dénes hazatdl a palya, ha sebessége kerékparral
12 km/h?

268. Egyszerisitsétek a

2a +2 a+1+3a 3k1feJezest’
a -1 a-1 2a

269. Igaz-e, hogy barmely termeszetes n-re az (bn + 6,5)2 — (2n + 0,5)?
kifejezés 42 tobbszorose?

l UJ TEMAVAL ISMERKEDUNK

270. Adjatok meg az alabbi kifejezéseket a alapt hatvany alakjaban:

Da’ -a% 3) (@")?;
7. 5. (@)’ a*,
2)a’:a’; 4) !
271. EgyszerUlsitsétek a kovetkezd kifejezéseket:
3
1) —4m?3n® - 5m*n?; 2) (-2mn?)4; 3) 8x3y4~(—%x2y5) !
272, Hatarozzatok meg a kovetkezd kifejezések értékét:
3'0.27° ( 1)7 (3)8
1 ; 2) |5z (=] !
) o )153) ‘|16

Elevenitsétek fel a 4. pont tartalmat (218. oldal)!

I NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK HASZNALATA

273. Egy épililetben csak olyan hazasparok laknak, akiknek kiskoru
gyermekeik vannak. Minden fidnak van lednytestvére és a fiuk
tobben vannak. Lakhat-e ebben a hazban t6bb felndtt, mint gyerek?

Az egész kitevdji hatvany tulajdonsagai

A 7. osztalyban mar tanultatok a valds szamok természetes kitevajd
hatvanyainak tulajdonsigait. Ezek a tulajdonsagok érvényesek az egész
kitev6ji hatvanyokra is.
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62 1.§. RACIONALIS KIFEJEZESEK

9.1. tétel. Barmely tetszéleges a =0 valos szamra és barmely
egész n és m szamra a kovetkez6 egyenldségek azonossdagok:
am™ - a"=am™my (1)
(@) = am. @
9.2. tétel. Barmely tetszéleges a # 0 és b = 0 valos szamra és
barmely egész n szamra a kovetkez6 egyenldség azonossag:
(ab)" = a"b". 3)
Az (1) azonossag a hatvanyozas alaptulajdonsagat fejezi ki. Bi-
zonyitsatok be!
Természetes hatvanykitevire ezt az azonossagot a 7. osztalyban mar
igazoltuk.
Vizsgaljuk meg azt az esetet, ha az m és az n szamok negativ egészek.
Ha az m és az n szamok negativ egészek, akkor a —-m és —n szamok
természetesek. Vagyis a™ -a™” = g™ =g,

3 m n_ 1 1 1 1 1 _ m+n
Tehdt a”-a Ta™ a a™a" g™t g mm -¢
A teljes bizonyitashoz még azokat az eseteket is figyelembe kell venni,
amikor az egyik hatvanykitevl, vagy az m vagy az n pozitiv, mig a masik
kitevl negativ; vagy mind a két kitev6 nulla. Ezeknek az eseteknek a
vizsgalatat végezzétek el 6nalldéan.

A (2) és (3) azonossag igazolasa az el6z6ho6z hasonlé.

9.3. tétel. Barmely tetszéleges a = 0 valos szamra és barmely
egész n és m szamra a kévetkezé egyenldség azonossag:
a™:a*=am"". 4)
Bizonyitds. Konnyen belathaté, hogy

m n a m -n m+(-n) _ ,m-n A

a :a=—=a -a =a a

A (2) és (3) azonossagok alapjan bizonyithaté a kovetkezs tétel.

9.4. tétel. Barmely tetsz6leges a =0 és b # 0 valés szamra és
barmely n egész szamra teljesiil az alabbi egyenloség:

(2) =2, (5)
Bizonyitds.

(%) :(a.b—l)n :an .(b—l)n :an .b—n :Z_n. A
Az (1)—(5) azonossagokat az egész kitevoji hatvany tulajdonsa-
gainak nevezzik.
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9. Az egész kitevdji hatvany tulajdonsagai 63

1. PELDA. frjétok fel a alapu hatvany alakjaban a koévetkezd kife-
jezéseket:

1) at-al? 2)a?:a?, 3)@?)? - a’:a"

Megoldds. 1) A hatvanyozas azonossagai alapjan:

at - ql? = g4z = g2,

2) Alkalmazva az a™ : a" = a™™ azonossagot kapjuk, hogy

a’:a?=a" =g =q’.

3) Alkalmazva a hatvany hatvanyozasara (2) és az azonos alapd
hatvanyok szorzasara és osztasara ((1), (4)) érvényes azonossagokat
azt kapjuk, hogy:

<a74)72 caT b =at? g7 ab=a® ca’af =gt =g A

2. PELDA. Hatérozzatok meg a kovetkez§ kifejezések értékeit:
3\-5
—5\—4 . (E-T)-3. 9 . Ql2. 1[5 '
DG G2 160 853 S (1 25) [(6)j !

Megoldds. 1) (6 *: (5 ?=5:5"=5"= 5
2) Felirva a 16-ot és a 8-at 2 hatvanyaként azt kapjuk, hogy:
1679 - 812 = (249 - (2%)12 =29 - 2% =920=1,
3) A tort hatvanyozasa alapjan (5. azonossag) felirhatjuk, hogy:

() -
57 \18) 3 =3°=27.
-8 3\ -8 -15 2\ 8 -15
o (g ((3)) -G-8 ) )
25 6 25 6 5 6
-16 -15 16 -15
()" o) e )
5 6 6 6 6
3. PELDA. Egyszersitsétek a kovetkez kifejezéseket:
1) 0,6m2n%- ém“‘ns,
2) (@?+9) (@?—-4)—(a?+6)(a?-6)!
Megoldas.

1) 0,6m?n " ;m n? (0,6%)-(m2-m’4)-(n’6 n?) =0,2m2n">.
D@2+9 @?-4)—-(@?+6)(a@?-6)=a*—-4a?+ 9a? - 36 —

—a*+36=5a? A

4. PELDA. Végezzétek el a (3,4 -10%) - (7 - 10-8) szorzast, és irjatok
fel az eredményt normalalakban!
Megoldds. (3,4 -10™) - (7 -10%=(3,4 -7) - (10" -10%) =
=23,8 -10°=2,38 10 -10=2,38 - 10". A

MpaBo ans 6e3onnaTHOro po3milleHHs NiapyyHKKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



64 1.§. RACIONALIS KIFEJEZESEK

? Soroljatok fel az egész kitevéjl hatvanyozas azonossagait!

I GYAKORLATOK

274.° Adjatok meg a kovetkez§ kifejezéseket hatvanyalakban vagy hat-
vanyok szorzataként:

1) a*’ -a% 5 a’:a? 9) (a8
2)a® -ad 6) a2 a’l’ 10) (@®)™ - (@?)2: (a®)?
3) a—5 . alO . a—lZ; 7) a12 . a—ZO . a—g; 11) (a4b—263>—10;
2% 7 -2
4) a?:ab 8) (@)% 12) (cﬁd—‘“) !

275.° Adjatok meg a kovetkezs kifejezéseket hatvanyalakban vagy hat-
vanyok szorzataként:

1) aG . a—lO; 4) (a—Z)G; 7) a—lG . aS : a—4;
2)a*: a’; 5) (a3b7 ), 8) (@®)?®: ()" - (a™)™!
at \*
3)a’:a?’ 6 (—) ;
)@ ) be?
= 276.° Hatarozzatok meg az alabbi kifejezések értékét:
-3
1) 9 -9 H2ozmign 73 (2)
8 . 10)12- 4\-12 . (17-6)-8. 147° '
2) 10 - 102 5 ATYE ATy 8)
- -~ 6. (673
3) 3718 372, 6) ———=;
) ) (677)2 63
277.° Hatarozzatok meg az alabbi kifejezések értékét:
-4
1) 67 - 65 3) 57: 56 - 5% 5) 0,8*4.(%) ;
6. e 47 4% 1172
2) 716 . 718, 49) = =7 6 !
) ) =
278.° Egyszertsitsétek a kovetkezd kifejezéseket:
1) 3a™® -4a™ 5) abc™? - ab ¢ 9) 0,2¢c3d? - 1,6c2d 5,
106~ kp~® §
2) ——; 6 ; 10) 4x% - (-3x2y*) 2
)1 ) i ) 42° - (-3xy)
~6)4. —6 J2)—7. 13m " . 2Tn |
3) (2 7 (a7 1 22 20
6,2 -2
4) m3n -mn2 8) Lg% ~§a7b4; 12) M:%!
3 7 7 »
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9. Az egész kitevdji hatvany tulajdonsagai 65

279.° Egyszerlsitsétek a kovetkezd kifejezéseket:

552 . Q~—2h5. 3a6112b . 259573, y4 .
1) 2a-°b? - 3a~2b% 3) 0.00% 5) T T
-2
2) Lo ; 4) 0,8a7°b% - 5al°b78;,  6) 28¢3d? - (2cd )
2
280.° Hatarozzatok meg az alabbi kifejezések értékét:
1\ ((9)? -3 610
-3 . 9T, 1) (& . _° .
D&® 2% g (24) ((3) ) ’ 7 817%.167%’
14°.277
2) 272 : 974 5) 257 : (0,232, 8 !
) , )257:(0.27) )12

-3 8
3) 100 : 10007 0,015  6) 39 6 .
216" - (-6)
281." Hatarozzatok meg az alabbi kifejezések értékét:

-7 -3)° 6 o9-8

. 3 1) ((§) ) 5 22027
19+ 27 ) (25) (3] ) ) 222
-2 -4
2) 325 : 64°4; 4) 82:0,51; ) 1015

30°
282." Végezzétek el a kijelolt mlveleteket! Az eredményt irjatok fel olyan

kifejezésként, melyben nincs negativ hatvanykitevd:

-3
1) —2,4a*b? - (—2a-3c5); 4) (_%a—sb—ﬁ) (-6a?) %

3\ 2
2) (-10x2yz®)2 - (0,1yz )% 5) (Z,z-lj -49m~%n*;
7 6 1 1. -4 -3 4x 5 - 6..4\2 |
‘mn-l1=mn?| 6 . - !
3) 1gm™’n (13m n ) ; )[3y2j (16x"y")

283." Végezzétek el a kijelolt mlveleteket! Az eredményt irjatok fel olyan
kifejezésként, melyben nincs negativ hatvanykitevd:

43
1) 3,6a8b* - (=3a2b7")2; 3) (56’”71 ) -125m0n%
n
9 6 2 1 1373 7a7672 “4z\4
2) 155%™ -(lzx’ Y ) ; 4) [ P j -(a™'b)*!

284." Emeljétek ki a zarojel elé az a-t az adott kitevGk kozil a legkiseb-
biken:

1) a® - 2a% 2) a® - 2a% 3) a® — 2a*!

285. Emeljétek ki a zardjel elé a b-t az adott kitevSk kozil a legkiseb-
biken:

1) b° + 3b% 2) b + 36 3) b5 + 3b2!
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286." Alakitsatok szorzatta az alabbi kifejezéseket:

1) a?—4; 4) a?+ b3
2) atb-1; 5) m™—6m72pt+ 9p2
3) 25x 8y 12 — 2% 6) a®— 49a?!

287." Alakitsatok szorzatta az alabbi kifejezéseket:
1) x* - 25; 3) a '+ 8a°b" + 16b7;
2) m%—8n3; 4at—a?

288.° Igazoljatok az alabbi azonossagot:
ad—b3=(@'-b V) (a'+bY) (@?+b2) (a*+ b
289.° Egyszer(sitsétek a kovetkez6 kifejezéseket:

22+ y? x
D (@*+3) (a*—3)—(a*+ 2)?; 3 - H
) (@*+3) (a )—(a*+2) ) 322 3yl xl g0

-1

2) m?2-n? : 4) a®+b7® . a3 ®+a® '
mtin! a a™t
290." Egyszerlsitsétek a kovetkezd kifejezéseket:
5m2+n? m™t
D) (x2-12—=(x?%2-4) (x2+4); 3 - ;
) - ) ( ) ) am B +dam™nt m%+n?
-2 _ -1, -1 -2 -1 -1
2) a 10_(11 b : 25b : 4) b +3c™ be !
at-5b c? b2 +3p7 12

291." Hatarozzatok meg az aldabbi szamok karakterisztikajat, ha az
a szam karakterisztik4ja:
1) 10aq; 3) 100aq; 5) 10 000a;
2) 0,1q; 4) 0,001q; 6) 1 000 000a!

292." Hatarozzatok meg az alabbi szamok karakterisztikajat, ha a
b szam karakterisztikaja 3:

1) 10b; 2) 0,01b; 3) 0,0001b; 4) 1000!
5 293.° Végezzétek el a kijelolt miliveleteket, és irjatok fel az eredmény
normalalakjat:
5,4-10°
1) (1,8 -10% - (6 - 10%); 3) 2229 .
) ( ) (6 -10) ) 2410
1,7-10°°
2) (3 -109 - (5,2 -1079); 4) 2=~ |
) (3109 - ( ) ETE
B 294.° Végezzétek el a kijelolt miiveleteket! Az eredményt irjatok fel
normalalakban:
1) (1,6 - 10 - (4 - 107; g) 110"
1,4-10°°
~ g 6,4-10°
2) (5 -107%) - (1,8 -107Y); 4) = !
) (5109 ~( ) ) 410

295.° A Nap és a Fold kozotti tavolsag 1,5 - 10% km, a fény sebessége pe-
dig 3 - 10®°m/s. Hany perc alatt ér a napfény a Féldre? Az eredményt
kerekitsétek egyesekre!

MpaBo ans 6e3onnaTHOro po3milleHHs NiapyyHKKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



9. Az egész kitevdji hatvany tulajdonsagai 67

296.° A réz slrilsége 8,9 - 10° kg/m®. Hatdrozzatok meg annak a rézle-
meznek a tomegét, melynek hossza 2,5 - 10! m, szélessége 12 cm,
vastagsaga pedig 0,02 m!

297.° A Fold tomege 6 - 10** kg, a Hold témege 7,4 - 10*? kg. Hanyszor
konnyebb a Hold a F6ldnél? Az eredményt kerekitsétek egyesekre!

298." Egyszerisitsétek a kovetkez6 kifejezéseket! Az eredményt irja-
tok fel olyan racionalis kifejezésként, mely nem tartalmaz negativ
hatvanykitevét:

b (e )
al+p! a™l \a?) "’

b*-2 b*-4 1
2) b2 b2 p2-2’
5 ¢?+6 90 |
c?-3 2c°%-6 ¢®+6¢7%’
4) ( 274 - -8 3m7ﬁ4 j 16__4m78 + 81,4?74 ‘
m -4 m°"-8m"+16) m -7 m~ -4
299.” Egyszerisitsétek a kovetkezd kifejezéseket! Az eredményt irja-
tok fel olyan raciondlis kifejezésként, mely nem tartalmaz negativ
hatvanykitevoét:
1 a?+5 . a'-25 _ 2
at-6a2+9 4a?-12 a?-5

-1 a1\
(o2

300.” Az a szam karakterisztikaja —4, a b szamé pedig 3. Mennyi lehet
az alabbi kifejezések értékének a karakterisztikgja:
1) ab; 2) a + b; 3) a + 100b; 4) 10a + 0,157
301." Az m szam karakterisztikaja 2, az n szamé pedig 4. Mennyi lehet
az alabbi kifejezések értékének karakterisztikaja:
1) mn; 2) 0,01mn; 3) 100m + n; 4) 0,01m + n?

3)

I ISMETLO FELADATOK

302. Két természetes szam szamtani kézepe 18. Ha a nagyobbik szamot
elosztjuk a kisebbikkel, akkor a nem teljes hanyados 3, a maradék
pedig 4. Hatarozzatok meg ezeket a szamokat!

303. A villamos energiaval valé takarékossag jegyében meghirdetett
akcié eredményeképpen az elsé hénapban 20%-kal csokkent a fo-
gyasztas, a masodik hénapban az el6z6 honaphoz képest még 10%-kal
és a harmadik hénapban, szintén az el6z6 hénaphoz képest 5%-kal.
Osszesen hany szazalékkal csokkent az energiafogyasztas?
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68 1.§. RACIONALIS KIFEJEZESEK

304. A vizzel elontott helyiségbdl a viz eltavolitasara 3 szivattyat hoz-
tak. Ha csak az els6 tizemel, akkor annak 12 6rara van sziiksége a
munka elvégzésére, a masodiknak 15 6rara, a harmadiknak pedig
20 6rara. Az els6 3 6raban csak az els6 és a masodik szivattyu miko-
dott, majd bekapcesoltak a harmadikat is. Hany 6ra alatt szivattytztak
ki a vizet a helyiségbdl?

305. Egy konyv 19 hrivnyaba keriil. Sajnos a vasarlonak csak 5 hrivnyas
cimletei voltak, az eladénak pedig csak 2 hrivnyasai. El tud-e sza-
molni a vasarl6 a konyvért anélkil, hogy valahol felvaltan4 a pénzét?
Ha igen, akkor legalabb hany darab 5 hrivnyassal kell rendelkeznie
a vasarlonak, és hany darab 2 hrivnyassal a vevének?

r UJ TEMAVAL ISMERKEDUNK

306. Hatarozzatok meg az y:—% figgvény helyettesitési értékét a

megadott helyen:
Dx=2; 2) x=-1; 3) x = 3,5; 4) x = —6!

= 307. Egy fuggvény az y = i_ig képlettel van megadva. Mi a fuggvény

értelmezési tartomanya? Toltsétek ki a tablazatot, szamitsatok ki a
fliggvény értékét a megadott helyeken!

x -3 -2 -1 0 1 2 3
Y

308. Abrézoljétok az y = 2x — 1 fuggvény grafikonjat! Hozza tartozik-e
a grafikonhoz az: 1) A (30; 59); 2) B (—15; —29) pont?

309. Rajz nélkil hatarozzatok meg, metszik-e egymést az y = 2,7x — 8
és az y = 1,2x + 7 figgvények grafikonjai?

310. Oldjatok meg grafikusan a kovetkezs egyenletrendszert:

2x-y=3,
3x+y="7!
Elevenitsétek fel a 17.,18. és 19. pontok tartalmat (222-223. oldal)!

I NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK HASZNALATA

311. Az egyenes kieséses rendszerben lebonyolitott teniszbajnoksag
végén kideriilt, hogy csak 32 olyan jatékos volt, aki tobbszor nyert,
mint veszitett. Hany teniszezs vett részt a versenyen?
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10. Az y = % képlettel megadott fliggvény és grafikonja 69

Az y = k képlettel megadott figgvény
X

és grafikonja
Mar a 6. osztalyban megismerkedtetek olyan hozzarendeléssel, ami-
kor az egyik mennyiség néhanyszoros novekedése (csokkenése) a ma-
sik mennyiség ugyanolyan aranyu csokkenését (novekedését) vonja
maga utan. Ebben az esetben a két mennyiség forditottan aranyos.
Nézziink meg 2 példat!

1. PELDA. Van 500 hrivnyank. Jeloljiik x-szel 1 kg termék arat, az
egységarat, y-nal azt a mennyiséget, amit ebbdl a termékbdl vasarolni
tudunk 500 hrivnyaért.

Az y és az x mennyiségek forditottan aranyosak: minél dragabb az

aru, annal kevesebbet tudunk vasarolni és forditva, minél olesébb, annal
tobbet vehetiunk.

Ennek az egyértelml hozzarendelésnek az y = 500 képlettel megadott
X
figgvény felel meg. A

2. PELDA. Vegyiink egy olyan téglalapot, melynek a teriilete 18 cm?,
oldalai pedig x és y cm. Akkor

_18
y=—-

A nevezdben 1év6 x néhanyszoros novelése (cstkkentése) az y ugyan-
olyan aranyu csokkenését (novelését) eredményezi. Tehat adott tertilet
esetén a téglalap oldalai forditottan aranyosak. A

A megvizsgalt példakban olyan valdés helyzetekkel talalkoztunk,
melyek matematikai modellje egy fliggvény, melyet az y:ﬁ képlettel
lehet megadni. *

Meghatarozas. Az yzg képlettel megadott fiiggvényt, ahol
k#0,forditott aranyossagnak nevezziik.

Mivel a & kifejezés értelmezhetd barmely nullaval nem egyenld
X

szamra, igy az y _k fliggvény értelmezési tartomanya barmely szam,
X

kivéve a 0O-t.
Vizsgaljuk meg az :% fiiggvényt! Az alabbi tablazat néhany argu-

mentumértéket és az ezeken a helyeken felvett fliggvényértéket tartal-

maz.

x |-6| 4 |-3|-2|-15|-1|1 |15/ 2 3| 4

y |-1|-15|-2|-3| 4 |-6|6 4| 3| 2|[1,5|1
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70 1.§. RACIONALIS KIFEJEZESEK

Jel6ljiik a koordinata-rendszerben a tablazatban feltiintetett (x; y) koordinataja

pontokat (3. abra).
6

Minél tébb olyan pontot tiintetiink fel, amely kielégiti azy = ~ esven-
letet (4. 4bra), annal kevésbé fog eltérni a rajzunk az y=% fuggvény
grafikonjatodl.

Yk Yl .

1 ] 1 Teees.

o] 1 x| L], o] 1 x
3. adbra 4. abra

A feltuntetett pontok kozott nem lehet olyan pont, melynek az absz-
cisszaja 0, mivel a nulla nem tartozik hozza a fliggvény értelmezési

tartoméanyahoz. Ezért az . figgvény grafikonjanak nincs ko6zos
y X

pontja az ordinatatengellyel.
Ezenkiviil a fuggvény grafikonja nem metszi az abszcisszatengelyt

sem, mivel a %:0 egyenletnek nincs megoldasa. Tehat a nulla nem
tartozik hozza az értékkészlethez sem.
Ha x> 0, akkor %> 0, vagyis y > 0; ha pedig x < 0, akkor y < 0. Tehat

a fuggvény grafikonja csak az I. és a III. koordinata-negyedekben
helyezkedhet el.

Megjegyezziik, hogyha noveljik az abszcissza abszolut értékét, akkor
a grafikon pontjai egyre kozelebb keriilnek az abszcisszatengelyhez.
Ez a tavolsag akarmilyen kicsi is lehet, de sose lehet nullaval egyenld.
Valéjaban minél nagyobb az argumentum abszolut értéke, annal kisebb
a megfelel( fliggvényérték.
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10. Az y = % képlettel megadott fliggvény és grafikonja 71

Hasonléan megallapithatjuk, hogy az ordinata névekedésével a grafi-
kon és az ordinatatengely kozotti tavolsag lesz egyre kisebb, de sohasem
lesz nullaval egyenld.

Ha sikeriilt volna feltliintetni az 6sszes olyan pontot, amely megfelel

az y= 6 egyenletnek, akkor az 5. 4bran lathaté rajzot kaptuk volna.
x

yh | Jvh

(P-N
][>

S 1TE?

[uiy
Wiy

I

S

[y

]Y

(=)

—
\As

5. abra 6. abra

Az y =§, k # 0 figgvény grafikonjat hiperbolanak nevezzik. A hi-
perbola grafikonja két részbdl, az tgynevezett hiperbola agakbdl all.

Megjegyezziik, ha teljesiil az y, -k egyenlGség, akkor teljesiilnie
o

kell a —y, = L egyenldségnek is. Levonhatjuk azt a kovetkeztetést, ha
—x,

az A (xy; y,) pont illeszkedik az y :% hiperbolara, akkor B (—x,; —y,) pont
is illeszkedik erre a hiperbolara.
Az 5. dbran az y :g hiperbola lathato.

Ha %k > 0, akkor a hiperbola agai az 1. és III. negyedbe esnek, ha
k <0, akkor a II. és IV. negyedbe.
A 6. 4bran az y:—% fuggvény grafikonja lathaté. Az y= 6 hiper-

T x
bola agai a II. és IV. koordindta-negyedekben vannak.

MpaBo ans 6e3onnaTHOro po3milleHHs NiapyyHKKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



72 1.§. RACIONALIS KIFEJEZESEK

Megjegyezzik, hogy y :5, k = 0 fuggvény értékkészlete a nulla ki-
vételével barmely szam.
A kovetkez6 tablazatban 6sszefoglaltuk az y :g fliggvény azon tu-

lajdonsagait, melyeket ebben a pontban targyaltunk.

Ertelmezési tartomany A nulla kivételével barmely
szam

Ertékkészlet A nulla kivételével barmely
szam

Grafikon Hiperbola

Zérushely (az argumentum azon ér- | Nincs
téke, melyre a fuggvényérték nulla)

A grafikon tulajdonségai Ha az A(x,; y,) pont illeszkedik

az yzg hiperbolara, akkor

B(—x,; —y,) pont is illeszkedik
erre a hiperbolara.

Megmutatjuk, hogyan lehet az y = k fliggvény grafikonjat alkalmaz-
y X

ni egyenletek megoldasara.
3. PELDA. Oldjatok meg a %z x +3 egyenletet!

Megolddas. Abrézoljétok ko6z6s koordinata-rendszerben az y :% és

i\ y = x + 3 fliggvények grafikonjait (7. abra).
\ A grafikonok két pontban metszik egy-
mast, melyek abszcisszaja 1 és —4.
% A metszéspontokban a fliggvények azo-
7 o] A\ nos értéket vesznek fel. Vagyis a megha-
-4 Y 1 ~ tdrozott abszcisszdk helyén a % ésx+3
~ o] 1 Xl oo .
kifejezések értéke egyenlG, tehat az 1 és
a—4a % = x + 3 egyenlet gyokei. Az ellen-
\ Orzés ezt igazolja is. Valéban, % =1+3 és
4
7. abra 4o 4t8. A
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10. Az y = k képlettel megadott fliggvény és grafikonja 73
X

Az alkalmazott médszer az egyenletek megoldasanak grafikus maéd-
szere. A 7. osztalyban mar tanultatok az egyenletrendszerek megolda-
sanak grafikus médszerét, és tudjatok, hogy ez a médszer nem mindig
pontos. Ezért a kapott gyokok ellenbrzése kiotelezs 1épés, ha az egyenletet
grafikusan oldjuk meg.

A késbbbiekben (22. pont) megtanuljatok ezeket az egyenleteket
megoldani nem grafikusan is.

"

. Magyarazzatok meg, mit értlink forditott aranyossagon!
. Melyik fuggvényt nevezziik forditott aranyossagnak?

Miaz y= E, k # 0 fuggvény értelmezési tartomanya?
X

. Mi a forditott aranyossag grafikonja?
Hogyan nevezziik a grafikon részeit?

o G w N

Miaz y= E, k # 0 fuggvény értékkészlete?
X

7. Hol helyezkedik el az yzk, k = 0 fuggvény grafikonja, ha & > 07?
X

Ha k< 07?
8. Magyarazzatok meg az egyenletek megoldasanak grafikus modszerét!

I GYAKORLATOK

312.° Egy személygépkocsi valamilyen titszakaszt 10 6ra alatt tesz meg.
Mennyi 1d6 alatt teszi meg ugyanezt a tavolsagot, ha a sebességét:
1) 2-szeresére noveli; 2) 1,2-szeresére csokkenti?

313.° Egy téglalap hossza 30 cm. Mekkora lesz annak az ugyanakkora
tertletl téglalapnak a hossza, melynek a szélessége:
1) 1,5-szer nagyobb; 2) 3,2-szer kisebb?

314.° 40 m anyagot vasaroltak. Hany méter anyagot vehettek volna
ugyanazért a pénzért, ha az anyag egységara:
1) 2,6-szer olcsobb; 2) 1,6-szer dragabb?

= 315.° Egy gyalogos 12 km-t tett meg. T6ltsétek ki a tablazatot, ha az
els@ sorban a sebessége szerepel, a masodikban pedig az eltelt id§!

v, km/h 5 2,4

t,h 3 3

W |

Adjatok meg képlettel, hogyan fligg a ¢ (az 1d6) a v-t6l (sebességtil)!
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5l 316.° Egy téglatest térfogata 48 cm?. T6ltsétek ki a tablazatot, ha az
elsd sorban a téglatest alapteriletét tiintettiik fel, a masodik sorban
pedig a magassagat!

S, cm? 16 240
h, cm 8 4,8

Adjatok meg képlettel, hogyan fiigg a h az S-t6l!

317.° 7 azonos munkabirasa dolgozé a kijel6lt feladatot 12 nap alatt
végzi el. Hany ugyanilyen tempdban dolgozé munkasra van sziikség
ahhoz, hogy ezt a feladatot 4 nap alatt teljesitsék?

318.° A takarmanykészlet 24 16nak 18 napra elegendd. Hany napra
elegendd ez a mennyiség 36 16nak?

319.° Az alabbi fuggvények koziil nevezzétek meg a forditott ardnyos-

sagot:
2 0,8 1
1) y=2x; 3)y=;; 5) y=- ot 7)y=§;
_x. __1, _2x, _2,
2>y—2, 4y i 6) y 3 8y a3

320.° Az y :% fliiggvényre hatarozzatok meg:

1) a fliggvényértéket, ha az argumentum értéke: —3; 6; 0,2;
2) az argumentum értékét, ha a fuggvényérték: 12; —6; 100!

321.° Az y=-38 fliggvényre hatarozzatok meg:
y X

1) a fliggvényértéket, ha az argumentum értéke: —4; 0,9; 18;
2) az argumentum értékét, ha a fuggvényérték: 6; —0,3; 8!

322.° Abrazoljatok az y = —% fuggvény grafikonjat! Olvassatok le a grafi-

konrdl:

1) a fiiggvényértékeket a 4; —1 argumentum helyen;

2) az argumentum azon értékeit, melyek helyén a fliggvényérték
2; =8;

3) az argumentum azon értékeit, melyek helyén a fliggvényérték
pozitiv!

323.° Abrdzoljatok az y = % figgvény grafikonjat! Olvassatok le a grafi-
konrdl:
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10. Az y = k képlettel megadott fliggvény és grafikonja 75
X

1) afuggvényértékeket a 2; —10 helyen,;
2) az argumentum azon értékeit, melyek helyén a fliggvényérték
5; —2;
3) az argumentum azon értékeit, melyek helyén a fliggvényérték
negativ!
324.° Rajz nélkul dontsétek el, hogy a megadott pontok illeszkednek-e
az y= 2x—8 fiiggvény grafikonjara:

1) A(-4;-T7); 2)B(14;-2); 3) C(0,5;14); 4) D(0,2; 140)!
325.° Rajz nélkul dontsétek el, hogy a megadott pontok illeszkednek-e
48 .. p .,
az y=-—- fiiggvény grafikonjara:

1) A (-6; -8); 3) € (0,3; -16);
2) B (12; -4); 4) D (0,4; —-120)!

326." Az A és B helységek kozotti tavolsagot v sebességgel ¢ 1dd alatt
lehet megtenni. Az idd és a sebesség kozotti dsszefliggést a 8. dbra
szemlélteti. Olvassatok le a grafikonrodl:

1) hany éra alatt lehet ezt a tavolsagot 8 km/h sebességgel megtenni;
és ha a sebesség 24 km/h?

2) mekkora sebességgel kell haladni, ha 3 6ra alatt akarunk az
A helységbdél a B-be eljutni; és ha 4 éra alatt?

3) mekkora a helységek kozotti tavolsag?

At[h

=3
no

==
[e=)

[0 ]

-
"

D

"'

Do

Sy

0] 4 8 121620 24 28 32 36 40 44 v, kmy

8. dbra
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76 1.§. RACIONALIS KIFEJEZESEK

327." Egy huzalos reosztatot tapegységhez kapcsoltak (9. abra). A reosz-
tat R ellenallasa, amely 0 és 6 ohm kozott valtozik, fligg a cstszka
helyzetét6l. A reosztat végein a fesziiltség allandd. Olvassatok le az
I aramerdsség az R ellenallas kozotti 6sszefliggést abrazol6 grafikon-
rél (10. abra), hogy
1) mennyi az aramerGsség, ha az ellenallas 2 Q?

2) milyen ellenallasnal lesz az aramerdsség 3 A?
3) mekkora a reosztat végein a fesziltség?

Lk |
A

Csuszka

==Y
no

»

'

no

Tapegység

0 2 46| RO

9. abra 10. abra

328.° Hatarozzatok meg a k azon értékeit, amelyek mellett az alabbi

pontok illeszkednek az y :g fuggvény grafikonjara:
1) A (-5; 4); 2) B(%; -z); 3) C (1,5; -8)!

329.° Az A(10; 1,6) koordinataja pont az y =§ figgvény grafikonjahoz

tartozik. Illeszkednek-e a kévetkez6 pontok a fliggvény grafikonjara:
1) B (-1; -16); 2) C (-2; 8)?

330." Abrazoljatok az y=% és az y = x fuggvényeket koézos koordina-

ta-rendszerben! Hatdrozzatok meg a grafikonok metszéspontjainak

koordinatait!
331.° Oldjatok meg az alabbi egyenleteket grafikusan:
l)é:4—x; 2) x—2:§; 3) x+2=-21
X X X
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10. Az y = k képlettel megadott fliggvény és grafikonja 77
X

332.° Oldjatok meg grafikusan az alabbi egyenleteket:

1)§=6—x, 2) 2x:g, S)Zz—x'
x X X
333.° Oldjatok meg grafikusan az alabbi egyenletrendszereket:
= 47 —Y= 17
N [ 9 [¥Y
4y = x; xy=2!

xy =

y-x=

335.° Rajz segitségével allapitsatok meg, hany megoldasuk van az alabbi
egyenletrendszereknek:

334.° Oldjatok meg grafikusan az { egyenletrendszert!

= —1, = —1’ = 6’
x+3y=0; x-3y=0; 3x -2y =6!
. . . Xy = -8,
336." Grafikus médszerrel hatarozzatok meg az egyenlet-
2x+3y=6

rendszer gyokeinek szamat!

337.” Hatarozzatok meg az y = % fiiggvény grafikonjanak azon pontjait,

melyek abszcisszdja és ordinataja egyenld!
338.” Hatarozzatok meg az y= _25 figgvény grafikonjanak azon pont-
X
jait, melyek abszcisszaja és ordinataja ellentett szamok!

339." Abréazoljatok az y :I%I fiiggvényt!

340.”" Abrézoljétok a kovetkezd fuggvényeket:
—2x+10, ha x <2,

—g, ha x<-1, 12
X —

2) y= ha2<x<4,

1) y=

x+3, hax>-1; 3, ha x > 4!

—é, ha x <-2,
X
341." Abrazoljatok az y=12, ha —2<x<2 fiiggvényt!

é, hax>2
X

342." Abrézoljétok az alabbi fliggvényeket:

2
1)y:992c—18; 2)y:5x —5!
x°-2x x—x
’ 2 _—
343." Abrazoljatok az y :109;_40 fiiggvényt!
X —4x
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78 1.§. RACIONALIS KIFEJEZESEK

I ISMETLO FELADATOK

344. Igazoljatok, hogy az
az—bz.( a+b b )_ b
a+3b \a®-2ab+b* a®-b>) a-b
kifejezés értéke fliggetlen az a és b valtozok minden lehetséges ér-
tékére!
345. Oldjatok meg a

8 , 1 _ 5
5x+25 2x-10 x2-25

egyenletet!

346. Egy szekrény arat 30%-kal cs6kkentették, majd késGbb 30%-kal
novelték. Hogyan valtozott a szekrény ara a kezdeti arhoz képest,
novekedett-e vagy csokkent, és hany szazalékkal?

347. Két férfinak a megkeresett pénzérméiket ugy kellett elosztaniuk
egymas kozott, hogy az elsd pénzének és a masodik pénze felének az
0sszege ugyanannyi legyen, mint a masodik pénzének és az elsd

pénze a %-nak az 6sszege. Ez az 6sszeg mindkét esetben 48 pénzérme.

Mennyi érmét kaptak a férfiak kiilon-kulon? (Szun-Ce fejtordjet.)

348. Ha egy sifuté6 10 km/h sebességgel halad, akkor a tervezetnél
1 éraval késébb ér célba, ha 15 km/h-s sebességgel haladna, akkor a
tervezetnél 1 6raval kordbban érkezne meg. Milyen sebességgel kell
haladnia, hogy a tervezett id6ben érkezzen meg?

I NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK HASZNALATA

349. Harom tanul6 mindegyike felirt 100 sz6t. Majd azokat a szavakat,
melyeket legalabb ketten felirtak, kihuztak. fgy az egyik tanulé
listajaban 45 sz6 maradt, a masodikéban 68, mig a harmadik tanulé
szészedetében 54. Bizonyitsatok be, hogy legalabb egy olyan sz6 volt,
amit mind a harman felirtak!

1 Szun-Ce kinai matematikus (III-IV. szazad).
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Ellendrizzétek tudasotokat! 3. sz. tesztfeladat 79

ELLENORIZZETEK TUDASOTOKAT! 3. SZ. TESZTFELADAT

2
1. Oldjatok meg az xx:_l((;() =0 egyenletet!

1

A) -10; 10; B) 10; C) -10; D) nincs megoldas.

2. Oldjatok meg az 326_130 =0 egyenletet!
x2_

A) -10; 10; B) 10; C) -10; D) nincs megoldas.
3. Melyik egyenldség igaz az alabbiak kozil?

A) 107 =-1000; 0) (-2)° = _%;

-2
1) __9. 1 __

B) (—lg) =—1e D) = 49.
4. Az alabbi kifejezések koziil melyik 42 000 normalalakja?

A 42 -10%  B)4,2 -10% C) 0,42 -10% D) 42 -10°
5. Az alabbi tizedes tortek koziul melyik normalalakja 6,3 - 10737

A) 0,63; B) 0,063, C) 0,0063; D) 0,00063.

6. Trjatok fel 2—15-6t 5 hatvanyaként!
A) 5% B) 5% C) 573 D) 52

7. Az (1,7 -10%) - (6 -107%) kifejezés értéke melyikkel egyenls a kovetkezd
kifejezések kozul?
A) 1,02 -10%  B) 1,02 -10%  C)10,2 -105 D) 1,02 - 10"

2 g5

8. Az alabbi szamok kozil melyikkel egyenls a :1 kifejezés értéke?

2773
A) 81; B) 1; C) 27; D) L.
81 27
9. Az alabbi figgvények koziil melyik nem forditott aranyossag?

_3. __3. _3. _3x
A)y—x, B) y= e Oy P D)y 5

N

X 0

10. Melyik rajzon lathat6 az y = —% fliggvény grafikonja?
_/y‘ ’ ‘ \ _/y
0 /.x \0 x 0

A) B) ©) D)

X
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80 1.§. RACIONALIS KIFEJEZESEK

11. A & mely értékénél illeszkedik az A(-3; 0,6) pont az y :5 figgvény
grafikonjara?
A)-1,8; B) -0,2; C) -2,4, D) -3,6.

., 2¢—1 3x+1 4x2+8
12. Oldjatok meg a - =
L g x+4 4-x x%-16

egyenletet! Mely szamok az

egyenlet gyckei?
A) 0; 4; B) —4; 0; C) —4; D) o.

AZ 1. PARAGRAFUS OSSZEGZESE

Racionalis kifejezés
Az egész és a tortkifejezéseket egyutt racionalis kifejezésnek nevez-
zuk.

A valtozok megengedett (lehetséges) értékei
A racionalis kifejezésben szerepld valtozok megengedett értékei azon
értékek, melyre a kifejezés értelmezhetd.

Azonosan egyenlé kifejezések
Azokat a kifejezéseket, melyek helyettesitési értékei egyenlSk a val-
tozé minden lehetséges értékénél, azonosan egyenl§ kifejezéseknek
nevezzuk.

Azonossag
Azt az egyenlGséget, amely a valtozé minden lehetséges értékére
teljesul, azonossagnak nevezzik.

A racionalis tort alaptulajdonsaga
Ha egy raciondlis tort szamlalgjat és nevezbjét megszorozzuk ugyan-
azzal a tobbtagu kifejezéssel, amely nem egyenld nullaval, akkor az
eredeti torttel azonosan egyenlé tortet kapunk.

Azonos nevezo6jili racionalis tortek 6sszeadasa és kivonasa
Ahhoz, hogy 6sszeadjunk azonos nevezdju torteket, 6ssze kell adni a
szamléalékat, a nevezG6t pedig valtozatlanul hagyni.

Ahhoz, hogy meghatarozzuk azonos nevezdjd tortek kilonbségét,
az els6 tort szamlalgjabdl ki kell vonni a masik tort szamlaléjat, a

nevezot pedig valtozatlanul kell hagyni.
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Az 1. paragrafus 6sszefoglalasa 81

Racionalis tortek szorzasa
Racionalis tortek szorzata olyan raciondlis tort, melynek a szam-
laléja egyenld a szamlaldok szorzataval, a nevezGje pedig a nevezbk
szorzataval.

Racionalis tortek osztasa
Két racionalis tort hanyadosa olyan racionalis tort, melynek a szam-
laléja egyenl6 az osztand6 szamlaléjanak és az oszté nevezdjének a
szorzataval, a nevezGje pedig az osztandé nevezdjének és az osztéd
szamlaléjanak a szorzataval.

Racionalis tort hatvanyozasa
Ahhoz, hogy egy raciondlis tortet hatvanyra emeljiink, hatvanyra
kell emelni kiilon a szamlalot és kiilon a nevezét. Az els6 eredményt
a szamlaléba, a masodikat a nevezébe irjuk.

Egyenértékii (ekvivalens) egyenletek
Két egyenlet ekvivalens, ha gyokeik azonosak vagy ha nincs megol-
désuk.

Ekvivalens atalakitasok

Ha egy egyenlet mindkét oldalahoz hozzaadjuk (mindkét oldalabol
kivonjuk) ugyanazt a szamot, akkor az adott egyenlettel ekvivalens
egyenletet kapunk.

Ha az egyenlet egyik oldalardl atvisziink egy tagot a masik oldalra
ellenkezg eldjellel, akkor az adott egyenlettel ekvivalens egyenletet
kapunk.

Ha egy egyenlet mindkét oldalat megszorozzuk (elosztjuk) ugyan-
azzal a nullatdl kiilonbozb szammal, az adott egyenlettel ekvivalens
egyenletet kapunk.

Racionalis egyenletek
Azokat az egyenleteket, melyek jobb és bal oldala is racionalis kife-
jezés, raciondlis egyenleteknek nevezzik.

Egész negativ kitev6jii hatvany
Barmely a szamra, kivéve a nullat és természetes n szamra

P

Nulla kitevoja hatvany
Barmely, nullaval nem egyenld a szam nulla kitev6jd hatvanya 1-gyel
egyenlG: a° = 1.

A szam normalalakja
A szam normalalakjanak nevezzik az a - 10" alakot, ahol 1 < a <10
és n egész szam.
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82 1.§. RACIONALIS KIFEJEZESEK

Azonossagok az egész kitevojii hatvanyokra
Barmely tetszlleges a # 0 és b # 0 valdés szamra és barmely egész
m és n szamra teljesiilnek az alabbi egyenlGségek:
a™ - a*=a™" (a hatvany alaptulajdonsaga);

(@) =am;
(ab)” = a"br,
a™:a"=a"™"
(2)” _a’

b)

Forditott aranyossagfiiggvény

Azt a fuggvényt, melyet az y = k képlettel lehet megadni, ahol £ = 0,
X
forditott aranyossagnak nevezziik.
Az y=" fiiggvény tulajdonsagai
Ertelmezési tartomany: barmely szam, kivéve a 0-t.
Ertékkészlet: barmely szam, kivéve a 0-t.
Grafikon: hiperbola.
Zérushely: nincs.

A grafikon tulajdonsaga: ha az A(x,; y,) pont illeszkedik az yz%

hiperbolara, akkor B(—x,; —y,) pont is illeszkedik erre a hiperbolara.
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NEGYZETGYOK.
VALOS SZAMOK

e Ebben a paragrafusban megvizsgaljuk az y = x? fuggvényt és
néhany tulajdonsagat.
e Megismerkedtek egy Uj miivelettel — a négyzetgydkvonassal.

Erthetévé valik szamotokra, hogy a benniinket koériilvevé vilag
tanulmanyozasahoz nem elegendé a racionalis szamok ismerete.

e Megtanuljatok a szamtani négyzetgydk tulajdonsagait, és a
négyzetgyokot tartalmazo kifejezések egyszerisitését.

Az y = x* fuggvény és grafikonja

Jeloljiik y-nal egy olyan négyzet teruletét, melynek oldalhossza x.
Akkor y = x2.

Ha megvaltoztatjuk a négyzet x oldalhosszat, akkor meg fog valtozni
a teyﬁlete is.

Erthetd, hogy minden x értéknek csak egy y érték felel meg. Tehat
az x és az y mennyiségek kozott egyértelmi a megfeleltetés, vagyis az
y = x? képlet egy fliggvényt ad meg.

Vizsgaljuk meg az y = x? képlettel megadott fliggvényt, melynek az
értelmezési tartomanya minden szam. Az al4dbbi tdblazat néhany ar-
gumentumértéket és a hozzajuk rendelt fliggvényértéket tartalmazza.

x|-3|-25|-2[-1,5/ -1 |05/ 0|05 1|15 2 |25
y| 916254225 1 (025 0025 1 |225| 4 [6,25

Jeloljik koordinata-rendszerben azokat a pontokat, melyek koordi-
natai a tablazatban feltintetett értékek (11. abra).

Minél t6bb olyan pontot tintetiink fel, melyek koordinatagyokei az
y = x? egyenletnek, annal kevésbé fog eltérni a kapott gorbe az y = x?
figgvény grafikonjatdl (12. abra).

A (0; 0) koordinataju pont megoldasa az y = x? egyenletnek, igy a
flggvény grafikonja athalad az origén. Mivel y = x2 és x > 0, igy y > 0,
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84 2.§. NEGYZETGYOK. VALOS SZAMOK

tehat a feltiintetett pontok k6zott nem lehet olyan, melynek ordinataja

negativ.

17y \ YA
D' yO 'A
o 1]

1 o N

p s .. .. o

o] 1 £ —x, [o] 1% £

11. abra 12. abra

A figgvény értékkészlete minden nemnegativ szam.

Ha az 6sszes olyan pontot fel tudnank tintetni, melyek koordinatai
kielégitik az y = x? egyenletet, akkor egy gorbét kapnank, a fliggvény
grafikonjat, melyet parabolanak hivunk (13. abra).

A (0; 0) koordinat4ju pont a grafikont két részre osztja, melyeket a
parabola againak nevezink, az origét pedig a parabola csucsanak.

Megjegyezziik, ha teljesiil az y,=x. egyenl8ség, akkor teljesiil az
Y, =(-x,)* egyenl@ség is. Ezért megallapithatjuk, hogyha az A(xy; yo)
pont rajta van a figgvény grafikonjan, akkor a B(—x,; y,) pont is illesz-
kedik erre a parabolara.

YA YA

T —~——

|
—]

\
\
\

[u

(a]
(=Y
K
I
[y
(=]
(==Y
[\V]
]Y

13. abra 14. abra
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11. Az y = 2 fliggvény és grafikonja 85

Az alabbi tablazatban 6sszefoglaltuk az ebben a pontban az y = x?
fiiggvényrdl tanultakat.

Ertelmezési tartomany Barmely szam
Ertékkészlet Barmely nemnegativ szam
A grafikon alakja Parabola

Zérushely (az argumentum [x=0
azon értéke, melynél a fligg-
vényérték nulla)

A grafikon tulajdonsaga Ha az A(x,; y,) pont rajta van a fliggvény
grafikonjan, akkor a B(—x,; y,) pont is
illeszkedik erre a parabolara

PELDA. Oldjatok meg grafikusan az x2 = x + 2 egyenletet!

Megoldads. Kozos koordinata-rendszerben abrazoljuk az y = x%és
az y =x + 2 figgvények grafikonjait (14. abra). A grafikonoknak két
metszéspontjuk van, melyek abszcisszai 2 és—1. Mindazx = 2 ésx = -1
értékekre az x?és x + 2 kifejezések helyettesitési értékei egyenldk. Az
ellendrzés ezt igazolja. Valdban, 22=2+2és (-1)2=-1+2. A

‘?

. Mi az y = «? fliggvény értelmezési tartomanya?

Mi az y = x? figgvény értékkészlete?

. Hogy hivjak az y = x? fuUggvény grafikonjat?

. Az argumentum mely értékénél lesz az y = x? fiUggvényértéke nulla?

. Hasonlitsatok 0ssze az y = «? fuggveény értékeit ellentett argumentumok
helyén!

ahWN =

I GYAKORLATOK

350.° A fuggvényt az y = x> képlettel adtak meg. Hatarozzatok meg:
1) —6;0,8; —1,2; 150 argumentumhoz tartozé figgvényértékeket;
2) az argumentum azon értékeit, ahol a fliiggvény felveszi a 49; 0;
2500; 0,04 értéket!
351.° Rajz nélkil allapitsatok meg, hogy az alabbi pontok rajta vannak-e
az y = x? fliggvény grafikonjan:
1) A(-8;64); 2)B(-9;-81); 3)C(0,52,5); 4)D(0,1;0,01)!
352.° Abrdzolas nélkiil hatdrozzatok meg az y = x% és y = 4x — 4 flugg-
vények metszéspontjat! Készitsetek rajzot! Jeloljétek rajta a kapott
pontokat!

353.° A kovetkezl egyenleteket oldjatok meg grafikusan:
Dat=x—1; 2) 2%~ 2x—3=0; 3)x2=%!
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86 2.§. NEGYZETGYOK. VALOS SZAMOK

354." A kovetkezs egyenleteket oldjatok meg grafikusan:
1) 2% = —dx — 3; 2 x—3x+5=0; 3 x2+%:0!
355.° Allapitsétok meg rajz alapjan a koévetkezd egyenletrendszerek
gybkeinek szamat:

2 a2

1) y_x$ 3) y X 07
y=2; x-y+6=0;
_ 2 a2

2) y=x7, 4) y-x°=0,
y=-2; 2x +5y=10!

356.° Allapitsétok meg rajz alapjan a koévetkezd egyenletrendszerek
gyokeinek szamat:

_ 2 _ .2
1) y_x ’ 2) y_x ’
3x+2y =-6; x—-3y=-3!
= 357.” Az f(x) fuggvény a kovetkezl képlettel van megadva:
4, hax<-2,
f(x)=<x% ha-2<x<1,
2x-1,hax>1.
1) Hatarozzatok meg az f (-3), f (-2), f (-1), f (1), f (3), f (0,5) értéket!
2) Abrazoljatok a fliggvényt!
5 358." Az f(x) figgvény a kovetkezd képlettel van megadva:
2x+3,hax<-1,
f(x)={x% ha-1l<x<2,
4, ha x > 2.
1) Hatarozzatok meg az f (—4), / (=0,3), f (1,9), f (3), f (1), f (2) értéket!
2) Abrazoljatok a fliggvényt!
= 359." Az f(x) fuggvény a kovetkezl képlettel van megadva:
x%, hax<0
f x — ’ b
) {x-l—l, ha x>0.

1) I:Iatérozzétok meg az f (=7), f (0), f (2) értéket!
2) Abrazoljatok a fliggvény grafikonjat!

[[L]

360." Az f(x) fuiggvény a kovetkezd képlettel van megadva:
—g,hax<—1,

x
x2, hax>-1.

1) Hatérozzétok meg az f (-12), f (1), £ (=0,9), f (3), f (0) értéket!
2) Abrazoljatok a fliggvényt!
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11. Az y = 2 fliggvény és grafikonja 87

361.” Abrézoljétok az alabbi fliggvényeket:

3 2 4 2

—4x

1) y=X +x; 9) y=X_—4x7,
Jy="1 VV="m",

, 3
362." Abrazoljatok az y = x7 fiiggvény grafikonjat!
363.” Hatarozzatok meg az y = —«? fliggvény értelmezési tartomanyat,
értékkészletét, zérushelyét! Készitsetek rajzot!

364.7 Abrézoljétok a kovetkez6 egyenletek gorbéit:
—yz_xz ;=0 9) ¥=%" _
(x-D"+(y-1 y-x

x2 -y

(x+2)"+(y-4)°

366." Adjatok meg a 15. 4bran lathaté fliggvényt képlettel!

365." Rajzoljatok meg az =0 egyenlet gorbéjét!

YA YA

\
\
\

[REy
[uiy

(=)
=y
XY
(=)
(=3
RY

15. dbra

367." Adjatok meg a 16. abran lathato6 figgvényt képlettel!

YA

/
|
/

iy

(=]
=\
]Y

16. abra
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88 2.§. NEGYZETGYOK. VALOS SZAMOK

I ISMETLO FELADATOK

368. Igazoljatok az

(a+b)2_( a a?+b? a
: + -
a-b a-b qg?>-p®2 a+b
s 6 x+3 x+6
.0l k - = letet!
369. Oldjatok meg a 2 x 2% ax egyenletet
370. Bizonyitsatok be, hogy 27¢ — 97 kifejezés 48 tobbszorose!

371. Az egymastdl 30 km-re 1év6 két telepiilésrdl egymassal szemben
egyidejlileg két gyalogos indult el. 3 éra 45 perc mulva talalkoztak.
Ha az egyikiik 2 6raval hamarabb indult volna el, akkor 4,5 éra mulva
talalkoznak. Hatarozzatok meg a gyalogosok sebességét!

j =a+b azonossagot!

l UJ TEMAVAL ISMERKEDUNK

372. Hatarozzatok meg annak a négyzetnek az oldalhosszat, melynek

terilete:

1) 25 cm?; 2) 1600 dm?; 3) 0,04 m?!
373. Oldjatok meg az alabbi egyenleteket:

1) x2=09; 2) x? =36,

49
374. Az a mely értékeire nincs gyoke az x? = a egyenletnek?
375. Abrézoljétok ko6z6s koordinata-rendszerben az y = x? és y = 1 fligg-
vények grafikonjait! Hatarozzatok meg a metszéspontok koordinatait!

I NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK HASZNALATA

376. Az x, y és z természetes szamokra igaz, hogy x +y, y +zés x + z
is primszam. Bizonyitsatok be, hogy a harom szam koziil legalabb
kettd 1-gyel egyenld!

Négyzetgyok.
Szamtani négyzetgyok
Vizsgaljunk meg egy olyan négyzetet, melynek a teriilete 49 cm?.

Legyen x a négyzet oldalhossza. Akkor az x? = 49 egyenlet egy olyan
matematikail modell, mellyel a négyzet oldalhosszat hatarozhatjuk meg.
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12. Négyzetgyok. Szamtani négyzetgyok 89

Ennek az egyenletnek a gyokei a 7 és a—7, mert ezen szamok négyzete

49. Azt mondjak, a 7 és a —7 a 49 négyzetgyoke.

Meghatarozas. Az a szam négyzetgyokének nevezziik
azt a szamot, melynek a négyzete a-val egyenlé.

Nézzink néhany példat!

A 9-nek négyzetgyoke a 3 és a —3 is, mivel 32 = 9, és (-3)? = 9.

25 négyzetgyoke az 5 és a —é, mivel (é)z =§, és (—é) :é.

4 2 2 2 4 2 4

A 0-nak csak a nulla a négyzetgyoke.

Mivel nem létezik olyan szam, melynek a négyzete negativ, ezért
nem létezik negativ szam négyzetgyoke sem.

Az x? = 49 egyenlet pozitiv gyoke a 7, ez a négyzet oldalanak meg-
hatarozasardl szol6 feladat megoldasa. Ezt a szamot a 49 szamtani

négyzetgyokének nevezziik.

Meghatarozas. Az ¢ szaAm szamtani négyzetgyokének

nevezziik azt a nemnegativ szamot, melynek négyzete az a szam.

Az a szadm négyzetgyokét a Va szimbslummal jelsljik. A v jelet a
négyzetgyok jelének nevezziik.

Ava jelolést a ,négyzetgyok a-nak” olvassuk, elhagyva a ,szamtani”
sz6t.

Azt a kifejezést, amely a v jel alatt all, gyok alatti kifejezésnek
nevezzik.

Példaul a Vb5 kifejezésben a gyok alatti kifejezés a b — 5 kéttagu
kifejezés. A szamtani négyzetgyok meghatarozasabdl kovetkezik, hogy
a gyok alatti kifejezés csak nemnegativ értékeket vehet fel.

Azt a miveletet, amikor keressik az adott szam szamtani négyzet-
gyokét, gyokvonasnak nevezzik.

Lassunk néhany példat:

V9 =3, mivel 3> 0 és 32 = 9;

2
25 5 . 5 , (5 25
_— = —> — =
‘}4 2,mlvel2 0, es(z) T

J0 =0, mivel 0> 0és 02 = 0.
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90 2.§. NEGYZETGYOK. VALOS SZAMOK

Altalanosan igaz: Ja=b ,hab>0ésb’=a.
Ezt a kovetkeztetést masképp is megfogalmazhatjuk: barmely nem-

2
negativ szamra igaz, hogy Ja >0 és (JE) =a.

Példaul: V>0 és (V4) =4, ¥v2>0 ¢s (V2)'=2, 5.2>0 és
(V5,2) =5,2.

Megjegyezziik, hogy a négyzetgyok fogalmanak bevezetését az
x? = a, ahol a > 0 egyenlet megoldasa indokolta. Ennek az egyenletnek
a gyOke az a szam négyzetgyoke.

Az x? = a egyenlet megoldasat szemléltessiik az x* = 4 egyenlet grafi-
kus megoldasaval.

Ko6z6s koordinata-rendszerben abrazoljuk az y = x? és az y = 4 figg-
vényeket (17. abra). A gérbék metszéspontjanak abszcisszaia 2 és a -2,
melyek az adott egyenlet gyokei.

Az x? = a egyenletnek, ha a < 0 nincs megoldasa, melyet szintén a
grafikus megoldassal szemléltetink. Az y = x?és y = a, ha a <0 fuggvé-
nyek grafikonjainak nincs k6zos pontja (18. abra).

Ha a = 0, akkor az x®> = a egyenletnek egyetlen gyoke van, az x = 0.

A grafikus mddszer segit altalanositani: az x> = a egyenletnek, ha
a > 0 két megoldasa van. Valbéban az y = x? parabolanak és az y =a
egyenesnek két metszéspontja van, ha a >0 (18. 4bra). Ebben az esetben

az x? = a egyenlet megoldasa a Ja és —Ja szam, mivel (\/E)z =a és
(Va)’ -a.

Példaul az x? = 5 egyenlet gyokei a J5 és —/5.

\ [ | = \ [ !
\ / P ‘!
\ [ ! i
y=4 [\ Jik
I I
\ |/ Td, [ NTA
1 a0 1 [, 10| 1./ |x
" ol 1 =x = a,
a<0
17. abra 18. abra
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12. Négyzetgyok. Szamtani négyzetgyok 91

7 2
1. PELDA. Hatarozzatok meg a (—8 x/E) kifejezés értékét!
Megolddas. Alkalmazzuk a szorzat hatvanyra emelését és a

(\/5)2 =a azonossigot:
(-82) =(-8)*-(v2) =64.2-128. A

2. PELDA. Oldjatok meg a kévetkez8 egyenleteket: 1) %\/;—3 =0;
2) V1++x+2 =2!
Megoldds. 1) Azt kapjuk, hogy %\/} =3; Jx =6. Ekkor x = 6% x = 36.
Felelet: 36.

D VI+Vx+2=2; 1+/x+2=2% Jx+2=8; x+2=3%x="1T.

Felelet: 7. A

3. PELDA. Oldjatok meg az (x — 5)? = 16 egyenletet!

Megoldds. (x—5)? = 16;
x—b=—-4vagyx—5=4;
x=1vagyx=9.

Felelet:1;9. A

4. PELDA. Oldjatok meg a (3x — 1)2 = 2 egyenletet!
Megoldas. (3x—1)?=2;
3x-1=—/2 vagy 3x—1=x/§;
3x=1-+/2 vagy 3x:1+\/§;
1-2 1+V2
3 3

x vagy x =

=
=

1-V2, 1+

Felelet:T, 3 . A

5. PELDA. Az alabbi kifejezések x mely értékeire értelmezhetSk:

1) V=5x; 2) \/_3 ;?
.

Megoldds.1) A J-5x kifejezés azokra az x értékekre értelmezhe-
t6, melyekre a gyok alatti kifejezés nemnegativ. A —5x olyan szorzat,
melyben az egyik tényez6 negativ. Tehat ennek a kifejezésnek abban az
esetben lesz nemnegativ az értéke, ha x nempozitiv.

Felelet: hax<0.
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92 2.§. NEGYZETGYOK. VALOS SZAMOK

2) Az adott kifejezés olyan x értékekre értelmezhetsd, melyekre Jx
kifejezés értelmezhetd és Jx -2 nem egyenld nullaval. Tehat egyszerre
kell a kovetkezd két feltételnek teljestilnie: x > 0 és Jx—2#0. Tehat
x2>0ésx+4.

Felelet: x>0ésx+4. A

6. PELDA. Oldjatok meg a kovetkez egyenleteket: 1) v—x +Vx —2 =2;
2) Vx? —2x +7x-2=0; 3) (x+2)Vx-2=0!

Megoldds.1) Az egyenlet bal oldala csak olyan x értékekre értel-
mezhets, melyekre mind a két gyok alatti kifejezés nemnegativ értéket
vesz fel. Abbdl, hogy az elsé gyok alatti kifejezésnek nemnegativnak
kell lennie, ezért —x > 0, akkor x < 0. Konnyen belathat6, hogyha x < 0,
akkor x — 2 csak negativ értéket vesz fel. Tehat nincsen olyan x érték,
melyre az egyenlet bal oldala értelmezhetd.

Felelet: nincs megoldas.

2) Az adott egyenlet bal oldala két nemnegativ szam 6sszege, mely
csak abban az esetben lehet nullaval egyenld, ha mind a két 6sszeadan-

dé 0. Vagyis egyszerre kell teljesiilnie, hogy vx?—2x =0 és vx—-2=0.
Ez azt jelenti, hogy a két egyenlet k6zos megoldasat kell meghatarozni,
meg kell oldani a kovetkezd egyenletrendszert:

Va? —2x =0,
Vvx-2=0.

x2-2x=0, [x(x-2)=0, {x=0vagyx:2,
x-2=0; {

Az utolsé egyenletrendszer megoldasa az x = 2.

Felelet:2.

x=2.

Azt kapjuk, hogy { 9
x=2;

3) Mivel a szorzat értéke csak akkor nulla, ha vagy az egyik tényezg,
vagy a masik tényezs egyenld nullaval, ezért az egyenlet megoldasa két
egyenlet megoldasara vezethet§ vissza:

x+2=0vagy vx—-2=0;
x=-2vagy x=2.

Viszont az x = -2 értékre a Vx—2 Kkifejezés nem értelmezhets, igy
csak egyetlen megoldas van, az x = 2.

Felelet:2. A
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12. Négyzetgyok. Szamtani négyzetgyok 93

*~

. Mit nevezlink az a szam négyzetgyokének?

. Mit nevezlink az a szam szamtani négyzetgyokének?
. Hogyan jeldljik az a szam szamtani négyzetgyokét?
Hogyan nevezziik a J jelet?

. Hogyan olvassuk a \/E jelolést?

Hogyan nevezzik a gyokjel alatt allo kifejezést?

. Milyen értékeket vehet fel a gyok alatti kifejezés?

© N oG A WN

. Hogyan nevezziik azt a miiveletet, amikor az adott szam szamtani négy-
zetgyokét hatarozzuk meg?
2
9. Barmely nemnegativ szamra mivel egyenl6 a (\/E) kifejezés?

10. Hany gyoke van az x? = a egyenletnek, ha a > 0? Mivel egyenl6k?

11. Van-e megoldasa az x* = a egyenletnek, ha a = 0? ha a < 0?

I GYAKORLATOK

377.° Mennyi 16 négyzetgyoke? 1 négyzetgyoke? O négyzetgyoke? Mennyi
ezen szamok szamtani négyzetgyoke?
378.° Igazak-e az alabbi egyenlGségek? A feleletet indokold meg!

1) V25 =5; 3) V36 =—6; 5) /0,81 =0,9;
2) V0 =0; 4) 0,4 =0,2; 6) V10 =100.

379.° Végezzétek el a kijelolt gyokvondast:

1) 95 5) J/0,25; 9) V/400; 13) \/%;

2) /49; 6) /0,01; 10) </3600; 14) \/%;

3) V100; 7) J1,21; 11) \/g; 15) 1/0,0004;
4) \225; 8) \/1,96; 12) \/g; 16) 1/0,000025!

380.° Végezzétek el a kijelolt gyokvonast:
1) V/36; 1) J0,04; 7) \2500; 10) 555
2) J64; 5) 1/0,49; 8) 10 000;  11) \/0,0009;
3) V144; 6) \/1,69; 9) (2 12) /0,0196!

1
121
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94 2.§. NEGYZETGYOK. VALOS SZAMOK

381.° ErtelmezhetSk-e az alabbi kifejezések:
DVZ 2 2 3) V=2; HJe2% 5 (2)

382.° Melyik szam szamtani négyzetgyoke egyenld a kovetkezd sza-
mokkal:
1) 4; 2) 0; 3) 0,8; 4) 2%; 5) 1,6; 6) —9?

383.° A konyv eldzékén talalhatb Természetes szamok négyzete tablazat
segitségével végezzétek el a gyokvonast:

1) V484; 4) /5929; 7) \/68,89;

2) \729; 5) \/5,76; 8) /67 600;

3) V1156; 6) \14,44; 9) /384 400!
384.° Hatarozzatok meg:

1) 841; 3) V/9,61; 5) 72,25;

2) V1296; 4) \10,24; 6) \/672400!

385.° Szamologéppel szamitsatok ki a kovetkezd kifejezések értékét! Az
eredményt kerekitsétek szazadokra!
DV2;  2VT; 3)V34; 4 J1,8;  5)4/2,439.

386.° Szamoldogéppel szamitsatok ki a kovetkezd kifejezések értékét! Az
eredményt kerekitsétek szazadokra!

1) V3; 2) V5,1 3) V/40; 4) 12,56.

387.° Hatarozzatok meg a kovetkezs kifejezések értékét:

1 (ﬁ)2; 4) —(x/ﬁ)z; 7) (—@T;
2) (V&2)’; 5 (23)"; 8) (%Jﬁf;
3) (V11)’; 6) (%)2; 9) (-0,3v2)!

388.° Szamitsatok ki:
1) (V6)’; 3) (3v2) 5) (—@) ;
2) (21); 4) (445 )} 0 (1 J%)Zz

389.° Hatarozzatok meg a kovetkezd kifejezések értékét:
1) V16+9; 4) /36 -\/49;
2) V16 ++/9; 5) 5/4 —+/25;
3) V36 —/49; 6) V0,81 +/0,01;
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12. Négyzetgyok. Szamtani négyzetgyok 95

7) §J0,09—2; 10) guﬁ)i(;m)i
8) —2.0,16 +0,7; 11) 50.(—% JE)Z;

9) (Vi3)’-3.(V8)’; 12) /4.5 62!

390.° Szamitsatok ki a kévetkez6 kifejezések pontos értékét:

1) V3+/36; 4) %\/900 +0,2/1600;
2) J72-64; 5) (246) -3(v21)";
3) V16 -+/225; 6) 102 432!

391.° Hatarozzatok meg a kovetkezi kifejezések helyettesitési értékét
a valtoz6 megadott értékénél:

1) V12+a, ha a =0,25; 2) N7-3b, ha b = 2;
3) V2a-b, haa=234,b=19;

3 3 2 3
4l ‘“(Z‘b)j”“ ++d, ha a:—%, b=-0,19, c=0,18, d = 0,04!
—C

392.° Hatarozzatok meg a kovetkezd kifejezések helyettesitési értékét
a valtoz6 megadott értékénél:

1) \/m, ha m = 54;

2) VYm—38n, ham =0,13, n = —0,04!
393.° Oldjatok meg az alabbi egyenleteket:

1) Jx =9; 2) V=3 3)Vx-0,2=0; 4)Jx+7=0!
394.° Oldjatok meg az alabbi egyenleteket:

1) Vx = 20; 2) Jx =-16; 3)&—%:0!
395.° Oldjatok meg a kovetkezd egyenleteket:

1) x? = 25; 2) x? =0,49; 3) x%=3; 4) x? = -25!
396.° Oldjatok meg a kivetkezb egyenleteket:

1) 2 = 100; 2) x> =0,81; 3)x2="1,; 4) x*> = 3,6!

397. Hatarozzatok meg a kovetkezd kifejezések pontos értékét:

8
1) —0,06 - /10 000 + -2,54/3,24;
) V256

2) V64 -/6,25 +/22 +17;

3) ,/1% +3,/7%—0,6\/3025;
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0 (175 262

2 2 2
5) (3v8) +(8+3) -2(V24);
6) 144 :/0,04 — /2,56 -/2500!
= 398." Hatarozzatok meg a kovetkezd kifejezések pontos értékét:

1) 0,15 /3600 0,18 400 +(10/0,08)’;

95 13 [ 27 | [q2 2
2) ——-—.1— 15%;
) J361 14 169+ 87 +15

3) (—8\/;@.\/12,—25):(0,1 NE)E

399.° Az alabbi kifejezéseknek az x mely értékeinél van értelme:

1 1
; 5) Vx—8; 9) ———; 13) ————;
b= ) ) (x-8)° >\/§~\/3
2) V=x; 6) V8- x; 10) \/_1 - 14) [« |;
-
3) Vx?; 7) Vx? +8; 11) ﬁ; 15) /| x|;
X +
4) N-x2; 8) J(x-8)%; 12) Jx %3 16) —1_?

| x|
400." Az alabbi kifejezéseknek az y mely értékeinél van értelme:

D) 2y; 3) Vs 5) \-y's 7 J;l,f
2) V=3y: 4) % 6) L, g —1 2
) N )T )T

401.° Oldjatok meg a kovetkezb egyenleteket:
1) V5x —4=0; 3) VBx—4 =6; 5) 18 _—o;

vx+3
2) Vox—4=0; 4)%:6; 6) Vx? 36 =8!
402.° Oldjatok meg a kévetkeJ;(’)' egyenleteket:
D ivr-2-o0; 3 4 __g¢;
3 x-5
2) 2x 13 =11; 4) V130 x2 = 9!

403.° Oldjatok meg az alabbi egyenleteket:

D(x+6)2=0; 2)(x+6)2=9; 3)x+6)2=3; 4)(7Tx+6)?2=05!
404.° Oldjatok meg az alabbi egyenleteket:

1) (2% — 3)? = 25; 2) (x—3)2=T; 3) (2x—3)2=T!
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12. Négyzetgyok. Szamtani négyzetgyok 97

405.” Oldjatok meg a kovetkez6 egyenleteket:

) V3+v2+x =4; 3) V4-v10+x =2!
2) V2+3++/x =3;

406.” Oldjatok meg a kovetkezs egyenleteket:

1) V17 +V/x -6 =5; 2) V1+v2+x =1!
407.” Az alabbi kifejezések az a és a b mely értékeire van értelmezve:
1) Vab;  2) J-ab; 3) Vab?; 4) Ja??; 5) V-a?h?

408.” Igaz-e, hogy az alabbi kifejezéseknek az x barmely értékénél
értelme van:

1) Vx? —4x+4; 2) Va2 —4x+5?
409.” Bizonyitsatok be, hogy nem létezik olyan x érték, melyre a
N—x? +6x —12 kifejezés értelmezhetd!
410.” Az alabbi kifejezések kozil melyik értelmezhetd minden x értékre:
1) Vx2 +8x+15; 2) Vx?-10x+27?
411.” Oldjatok meg a kovetkezb egyenleteket:
1) Vx =—x; 4) Jx? +2x +x2 -4 =0;
2) Vx +Jx-1=0; 5) (x—1)Jx+1=0;
3) Vxi-x+Jx-1=0; 6) (x+1)Vx—-1=0!
412.” Oldjatok meg a kévetkezs egyenleteket:
1) Jx +-x =0; 3) Va?—2x+1+vx? -1 =0;
2) Jx +v-x =1; 4) (x-2)vx-3=0!
413.” Az a mely értékeire lesz az x? = a + 1 egyenletnek:
1) két gyoke; 3) nincs megoldasa?
2) egy gyoke;
414.” Abrézoljétok a kovetkezd fuggvények grafikonjat:

2
1) y =+v-x%; 2) y=~-x*-4x-4+2; 3) y=(Vx)!
415.” Abrazoljatok az y=+/2x—1-x? —1 fiiggvényt!

416." Oldjatok meg a kovetkez8 egyenleteket! Vegyétek figyelembe az
a kulénbo6z6 értékeit!

1)am:0; 3)a\/E:a;
2) Jla-1)x =0; HJx-2=a.

417." Az a mely értékénél van a (Vx-1) (x—a)=0 egyenletnek csak egy
gyoke?
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98 2.§. NEGYZETGYOK. VALOS SZAMOK

I ISMETLO FELADATOK

418. Egy utcaban a hazakat sorban 1-t6l 24-ig szamoztak. Hanyszor
kellett haszndalni a hazszamok elkészitéséhez az 1-es szamjegyet?
@, 5 1 ):(28—a2
a“-25 b—-a a+b +5
420. Egy munkas heti bérét, a 420 hrivnyat 5 és 20 hrivnyas cimletek-
ben vette fel. Mennyit kapott a kiilénb6z6 cimletekbdl, ha ésszesen
31 cimlettel fizették ki?

419. Egyszerisitsétek az ( +a- 5) kifejezést!

I NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK HASZNALATA

= 421. Keressétek meg az 6sszes olyan haromjegyd természetes n
szamot, melyben a szamjegyek 0sszege az n szamnal 11-szer kisebb!

Teremhetnek-e a veteményesekben gyokok? —%ﬂ

Az 6kori gorogok a gyokvonast az adott tertiletd négyzet oldalhosz-
szanak meghatarozasaval azonositottak, épp ezért oldalnak nevezték.

A hindi nyelvben a mula szb eredetet, alapot és a fa gydkerét is je-
lentette. Ezt a sz6t hasznaltak a négyzet oldalara is. Elképzelhet, hogy
azon asszociaci6 alapjan, hogy a négyzet oldala-
ra, mint gyokérre né ki a négyzet. Lehetséges,
hogy épp ezért a latin nyelvben is egy sz, a
radix jelentette az oldalt és a gydkeret is. Ett6l
a sz6tol ered a szlav radikdlis kifejezés.

A radix latin sz6 egyik jelentése gyokérter-
més, tehat olyan zoldség, melynek a gyokerét

étkezésre hasznaljak.

A XIII-XV. szazadban az eurépail matema-
tikusok a radix sz6 roviditésével jelolték a

René Descartes L
(1596—1650) négyzetgyokot: R, R, R% Tehat a J7 kifejezést

ebben a korban R?7 alakban irtak.
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12. Az els6 ukrajnai matematikai olimpia elsé feladata 99

A XVI. szdzadban kezdték hasznalni a V jelet. A jel eredete elég
bizonytalan, lehet hogy 6sszefiiggésbe hozhaté a latin irott r bettvel.
A XVII. szdzadban René Descartes hasznalta elszor a v/ jelet, ki-

egészitve az addig hasznélatosat egy vizszintes vonallal.

Az els6 ukrajnai matematikai olimpia elsd

feladata Lg‘j

A 391. (4) feladat azért is figyelemre mélts, mert 1935-ben az els6
matematikai olimpia feladatsora ezen feladat feltételeivel kezd6dott. A
matematikai olimpidk kezdeményezGje Mihajlo Pilipovics Kravesuk?,
ismert ukran matematikus volt.

Azbta tobb mint 85 év telt el. Ez alatt az iddszak alatt tobb tehetséges
gyerek szamara ezek az olimpidk jelentették az elsé 1épéseket a tudo-
many felé. Ma mar O. V. Pohorelov, Sz. H. Krein, M. O. Krasznoszelsz-
kij. V. H. Drinfeld a tudomany vilagaban ismert nevek. Ezek a tudésok
kil6nb6z6 korok didkolimpidinak gyGztesei.

Orommel 4llapithatjuk meg, hogy a matematikaversenyek napjaink-
ban is népszertiek Ukrajndban. Tobb tizezren vesznek részt a kiilonb6z8
fordulékon. A versenyek szervezésébe, lebonyolitasaba be vannak vonva
a legelhivatottabb tudésok, médszertanos tanarok. Nekik készonhetSen
orszagunk csapata tisztességesen helytall a Nemzetk6zi Matematikai
Didkolimpidn.

Kedves nyolcadikosok ajanljuk nektek is, hogy ti is vegyetek részt

ezeken a tanulméanyi versenyeken.

1 Az el6zéken lathaté M. P. Kravesuk szobra, mely Kijevben az Ukrajna Nem-
zetl Mszaki Egyetem tertiletén all. Ebben az oktatdsi intézményben kétévente
nemzetkozi tudomanyos konferenciat rendeznek M. P. Kravesuk tiszteletére.
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Halmazok és elemeik. Részhalmazok

Gyakran hasznaljuk a baranycsorda, viragcsokor, bélyeggy@jtemény,
halraj, madarraj, méhraj, képgyljtemény, tollkészlet, barati tarsasag
szdkapcsolatokat.

Ha ezekben a székapcsolatokban 6sszekeverjik az utétagokat, akkor
mulatsagos kifejezéseket kapunk: baranycsokor, képraj, madarcsorda,
barati gylGjtemény. Viszont a halgy(Gjtemény, madargyljtemény mar
ismert fogalmak. Tehat a gyljtemény sz6 elég elterjedt. Ugyanakkor a
matematikiaban létezik egy olyan fogalom, amellyel helyettesithetd az
Osszes gydjtéfogalom. Ez a fogalom a halmaz.

Léassunk még néhany példat halmazra:

e a mi osztalyunk tanuléinak halmaza;

e a Naprendszer bolygdinak halmaza;

e a kétjegyl szamok halmaza;

e azon (x; y) szamparok halmaza, melyek gyokei az x%+ y* = 1 egyenlet.

A legfontosabb halmazoknak altalanosan elfogadott neve és jelGlése
van:

e a sik pontjainak halmaza — mértani alakzat;

e adott tulajdonsaggal rendelkezd pontok halmaza — pontok mér-

tani helye;

e az f fliggvény argumentumainak halmaza — az f fliggvény értel-

mezési tartomanya D(f);

e az ffliiggvényértékek halmaza — az ffiiggvény értékkészlete E(f).

A halmazokat a latin 4bécé nyomtatott nagybet{ivel jel6ljik: A, B,
C, D és igy tovabb.

A halmazba tartoz6 objektumok a halmaz elemei. A halmaz elemeit
a latin abécé irott kisbetivel jeloljuk: a, b, ¢, d és igy tovabb.

Ha a eleme az A halmaznak, akkor igy irjuk: a € A (olvassuk: a eleme
az A halmaznak).

Ha b nem eleme az A halmaznak, akkor igy irjuk: b ¢ A (olvassuk:
b nem eleme az A halmaznak). Ha az A halmaznak harom eleme van,
a, b és ¢, akkor igy irjuk A = {a, b, c}.

Ha az M halmaz a 6 természetes osztéinak a halmaza, akkor
M= {1, 2, 3, 6}. A 6 6sszetett osztéinak a halmaza: {6}. Ez a halmaz
egyelemii.
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13. Halmazok és elemeik. Részhalmazok 101

A halmazt elemei felsorolasaval akkor célszerd megadni, ha nem tul

sok elemrdl van sz6.

Meghatarozas. Két A és B halmaz akkor egyenlé, ha
ugyanazok az elemeik, vagyis az A halmaz minden eleme a
B halmaznak is eleme, és forditva is, a B halmaz minden eleme
az A halmaznak is eleme.

Ha az A és B halmaz egyenld, igy irjuk: A = B.

A meghatarozasbél kévetkezik, hogy egy halmazt egyértelmiien
megadnak az elemei. Ha az elemeket kapcsos zaréjelbe irjuk, akkor az
elemek sorrendjének nincs jelentdsége. Tehat egy haromelemd halmaz
hatféleképpen irhaté fel:

{a, b, ¢}, {a, ¢, b}, {b, a, ¢}, {b, ¢, a}, {c, a, b}, {c, b, a}.

Mivel az egyenl6é halmazok meghatarozasabdl kovetkezik, hogy
{a, b, c} ={a, a, b, ¢} halmazzal, ezért az elkévetkezendGekben elfogadjuk,
hogy a halmaz elemi kiilénb6zdk. Tehat a kozmosz sz6 betliinek halmaza:
{k, 0,z m,s,r}.

Megjegyezziik, hogy az {a} # {{a}}. Az {a} halmaznak egy eleme van,
az a; az {{a}} halmaznak egy eleme van, az {a} halmaz.

Egy halmazt kétféleképpen adhatunk meg.

Els6 megaddsi méd: felsoroljuk a halmaz 6sszes elemét. Ezt a meg-
adasi médot mar alkalmaztuk, amikor kapcsos zardjelben felsoroltuk
a halmaz elemeit. Kénnyen belathaté, hogy igy minden halmaz nem
adhatdé meg. Példaul a paros szamok halmaza ilyen.

Masodik megaddsi méd: megnevezzik az elemek jellemzé k6z6s
tulajdonsagat, tehat azt a tulajdonsagot, mely mindegyik elemet
jellemzi. Példaul azon természetes szamok halmaza, melyek 2-vel valé
osztasi maradéka 1, a paratlan szamok halmazat adja meg.

Ha a halmazt elemeik k6z6s tulajdonsaganak megnevezésével adjuk
meg, akkor el6fordulhat, hogy egyetlen objektum sem rendelkezik ilyen
tulajdonsagokkal.

Térjink vissza a példakhoz:

e 1, 2 és 5 szamokkal ardanyos oldalhossztsagi haromszogek hal-

maza. A haromszog-egyenlStlenségbdl kovetkezik, hogy ennek a
halmaznak egyetlen eleme sincs.
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102 2.§. NEGYZETGYOK. VALOS SZAMOK

e Jeloljik A-val az osztalyotok sakkmestereinek halmazat. Eléfor-

dulhat, hogy ennek a halmaznak sincs eleme.

e Tetszbleges egyenlet gyokeinek halmaza esetén is figyelembe kell

venni, lehetséges, hogy az egyenletnek nincs gyoke.

A felhozott példak arra utalnak, hogy a halmazokhoz kell sorolnunk
még egy jellegzetes halmazt, amelynek egy eleme sincs. Ezt a halmazt
tires halmaznak nevezzik. fgy jeloljuk: &.

Megjegyezzik, hogy {J} nem ures halmaz, ugyanis van egy eleme,
az Ures halmaz.

Tekintsiik az arab szamiras szamjegyeinek halmazat: A = {0, 1, 2,
3,4,5,6, 17, 8,9}. Irjuk ki az A halmazbél a paros szdmjegyeket. Egy
masik halmazt kapunk: B = {0, 2, 4, 6, 8}, melynek minden eleme az
A halmaznak is eleme.

Meghatarozas. ABhalmazt azAhalmazrészhalmazanak
nevezziik, ha a B halmaz minden eleme az A-nak is eleme.

igyjeléljﬁk: BcAvagy Ao B. igy olvassuk: a Bhalmaz részhalmaza
az A halmaznak, az A halmaz magaba foglalja a B halmazt.

Tekintsiink 4t néhany példat:

e az osztalyod tanuléinak halmaza részhalmaza az iskolad tanuléi

halmazanak;

e az emlGsok a gerincesek részhalmaza;

e a CB félegyenes részhalmaza az AB egyenesnek (19. abra);

e a téglalapok részhalmaza a paralelogrammaknak;

e {a} c {a, b}.

19. abra 20. abra

A halmazok ko6zotti kapcsolat szemléltetésére Venn- vagy Euler-
diagramot alkalmaznak.
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13. Halmazok és elemeik. Részhalmazok 103

A 20. abran abrazoltak az A halmazt (a nagyobbik kor) és a Bhalmazt
(a kisebbik kort, ami a nagyobbikban van). Ez azt jelenti, hogy B c A
(vagy A o B).

A részhalmaz és az egyenl§ halmazok meghatarozasabdl kovetkezik:
Ac Bés Bc A, akkor A = B.

Ha a B halmaznak nincs olyan eleme, ami ne lenne eleme az A hal-
maznak is, akkor a B halmaz az A halmaz részhalmaza. Epp ezért az
ures halmaz minden halmaz részhalmaza. Valdban, az tires halmaznak
egyetlen eleme sincs, tehat egyetlen olyan eleme sincs, amelyik ne lenne
eleme az A halmaznak. Tehat barmelyik tetszlleges halmazra igaz a
kovetkezd allitas: & < A.

Minden halmaz részhalmaza 6nmaganak: A — A.

PELDA. frdleaz A= {a, b, ¢} 6sszes részhalmazat!
Megoldas. {a}, {b}, {c}, {a, b}, {b, ¢}, {a, c}, {a, b, ¢}, 0. A

?

. Hogyan jeldljik a halmazokat és elemeiket?

. Hogyan jeldljik a fliggvény értelmezési tartomanyat és értékkészletét?
. Hogyan kell leirni, hogy eleme vagy nem eleme a halmaznak?

. Mely halmazok egyenlék?

. Hogyan adhatunk meg egy halmazt?

. Mit nevezzik Ures halmaznak? Hogyan jeldljuk?

. Mi a részhalmaz?

. Hogyan szemléltetjik a halmazok kdz6tti kapcsolatot?

. Melyik halmaz részhalmaza az 6sszes halmaznak?

©Oo0O~NOOOSA,WN-

I GYAKORLATOK

422.° Hogyan hivjuk a sz6g szaraitdl azonos tavolsagra 1évé pontok
halmazat?

423.° Mi a neve azon farkasok csapatanak, melyek egy vezérhez tar-
toznak?

424.° Nevezzétek meg iskolatok tanuléinak egyik halmazat!

425.° Hogyan nevezzik az egy iskolaban dolgozé tanarok halmazat?

426.° Adva van az f(x) = x? fuggvény. Helyettesitsétek a csillagokat
e vagy ¢ jellel Ggy, hogy az alabbi allitasok igazak legyenek:

D3*D(;  20*D(:  HOTEP:; 49 -3FE()
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427.° Az alabbi allitasok koziil melyek teljestilnek:

1)1 e{l,2,3}; 3) {1} € {1, 2}; 5) T ¢ {1, 2};

2)1e{l}; 4) {1} e {1}}; 6) @ e {}?
428.° frjétok le az alabbi egyenletek megoldashalmazait:

Dx(x—-1)=0; 3)x=2;

2) (x—2) (x2—4) =0; 4)x*+3=0!

429.° Adjatok meg a kovetkezd halmazokat elemeik felsorolasaval:
1) azokat a valddi torteket, melyek nevezdje 7;
2) azokat a valddi torteket, melyek nevezdje nem nagyobb mint 4;
3) a matematika szb beti;
4) az 5555 szam szamjegyei!
430.° Nevezzétek meg osztalyotok tanuléinak néhany részhalmazat!
431.° Legyen az A halmaz a koordindta sz6 betinek halmaza. Az alabbi
szavak kozil mely szavak bet{ii lesznek az A halmaz részhalmazai?

1) tind; 5) arad; 9) ordinata;
2) tanar; 6) atitat; 10) tarka;
3) ordit; 7) orr; 11) robot;
4) orkan; 8) tanoda; 12) akarat.

432.° Legyen az A halmaz az 1958 szdm szamjegyeinek halmaza. Az
alabbi szamok kozil mely szamjegyeinek halmaza részhalmaza az

A halmaznak?

1) x =98; 3) x =519; 5) x = 195 888;

2) x = 9510; 4) x = 5858; 6) x =91 258.

433.° Legyen az A # . Milyen két kiillonb6z6 részhalmaza van biztosan
ennek a halmaznak?

434.° EgyenlG-e az A és a B halmaz?
1)A={1,2}, B=1{2, 1}; 3) A={1}, B={{1}}?
2) A={(1; 0)}, B={(0; 1)};

435.° EgyenlG-e az A és a B halmaz, ha:

1) azAhalmazaz | x | = x egyenlet gyokeinek halmaza, a Bhalmaz
pedig a nemnegativ szamok halmaza;

2) az A halmaz azon négyszogek halmaza, melyek szemben fekvd
oldalai paronként egyenl6k, a B halmaz azon négyszogek halmaza,
melyek atléi metszéspontjukban felezik egymast?

436.° Az alabbi halmazok kozil melyik tires halmaz:

1) azon haromszoégek halmaza, melyek belsé szogeinek 6sszege 1809

2) a 8800 m-nél magasabb hegycstucsok halmaza;

3) azon hegyesszogl haromszogek halmaza, melyekben a stulyvonal

hossza egyenl§ azon oldal hosszaval, amelyre huzva van;

4) azon fuggvények halmaza, melyek grafikonja egy kérvonal?
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437.° Bizonyitsatok be, ha A « B és B < C, akkor A < C!

438.° Rendezzétek az alabbi halmazokat olyan sorrendbe, hogy minden
halmaz a kovetkezd halmaz részhalmaza legyen:
1) A halmaz a téglalapok halmaza, B halmaz a négyszogek halmaza,
C halmaz a négyzeteké, D halmaz a paralelogrammaké;
2) A halmaz az emlds6k halmaza, B a kutyafélék halmaza, C a ge-
rincesek halmaza, D a farkasfélék halmaza, E a ragadoz6 emldsok
halmaza!

I ISMETLO FELADATOK

439. Egyszerlsitsétek az alabbi kifejezéseket:
1) 5b__b+6 90 . gy _b+2 .b*-4 3,
b-3 2b-6 b2+6b° b2-20+1 3b-3 b-2
440. Egy motorcsénak 3 6ra alatt 36 km-t tett meg a folyén a folyas ira-
nyaban, majd az aramlassal szemben 4 6ra alatt 36,8 km-t. Mekkora
a foly6 sebessége?

441. Egy dobozban 42 ceruza van, 14 piros és 16 kék, a t6bbi pedig zold.
Mennyi a valészinlsége annak, hogy a véletlenszerlen kivett ceruza
nem piros és nem kék?

I NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK HASZNALATA

442, Péter és Demeter minden nap leir egy szamot. Az els6 nap mind-
ketten az 1-es szamot irtdk le. Minden kovetkezd napon Péter egy
1-est ir, Demeter pedig az el6z6 napon leirt szamok Osszegét. Le-
hetséges-e, hogy Demeter egyszer egy olyan szamot irjon, melynek
utolsé szamjegyei 101?

Szamhalmazok’

A természetes szamok azok a szamok, melyeket el§szor hasznalt az
emberiség. Ezekkel a szdmokkal akkor ismerkedtetek meg, amikor a
targyak megszamlalasaval foglalkoztatok. Az 6sszes természetes szam
alkotja a természetes szamok halmazat, melyet N bettivel jelolink.

A gyakorlati sziikség vezetett a tortszamok kialakuldsahoz. KésGbb
elengedhetetlenné valt olyan mennyiségek vizsgalata, melyek jellem-
zésére nem volt elegendd a pozitiv szdmok ismerete. Igy alakult ki a
negativ szam.

! Ebben az alpontban a halmazelmélet szimbdélumait hasznéljuk, melyek
elemeivel az elGz6 osztalyok matematikadrain tanultatok. Ha sziikséges, lapoz-
zatok vissza a 13. alponthoz!
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106 2.§. NEGYZETGYOK. VALOS SZAMOK

A természetes szamok, azok ellentettjei és a nulla alkotjak az egész
szamok halmazat, melyet Z-vel jeloliink.

Példaul -2€7Z, 0€Z, 5<Z.

A természetes szamok halmaza részhalmaza az egész szamok hal-
mazanak, vagyis Nc Z.

Az egész és a tortszamok (negativ és pozitiv tortek) alkotjak a racio-

nalis szamok halmazat, melyet Q betdvel jeloliink. Példaul %e@,
-0,2€Q, 0€Q, -3€Q, 15€Q.

Konnyen belathaté, hogy Z< Q. A 21. dbra szemlélteti az N, Z és
Q halmazok viszonyat.

Barmely racionalis szam felirhaté — alak-
n
ban, ahol m egész szam, n pedig természetes

A A A . —§ — :__3 :l :9
szam. Példaul: 5—1, 3 T 0,2 5 0 7

5,3 = % Lehetséges, hogy ebbdl az értelmezés-

b6l ered a racionalis kifejezés, mert a latin ra-
tionis sz6 egyik jelentése hanyados, arany.
21. abra A 6. osztidlyban mér tanultdtok, hogy bar-
mely racionalis szam felirhaté vagy véges, vagy
végtelen szakaszos tizedes tort alakban. Az ™ tizedes tort alakjat felir-
n

hatjuk, ha m-et elosztjuk n-nel.

Példaul: gzo,ﬁzs, % —0,454545....

Az %-ad véges tizedes tort alakban irhaté le, % -ed végtelen szakaszos

tizedes tort alakban. A 0,454545... szamban a 4-es és az 5-0s szamjegy
periodikusan ismétlédik. Az ismétl6dd szamok csoportjat szakasznak

nevezzuk, és zardjelbe tessziik: 0,454545... = 0,(45), vagyis % =0,(45).

Megjegyezziik, hogy barmely véges tizedes tort és barmely egész szam
felirhatd végtelen szakaszos tizedes tort alakban. Példaul:

0,625 = 0,6250000... = 0,625(0);

2 = 2,000... = 2,(0).

Tehat barmely raciondlis szam felirhato végtelen szakaszos
tizedes tort alakban.
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14. Szamhalmazok 107

Igaz az az allitas is, hogy barmely végtelen szakaszos tizedes tort
egy raciondlis szam masik alakja.

A 9. osztalyban fogjatok majd megtanulni, hogyan kell a végtelen
szakaszos tizedes tortet racionalis tort alakban megadni.

Két természetes szam Gsszege és szorzata 1s természetes szam.
A kulonbségiikre ez mar nem helytall. Két természetes szam kiilonb-
sége nem mindig természetes szam. Példaul: (6-7) ¢ N.

Két egész szam Osszege, kulonbsége és szorzata is egész szam.

, , oy 5
A hanyadosra ez mar nem érvényes: 7€ Z.

Két raciondlis szam Gsszege, kiillonbsége, szorzata és hanyadosa
(a nullaval val6 osztas kivételével) is racionalis szam.

Tehat a kivonas kivezet a természetes szamok N halmazabdl, az
osztas az egész szamok Z halmazabdl. Viszont a racionilis szamok
Q halmaza zart halmaz a négy alapm{iveletre.

De most ismerkedtetek meg egy Uj mivelettel, a gyokvondssal. Fel-
meril a kérdés, barmely racionalis szam négyzetgyoke racionalis szam-e,
azaz a gyokvonasra zart halmaz-e a racionalis szamok halmaza?

Vizsgaljuk meg az x? = 2 egyenletet. Mivel 2 > 0, ezért az egyenletnek
két gybke van, a /2 és —/2 (22. abra). Nem létezik olyan raciondlis
szam, melynek négyzete 2 (a bizonyitast elolvashatod a Tobbletfeladatok
cim rubrikdban Az irraciondlis szdmok felfedezése cimsz6 alatt), tehat
a /2 és a —/2 szdmok nem racionalisak. Ezeket a szamokat irracio-

nalis szamoknak nevezziik (az ir elGtag a tagadas szava, vagyis nem

racionalis).
Tehat a gy6kvonas kivezethet a ra- y=lx\| [Yh /
ciondlis szémok Qhalmazabl. \ /

Egyetlen irracionalis szam se irhatd

, , =2
fel % alakban, ahol m €Z és n e N, tehat Y \ /
I 1 I
'\ 1
nem irhatd fel végtelen szakaszos tize- L 5 L >
X
des tortként. /2 /2
Az irracionalis szamok végtelen
nem szakaszos tizedes tortek. 22, 4bra
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108 2.§. NEGYZETGYOK. VALOS SZAMOK

Példaul szamitégépes programmal megallapithatd, hogy
V2 =1,4142135623730950488016887242097... .

A V2 és —/2 nem az els§ irracion4lis szdmok, amivel mar idaig ta-
lalkoztatok. A © szam, a kérvonal hosszanak és atmerdjének az aranya
is irraciondlis szam:

7 = 3,1415926535897932384626433832795028841971693....

Nemecsak a gyokvondas eredménye lehet irracionalis szam, hanem
barmely nem szakaszos tizedes tort is. Akar magunk is alkothatunk
ilyen tortet.

Példaul a 0,1010010001000... szam is irraciondalis (a tizedes vesszd
utan tiz hatvanyait irjuk). Kénnyen belathato, ha feltételezziik, hogy
ennek a tortnek van szakasza, akkor valamelyik helyi értéktdl kezdd-
déen csak nullak lehetnek. Ez viszont ellentmond a konstrukciés elvnek.

A racionalis és az irraciondlis szamok alkotjak a valés szamok
halmazat, melyet R-rel jelolink (a latin realis sz6 els6 bet(je, az, ami
valéban létezik).

Tehat az Nc Z < Q lanc bévithets: NcZ cQc R.

Az ebben a fejezetben tanult szamhalmazok kozotti 6sszefliggést a
23. abra szemlélteti.

Valos szamok

Racionalis
szamok

Egész szamok

Irracionalis
szamok

Természetes
szamok

23. abra

Egy szakasz hossza mindig kifejezhetl egy valds szammal. Ez a
megallapitds koti 0ssze a valds szamokat a szadmegyenes pontjaival.
Az O ponthoz, a szamlalas kezdépontjahoz rendeljiikk hozza a 0-at. A
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14. Szamhalmazok 109

szamegyenes minden, az O ponttdl kiilonbo6z6 A pontjanak feleltessiik
meg az OA szakasz hosszat, ha az az O ponttél jobbra van és az OA
szakasz hosszanak ellentett értéke, ha az A pont az O ponttdl balra
van. Kénnyen belathat6, hogy minden valds szamnak megfelel egy pont
a szamegyenesen.

A valés szamok halmaza mind a négy alapmiveletre zart halmaz
(kivéve a nullaval vald osztast). Ezekre a miiveletekre a szamotokra
mar ismert tulajdonsagok érvényesek.

a+b=b+a Az 6sszeadas felecserélhetGségi tulaj-
donsaga
ab = ba A szorzas felcserélhetGségi tulajdonsaga
(@+db)+c=a+(b+c) Az 6sszeadas csoportositasi tulajdon-
saga
(ab) ¢ =a (be) A szorzés csoportositasi tulajdonsaga
ab+c)=ab+ac A szorzas széttagolasi tulajdonsaga

A valés szamok 6sszehasonlitasat a tizedes tortekre alkalmazott sza-
baly szerint végezziik, tehat a megfeleld helyi értéken allé szamjegyek
alaki értékét hasonlitjuk ossze. Példaul: 7,853126... < 7,853211... .

Barmelyik pozitiv valés szam mindig nagyobb, mint a nulla, és na-
gyobb, mint barmelyik negativ szam. Barmelyik negativ szdm mindig
kisebb, mint a nulla. Két negativ szam kozil az a nagyobb, amelyik
abszolut értéke kisebb.

Ha feltiintetiink két valds szamot a szamegyenesen, akkor a kisebbik
szam mindig balra fog elhelyezkedni a nagyobbiktdl.

A korvonal hosszanak meghatarozasakor a © értékét két tizedesjegy-
re kerekitve hasznaljuk = (& =~ 3,14). Hasonlbéan, ha valés szamokat
tartalmazé kifejezés értékét kell meghatarozni, akkor az irracionalis
szamokat kozelitd értékeikkel helyettesitjik. Példaul: V2 = 1,414 vagy
V2 = 1,415. Az els6 esetben lefelé kerekitettiink ezrednyi pontossaggal,
mig a masodik esetben felfelé ugyanilyen pontossaggal. Bévebben a
kozelits értékekkel a 9. osztalyban fogtok talalkozni.

Végil megjegyezziik, hogy barmely nemnegativ valds szam négyzet-
gyoke valés szam. Tehat a valds szamok R halmaza a gyokvonasra zart
halmaz.
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110 2.§. NEGYZETGYOK. VALOS SZAMOK

. Mely szamok alkotjak az egész szamok halmazat?

. Milyen betivel jeldljik az egész szamok halmazat?

. Mely szamok alkotjak a racionalis szamok halmazat?

. Milyen bettivel jeldljik a racionalis szamok halmazat?

. Milyen alakban irhaté fel barmely raciondlis szdm?

. Milyen 6sszefliggés van a racionalis szamok és a végtelen szakaszos
tizedes tortek kozott?

. Hogyan hivjuk azokat a szamokat, amelyek nem racionalisak?

. Mely halmazok egyesitése alkotja a valés szamok halmazat?

. Milyen betlivel jeldljik a valés szamok halmazat?

. Milyen 6sszefliggés van az N, Z, Q és R szamhalmazok kézott?

OB OWON-=-

© 0 oo N

I GYAKORLATOK

443.° Az alabbi allitasok koziil melyik hamis:

1) a —3 valds szam,; 3) a —3 egész szam,;
2) a —3 racionalis szam; 4) a —3 természetes szam?
444.° Tgazak-e az alabbi allitasok:
1) 1eN; 4) 1eR; N7 2R;
N1eZs 5) 2,3 N; 8) V121 ¢ R;
3)1eQ; 6) -2,3eR; 9)§GR?
445.° Igazak-e az alabbi allitasok:
1) 0eN; 3)0 e R; 5)-%1@; 79 e7;
2) 0¢7; 4) —%e@; 6) V9 Q; 8) V9 eR?

446.° Igazak-e az alabbi allitasok:

1) minden természetes szdm egész szam,;

2) minden természetes szam racionalis szam;

3) minden természetes szam valds szam;

4) minden racionalis szam egész szam,;

5) minden valds szam racionalis szam,;

6) minden raciondlis szam valds szam,;

7) minden irracionalis szam valds szam;

8) minden valés szam vagy racionalis vagy irracionalis szam?
447.° Az alabbi szamok koziill melyek egy racionalis szam tizedes tort

alakja és melyek irracionalis szamok:

1) 0,(3);

2) 0,4(32);
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3) 0,20200200020... (a 2-es szamjegyek kozotti nullak szama eggyel

né)?
448.° Hasonlitsatok 0ssze az alabbi szamokat:
1) 6,5642... és 6,452...; 2) —24,064... és —24,165... !
449.° Hasonlitsatok 6ssze az alabbi szamokat :
1) 0,234... és 0,225...; 2) —1,333... és —1,345... !

® 450.° SzAmol4gép segitségével adjatok meg /3 szdzadokra kerekitett
értékét: 1) felfelé kerekitve; 2) lefelé kerekitve!

451.° Szamolégép segitségével adjatok meg V5 szdzadokra kerekitett
értékét: 1) felfelé kerekitve; 2) lefelé kerekitve!

452." Nevezzétek meg az a-nak legalabb egy olyan értékét, melynél az
x? = a egyenletnek:
1) két racionalis gyoke van;
2) két irracionalis gyoke van;
3) nincs megoldasa!

453.° Hasonlitsatok 6ssze az alabbi szamokat:
1) % és 6,12; 4) —2,(36) és —2,36;

2) 3,(24) és 3,24; 5) 7,(18) és 7,(17)!
3) m és 3,(14);
454." Hasonlitsatok 6ssze az alabbi szamokat:

1) % 65 0.,2; 2) % 6s 0,77: 3) —1,(645) és —1,(643)!

455.° Rendezzétek csokkend sorrendbe a 3,(16); w; —1,82...; —0,08...;
2,(136) szamokat!

456." Rendezzétek novekvl sorrendbe a kovetkezd szamokat: 1,57;

1,571...; g; 1,(56); 1,(672)!

457.” Igazoljatok, hogy két racionalis szam Gsszege, kiilonbsége, szorzata
és hanyadosa is racionalis szam!

458.” Igazoljatok, hogy egy racionalis és egy irracionalis szam Gsszege
irracionalis!

459.” Igaz-e, hogy:
1) barmelyik két irraciondlis szam Gsszege irracionalis;
2) barmelyik két irraciondlis szam szorzata irraciondlis;
3) barmelyik irracionalis és barmelyik raciondlis szdm szorzata

irracionalis?
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I ISMETLO FELADATOK

460. Egy kilencszintes éptlilet minden szintjén és minden 1épcséhazaban
8 lakas van. Hanyadik 1épcs6haz, melyik szintjén van a 186. lakas?

461. Az a és b természetes szamok kozul az a paros szam, a b pedig
paratlan. Az alabbi kifejezések kozil melyik értéke nem lehet ter-
mészetes szam:

2
D oo 2) 4 8) 3% 4 22
5a b a

462. Igazoljatok, hogy a valtoz6 minden megengedett értékére a

3 2 2 2a-4
+ (a-2)" ———
(4—4a+a2 a2—4) ( ) a+2

kifejezés értéke fluggetlen az a valtoz6 értékétsl!

463. Egy vodorben néhany liter viz van. Ha kiontjiik a vodorben 1évé viz
felét, akkor 14 literrel kevesebb viz marad benne, mint amennyi
belefér. Ha 4 liter vizet hozzaontiunk, akkor a vodor Grtartalmanak

%-a lesz tele vizzel. Hany literes a vodor?

r UJ TEMAVAL ISMERKEDUNK

464. Hatarozzatok meg a kovetkezs kifejezések értékét:
DI1-351-1261I; 2)1-961—1-32|!

465. Melyik szam abszolut értéke 6?

466. Mely szamokra igazak az alabbi egyenlGségek:
Dlal=q lal=1-al;
2) lal=-q hlal=-1lal?
467. Mely szamokra igazak egyszerre az alabbi egyenlGségek:
la|l=aés | al|=—a?
468. Hatarozzatok meg az a?, (—a)? és | a |? kifejezések helyettesitési
értékeit, ha a = -8 és a = 7! Vonjatok le kovetkeztetést!

469. Ismeretes, hogy a > 0 és ¢ < 0. Hasonlitsatok 6ssze az alabbi kife-
jezéseket nullaval:
1) a’ct; 2) ac®!
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I NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK HASZNALATA

470. Egy szazad katonai kozll minden éjszaka harman 6rkédnek! Meg
lehet-e szervezni Ggy a szolgalatot, hogy egy id6 utan minden katona
pontosan egyszer 6rkédjon a tébbi katonaval?

Az irracionalitas felfedezése | Y’}

A 14. pontban az x? = 2 egyenlet
megoldasa soran megallapitottuk, hogy
az OA és OB szakaszok hossza /2
(24. 4bra). Megmutatjuk, hogy a /2
irraciondlis szam. y=21 [\ /

17 \

—
~

Tegyiik fel, hogy a v2 racionalis 5 1 i
B) | -
szam. Akkor felirhatjuk % egyszer(sit- _150] 15 x
hetetlen tort alakban, ahol m és n ter-
mészetes szam. Azt kapjuk, hogy:
24. abra

2=

2 2
De akkor (\/5)2 :(%) ; 2:m_2; m? = 2n2.
n

Az utolsé egyenlGségbdl kivetkezik, hogy m? paros. De ez azt jelenti,
hogy akkor m is paros szam. Tehat m felirhat6 2k alakban: m = 2k, ahol
k természetes szam. Felirhatjuk, hogy (2k)? = 2n?; 4k? = 2n?, n? = 2k2.
Ebbdl viszont az kovetkezik, hogy n? paros, tehat n is paros szam.

Vagyis az % tort szamlaldja és nevezdje is paros, tehat a tort egysze-

rlsithetd. Ez viszont ellentmond eredeti feltételezésiinknek.

Az el6z6 példa (a 24. abran az OA és OB szakaszok hossza) szemlél-
teti, hogy létezik olyan szakasz, melynek a hosszat nem lehet racionalis
szammal kifejezni, tehat a szakaszok mérésére nem elegenddék a raciondlis
szamok.

Ezt a tényt az 6kori Gorogorszagban, Puthagorasz iskol4djaban fe-
dezték fel.

ElGszor a puthagoreusok ugy vélték, barmilyen AB és CD szakaszhoz
lelhet6 olyan MN szakasz, amely maradék nélkiill néhanyszor ramérhetd
az adott szakaszokra. Ebbél kovetkezik, barmely két szakasz aranya ki-
fejezhetd természetes szamok hanyadosaként, vagyis racionalis szammal.
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114 2.§. NEGYZETGYOK. VALOS SZAMOK

Példaul a 25. dbréan AB = 5MN és CD = 2MN, igy Cﬁg =§- Az MN

szakaszt az AB és a CD szakaszok koz6s mértékének nevezziik.
Ha két szakasznak létezik kozos mértéke, akkor a szakaszokat 6sz-
szemérhet6knek nevezzik. Példaul az AB és CD szakaszok (25. 4bra)

O0sszemérhetdk.
B C
A B
C D A D___ E
I
Me—N I
I
I
F
25. abra 26. abra

Az 6kori gorogok ugy tekintették, hogy barmely két szakasz 6ssze-
mérhetd, és ez lehetdséget adott arra, hogy barmely szakasz hosszat
racionalis szdmmal fejezzék ki.

Valdban, ha az AB szakaszt egységnyi szakasznak valasztjuk, akkor
az AB szakaszra és barmely CD szakaszra létezik olyan e szakasz, amely
az adott szakaszok k6zos mértéke. Tehat AB = ne és CD = me, ahol m

CD me

és n természetes szam. Vagyis —— =2 = Mivel AB = 1, {gy CD =,
AB ne n n

Maguk a piithagoreusok fedezték fel, hogy a
négyzet atléja és oldala 6sszemérhetetlen, ,asz-
sziimetron”. Tehat ha a négyzet oldalat vesszik
egységnek, akkor az atl6 hosszat nem lehet racio-
nalis szammal kifejezni.

Ahhoz, hogy ezt bebizonyitsuk, vegyink egy
tetszdleges ABCD négyzetet, melynek az oldalat
tekintsiik egységnek. A négyzet teriilete
AB? = 1. Szerkesszilink az AC atléra ACEF négy-
zetet (26. abra). Nyilvanvald, hogy az ACEF
négyzet teriilete 2-szer nagyobb az ABCD négy-

Piithagorasz o, . .
(Kr. e. 570 koériil- zet tertileténél. Mivel AC? = 2, innen AC =4/2.

500 kordl) Tehat az AC 4tl6 hosszat nem lehet racionalis
szammal kifejezni.
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15. A szamtani négyzetgyok tulajdonsagai 115

Ez a felfedezés megvaltoztatta az 6kori tuddsok egyik posztulatumat,
amely azt mondta ki, hogy barmelyik két mennyiség aranya kifejezhetd
két egész szam hanyadosaként.

Egy legenda szerint ezt a felfedezést a puthagoreusok a legnagyobb
titokban tartottak, és azt az embert, aki elmondta, azt az istenek meg-
buntették. Hajokatasztréfaban halt meg.

I GYAKORLATOK

1. Bizonyitsatok be, hogy a /3 irracionalis sz4m!

2. Igazoljatok, ha egy természetes n szdm nem négyzetszam, akkor vVn
irracionalis szam!

A szamtani négyzetgyok
tulajdonsagai

Koénny( belatni, hogy V52 =5, \1,42 =1,4, V02 =0. Azt hihetnénk,
hogy \/E =a. De ez nem igy van. Péld4aul a /(-5)? =—5 egyenl8ség nem

igaz, mivel -5 < 0. Valdjaban ,/(-5)? =5. Ugyanigy meggy6zédhetiink

arrol, hogy (-7)? =7 és +/(-2,8)% =2,8.
Altaldnosan igaz a kovetkez§ tétel.

15.1. tétel. Barmely valos szamra igaz az alabbi egyenldség:
va®=|a|.

Bizonyitds. Ahhoz, hogy bebizonyitsuk a Ja=b egyenlGséget,
igazolni kell hogy b > 0 és b2 = a.

Barmely a-ra |a| > 0.

Az abszolut érték meghatarozasa alapjan: (la|)? = a? A

A kovetkezd tétel altalanositja az el6z6 kijelentést.
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116 2.§. NEGYZETGYOK. VALOS SZAMOK

15.2. tétel (a hatvany négyzetgyoke). Barmelyvalos
a szamra és természetes n-re igaz az alabbi egyenldség:

[aZn =|an |

A tétel bizonyitasa az el6z6 tétel bizonyitasahoz hasonld. Végezzétek
el 6nalléan!

15.3. tétel (a szorzat négyzetgyoke). Minden valés
a>06ésb>0szamra igaz az alabbi egyenléség:

Jab =a -b.

Bizonyitds. Mivel Ja >0 és \/3>0, igy Va -\b>0.
A szorzat négyzetére vonatkozo azonossaghdl kovetkezik:

(\/E . \/5)2 =(\/E)2 (\/I;)Z —ab. Tehat a Va - Vb szorzat csak nemne-
gativ értéket vesz fel és a négyzete egyenls ab-vel.
Megjegyezziik, hogy ez a tétel érvényes tobb tényezére is. Példaul,
haa>0,b>0ésc >0, akkor

Jabe = J(ab) ¢ =Jab e =a b -e.

15.4. tétel (a tort négyzetgyoke). Minden valés
a>0ésb>0szamra igaz az alabbi egyenliség:

\/E _Va
b Vb
A tétel bizonyitasa az el6zd 15.3. tételhez hasonldé.

Konnyen belathatd, hogy két S, és S, teriletl négyzet koziil annak
nagyobb az oldala, melyiknek a teriilete nagyobb

VS, (27. 4bra). Tehat, ha S, > S,, akkor /S, >./S,.

/S Ezen egyszerd gondolatmenet alapjan megalla-

S, - pithatjuk, hogy minden nemnegativ a, és a,
S, valoés szamra, ha a, > a, akkor \/a71>\/a72.

27. abra 1. PELDA. Hatarozzatok meg a kévetkezd
kifejezések értékét:

D VT 2 V125 8) 081225 4 |19

Megoldds. 1) (7,3 =| -7,3|=7,3.
2) V1,2* =1,22 =1,44.
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15. A szamtani négyzetgyok tulajdonsagai 117

3) /0,81-225 =4/0,81-4/225 =0,9-15=13,5.

16 _V16 _4 ,

4) L6 V16 _4
)19~ Ja9 7

2. PELDA. Hatarozzatok meg az aldbbi kifejezések értékét:

1) VI8 E: 2 %z

Megoldds. 1) A négyzetgyokok szorzatat helyettesitsiik a szorzat

négyzetgyokével:
V18 /2 =./18.2 =/36 =6.

2) A négyzetgyokok hanyadosat helyettesitsiik a hanyados négyzet-

gyokével:
Noa _ [24 _ [a_2 ,
J150 150 25 5’

3. PELDA. Egyszersitsétek a kovetkezd kifejezéseket: 1) va't;
2) V9a%, ha a<0; 3) Vm®n?, ha m>0, n<0; 4) Va®®!
Megoldads. 1) A hatvany négyzetgyokének azonossaga alapjan:
a’, haa>0,
/a14 =| a7 |=
—-a",haa<0.
2) A hatvany négyzetgyokének azonossdga alapjan: vV9a® =3-| a®|.
Mivel a < 0, ezért o® < 0. Igy
V9a°® =3-| a® |=-3a’.
3) Vm*n® =|m|-|n|. Mivel m > 0, ezért | m | = m. Viszont n <0,

ezért | n | =—n. Igy |m|-|n|=m-(-n)=-mn.
4) Va®® =| a'® |. Mivel a'®> 0, ezért Va® =|a'® |=a'®. A
4. PELDA. Hatarozzatok meg a kovetkezs kifejezések értékét:

1) V3872-122; 2) \/8-648; 3) \/16,9-0,4!

Megoldds. 1) A gyok alatti kifejezést alakitsuk szorzatta:

V872122 = [(37-12)(87+12) =/25-49 =57 =35.
2) A gyok alatti kifejezést alakitsuk négyzetek szorzatava:

J8-648 =./8.2.324 = /16324 =418 =72.
3) \16,9-0,4 =,/169-0,04 =13-0,2=2,6. A
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5. PELDA. Abrazoljatok az y=\/?+x YA

figgvényt!

Megoldds. Mivel Jx?=|x|, ezért

y=1x|+=x

Ha x > 0, akkor y = x + x = 2x.

i

Ha x <0, akkor y =—x + x=0.

Tehdt u— 2x,hax>0, O 1 x
18t Y70, nax<o.
A fliggvény grafikonja a 28. abran lathato. A 28. abra

. Mivel egyenl6 \/a_z?

. Fogalmazzatok meg a hatvany szamtani négyzetgyokérdl szolo tételt!
. Fogalmazzatok meg a szorzat szamtani négyzetgyokérdl szolo tételt!
. Fogalmazzatok meg a tért szamtani négyzetgyokeérél szolo tételt!

a b ON =

. Ismeretes, hogy az a, és a, nemnegativ szamokra a, > a,. Melyik szam

nagyobb — a \/aT vagy \/;2 ?

I GYAKORLATOK

471.° Mennyi az alabbi kifejezések értéke:
1) J0,4%; 1) 31,2 7 5\(-10);
2) J(-1,8)% 5) V6*; 8) —4 /(-1
3) 24/(-15)%; 6) \(-2)'%; 9) —10+/3°?
472.° Szamitsatok ki az alabbi kifejezés értékét:
1) Va?, ha a = 4,6;-18,6; 3) 0,1Vc®, ha c=-2; 5!
2) Vb*, ha b=-3; 1,2;
473.° Szamitsatok ki a kovetkezd kifejezések értékét:
1) 9-25; 5) 1/0,09-0,04; 9) /2564 -0,36;
2) J16-2500; 6) \/6,25-0,16; 10) ,/0,01-0,81-2500;

3) /0,64 -36; 7) /6% 3%; 11) %;
4) J400-1,44; 8) 7725 12) %;
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/ 13, 169 . 121-256,
13) 336’ 15) 36-81’ 16) 25-100

o1 514
14 —.2==;
) 316 225’

474.° Mennyi a kévetkezd kifejezések értéke:

1) |/36-81; 5) /0,36 -1,21; 9) {/2,25-0,04-1600;
2) /900 49; 6) /5% 3°; 10) 13%;
3) J16-0,25; 7) J4* 37 11) 1%.2;“5;
4) /9-1,69; 8) /28 52 12) %%‘?
475.° Hatarozzatok meg a kévetkezd kifejezések értékét:
1) V12 -V/3; 4) J0,009-41000; 7 2,4 -,l1§;
2) V/32-/2; 5) V200 -/0,18; 8) J%«/@J%;
3) V18 -\/50; 6) V1342 -/26; 9) |2°.3./2°.3%
476.° Hatarozzatok meg a kovetkezs kifejezések értékét:
1) V27 -4/3; 3) V10 -\12,1; 5) 1%-\/2,8;
2) V18 -/2; 4) J0,5 - /50; 6) \/5-2 /5% 2%!
477.° Hatarozzatok meg az alabbi kifejezések értékét:
NEN Va8’ V50’ V2
2) @; 4) _\/3’2; 6) i; 8) i]
V2 0,2 V147 V3415
478.° Hatarozzatok meg az alabbi kifejezések értékét:
48 . J6,3. V62,
1)~ 3) =3 5) —=!
NE] 0,7 V3
2 V150 " Jos
NG V242’
479." Az a szam mely értékeinél teljesiilnek az alabbi egyenldségek:
1)\/a72:a; 2)\/a_2=—a?
480." Az a és a b szamok mely értékeinél teljesiilnek az alabbi egyen-
16ségek:

D) Vab=va -\b;  2) Jab=v-a -V-b; 3) V-ab=va J-b?
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481." Hatarozzatok meg az alabbi kifejezések értékét! A gyok alatti
kifejezéseket alakitsatok at négyzetek szorzatava:

1) J18-32; 4) |J75-48; 7 J2,7-1,2;

2) /8-98; 5) /288 -50; 8) \/80-45;

3) /3,6-14,4; 6) 4,5-72; 9) /33-297!
482.° Hatarozzatok meg a kovetkezs kifejezések értékét:

1) \/18-200; 3) J14,4.0,9; 5) J12,5-32;

2) {/3,6-0,4; 4) {J13-52; 6) /108-27!

= 483.° Hatarozzatok meg a kovetkezd kifejezések értékét:

2 2
1) V412 -40%; 3) V8,52 —17,5%; 5) 155" -134 :

84
2 2

2) V1457 —144%; 4) /21,82 -18,22; 6) 1392 —862!
98,5% - 45,5

484.° Hatarozzatok meg a kovetkezs kifejezések értékét:

1) /6,87 —3,22; 2) /08,57 -97,5%  3) |— 28
) ) ) 2282 — 1642

485." Helyettesitsétek az alabbi kifejezéseket veliik azonos, gyokot nem
tartalmazé kifejezéssel:

1) Vo2 9) —0,4 Vc?; 3) Va®; 4) m®!

486." Helyettesitsétek az alabbi kifejezéseket gyokot nem tartalmazo,
veliik azonos kifejezéssel:

1) 1,2/x?; 2) Ju'; 3) Vn'°!
487." Egyszer(lsitsétek az alabbi kifejezéseket:
1) Vm?, ha m > 0; 7) J81x*y?, ha y>0;
2) Vn?, han<0; 8) /0,01a%", ha a <0, b>0;

3) y16p?, ha p>0; 9) —1,2x v64x'®, ha x<0;
12,22 36
4) \/0,36%, ha £<0; 10) —V‘Qb‘;;’, ha b < 0;
a c

4 24
5) Vc'?; 11) 3’3;1 Jb—%, haa<0;
b 121a
6) 40,250, ha b<0; 12) —0,5m°1,96m%n®, ha m <0!

488." EgyszerUlsitsétek az alabbi kifejezéseket:

1) V9a's; 5) v p°q®, ha p>0;
2) 4/0,81d°%, ha d >0; 6) V25m* n3, ha m<0, n<O0;
3) —5+/4x?%, ha x<0; 7) ab®>Va'v®c??, ha b>0, ¢ <0;
3.4 3040
4) =0,141002°, ha z>0; 8 —8”;21’ ,/62154’1 P ham<0,k>0!
m
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489.” Az alabbi allitasok kozil melyek teljestilnek az a barmely valds
értékére:
l)ﬁza; 2)\/(74:(12; 3)\/a_6=a3; 4)\/a_8:a4?
490.” Mely valods a értékekre igazak a kovetkezl egyenldségek:

1)\/a_1°:a5; 2)\/aT°:—a5; 3)\/(1_2:(\/;)2; 4)\/;2(\/;)2?

491.” Abrézoljétok az alabbi fliggvényeket:

1)y=\/?—x,hax<0; 3) y:&.\/Z;
2
2) y=2x+x%; 4) y=—"_+3!

Ja?

492. Abrézoljétok az alabbi fliggvényeket:

1)y=\/?—2x,hax>0; 2) y=--xJ-x!

493." Mely x-ekre igazak az alabbi egyenlfségek:

1) Va? =x—4; 2) Va? =6-x; 3) 2Vx? =x+3?
494." Oldjatok meg az aldbbi egyenleteket:
1) Va2 =x+8; 2) Vx? =6x-10!

I ISMETLO FELADATOK

=l 495. Hatarozzatok meg az
( a*~5a 25 j 125-4°
a’®-10a+25 a*-25) b+a
kifejezés értékét, ha a = 4,5!

496. Egy traktorosnak 8 nap alatt kell bevetnie a kijelolt foldteriiletet. A
rossz id6 miatt naponta a tervezettnél 3 hektarral kisebb foldtertiletet
tudott csak bevetni. fgy 10 nap alatt végzett a munkaval. Mekkora
foldtertiiletet kellett a traktorosnak bevetnie?

497. Az a és b természetes szamok kozul a paros, b paratlan. Az alabbi
kifejezések kozil melyik értéke lesz barmely a-ra és b-re paros:

. ab azb. a_bzf,
1) (a + b) b’ 2) ?7 3) T’ 4) 2 .

I NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK HASZNALATA

498. A tablara felirtak 102 egymaést kovetd természetes szamot. Felbont-
hatok-e ezek a szamok két olyan csoportra, melyek 6sszege primszam
(egy-egy csoportban legaldbb két 6sszeadanddénak kell lenni)?
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Négyzetgyokot tartalmazo kifejezések
azonos atalakitasai

A szorzat négyzetgySkének azonossiga alapjan atalakitjuk a 48
kifejezést:

V48 =./16 -3 =116 -3 =4+3.

Tehat a /48 felirhaté egy racionélis szdm, a 4 és egy irracionélis
szam, a +3 szorzataként. Ezt az eljarast a négyzetgyokjel aloli ki-
emelésnek nevezzik. Ebben az estben a 4-et hoztuk ki a gyokjel aldl.

Figyeljik meg az el6z6 atalakitast forditott sorrendben:

4/3=116 -\/3=/16 -3 =/48.

Ez az eljaras bevitel a négyzetgydkjel ala. Ebben az estben a 4-es

tényezdt vittiik be a gyokjel ala.

1. PELDA. Az alabbi kifejezésekben emeljiink ki tényezét a gyokjel

all: 1) V150; 2) V72a8; 3) Vb*°; 4) V-b**; 5) Va®b?, ha a < 0!
Megoldds. 1) A gyokjel alatti szamot irjuk fel olyan szorzatként,
melynek egyik tényezGje négyzetszam:

J150 = /256 =5 6.

2) V72a® = /36a® -2 =6a* 2.
3) A feltételekbdl kévetkezik, hogy b > 0, ezért

Vb* =\b*b =| b7 [ b =b"" Vb,

4) A feltételekbdl kovetkezik, hogy b < 0, ezért

V=67 = b3 (-b) =| b1 [V=b = -b1" J-b.
5) A feltételekbdl kovetkezik, hogy a? > 0. Mivel a gyok alatti kifejezés
nemnegativ, ezért b > 0. fgy

Ja?® =a% =|a|-|b | Vo =—abb. A
2. PELDA. Az alabbi kifejezésekben vigyiink be tényezét a gyckjel
ald: 1) —27; 2) a/T; 3) 3b\/%; 4) e
Megoldds. 1) 27 =4 -7 =—/28.
2) Ha a > 0, akkor aﬁ:\/a_z-ﬁ:W; ha a < 0, akkor g+/7 =
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3) A feltételekbdl kovetkezik, hogy b < 0, ezért

3b\/%=—\/9?-\/g:—,/9b2.(—§)=—\/3?.

4) A feltételekbé] kovetkezik, hogy ¢ > 0, ezért ¢ ve =ve? -e” =v/c®. A
3. PELDA. Egyszer(sitsétek az alabbi kifejezéseket:

1) V54a +~/24a -/600a;  2) (3+2+/3)(2-3);

3) (7-3+2)° ~(¥10 ++5) (v10 —+5)!

Megoldds. 1) Emeljiink ki tényezdt a gyokjel alol:
V54a +/24a —/600a = \/9-6a +/4-6a —[100 -6a =
=3+/6a +26a —~106a =+/6a (3+2-10)=+/6a - (-5)=-5/6a.

2) (3+23)(2-3)=6-3v3+43-2(v3) =6+ /3 -6=+3.

3) Alkalmazzuk a kulonbség négyzetének és a kéttag kiilonbsége és
Osszege szorzatanak nevezetes azonossagait:

(7-32) - (V10 +v5) (V10 -+5) =72 -2.7-32 +(3+2) -
(V10 -(V5)) = 49-422 +18-(10-5)=62-422. A
4. PELDA. Alakitsuk szorzatta a kovetkezd kifejezéseket: 1) a® — 2;

2)b—4,hab>0; 3) 9c—65c +5; 4) a+a; 5) /3+6; 6) V35-+/15!
Megoldads. 1) Irjatok fel az adott kifejezést négyzetek kiillonbsége-

ként: a2—2=a2—(\/§)2=(a—\/§)(a+\/§).

2) Mivel a feltétel szerint b >0, ezért b—4 = (\/5)2 —-4= (\/5 —2) (\/5 + 2).
3) Alkalmazzuk a kéttagu kifejezések négyzetének azonossagat:

9c—65c+5=(3ve) ~2-3vc V5 +(V5) =(3e —5)".
4) Emeljunk ki k6zos tényezGt: a+\/;=(\/5>2+\/52\/g(\/5+1).

5) V3+6=+3+2-(3) =3 (1+243).
6) V3515 =5 -V7-V5-V3=15(V7-3). A

5. PELDA. Egyszertsitsétek a kivetkezd torteket: 1)

b-1 .

\/I;+1’

2—3\/5,3) a-b
Voo T a-2Jab+b

Megoldds. 1) A tort szamlalgjat alakitsuk szorzatta:

b-1 ()1 (Wb-DWb+1)
\/E+1_ \/;+1 B \/l;+1 _\/5 .
2—3\/5:(\/5)2—3\/52\/5(\/5—3):\/5_3.
2

J2 V2 J2

2) ,haa>0ésb>0!

2)
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3) Mivel a > 0 és b > 0, igy szorzatta alakithatjuk ugy a szamlalét,
mint a nevezdt:

ab__(a-b)(a+b) _Jario ,
a-2vab+b  (Ja—_b) NP

A nevezo gyoktelenitése azt jelenti, hogy a tortet Ugy bévitjik,
hogy a nevez§jében ne legyen gyokos kifejezés.

6. PELDA. Gyoktelenitsiik a kovetkezs tortek nevezsjét: 1) %;

!

2)

5J_1

Megoldds. 1) Bovitsik a tortet x/§‘-mal, vagyis szorozzuk meg a
szamlalét és a nevezét is +/3-mal:

15 _ 1543 1543 1543 543

23 2343 g(J3)° 28 2
2) Szorozzuk meg a szAmlalét és a nevezét is 52 +1 kifejezéssel:
14 14(5+2+1)  14(5v2+1) 14(5v2+1)
5v2-1 (5v2-1)(542+1) (542)-1  50-1
“14(5+2+1) 2(5v2+1) 104/2+2 N
49 7 7

7. PELDA. Igazoljuk a

B [

azonossagot!
Megoldds. (\/;\C;IJr\/—\/E\/—_Zb{‘Z_b)(\/_ \\/f—b:/gj

Ja(a—b)+vb (Va+o) 2 ab (f Jo Wax J)J:
(Ja +6) (Ja o) NN

=a—x/ﬁ+\/ﬁ+b+2\/a_'(\/;_\/E)z(a+2\/ﬁ+b)(x/a_—\/g)=
~(a+vb) (Wa—b)
Ve o) (Wa ) Vet 4

8. PELDA. Egyszer(sitsétek a \12+6 /3 kifejezést!
Megoldds. Alakitsuk a gyok alatti kifejezést teljes négyzetté:

124643 =9+2-3v3+(V3) =\(34+3) =|3+ 43 | =3+ 3. A
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16. Négyzetgyokot tartalmazo kifejezések azonos atalakitasai 125

I GYAKORLATOK

499.° Emeljetek ki tényez6t a gyokjel aldl:

1) V/8; 4) \/54; 7 J275; 10) +/0,48;
2) V12; 5) \490; 8) V/108; 11) V/450;

3) V/32; 6) v/500; 9) /0,72; 12) /36 300!

500.° Egyszerisitsétek az alabbi kifejezéseket:

1) %JE; 2) %\/128; 3) %\/200; 4) 0,05 /4400
501.° Emeljetek ki tényezdt a gyokjel alol:

1) V27; 4) V125; 7) -2.0,18;  10) %@;

2) V24; 5) %\/96; 8) %\/ﬁ; 11) 10/0,03;

3) V/20; 6) 0,44250;  9) 0,841250;  12) 0,7 1000!
502.° Vigyetek be tényezsit a gyokjel ala:

1) 7V2; 4) ~1014; 7 i\/@; 10) —0,3 100

2) 313; 5) 5+/8; 8) —% J54; 11) 3 \E;

3) —217; 6) 6 Va; 9) %x/128a; 12) %1%!

503.° Vigyétek be a gyokjel ala a gyokjel el6tt all6 tényezdt:

1) 26; 3) -11/3; 5) —7/3¢; 7 s\/%;

2) 942; 4) 12 Vo; 6) ~10/0,7m;  8) —% 18p!
504.° EgyszertUsitsétek a kovetkezd kifejezéseket:

1) 4Va+3Va -5a; 3) 5c +3d —Je +3d;

2) 6/b +2/b -8 b; 4) V5 +7 5 —4 /5!
505.° EgyszerUsitsétek a kovetkezs kifejezéseket:

1) 3va-2+a; 3) 96 -2v3 +83 -3 /6!

2) Ve +10 e —14e;

506.° Egyszer(lsitsétek az alabbi kifejezéseket:

1) V94 + 254 —/49a; 3) 2.0,04¢ - 0,3 16c+§\/0,81c;
2) V64 —%\/3619; 4) 0,4100m +15,/%m ~1,2./2,25m!
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126 2.§. NEGYZETGYOK. VALOS SZAMOK

507.° EgyszerUsitsétek az alabbi kifejezéseket:
1) 2V4x + 6 16x —/625x; 2) 3,/0,09y 0,6 144y +§ , /%y!

508.° Egyszertsitsétek az alabbi kifejezéseket:

1) 82 -/32; 4) 2/500 -8 /5;

2) 6/3 -/27; 5) 57 —\[700 - 0,5 /28;

3) \/96 —3/6; 6) 2/20 - V45 -0,6 125!
509.° Racionalisak vagy irracionalisak-e az alabbi kifejezések:

1) V48 -6 -4+/3; 2) V162 -9+2 +/27?
510.° Egyszerisitsétek a kovetkezs kifejezéseket:

1) 4700 -277; 4) 5412 -7+/3;

2) V75 -6+/3; 5) 3472 -4+/2 +2/98;

3) 2450 -8 /2; 6) 3 108 +/363 -2
511.° Egyszertsitsétek a kovetkezs kifejezéseket:

1) V2 (/50 +8); 3) (3v5-4+/3)-/5;

2) (V3-12)-/3; 4)2&(35—%&4?5)!
512.° EgyszerUsitsétek az alabbi kifejezéseket:

1) V7 (V7 -/28); 3) (4+/3-75+4)-343;

2) (V18 +72)V2; 1) (V600 + 6 -24) - V6!

513.° Végezzétek el a kijelolt szorzast:

1) (2-v3) (V3 +1); 6) (y—7)(y+37);
2) (V2+5)(2v2-5); 7) (42 2\F)(2\/—+4\/—)
3) (a+vb)(a—b); 8) (m+n)’;
4) (Vo —e) (Vb ++e); 9) (Va )
5) (4++/3)(4-3); 10) (2- 3J—)
514.° Végezzétek el a kijelolt szorzast:
1) (V7+3) (87 -1); 5) (V5 —x) (V5 +x);
2) (442 -3)(2v2+5V3); 6) (V19 +v17) (V19 -V17);
3) (Vp-a)(Vp +a); 7 (Jo+v2);
4) (6-v13)(6+13); 8)(3—2«/_)2!
= 515.° Mennyi az alabbi kifejezések értéke:
1) (2+37) -47; 2) (V6 -/3)" +62?
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&l 516.° Hatarozzatok meg az alabbi kifejezések értékét:

1) (3++5) ~65; 2) (V12 -2+2) +8 6!
517.° Gyoktelenitsétek a kovetkezs tortek nevezdjét:
4 18 a 7
D —; 3) —=; 5) —=; 7 =
' N o b NG
12 m 5 24
2) ==; 4) —=; 6) —; 8) ——!
' ' s NE

518.° Gyoktelenitsétek a kovetkezd tortek nevez()'jét

a 18 5 13 30
Vi 2% V% Y% Vw0
519.° Bontsatok tényezdkre az alabbi kifejezéseket:
1) a? - 3; 9) b+6b +9;
2) 4b% — 2; 10) 3+2+/3c¢ +¢;
3) 5— 6c; 11) 2+2;
4)a—-9,haa=>0; 12)6\/?—7;
5 m-n,ha m>0, n>0; 13)a—\/;;
6) 16x — 25y, ha x>0, y>0; 14) b ++/3b;
7T a-2Ja+1; 15) V15 - /5!
8) 4m —28mn +49n, ha m>0, n>0;
520.° Bontsatok tényezdkre az alabbi kifejezéseket:
1) 15 — 1% 6) m+2mn +n,
2) 49x? — 2; ha m=>0, n>0;
3) 36p —64q,ha p>0, ¢=>0; 7)a—4\/;+4;
4) ¢ — 100, ha ¢>0; 8) 5+/5;
5) a—8b+a +16b% 9) @—p;
10) V12 + /32!
521.° Egyszertsitsétek a kovetkezs torteket:
1) ﬁ; 5) —5\/;_7\/5; \/_ J6,
a+T 25a —49b 5 \/_
%) J§—2b; 6) 100a” ~9b 10) 13—\/5;
3-b 10a+3b V13
g =9, 7 V2-1 : 1 a+2\/E+b;
Je-3 J6 -3 Ja++b
4) a-b : 8) \/£+x/ﬁ; 12) —4b\/—+c!
Ja +\b NN 2 /e
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522." Egyszerisitsétek a kovetkez6 torteket:

x—25 V10 ++/5 . Va-b .
RNy RN D 2 ab et

Ja+2, 23-+/23 b- 8\/17+16
i R
3) a-3 \/ —/28

Ja ++/3° J_ Jes~

523." Emeljetek ki tényezdt a gyokjel alol:
1) v3a?, ha a>0; 2) v/5b%, ha b<0; 3)+12a*; 4) Jed!

524." Emeljetek ki tényezét a gyokjel aldl:

1) V18x'%; 2) \y°!

525." Egyszer(sitsétek a kovetkez6 kifejezéseket:
1) V98 —/50 +/32; 4) \5a —2/20a +3/80a;
2) 38 +128 -2 V162; 5) Va® ~2 Ja%, ha a > 0;

3) 0,7\/300—7115%\/108; 6) Ve +4c e —5e2 Je!
526." Egyszerlsitsétek a kovetkezd kifejezéseket:

1) 0,512 —3+/27 + 0,4 /75; 3) \/81a7—5a3\/a_+g@!
2) 2,5+/28b +§\/63b ~10+/0,07b;

527.° Bizonyitsatok be a kovetkezs egyenlGségeket:

1) J11+47 =7 +2; 2) \14+8+/3 =/8 +/6!

528.° Egyszertsitsétek az alabbi kifejezéseket:

1 (243-1)(V27 +2); 1) (7+4+3)(2-43)’;
2) (V5-2)" ~(3+5)’; 5) (J6+25 —J6-25) !

3) VW17 -4 V17 +4;

5 529." Hatarozzatok meg a kovetkezd kifejezések értékét:
1) (3v2+1)(V8-2); 3) (10-46)(2+6)";

2

2) (3-27) +(3+2v7)’; 9 (Jo-av2 +\Jo+442) 1

530." Egyszer(sitsétek az alabbi torteket:

py daras, gy atdNabadb (o6 s,
a“ -5 a—4b
V28 -2+ 2a x? _ x"-6y
2) ————; 4)
6a -21 x? +6y— xw/24
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\/E+\/— m\/_ 27
D T R

531." Egyszerlsitsétek az alabbi torteket:

y__a=b . S)a—2\/2+4!
V116 —+/11a ava+8
2) 2a +10 +2ab +25b, haa>0,b >0
6a —75b
532.° Gyoktelenitsétek az alabbi tortek nevezgjét:
V2 15 1
1) —— 3) ———; 5) ———;
V2+1 Vis-+12 Ja b
g4 . H 19 6 V341,
NCENE) 2v5-1 J3-1

533." Gyoktelenitsétek az alabbi tortek nevezdjét:
. 9 B oy g2
V5-2 V1o -2 N \/; 2++/2
534.° Igazoljatok a kovetkezs egyenlGségeket:

1 1
1) + =10;
5-2J6 5+2+/6

2 2
2 - =-8;
)3\/§+4 32 -4

V211 21
3)\/5 1 \/§+1 4\/_'

535.° Igazoljatok, hogy az alabbi kifejezések értéke racionalis szam:

6 . 6 . \/—\/—\/—\/—
3+2+/3 3-243 \/_fx/—f

536." Egyszerisitsétek a kovetkez6 kifejezéseket:

1)

D 4Ja-4 6)a+\/_ b
J_z Ja-2~ b 2da+r2
2)\/;+1_\/;+3. 7)\/_5c25
Jm-2  m ’ Je

3) Jy +4 x4, (
Jey+y xrixy’
Ja a .
4)Jg+4_a—16’ 9)(
a o [
D Tar— " To-a v

e
RN
N

x+3 9

+3
\/_
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537." Egyszerisitsétek a kovetkez6 kifejezéseket:

x/—3\f4 Jm  (m+dn  n ).
f+1\/2 «/—«f(\ff«fj

2) \/a_+1_\/3+1. 5) (\/;+1_4x/;).x+\/;_
a-ab ab-b’ Je-1 x-1) Jx-1’
3) Ve o Jx g 464 1 Ja+8
y-2y 3y-6 Ja+3 a+8Ja a-3a

538." Emeljetek ki tényezit a gyokjel aldl:

1) v-m?; 5) V45x*y™, ha y < 0;
2) Va*v'®, haa=0; 6) V64a?°, haa> 0;

3) y4x°y, hax < 0; 7) \V242mMb'®, ha b < 0;
4) Vm™n", ha m<0, n<0; 8) -m?*n?p*®, ham>0,n<0!

539.” Emeljetek ki tényez6t a gyokjel aldl:

1) N-m'; 4) \av®;
2) Va*b**, ha b = 0; 5) y27x"y3*, ha y < 0;

3) V49a?b, ha a < 0; 6) -50m®n’p”, ham>0,n>0!
540.” Vigyétek be a gyokjel ald a szorzdétényezst:
1) a3; 5) xy? \/xy, ha x<0;

2) b-b; 6) 2p \/%,

8) e e’ 7 2,,\/%;

4) m~/n, ha m>0; 8)ab2\/%, ha a>0!
541. Vigyétek be a gyokjel ala a szorzétényezét:

1) m /7, ha m > 0; 4) x*y x°y, ha y<O0;

2) 3n./6, ha n<0; 5) 7(1\/%;

3)PF; 6)5ab,}—‘5l—b, ha a<0, 5>0!

542.* Bizonyitsatok be a kévetkezd azonossagokat:

[8\/— 15va j8f+41 7Ja —49 a1

Ja+7 a+14Ja+49) a-49 Ja +7

a+27 ( Ja-3 Jab -9
27 Ja b (a 3va+9 a\/—+27j a!
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543." Egyszertsitsétek az alabbi kifejezéseket:

[I Jbo1 _(JZJZ)ZJ.JZ—JZ,
a+vab a-b Jaivb ) a+ab’

o[ 0]

544." Egyszertisitsétek a kovetkezs kifejezéseket:

1) \/3+2+2; 9) 7 +4+/3; 3) \11+2+/30!

545." Egyszerisitsétek a kovetkezs kifejezéseket:

1) /8+2+7; 2) \15+66; 3) J7+24/10!

546." Egyszertsitsétek az alabbi kifejezést:
1 1 1

1 1
+ + + tovet———!
V2+1 3442 Ja+3 saa V100 ++/99
547." Igazoljatok, hogy

S S S 1 _ei-1
V3+1 5443 T++5 \/— \/_ 2
548." Igazoljatok, hogy
V2 242 242142 N2- 242 —2!

549." Egyszerlsitsétek az alabbi kifejezéseket:

1) \/10+8\,2+\/9+4\/§; 2) \/22+6\/3+\/13+\/E!

I ISMETLO FELADATOK

550. Egy munkasnak naponta 12 alkatrészt kellett elkészitenie. Mivel
6 naponta 15 alkatrészt gyartott, igy a hataridd lejarta el6tt mar
5 nappal csak 30 alkatrészt kellett elkészitenie. Hany alkatrészt
kellett a munkasnak a terv szerint legyartania?

551. A kiarusitason egy termék arat 20%-kal csokkentették. Hany sza-
zalékkal kellene ennek a terméknek az arat noévelni, hogy az eredeti
aron lehessen értékesiteni?

552. Egy csbénak a folyon az aramlassal egy irdnyban haladva 32 km-t
4 6ra alatt tett meg, az arral szemben pedig 8 6ra alatt. Hatarozzatok
meg a foly6viz sebességét és a csénak sebességét allovizben!

553. Ferenc és Olga egy vonaton utazott. Ferenc a szerelvény elejétsl
szamitva a 12-edik vagonba szallt fel, Olga a végétll szamitva a
6-dikba. Kiderult, hogy egy vagonban fognak utazni. Hany vagonbél
allt a szerelvény?
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554. Az adott kifejezések koziil melyik értéke a legnagyobb, ha az a szam
pozitiv, a b szam pedig negativ:
1) a%b; 2) —a?b?; 3) —ab?; 4) ab; 5) —a?b?

I NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK HASZNALATA

555. Egy osztaly tanulbinak legalabb 96,5%-a és legfeljebb 95,5%-a j6
vagy kitling tanulé. Hanyan jarnak ebbe az osztalyba?

@ Az y=-/x fliggvény és grafikonja

Ha x-szel jeloljik a négyzet teriletét, akkor az y = Jx képlettel meg
tudjuk hatarozni a négyzet oldalhosszat. A teriilet, az x valtozasa maga
utan vonja az oldalhossz, az y valtozasat.

Erthetd, hogy minden x értéknek csak egy y érték felel meg. Tehat
az y és az x valtozo kozott egyértelmi a hozzarendelés, vagyis az y = Jx
képlet egy fliggvényt ad meg.

Mivel a v/x kifejezés csak a nemnegativ értékekre értelmezhets, igy
anégyzetgyokfliggvény értelmezési tartomanya is a nemnegativ szamok
halmaza.

Ax kifejezés értéke sem lehet negativ szam, igy egyetlen negativ
szam sem tartozhat hozza a fliggvény értékkészletéhez. Igazoljuk, hogy
azy= Jx fiiggvény barmely nemnegativ szdmot felvesz, példaul y="12.
Valbban létezik az argumentumnak olyan értéke, melynél Jx=7,2.Ez
a szam az x = 7,22 A bemutatott példa igazolja, hogy barmely nemne-
gativ b szamra létezik olyan x érték, hogy Jx =b. Ez a szadm a b2

Tehat az y= Jx fiiggvény értékkészlete a nemnegativ szamok hal-
maza.

Megjegyezziik, hogyha x = 0, akkor y = 0.

Figyelembe véve az y=\/; fliggvény értelmezési tartomanyat és
értékkészletét megallapithatjuk, hogy a fliggvény grafikonja az I. koor-
dinata-negyedben helyezkedik el.

Készitsiink fliggvény értéktablazatot. Az alabbi tablazatban feltin-
tettlink néhany argumentumértéket és a hozza rendelt fuggvényértéket.
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17. Az y=+/x figgveény és grafikonja 133

x 0 0,25 1 2,25 4 6,25 9
y 0 0,5 1 1,5 2 2,5 3

Tuntessiik fel koordinata-rendszerben azokat a pontokat, melyek
(x; y) koordinatai a tablazatban szerepl6 értékparok (29. abra)!

yA yA

o el

of 1 x o 1 x
29. dbra 30. dbra

Minél tébb olyan pontot tiintetliink fel, melynek a koordinatai kielé-
gitik az y:\/; egyenletet, annal kevésbé fog eltérni a mi rajzunk az
y=+x fiiggvény képétdl (30. dbra).

Ha minden ilyen pontot fel tudnank tuntetni, akkor a 31. abran
lathat6 rajzot kapnank. Késébbi tanulmanyaitok soran megbizonyosod-
tok majd arrol, hogy az y= Jx figgvény grafikonja az y = x? figgvény
grafikonjanak az egyik 4ga.

Vizsgaljuk az y = Jx figgvényt két tetszbleges, x, és x, argumentum-
ra, melyekre igaz, hogy x, < x,. A szamtani négyzetgyok tulajdonsaga
alapjan megallapithatjuk, hogy \/xT < \/xj . Ez azt jelenti, hogy a nagyobb
argumentumértéknek nagyobb fliiggvényérték felel meg, és forditva,
nagyobb fliggvényértékhez nagyobb argumentumérték tartozik, vagyis
ha \/xT < \/xj, akkor x; < x,(32. dbra).

yA 177 \
//’ \/xz_-_____;._,r/
7 = = |
1 AlX N s
I V T I T
- | | -
0 1 X 0 x1 xz X
31. dbra 32. dbra
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Az alabbi tablazatban 6sszefoglaltuk az y = Jx fliggvényrdl az ebben
a pontban tanultakat.

Ertelmezési tartomany Minden nemnegativ szam
Ertékkészlet Minden nemnegativ szam
Grafikon A parabola egyik aga

Zérushely (az argumentum [x=0
azon értéke, melynél a fligg-
vényérték nulla)

A fuggvényértékek 6sszeha- | Nagyobb argumentumértékhez na-
sonlitasa gyobb flggvényérték tartozik

1. PELDA. Oldjatok meg grafikusan a Jx=6-x egyenletet!

Megoldds. Abrazoljatok kézos ko-
Ay ordinata-rendszerben azy:\/; és az
Nl y =6 — x fuggvények grafikonjat
(o} || (33. dbra). A grafikonok metszik egy-
VX mast, a metszéspont abszcisszaja 4. Az
— ellendrzés igazolja, hogy a 4 valéban
L~ gyoke az egyenletnek. A

\ <
\l

[

2. PELDA. Hasonlitsatok ossze a
kovetkezd szamokat:

1) 6 és V31; 2) 37 és V65!
Megoldds. 1) Mivel 6=+/36 és
36 > 31, igy V36 >/31, azaz 6>+/31.
2) Tudjuk, hogy 3J7=/63 ¢és
63 < 65, igy /63 </65. Tehat 37 </65. A

(=)
—
o~
RY

33.abra

3. PELDA. Mely x értékekre teljesiil a Jx <3 egyenlGtlenség?
Megoldds. Az adott egyenlbtlenséget irjuk fel Jx <+/9 alakban.
Mivel az y:\/; figgvény nagyobb értékeihez nagyobb argumentum

felel meg, igy x < 9. Figyelembe véve, hogy a Jx kifejezés csak pozitiv
szamokra van értelmezve, igy 0 < x < 9. A

4. PELDA. EgyszerGsitsétek a \/(\/5—2)2 +\/(x/5 —3)2 kifejezést!
Megoldds. Vegylk figyelembe, hogy J5>26s5<3, igy J5-2>0
és \/5-3<0. Innen
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17. Az y=+/x figgveény és grafikonja 135

J(WB-2) (V3-8 =|VB-2|+| V53| =B -2+3-V5 -1.

Felelet: 1. A

?

.Miaz y= \/; fuggvény értelmezési tartomanya?

. Miaz y =+/x fiiggvény értékkészlete?

.Miaz y= Jx fuggvény zérushelye?

. Melyik koordinata-negyedben van az y = Jx figgveény grafikonja?

. Milyen gérbe az y = \/; fuggvény grafikonja?

. Az a és a b nemnegativ szamokrdl tudjuk, hogy a < b. Hasonlitsatok 6ssze
a Ja és Vb kifejezések érteket!

7. Tudjuk, hogy \/E < \/I; Mit mondhatunk el az a és a b szdmokrol?

O A WN =

I GYAKORLATOK

556.° Téltsétek ki a tablazatot, ha y=-/x!

x 0,01 4 1600
y 9 11 1,5

557.° Egy fliggvény az y = Jx képlettel van megadva.
1) Mennyi a fiiggvény 0,16; 64; 1,44; 3600 argumentumahoz tartozé
helyettesitési értéke?
2) Az argumentum mely értékénél veszi fel a figgvény a 0,2; 5; 120;
—4 értéket?
558.° Rajz nélkil allapitsatok meg, az alabbi pontok kézil melyek il-
leszkednek az y:\/; fiiggvény grafikonjahoz: A (36; 6), B (4; —2),
C (0,81;0,9), D (-1; 1), E (42,25; 6,5)!
559.° Az alabbi pontok ko6zil melyek tartoznak az y=\/; figgvény
grafikonjahoz:
1) A (16; 4); 2) B (49; -7); 3) C(3,6;0,6); 4)D(-36;6)?
560.° Hasonlitsatok 6ssze az alabbi szamokat:

1) /86 és /78; 4) \/g és 1; 7) V41 és 210;

2) 1,4 és J1,6; 5) —7 és —/48; 8) 0,61/3% és L1;
3) 5 és \/26; 6) 32 és 2+/3; 9) V75 és 4 /3!
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136 2.§. NEGYZETGYOK. VALOS SZAMOK

561.° Melyik szam nagyobb:

I)Jgés\/g; 3) /33 és 6; 5) V30 és 2/T;
2)9éS\/8_2; 4) 35 és/42; 6)7[ es—\/_O?

562." Rajz nélkul hatarozzatok meg az y = Jx figgvény graﬁkonjénak
és az alabbi egyenesek metszéspontjanak koordinatait:

DHy=1; 2)y=0,8; 3) y =—6; 4) y = 500!
563.° Rendezzétek a kovetkezd szamokat csokkend sorrendbe: 8, \/@,
7,9, V65, 8,2!

564." Rendezzétek a kovetkezd szamokat névekvé sorrendbe: +/38, 6,1,
6, /35, 5,9!

565." Mely két egymast kovets egész szam kozott helyezkedik el az alabbi
szam a szamegyenesen:
1) V2 4) 7, 7) \59;
2) V3; 5) V18; 8) —115;
3) V5; 6) \/0,98; 9) —/76,19?

566." Mely két szomszédos egész szam kozott helyezkedik el az alabbi
szam a szamegyenesen:

1) V6; 2)V19; 3)+/29; 4)V160; 5) —/86; 6) —/30,5?

567." Nevezzétek meg azokat az egész szamokat, melyek a szamegyene-
sen az alabbi szamok ko6zott helyezkednek el:

1)36sv68;  2) VT és VTT;  3) /31 és-2,3; 4) —/42 és 2,8!
568." Nevezzétek meg azokat az egész szamokat, melyek a szamegyene-
sen az alabbi szamok ko6zott vannak:

1) /3 és V13; 2) V10 és +/90; 3) /145 és /47!

569.° Mely x értékekre igazak az alabbi egyenlGtlenségek:

1) VJx>2; 2) Vx <4 3) 6 <Jx <9?
570." Mely x értékekre igazak az alabbi egyenlGtlenségek:
1) Vx <8; 2) Jx >T; 3) 10<+x <20?

571.° Oldjatok meg grafikusan az alabbi egyenleteket:
1) Vx =ux; ) Vr=x+2; 5)\/_:%;

2) V=% 4) Jx=0,5x+0,5;  6) Jx =1,5-0,5x!
572.° Oldjatok meg grafikusan az alabbi egyenleteket:

) Jx=—x-1; 2) JVx =2-x; 3)\/;:%!
573.° Egyszer(sitsétek az alabbi kifejezéseket:

1 \/( JE)Z 3) (25 -3)";

2) V({6 - HB-2) +\(3-
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17. Az y=+/x figgveény és grafikonja 137

574." EgyszerUsitsétek az alabbi kifejezéseket:

1) V(B -4); 2 J(V8-3) —(2-3)""

575.” Oldjatok meg a /x =—x? egyenletet!

i, ha x <0,
576." Adott az f(x)=<% figgvény.

Jx ,hax>0
1) Hatérozzétok meg f(-8), f(0), f(9) helyettesitési értékeket!
2) Abrazoljatok a figgvényt!
x®, ha x<1,
\/;, ha o1 fliggvény.

1) Hatérozzétok meg f(-2), f(0), f(1), f(4) helyettesitési értékeket!
2) Abrazoljatok a fliggvényt!

577.” Adott az f (x) Z{

578. Hatarozzatok meg az y =+—x fuggvény értelmezési tartomanyat,
értékkészletét és zérushelyeit! Abrazoljatok a fuggvényt!

579.” Abrézoljétok az y= % figgvényt!
x

580." Egyszertisitsétek a kovetkezs kifejezéseket:

D) y8-27; 2)5-26; 3)J12-6+3; 4) {38-1242!

581." Egyszer(sitsétek a kovetkezd kifejezéseket:

1) J9-4+5; 2) J7-2:10; 3) Y37-20+/3!

582." Az a paraméter értékeitsl fliggéen hany gyoke van a Jx=a-x
egyenletnek?

583." Egyszer(sitsétek a \/(\/E + 1)2 —4+a + \/(\/Z —2)2 +8+a kifejezést!

584." Egyszertsitsétek a \/(\/a_—ﬁ)z +24+a —\/(\/; +6)2 ~-24a kifeje-
zést)

I ISMETLO FELADATOK

585. Az egyik konténerben 90 kg alma volt, egy masikban pedig 75 kg.
Miutan az elsd konténerb6l haromszor annyi almat vettek ki, mint a
masodikbdl, az els6 konténerben kétszer kevesebb alma maradt, mint
a masodikban. Hany kilogramm almat vettek ki az els6 konténerbdl?

586. A folyami kik6tébél a vizfolyassal szemben egy motorcsénak indult
el, melynek a sebessége allévizben 12 km/h. 40 perccel az indulas utan
meghibasodott a csénak motorja, és igy a csonakot a vizfolyas 2 éra
alatt visszahozta a kik6tGbe. Mekkora a folyé sebessége?
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138 2.§. NEGYZETGYOK. VALOS SZAMOK

587. Igazoljatok az alabbi azonossagokat:
1>( a-2b 1 . a+2 ) a®—2ab 2,

"a®+4ab+4b®  a?

2)( 2a 4a ).a2—9_a2—9a:a’
a+3 a?>+6a+9) a+l a+3 :

588. Két helység kozott az utat egy személygépkocsi 2 éra alatt teszi
meg, egy tehergépkocsi 3 6ra alatt. Hany 6ra mulva talalkozik a sze-
mélygépkocsi és a teherautd, ha a két helységbdl egyszerre indulnak
egymassal szemben?

a®?+2ab a®-4b> (2b-a)? a?’

l: UJ TEMAVAL ISMERKEDUNK

589. Oldjatok meg az alabbi egyenleteket:

1) %2 = 0; 4)—3x2+12=0; 7) %x2—5x:0;
2)x?—-1=0; 5) bx? — 6x = 0; 8 x?—-2x+1=0;
3) x + bx = 0; 6) 0,2x%* + 2 = 0; 9) 9x2 + 30x + 25 = 0!

I NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK HASZNALATA

590. Az 1-t6]l 37-ig 1évG természetes szamokat Ugy rendezték el, hogy
barmely szam osztéja az elGtte 4116 szamok 6sszegének. Melyik szam
all ebben a sorban a harmadik helyen, ha az elsé helyen a 37 van, a
masodikon pedig az 1?

ELLENORIZZETEK TUDASOTOKAT! 4. SZ. TESZTFELADAT

1. Az alabbi allitasok koziil melyik hamis?
A) -5 egész szam; C) -5 irracionalis szam,;
B) —5 racionalis szam; D) -5 valds szam.
2. Az alabbi szamok koziil melyik irracionalis?
A) V4 B) 1/0,4; C) 4/0,04; D) /400.

3. Az alabbi fuggvények koziil melyik grafikonja parabola?
X

Ay=25  By=x 0 y=2 D) y=3.
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A 2. paragrafus 6sszefoglalasa 139

4. Az alabbi rajzok kozll melyiken lathat6 az y = Jx flggvény grafikon-
ja?

A) y B) y C) y D) y

0 x o‘x 0

x 0‘ x
5. Az alabbi kifejezések koziil melyik nem értelmezhets?

A) V2 B) —/2; 0) v-2; D) y(-2)°.
6. Szamitsatok ki a v7x —3 kifejezés értékét, ha x = 4!

A) 5; B) -5; C) 25; D) -25.
7. Mennyi a ,/36-0,81 kifejezés értéke?
A) 6,9; B) 54; C) 5,4; D) 0,54.
1 2
8. Hatarozzatok meg az (5 J10 ) kifejezés értékét!
A) 2; B) 4; 0C) 2,5; D) 0,4.
9. Egyszer(sitsétek a J9a —\/16a ++/64a kifejezést!
A) 15a; B) 15a; 0) 7a; D) 7a.
10. Gyoktelenitsétek a 1—\/% tort nevezgjét!
A) V2 B) 4/2; C) 62; D) 10+2.
11. EgyszerUsitsétek az — 922 {rtet!
a-22a+2

\/a_+\/§ a+2 \/E—\/E
A ; B ; O 1; D .
' lava Dz ) ) Ve
2
12. Egyszertisitsétek a (2+v5)(2-v5)+(V5+1) —v20 kifejezést!
A) 15; B) 5; C) 10—+/5; D) 10+5+/5.

A 2. PARAGRAFUS OSSZEGZESE

Az y = x* fliggvény tulajdonsagai:
Ertelmezési tartomanya: R.
Ertékkészlete: a nemnegativ szamok halmaza.
Grafikonja: parabola.
Zérushelye: x = 0.
A grafikon tulajdonsaga: ha az A(x,; y,) pont rajta van a fiiggvény
grafikonjan, akkor a B(—x,; y,) pont is illeszkedik erre a parabolara.
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140 2.§. NEGYZETGYOK. VALOS SZAMOK

Négyzetgyok
Az a szam négyzetgyokének nevezzik azt a szamot, melynek a négy-
zete egyenld a-val.

Szamtani négyzetgyok
Az a szdm szamtani négyzetgyokének nevezziik azt a nemnegativ
szamot, melynek a négyzete egyenld a-val.

Egyenl6 halmazok
Az A és B halmaz egyenld, ha ugyanazok az elemeik, vagyis ha az A
halmaz minden eleme a B-nek is eleme, és forditva, ha a B halmaz
minden eleme az A-nak is eleme.

Részhalmaz
A B halmaz részhalmaza az A halmaznak, ha a B halmaz minden
eleme az A-nak is eleme.

A szamhalmazok jelolése
N — természetes szamok halmaza
7 — egész szamok halmaza
Q —racionalis szamok halmaza
R— valés szamok halmaza

A szamhalmazok kozotti kapcesolat
NcZcQcR

A gyokvonas azonossagai
Bérmilyen valés a szamra teljesiil a Va® =| a | egyenl8ség.
Barmilyen valds a szamra és természetes n szamra teljesil a

Va* =| a" | egyenléség.
Béarmilyen valés a és b szamra, ha a > 0 és b > 0 teljesil a

Jab =a b.
Ja

Barmilyen valés a és b szamra, ha a > 0 és b > 0 teljesiil a \/% = T
b

egyenldség.
Minden nemnegativ a, és a, valés szamra, ha a, > a,, akkor \/a, > /a,.

Az y=+/x fiiggvény tulajdonsagai

Ertelmezési tartomanya: a nemnegativ szamok halmaza.
Ertékkészlete: a nemnegativ szamok halmaza.

Grafikonja: parabola agai.

Zérushelye: x = 0.

Nagyobb argumentumértékhez nagyobb fliggvényérték tartozik.

MpaBo ans 6e3onnaTHOro po3milleHHs NiapyyHKKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



A MASODFOKU EGYENLET

e Megtanuljatok megoldani az ax? + bx + ¢ = 0 alaku egyenleteket.

e Megismerkedtek a masodfoku egyenletekre alkalmazhato
nevezetes Viéte tételével.

megoldasat.

Masodfoku egyenletek. A nem teljes
masodfoku egyenletek megoldasa

Mar megtanultatok, hogyan kell megoldani az ax + b = 0 alakt linearis
egyenleteket, ahol a és b barmely szam, x a valtozd.

Ha a # 0, akkor az ax = b alakl egyenleteket els6foku egyenletek-
nek nevezzik.

Példaul a 2x=3, 3x=0¢és az %x = -7 linearis egyenletek els6fokuak,

viszont a Ox = 0 és Ox = 2 linedris egyenletek nem els6fokuak.

Az a és a b szamokat az ax = b els6fokt linearis egyenlet egyiitt-
hatoinak nevezzik.

Azt a tényt, hogy az elsSfoku egyenletek a linedris egyenleteknek
részesetel, a 34. dbra szemlélteti.

Linearis egyenletek

Els6foka
egyenletek

34. dbra

Mar talalkoztatok néhany olyan egyenlet megoldasaval, melyben
a valtozé méasodik hatvanya szerepel. Példaul felkésziilés kézben mar
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142 3.§. AMASODFOKU EGYENLET

megoldottatok az x>=0, x>~ 1 =0, x>+ 5x =0, x* — 2x + 1= 0 egyenleteket
(589. példa). Ezek az egyenletek ax? + bx + ¢ = 0 alaktuak.

Meghatarozas. Az ax? + bx + ¢ = 0 alaku egyenleteket
masodfoku egyenleteknek nevezziik, ahol x a valtozo, a, b és
¢ barmely szam és a # 0.

Az a, b és ¢ szamokat a masodfoku egyenlet egyilitthatoinak
nevezzik. Az a szam a négyzetes tag egyutthatdja, féegyititthato, b az
els6foku tag egytitthatdja, c a szabad tag.

Példaul a —2x% + 5x + 3 = 0 masodfoku egyenletben a=-2,b=5 és c=3.

Az x% +/2x-1=0, x*— 4 =0, 22 + 3 x = 0 egyenletek féegyiitthatoja 1.

Mivel az ax?> + bx + ¢ = 0 masodfoka egyenlet féegytitthatéja nem
lehet nulla, ezért barmelyik masodfoku egyenlet felirhat6 olyan alakban,
ahol a f6egyutthat6 1. Osszuk el az ax?> + bx + ¢ = 0 egyenlet mindkét

oldalt a-val: 2 +2x+<=0.
a a

Ha az ax®> + bx + ¢ = 0 egyenlet b vagy c egytitthatéja nulla, akkor az
egyenletet hianyos (nem teljes) masodfoku egyenletnek nevezziik.

A hidnyos masodfokd egyenletek harom részesetét kiilonboztetjik
meg.

1. Ha b = ¢ =0, akkor ax? = 0.

2.Hac=0¢és b +£0, akkor ax? + bx = 0.

3.Hab=0¢ésc#0, akkor ax?+ c¢=0.

Oldjuk meg mindegyik részesetet kiilon-kiilon!

1) Mivel a # 0, ezért az ax? = 0 egyenletnek egyetlen gyoke van, az
x=0.

2) Az ax?® + bx = 0 egyenletet irjuk fel x(ax + b) = 0 alakban. Ennek
az egyenletnek mindig két, x, és x, gyoke van. Az egyik gyok a nulla, a

maésik az ax + b = 0 egyenlet gyoke. Tehat x; =0 és x, = —%.
3) Az ax? + c = 0 egyenletet irjuk fel x? :—2 alakban. Mivel ¢ # 0,

igy két eset lehetséges: —5 <0 vagy —2 > 0. Konnyen belathatd, hogy az

elsd esetben az egyenletnek nincs megolddasa. A masodik esetben az

egyenletnek két gyoke van: x, =, [—% és x, =—, /—2.
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18. Masodfoku egyenletek. A nem teljes masodfoku egyenletek megoldasa 143

A kapott eredményeket az alabbi tablazat foglalja 6ssze.

A b és c egyltthatdk
értékei Egyenlet Gyokok
ax? +bx+c=0
b=c=0 ax?=0 x=0
x, =0,
b#0,c=0 ax?+bx=0 b
Xy =—=
a
b=0,-5<0 ax*+c¢=0 nincs megoldés
a
c
X, =4,
b=0,-5>0 ax’ +c¢=0 a4
c
xz = _;

PELDA. Oldjatok meg az x> _Ax o egyenletet!

| x|
Megoldds. Ha x> 0, akkor x? —%:0; x?—4=0;x=2vagy x=-2.
Viszont x = —2 nem felel meg az x > 0 feltételnek.
Ha x < 0, akkor x?2 +47x =0; x> + 4 = 0. Ennek az egyenletnek nincs

megoldasa.
Felelet: 2. A

?

1. Milyen egyenletet nevezilnk linearisnak?
2. Milyen egyenletet neveziink elséfokunak?

[2)

. Hozzatok fel példat olyan linearis egyenletre, amely elséfoku és olyan li-
nearis egyenletre, amely nem els&foku!

. Milyen egyenletet nevezink masodfokunak?

. Hogyan hivjuk az ax? + bx + ¢ = 0 egyenlet egyutthatéit!

. Melyek a redukalt masodfoku egyenletek?

. Melyek a hianyos masodfoku egyenletek?

0 N o 0 b

. A hianyos masodfoku egyenletek mely részeseteit kiilénbdztetjik meg?

Hany gyoke van ezekben az esetekben az egyenletnek?
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144 3.§. AMASODFOKU EGYENLET

I GYAKORLATOK

591.° Az alabbi egyenletek koziil valasszatok ki a masodfokuakat! Ne-
vezzétek meg a masodfoku egyenletek egyutthatoéit, f6egytutthatéjat,

szabadtagjat:

1) x=0; 5) x2—4x+2=0; 9)6—x>+4x=0;
2) x% = 0; 6) 3x®> —x?+ 6 =0; 10) —x> — 2x + 3 =0!
3) x*+x=0; T —2x*+7x—8=0;

4)x*+1=0; 8 xP—x—-9=0;

592.° irjétok fel azt a masodfoku egyenletet, melynek:
1) afGegyutthatdja 6, az els6foku tag egytitthatdja 7 és a szabadtag
pedig 2;
2) afGegyltthatdja 1, az els6foki tag egytitthatéja —8 és a szabadtag
pedig —%;
3) afbegylitthatdja —0,5, az els6foku tag egyutthatdja 0 és a szabad-
. 3
tag pedig 27;
4) afGegylitthatdja 7,2, az els6foku tag egyltthatdja —2 és a szabadtag
pedig 0!
593.° irjétok fel azt a masodfokud egyenletet, melynek:
1) afGegytitthatdja—1, az elsé foku tag egytitthatéja —2 és a szabadtag
pedig 1,6;
2) afGegyiitthatdja és a szabadtag 2, az els6foku tag egytitthatdja 0!
594.° frjétok fel az alabbi egyenleteket ax? + bx + ¢ = 0 alakban, nevezd
meg az a, b és c egytitthatokat:
1) 6x (3—x)=T7—2x% 3) Bx—1)2=(x+4) (x—2);
Dx@x+1)=(x-3) (7Tx + 2); 4) 4x (x+8) — (x—6) (x +6)=0!
595.° Irjétok fel az alabbi egyenleteket ax? + bx + ¢ = 0 alakban, nevezd
meg az a, b és c egytitthatokat:
1) x (x + 10) = 8x + 3; 2) (x + 2)2 = 2x% + 4!

596.° Az alabbi egyenletek koziil nevezzétek meg azokat, melyek
féegyutthatéja 1! Alakitsatok at a tobbi egyenletet gy, hogy a f6-
egyutthatéja 1 legyen:

1) % — bx + 34 = 0; 3)%x2+x—5:0; 5) —a2 + 8x — 7 = 0;
2)2x*+6x+8=0; 4)16—-6x+x>=0; 6)-0,24*+0,8x+1=0!

597.° Alakitsatok at az egyenleteket tigy, hogy a féegytlitthatdja 1 legyen:
1) ga?-22-3=0;  2)—42’+20x-16=0; 3)32*+x+2=0!
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18. Masodfoku egyenletek. A nem teljes masodfoku egyenletek megoldasa 145

598.° Az 1; 0; —3; 2; —10 szamok koziil melyek gyokei az x> + 9x—10=0
egyenletnek?
599.° Igazoljatok, hogy:
1) —1 gydke az x* — 2x + 3 = 0 egyenletnek;
2)a —% és a —3 gyoke a 3x? + 10x + 3 = 0 egyenletnek;
3)a 2 és 2 gyoke a 3x? — 6 = 0 egyenletnek!
600.° Igazoljatok, hogy:
1) -5 gyoke az x*> + 3x — 10 = 0 egyenletnek;
2) a 4 gyoke az ixz —4x =0 egyenletnek!

601.° Oldjatok meg az alabbi egyenleteket:

1) 5x? —45=0; 3) 2x* - 10 =0; 5) 64x% -9 =0;

2) x? + 8x=0; 4) 2x? — 10x = 0; 6) x>+ 16 = 0!
602.° Oldjatok meg a kévetkezd egyenleteket:

1) x?+ 7x=0; 3) 3x2—6=0;

2) 2x> — 11x = 0; 4) —8x2=0!

603.° Oldjatok meg a kovetkezs egyenleteket:
1) Bx—1) (x + 4) =—4;
2) 2x—1)>-6 (6 — x) = 2x;
3)(x+2)(x—3)—(x—5) (x+5)=x>—x!

604.° Oldjatok meg az alabbi egyenleteket:
1) Bx—2) (Bx + 2) + (4x — 5)2 = 10x + 21;
2D)2x—-1)(x+8) —(x—1) (x+1)=15x!

605.° Hatarozzatok meg azt a két szomszédos természetes szdmot, me-
lyek szorzata 36-tal nagyobb a kisebbik szamnal!

606.° Hatarozzatok meg azt a két szomszédos természetes szamot, me-
lyek szorzata 80-nal nagyobb a nagyobbik szamnal!

607.° Igazoljatok, hogy a 2— V3 és 2++/3 szamok gyokeiazx>—4x+1=0
egyenletnek!

608.° Oldjatok meg a kovetkezs egyenleteket:

2 _8x x2-3 x%-1
1) XXy 2 - =2!
) 6 x ) 5 2
609.° Oldjatok meg a kovetkez6 egyenleteket:
2 2 2
1) XX _Xx_p. gy X+l _x7+2_ g
) 7 3 0 ) 6 4

610.° Mekkora az m, ha:
1) 2 gyoke az x? + mx — 6 = 0 egyenletnek;
2) -3 gyoke a 2x* — 7x + m = 0 egyenletnek;

3) % gyoke az m?x? + 14x — 3 = 0 egyenletnek?
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611." Mekkora az n, ha:
1) 6 gydke az x> — nx + 3 = 0 egyenletnek;
2) 0,5 gyoke az nx? — 8x + 10 = 0 egyenletnek?
612.° Csoportositasi médszerrel alakitsatok szorzattda a bal oldalt, és
oldjatok meg a kovetkezs egyenleteket:
1) x> —6x+8=0; 2) x? + 12x + 20 = 0; 3) x% + 22x — 23 = 0!
613.° Alakitsatok a bal oldalt teljes négyzetté, és oldjatok meg a kovet-

kezd egyenleteket:

1) x> —4x + 3 =0; 2) x?+6x—T7=0; 3) x?+8x+20=0!
614.° Alakitsatok szorzatta a bal oldalt, és oldjatok meg a kovetkezd

egyenleteket:

1) x2—10x + 9= 0; 3)x2—x—-2=0;

2) x>+ 2x—3=0; 4) x2+6x+5=0!

615.” Két természetes szam négyzeteinek az osszege 17-tel tobb a na-
gyobbik szam kétszeresénél. Melyek ezek a szamok?

616.° Hatarozzatok meg azt a két egymast kovets egész szamot, melyek
négyzeteinek az 6sszege 1!

617.° Az m mely értékeinél nem masodfokiak az alabbi egyenletek:

1) (m—4)x*+mx+17=0;
2) (m?>+8m) x>+ (m+8) x+10=0;
3) (m?—-81) x> —6x+m=0?

618." Az ax? + bx = 0 masodfoku egyenlet nullatél kiilonb6zd gyokei
milyen elGjeltek, ha:
1)a>0,b>0; 2)a<0,6>0; 3)a>0,b<0; 4)a<0,b<0?

619.° Létezik-e az ax? + ¢ = 0 hidnyos masodfoku egyenletnek megoldésa,
ha:
1)a>0,¢>0;2a<0,¢>0;3)a>0,¢c<0;4)a<0,c<0?

620.” A 3x%2 — 2x + 4 + * = 0 egyenletben a csillagokat helyettesitsétek
olyan tobbtagu kifejezéssel, hogy a kapott hidnyos masodfoku egyen-
letnek gyokei legyenek az alabbi szamok:

1) 0 és 4; 2) -1 és 1!

621." Az x> + 5bx — 1 + * = 0 egyenletben a csillagokat helyettesitsétek
olyan tébbtagu kifejezéssel, hogy a kapott hidnyos masodfoku egyen-
letnek gyokei legyenek az alabbi szamok:

D 0; -7 2) —4; 4!
622.” Oldjatok meg az alabbi egyenleteket:
Daz-3|x]|=0; 3)x2_%=0;
2
2>x2+|x|—2x:0’ 4)x2_|2%|20!
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623.” Oldjatok meg az alabbi egyenleteket:

2
D=7 |x1=0; 2Dx—6|x|+x=0 3 2x2—|‘%|:oz
624. Az a mely értékei mellett leszaz (a—2) X2+ (2a—-1)x+a?—4=0

egyenlet:

1) linearis;

2) olyan méasodfoku egyenlet, melynek féegyutthatdja 1;

3) hianyos méasodfoku egyenlet, a # 1;

4) olyan hianyos méasodfoku egyenlet melynek f6egytutthatdja 1?
625." Az a mely értékénél lesz az alabbi egyenletek egyik gyoke 0?7 Mi

a masik gyok?

Dx’+ax+a—4=0; ax*+(@+3)x+a’-3a=0.

D4’ +(@—-8)x+a’+a=0;

I ISMETLO FELADATOK

626. Végezzétek el a kijelolt ml’iveleteket:

3-2a 1-a? c+4 72a°%p 2
1 — ; 3 - ; 5 27a°b
) 2a a’ )c —4¢ c?-16 ) =i );
2 2 2
—6b 56a b 4a ~1.10a+5
2 a—+2b; 4 — 6 7Y
) 3b ) 146° ) a®-9 a+3

627. Egyszer(lsitsétek a kovetkezé’ kifejezéseket:

1) 103 -5 V48 + 2/75; 3) (5-+2)";

2) (35 -+/20)5; 4) (V18 —\/3) V2 +0,5 /24!
628. A 33. abra melyik rajzan lathaté az alabbi fliggvények grafikonja:

1)y =% 2) y = 2x; 3 y==; 4) y=22

2 x

y y y \\ y

\ / - 1

0 1 X 0 1 X —— ol 1 X 01
\
a b c d
35. abra

B 629. A tanuld egy kétjegyl szamra gondolt. Ha a szam mindkét
szamjegyét kettdvel noveljik, akkor a kapott szam 13-mal kevesebb
a gondolt szam kétszeresénél. Melyik szamra gondolt a tanul6?
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I NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK HASZNALATA

630. Egy szamolégépbe, ha az (a; b) szampart taplaljak be, akkor az

2 1 1
a b
1000) szamparbdl a (1,25; 250) szampart kapni?

[a +b, 2 szampart adja ki. Lehetséges-e ezzel a géppel a (0,25;

m A masodfoku egyenlet megoldéképlete

Ha ismerjiik az ax = b els6foku egyenlet a és b egylitthatdjat, akkor
az egyenlet gyokét az x = L2 képlettel hatarozhatjuk meg.
a

Kivezetjiik azt a képletet, mellyel az a, b és c egylitthatokon keresztiil
meghatarozhatjuk az ax? + bx + ¢ = 0 egyenlet gyokeit.

Induljunk ki a masodfokt egyenlet altalanos alakjabol:

ax’+bx+c=0. (1)
Szorozzuk meg az egyenlet mindkét oldalat 4a-val. Mivel a # 0, ezért
az el6zovel egyenértéki egyenletet kapunk:
4a2%x? + 4abx + 4ac = 0.
Az egyenlet bal oldalat alakitsuk teljes négyzetté:
4a2x® + 4abx + b2 — b> + 4ac = 0;
(2ax + b)? = b? — 4ac. 2)

A (2) egyenlet megoldasa és gyokeinek szama a b?— 4ac kifejezés elGje-
1étdl figg. Ezt a kifejezést a masodfoku egyenlet diszkriminansanak
nevezzik, és D betlvel jeloljik. Tehat D = b%— 4ac. A diszkriminans
fogalom a latin discriminare sz6bél ered, melynek jelentése megkiilon-
boztetni, elvalasztani.

Tehat a (2) egyenlet igy is felirhaté:

(2ax + b)?=D. 3)

A kovetkez6 harom eset fordulhat el6: D <0, D=0, D> 0.

1. Ha D < 0, akkor a (3) egyenletnek és igy az (1) egyenletnek sincs
megoldasa. Val6ban, mivel a (2ax + b)?kifejezés az x barmely értékére
nemnegativ.

Kovetkeztetés: ha D <0, akkor a masodfoku egyenletnek
nincs valos gyoke.

2. Ha D = 0, akkor a (3) egyenlet az alabbi médon irhaté fel:

(2ax + b)?=0.
b

Innen 2ax +b=0; x=——.
2a
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19. A masodfoku egyenlet megolddképlete 149

Kovetkeztetés: ha D =0, akkor a mdasodfoku egyenletnek

. __ b
egy gyoke van: x = %0

3. Ha D > 0, akkor a (3) egyenlet igy irhat¢ fel:
@ax+b)*=(VD)’.
Ebbdl kapjuk, hogy 2ax+b=—/D vagy 2ax+b=~/D. Tehat

50D o b3 VD
2a 2a

Kovetkeztetés: ha D> 0, akkor a mdasodfoku egyenletnek
két gyoke van:

_b=Vp  _-b+JD

*1 2a 2 2a

Gyakran hasznéaljak a réviditett felirast:

x=—bi\/5

2a

Ez az ax® + bx + ¢ = 0 masodfoku egyenlet megoldoképlete.
A képletet alkalmazni lehet abban az esetben is, ha D = 0. Akkor

cobeo_ b

2a 2a°
A masodfoku egyenlet megoldasat az alabbi algoritmus szerint vé-
gezzik el:

e meghatarozzuk a masodfoku egyenlet D diszkriminansat;

e ha D <0, akkor az egyenletnek nincs megoldasa;

e ha D >0, akkor alkalmazzuk a megolddképletet.

Ha az elséfoku tag egylitthatdja paros, tehat felirhaté 2k alakban,
akkor alkalmazhatunk egy masik képletet, mely sok esetben leegysze-
rlsiti a szamitast.

Ebben az esetben a masodfoku egyenlet ax? + 2kx + ¢ = 0 alak.

Szamitsuk ki az egyenlet diszkriminansat: D = 4k? — 4ac = 4(k* — ac).

Jeldljik a k% — ac kifejezést D,-gyel.

Ha D, >0, akkor a megolddéképlet alapjan:

o _"2kEAD, —2k+2,D, 2(-k+\D;) -k+\D,
2a 2a a ’

2a -

vagyis

xzﬂ, ahol D, = k? — ac.
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1. PELDA. Oldjatok meg a kovetkez8 egyenleteket:
1) 3x> - 2x— 16 = 0; 4)x*—6x+11=0;
2) —0,5x2 + 2x — 2 =0; 5) 5x? — 16x + 3 =0!
3)x2+5x—3=0;
Megoldds. 1) Az egyenlet egytitthatéi: a =3, b =-2, ¢ = -16.
A diszkriminans
D=b>—4dac=(-22—4 -3 (-16) =4 + 192 = 196.
A gyokképletbe helyettesitve

2-196 _2-14 _ ,  _2+14_8 _,
T 6 6 ~“MTTe "3°

2
X, g.

[V

Felelet: -2; 2%.

2)D=22—-4 -(-0,5) - (-2)=4-4=0.
Tehat ennek az egyenletnek csak egy gyoke van:
# _a,
Megjegyezzik, hogy ez az egyenlet mas médszerrel is megoldhatd.
Szorozzuk meg az egyenlet mindkét oldalat —2-vel:
x2—4x+4=0.
x—-22=0;x—-2=0;x=2.

Felelet: 2.

3)D=5"—4-1-(-3)=25+12=37.
—5—2\/3_7,36

:—5+\/§
5 .

Az egyenletnek két gyoke van: x, =

Felelet: ﬂ

4)D=(-6)2—4-1-11=36—-44=-8<0.
Tehat az egyenletnek nincs megoldasa.
Felelet: nincs megoldas.

5) frjétok fel az adott egyenletet 5x? + 2 - (=8)x + 3 = 0 alakban, és
alkalmazzuk az ax® + 2kx + ¢ = 0 egyenlet megolddképletét!
D, =(-8)*—5 -3 =409;
8-7_1 . _8+7_g

2

NETy Ty T
Felelet: %; 3. A
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2. PELDA. Oldjatok meg az alabbi egyenleteket: 1) x2+6 \/3? -16=0;
2) x°-10(Vx) ~24=0; 3) 9% -8+ 2 =1+ 51

Megoldas. 1) Mivel \/F =|x|,igy azx?+6|x| — 16 = 0 egyenletet
kell megoldani.

Ha x>0, akkor az x% + 6x— 16 = 0 egyenletet kapjuk, melynek gyokei
—8 és 2, viszont a —8 nem felel meg az x > 0 feltételnek.

Ha x < 0, akkor az x*> — 6x — 16 = 0 egyenletet kapjuk, melynek gyokei
8 és —2, viszont a 8 nem felel meg az x < 0 feltételnek.

Felelet:2;-2.

2) Mivel (\/; )2 =x, ha x > 0, ezért a valtozd olyan értékeit keressik,
melyeknek két feltételt kell kielégitenitik: x2— 10x —24=0és x > 0. Azt
x%-10x-24=0,
x>0
egyenletrendszerrel. Az x? — 10x — 24 = 0 egyenletnek két gyoke van, a
-2 és 12, viszont a —2 nem felel meg az x > 0 feltételnek.

is mondhatjuk, hogy az eredeti egyenlet ekvivalens az {

Felelet:12.
) 9x%-8x =1,
3) Az adott egyenlet ekvivalens a 140 egyenletrendszerrel.
x-1=%
9x’-8x-1=0, |x=lvagyx=—g, 1
x#1 x#1 9’

Felelet: —%. A

3. PELDA. A b mely értéke mellett lesz az alabbi egyenleteknek egy
gyoke:

1) 2x®> — bx + 18 = 0;

2 b+6)x*—(b-2)x+1=0?

Megoldds. 1) Az adott egyenlet masodfoku, igy akkor lesz az egyen-
letnek egy gyoke, ha a diszkriminans 0.

D=b>—4-2-18=0b- 144,
b? — 144 = 0;
b=-12vagy b=12.

Felelet: b=-12 vagy b =12.

2) Ha b =—6, akkor a 8x + 1 = 0 egyenletet kapjuk, melynek csak egy
gyoke van.

Ha b # —6, akkor az adott egyenlet masodfokt, igy akkor lesz az
egyenletnek egy gyoke, ha a diszkriminans O:

D=b-22-4b+6)=b>-4b+4—4b— 24 =b>—8b - 20.

Megoldva a b? — 8b — 20 = 0 egyenletet azt kapjuk, hogy b = -2 vagy
b=10.

Felelet: b=-2,vagy b =10, vagy b =—6. A
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A matematikatanarok tébb nemzedéke és tanitvanyaik is
Mikola Andrijovics Csajkovszkij (1887—1970) hires ukran pedagogus
és matematikus Masodfoku egyenletek cimi konyvébdl meritették
pedagdgiai tapasztalataikat és bévitették tudasukat.
M. A. Csajkovszkijnak 6riasi pedagdgiai és tudomanyos hagyatéka van.
Munkassagat Ukrajna hatarain tul is jol ismerik.

M. A. Csajkovszkij
(1887-1970)

. Mi a masodfoku egyenlet diszkriminansa?

. Hogyan fligg a masodfoku egyenlet gydkeinek szama a diszkriminans
értékétol?

. Irjatok le a masodfoku egyenlet megolddképletét!

4. Milyen algoritmus szerint oldjuk meg a masodfoku egyenleteket?

N =

w

I GYAKORLATOK

631.° Hatarozzatok meg az alabbi egyenletek diszkriminansat, és alla-
pitsatok meg a gyokok szamat:

1) x?+2x—4=0; 3) 2x2 —6x— 3,56 =0;

2) x2—3x+5=0; 4) 5x? —2x + 0,2 =0!
632.° Az alabbi egyenletek koziil melyiknek van két gyoke:

1) x*+ 4x + 8 =0; 3) 4x? —12x+ 9 =0;

2)3x2—4x—-1=0; 4) 2x* —9x +15=07?
633.° Az alabbi egyenletek koziil melyiknek nincs gyoke:

1) x?—6x+4=0; 3)3x2+4x—-2=0;

2) 5x2 — 10x + 6 = 0; 4) 0,04x*> - 0,4x + 1 =0?

MpaBo ans 6e3onnaTHOro po3milleHHs NiapyyHKKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



19. A masodfoku egyenlet megolddképlete 153

634.° Oldjatok meg a kévetkezd egyenleteket:

1) x? —4x+ 3 =0;
2)x*+2x—-3=0;
3)x®2+3x—4=0;
4)x?—4x—21=0;
5) x>+ x — 56 = 0;
6) x2—6x—"7=0;
T x*—8x+12=0;
8 x?+7x+6=0;
9) —x? + 6x + 55 =0;
10) 2x2— 3x— 2 =0;

11) 2x> —x— 6 = 0;

12) 3x? — 4x — 20 = 0;
13) 10x%2 — 7x— 3 =0;
14) —5x2 + Tx — 2 = 0;
15) —6x2 —Tx— 1= 0;
16) 3x>— 10x + 3 = 0;
17) -3x%2+ Tx + 6 = 0;
18) x> —4x + 1 =0;

19) 26> —x— 4 =0;

20) x* — 8x + 20 =0!

635.° Oldjatok meg a kovetkezd egyenleteket:
1) x*—3x+2=0; 7) 4x* - 3x—1=0;
2)x?+12x—13=0; 8) —2x*+x+15=0;
3)x*—Tx+10=0; 9)6x2+Tx—5=0;
4 x?—x—-"T72=0; 10) 18x> - 9x— 5= 0;
5) 2x* - bx+2=0; 11) x> —6x + 11 = 0;
6) 202 — Tx — 4 =0; 12) —x? - 8x + 12 =0!
636.° A valtozo mely értékeire
1) egyenlGk a 6x% — 2 és 5 — x tobbtagu kifejezések értéke;
2) egyenld az y — 6 kéttagu kifejezés és az y?>— 9y + 3 haromtaga
kifejezés értéke;
3) egyenlBk a 4m?+4m + 2 és 2m?+ 10m + 8 haromtagu kifejezések
értéke?
637.° A valtozo mely értékeire:
1) egyenlSk a 4x + 4 kéttagu kifejezés és 3x* + 5x — 10 haromtagu
kifejezés értéke;
2) egyenldk a 10p? + 10p + 8 és 3p? — 10p + 11 kifejezések értéke?
638.° Hatarozzatok meg az alabbi egyenletek gyokeit:
1) (2x—5) (x + 2) = 18;
2) (4x—3)2+(Bx—1) (Bx+1)=09;
3) (x+3)?%—(2x—1)2=16;
4) (x — 6)? — 2x(x + 3) = 30 — 12x;
5 (x+7) (x—8) — (4x + 1) (x — 2) = —21x;
6) 2x—1) 2x+1)—x(1—-x) =2x (x + 1)!
639.° Oldjatok meg a kovetkezd egyenleteket:
1) (x—4)?=4x— 11,
2)(x+5)2+x—-7) (x+7) =6x—19;
3 Bx—1)(x+4)=2x+3) (x+3)—17!
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640.° Hatarozzatok meg azt a természetes szamot, mely 42-vel kevesebb
a négyzeténél!

641.° Hatarozzatok meg annak a téglalapnak a keriiletét, melynek a
tertlete 70 cm?, és egyik oldala 9 cm-rel hosszabb a masiknal!

642.° Két szam szorzata 84. Hatarozzatok meg ezeket a szdmokat, ha
az egyik 8-cal kevesebb a mésikn4l?

1]

643.° Két szomszédos természetes szam szorzata 89-cel tobb 6ssze-
giiknél. Melyek ezek a szamok?

E 644.° Melyik két szomszédos természetes szam négyzetének az 6sz-

szege 3657
645.° Oldjatok meg az alabbi egyenleteket:
2
1) 2x + x5 -15=0; 3) x8‘4_2x3+3:_1;
2 2
2) x?—x(V6-1)-/6 =0; 4) 4x3“‘—x ;17:5’66*1!
646.° Oldjatok meg a kovetkezd egyenleteket:
2
1) x2+3x+/2 +4=0; g BEE X231

2) x2—x(V3+2)+2V3=0;
647." Az a mely értéke mellett lesz % az a** + 4ax — 5 =0 egyenlet gyo-
ke?
648." Az a mely értéke mellett lesz 2 az x?— 0,5ax — 3a? = 0 egyenlet gyoke?
649." Egy négyzet alaku papirlapbdl levagtak egy 3 cm széles csikot. A

maradék papirlap teriilete 40 cm?. Mekkora volt az eredeti papirlap
oldalhossza?

650." Egy 18 cm hosszu téglalap alaki papirlapbdl levagtak a téglalap
szélességével egyenld oldalhosszisiagu négyzetet. A maradék téglalap
tertlete 72 cm?. Mekkora az eredeti téglalap szélessége?

651.° Egy derékszogli haromszog befogdinak kiilonbsége 14 cm, atfogoja
34 cm. Mekkorak a haromszog befogdi?

652.° Egy téglalap oldalainak kulonbsége 31 cm, atldja 41 cm. Mekkorak
a téglalap oldalai?

653.° Hatarozzatok meg azt a harom egymast kovets természetes parat-
lan szamot, melyek koziil a legkisebb négyzete 33-mal t6bb, mint a
masik két szam O6sszegének kétszerese?

654.° Hatarozzatok meg azt a négy egymast kévetl paros természetes
szamot, melyek kozil az elsd és a harmadik 6sszege 5-szor kisebb,
mint a masodik és a negyedik szadm szorzata!
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19. A masodfoku egyenlet megolddképlete 155

655.° Bizonyitsatok be, hogyha a masodfokt egyenlet fegytitthatdja és
szabadtagja kiilonbo6zd elgjeld, akkor az egyenletnek két gyoke van!

656." Egyszer két csapat majom hancarozott az erddben, nyolcadrésziik
négyzetre emelve mar a cserjésben ugralt. A fennmaradé tizenkettd
a lidnokon tancolva nagy zajjal a zold lombok kozé szaladt. Hanyan
voltak osszesen? (Osi indiai fejtord.)

657." Az idei labdartgd-bajnoksagban 36 mérkézést jatszottak le. Hany
csapat vesz részt a bajnoksagon, ha fordulonként mindenki minden-
kivel jatszik?

658.” Hany oldala van annak a sokszégnek, melyben 90 atl6 huzhat6?

659.” Oldjatok meg az alabbi egyenleteket:

452

1) | x2+7x—4 | =4; 4)x2+m—12:0;
2)5x*—8 | x| +3=0: 5) x2-8+/x? +15=0;
x| x| +6x—5=0:; 6) ¥ +4x? 120!
660.” Oldjatok meg az alabbi egyenleteket:
3
D | 22+10x—4 | = 20; 3)|x7|—14x—15:0;
2 x| x| +12x—45=0; 4) x>-8x* -9=0!
661.” Oldjatok meg a kovetkezs egyenleteket:
1) x> +2x+—3—=—3_,80; 2) x> +8(Vx) -33=0!
x-8 x-8
662. Oldjatok meg a kovetkezd egyenleteket:
1) 6x2+5x——L —1-_L . 2) 5x? 14 (Vx) -3=0!
x+1 x+1
663.” A b mely értéke esetén lesz az alabbi egyenleteknek egy gyoke:
1) 2x* + 4x— b =0; 2) 3x2 — bx + 12 =07

664.” A b mely értéke esetén lesz az alabbi egyenleteknek egy gyoke:
1) 6x>—18x+ b =0; 2) 8x%+ bx +2 =07

665. Igazoljatok, hogy az alabbi egyenleteknek a p barmely értéke
mellett két gyoke van:
1) 40> —px—-3=0; 2) 2 +px+p—2=0!

666." Igazoljatok, hogy az alabbi egyenleteknek az m barmely értéke
mellett nincs megoldasa:
D> +mx+m2+1=0; 2) x? —2mx + 2m2+ 9= 0!
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667.” Bizonyitsatok be, hogy az x*> + bx — 7 = 0 egyenletnek a b minden
értéke esetén két gyoke van!
668." Oldjatok meg a kévetkezd egyenleteket:
Dax?+Ba+1)x+2a%+a=0;
2)x?—2a+4)x+8a=0;
3) a’x? — 24ax — 25 = 0;
43 Q2a-1)x*-2(@+1)x+1=0!
669." Oldjatok meg a kévetkezb egyenleteket:
1) x> — (2a — 5) x — 3a? + ba = 0;
2) x>+ (Ba—4) x— 12a =0;
ax*—(a+1)x+1=0!
670. A b mely értékei mellett lesz az aldbbi egyenleteknek egy meg-
oldasuk:
1) bx? - 6x—7=0;
2D)b+5)x>—b+6)x+3=0;
b-4)x*+2b-8)x+15=0?
671." A b mely értékei mellett lesz az alabbi egyenleteknek egy meg-
oldasuk:
1) b’ +x+ b=0; 2)b+3)x2+(b+1)x—2=0?

I ISMETLO FELADATOK

672. Egyszertisitsétek az (a +b__4b ) a+b Lifejezést!
a a+b/) a-b

-343
673. Hatarozzatok meg az (_Z )_5 kifejezés értékét, ha a = %!
a -a

674. Rendezzétek a V17, 3 J2 és 4 szamokat névekvé sorrendbe!

675. Kétféle vasére van: az egyiknek 5%-a, a masiknak 45%-a nikkel.
Mennyi vasércre van sziikkség mind a két fajtab6l 120 tonna olyan
Otvozethez, melynek 30%-a nikkel?

676. Egy konyvbdl hianyzik néhany oldal. A bal oldalon a 24-es szam all,
a jobb oldalon az 53-as. Hany lap hidnyzik a kényvbd6l?
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l UJ TEMAVAL ISMERKEDUNK

677. Oldjatok meg az alabbi egyenleteket, szamitsatok ki a gyokok dssze-
gét és szorzatat, hasonlitsatok 6ssze az els6foku tag egyutthatdjaval
és a szabadtaggal:

1) x?—4x—-12=0; 2) x>+ 9x + 14 =0!

678. Toltsétek ki az alabbi tablazatot, ha a, béscazax>+bx+c=0

egyenlet egytitthatoi, x; és x, az egyenlet gyokei!

Egyenlet b x, Xy XX | X%

IS

Tx?—8x+1=0
6x?+13x—15=0

l NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK HASZNALATA

679. Bizonyitsatok be, hogy 101 festett kockabdl mindig ki lehet valaszta-
ni 11 azonos szintt vagy 11 olyan kockat, mely mind kiil6nb6z6 szint!

Viéte tétele

A felkésziulés kozben a 677., 678. példakat oldottuk meg. Lehet, hogy
ezek a példak ravezettek arra, milyen Osszefliggés van a méasodfoka
egyenletek gyokei és egylitthatdi kozott.

20.1. tétel (Viete tétele). Hax,ésx,azax?+bx+c=0
egyenlet gyokei, akkor

X, +tx,= —%, XX, = %.
Bizonyitds. Tételezzlk fel, hogy az adott masodfoku egyenlet disz-
krimindnsa nagyobb, mint nulla: D > 0. Akkor a megolddképlet alapjan
felirhatjuk, hogy:

_b-D . _-b+JD
2a 2a

Xy 2
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158 3.§. AMASODFOKU EGYENLET

Vagyis x, +x, =

0 ND,bJD_ > NDbedD__b
a

2a 2a 2a
p_ \/_ 7b+\/— _( -b)? (\/—) _b*-D_b*-(b*-4ac) _c
XXy = 2% 402 4a2 2 =
a 4a a
Megj egy zés. Viete tétele igaz abban az esetben is, ha D = 0.
Ekkor ugy vessziik, hogy x, =x, = 2—b
a
-b b
X, +x,=2-|=|=—=,
! 2 (2a) a
b* 4ac _c

x1x2 = —2 =—.
4a® 4a® a
Kovetkezmény. Ha x,; és x, az x> + bx + ¢ = 0 madsodfoku
egyenlet gyokei, akkor

X, + X, =-b,
X%, = C,
vagyis, ha a féegyiitthaté 1, akkor a két gyok 6sszege egyenld az elséfoki
tag egyiitthatojanak ellentettjével, a két gyok szorzata pedig a szabad-
taggal.

20.2. tétel (Viéete tételének megforditasa). Ha
o és  szamokra igaz hogy 0c+|3:—§ és ocB=£, akkor ezek a sza-

mok az ax? + bx + c = 0 egyenlet gyokei.

Bizonyitds. Induljunk ki az ax® + bx + ¢ = 0 egyenletbdl, osszuk
el az egyenlet mindkét oldalat a-val:
2+lxifo0,
a” a

Frangois Viéete francia matematikus,
foglalkozasat tekintve jogasz. 1591-ben
bevezette azt, hogy nemcsak az egyenletek
valtdzoit, hanem az egydutthatéit is betiivel
jeldlte, ami lehetdvé tette az egyenletek
altalanos alakjanak és gyokeinek
vizsgalatat. Viéte sajat bevallasa szerint
kiildnésen nagyra értékelte sajat munkai
kdzul az egyenlet gydkei és egyutthatoi
kozotti 0sszefligges felfedezését.

Frangois Viéte
(1540-1603)
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Felhasznalva a tétel feltételeit, felirhatjuk:
2—(a+PB)x+ap=0. @)
Helyettesitsiik be a kapott egyenletbe a-t és B-t:
—(a+Paoa+ap=al—a—ap+ap=0;
pr—(@a+P)p+ap=p—-of-p*+ap=0.
Tehat a és B gyokei a (*) egyenletnek és igy az ax? + bx + ¢ = 0 egyen-
letnek is. A

Kovetkezmény. Ha o és B szamokra igaz, hogy o+ = -b
és of}y = ¢, akkor ezek a szamok az x? + bx + ¢ = 0 egyenlet gyokei.

Alkalmazva ezt a kovetkezményt, a masodfoki egyenlet megoldhaté
a megolddképlet nélkil is.

1. PELDA. Hatarozzatok meg a 3x2 — 15x + 2 = 0 egyenlet gyckeinek
Osszegét és szorzatat!

Megoldds. Ellenérizziik le, vannak-e gyokei az adott egyenletnek:

D=(152—4-3-2=225-24>0.

Mivel a diszkriminans nagyobb, mint nulla, igy az egyenletnek két
gyoke van: x, és x,.

Viete tétele alapjan: x; +x, = —% =5, x,x, = % A
2. PELDA. Hatarozzatok meg az x2 + bx + ¢ = 0 egyenlet b és c egyiitt-
hatéit, ha tudjuk hogy az egyenlet gyokei —7 és 4!

Megoldds. Viéte tétele alapjan: b=—(-7+4)=3,c=-7-4=-28. A

3. PELDA. irj atok fel olyan egész egyiitthatés masodfok egyenletet,

6\/—,6+\/—

melynek gyokei a kovetkezd szamok: 1) 4 és —= 2)
Megoldds. 1) Mivel x, =4 és x, :—g,
p 5_23 5 20
ezert x, +x, = 4——: 7 x,x, :4.(_7):_T
A forditott tétel alapjan az x, és x, szamok gyokei az x —27—3x —% =0

egyenletnek. Szorozzatok meg az egyenlet mindkét oldalat 7-tel, igy
olyan masodfoku egyenletet kaptok, melynek egytitthatoi egész szamok:
Tx? — 23x— 20 =0.

_6-7 6+\/_

és x, =

6\/—6+\/— 6\/_6+\/_36729

akkor x, +x, = =6, és x,x, = 5 5 1
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Tehat x, és x, szdmok gyokei az x —6x + % =0 egyenletnek, de akkor

a keresett egész egylitthatds egyenlet a 4x? — 24x + 29 = 0 egyenlet. A

4. PELDA. A 2x2—3x—9 = 0 egyenlet megoldasa nélkiil hatérozzatok
meg az xi+xi kifejezés értékét, ha x, és x, az el6bbi egyenlet gyokei!
2 1
Megoldas. Viete tétele alapjan x, +x, = §, X,%, = 9

2 2°
Tehét L.ﬂrl:M:g:(_g):_l.
X, X XX, 2 2 3

Felelet: —%. A

5. PELDA. A 3x2— 10x + n = 0 egyenlet egyik gyoke 4. Hatarozzatok
meg az egyenlet masik gyokét és az n értékét!
Megoldds. Jeloljik x,-gyel és x,-vel az adott egyenlet gyokeit, és

emellett x, = 4. Akkor Viete tétele alapjan x, +x, = %, X, = % -4= -3
%lexz :—%, n=-8.

Felelet: xzz—g, n=-8. A

6. PELDA. Irjatok fel olyan mdsodfoku egyenletet, melynek gyskei
4-gyel nagyobbak, mint az x? + 6x — 14 = 0 egyenlet megfelel6 gyokei!
Megoldds. Jeloljuk x,-gyel és x,-vel az x> + 6x — 14 = 0 egyenlet
gyokeit és x, és x, a keresett masodfoku egyenlet gyokei.
A feltételek alapjan: x; =x,+4, x; =x,+4.
Viete tétele alapjan x; +x, =—6 és x; - x, = —14.
Igy:
x| txp=x,+4+x,+4=(x,+x,)+8=-6+8=2;
xpxy = (20, +4) (X, +4) =20, +4 (X, + x,) +16 =-14+4 - (-6) +16 = -22.
Viéte tételének megforditott tétele alapjan a keresett egyenlet
x2—2x—22=0.
Felelet: x*—2x—-22=0. A

?

1. Fogalmazzatok meg Viéte tételét!
2. Fogalmazzatok meg Viete tételének kdvetkezményét!
3. Fogalmazzatok meg a Viete-tétel megforditasat!

4. Fogalmazzatok meg a Viéte-tétel megforditasanak kdvetkezményét!
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I GYAKORLATOK

680.° Mennyi az x? + 5x — 10 = 0 egyenlet gyGkeinek 6sszege:

1) 5; 2) —5; 3) —10; 4) 10?
681.° Mennyi az x? — 14x + 12 = 0 egyenlet gyokeinek szorzata:
1) —14; 2) 14; 3) 12; 4) -12?

682.° A kovetkezb egyenletek megoldasa nélkil ird fel a gyokok 6sszegét
és szorzatat:
1) x® + 6x— 32 =0; 3) 2x*—6x+3=0;
2) x> —10x+4=0; 4) 10x? + 42x + 25 =0!

683.° A kovetkezs egyenletek megoldasa nélkil ird fel a gyokok 6sszegét
és szorzatat:
1) x*—12x - 18 =0; 3)3x2+Tx+2=0;
2)x?+2x—-9=0; 4) —4x? — 8x + 27 = 0!

684.° Viete megforditott tétele alapjan ellendrizzétek, hogy az adott
szamok gyokei-e az alabbi egyenletnek:
1) 2 és 6 az x> — 8x + 12 = 0 egyenletnek;
2) -7 és 8 az x* + x — 56 = 0 egyenletnek;
3) 5 és 8 az x? — 13x + 42 = 0 egyenletnek;
4) 9 és 11 az x® — 20x — 99 = 0 egyenletnek!

685.° Viete forditott tétele alapjan ellendrizzétek, hogy az adott szamok
gybkei-e az alabbi egyenletnek:
1) 1 és -2 az x*> + 2x — 3 = 0 egyenletnek;
2) -2 és -3 az x> + bx + 6 = 0 egyenletnek!

686.° Hatarozzatok meg az x*> + bx + ¢ = 0 egyenlet b és c egylitthatdjat,
ha az alabbi szamok az egyenlet gyokei:
1) -8 és 6; 2) 4 és 5!

687.° Hatarozzatok meg az x> + bx + ¢ = 0 egyenlet b és c egylitthatdjat,
ha az alabbi szamok az egyenlet gyokei:
1) -2 és 0,5; 2) —10 és 20!

688.° frjatok fel olyan egész egyutthatés masodfoku egyenletet, melynek
az alabbi szamok a gyokei:
1) 2 és b; 3) 0,2 és —10; 5) 0 és 6;
2) -é és 2; 4) 2-/3 és 2+3; 6) —/7 és T!

689.° frjatok fel olyan egész egyuitthatés masodfoku egyenletet, melynek
az alabbi szamok a gyokei:
1)—7Tés—8;  2)5és—0,4:  3) % és

; 4) 5-+/10 és 5++10!

wlN
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690." Az x> — 8x + g = 0 egyenlet egyik gyoke —2. Hatarozzatok meg az
egyenlet masik gyokét és a q értékét!

691." Az x® + px — 42 = 0 egyenlet egyik gyoke 7. Hatarozzatok meg az
egyenlet méasik gyokét és a p értékét!

692.° A 6x% — bx + 4 = 0 egyenlet egyik gyoke % Hatarozzatok meg az
egyenlet masik gyokét és a b értékét!

693." A 4x* — 5,6x + m = 0 egyenlet egyik gyoke —0,2. Hatarozzatok meg
az egyenlet masik gyokét és az m értékét!

694.° A 2x? —7x — 13 = 0 egyenlet megoldasa nélkll hatarozzatok meg
az x,x, — 4x, — 4x, kifejezés értékét, ha x, és x, az el6bbi egyenlet két
gyoke!

695.° Az 5x% + 4x — 13 = 0 egyenlet megoldasa nélkiil hatarozzatok meg
a 3x,x, — x; —x, kifejezés értékét, ha x, és x, az el6bbi egyenlet gyokei!

696." A b mely értékei mellett lesznek az x* + bx — 17 = 0 egyenlet gyokei
ellentett szamok? Hatarozzatok meg ezeket a szdmokat!

697.° Oldjatok meg a kévetkezd masodfoku egyenleteket! Alkalmazzatok
Viete tételét:

1) x> —b5x+4=0; 5) x2—9x + 20 =0;
2) x?+5x+4=0; 6) x> —x—2=0;

3)x*—4x—-5=0; 7) x>+ 2x—-8=0;
4)x*+4x—-5=0; 8) x?—3x—18=0!

698.° Oldjatok meg a kovetkezd masodfokt egyenleteket! Alkalmazzatok
Viete tételét:
1) x?— 10x + 24 = 0; 3)x2—2x—-8=0;
2) x>+ 6x+ 8=0; 4)x>+x—-12=0!

699.° Az al4abbi egyenletek koziil melyeknek lesz mind a két gyoke pozi-
tiv, mind a két gyoke negativ és melyek gyokei ellenkezs elgjellek:

1) x> —12x + 14 = 0; 4) x* + 16x+ 10=0;
2) x? + 6x — 42 = 0; 5) x? —24x + 0,1 =0;
3)x>—Tx—-30=0; 6) x>+ 20x +3=07?

700.” Az x? — 10x + ¢ = 0 egyenlet gyokei kozil az egyik 8-cal nagyobb
a masiknal. Hatarozzatok meg a c értékét és az egyenlet gyokeit!
701.” Az x* + 20x + a = 0 egyenlet gyokeinek aranya 7 : 3. Hatarozzatok
meg az a értékét és az egyenlet gyokeit!

702." Az x> — 7Tx + m = 0 egyenlet x, és x, gyOkeire igaz, hogy 2x, — 5x, =
= 28. Hatarozzatok meg az egyenlet gyokeit és az m értékét!

703." Az x? + 4x + n = 0 egyenlet x, és x, gyokeire igaz, hogy 3x, — x, = 8.
Hatarozzatok meg az egyenlet gyokeit és az n értékét!
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704.” Viete forditott tételével hatarozzatok meg az alabbi egyenletek

gyokeit:
1) 2x*> - bx + 3 =0; 3) 16x2 —23x+ 7 =0;
2) 2x? + 5x+ 3 =0; 4) —8x2 —19x + 27 = 0!
705.” Viete forditott tételével hatarozzatok meg az alabbi egyenletek
gyokeit:
1) 7 + 11x — 18 = 0; 2) 9x? — 5x — 4 =0!

706.” Az x* — 9x + 6 = 0 egyenlet gyokei x; és x,. A gyokok kiszamitasa
nélkiil hatarozzatok meg az alabbi kifejezések értékét:
Ll 2) x2 +x2; 3) (x, —x,)% 4) x% + 23!

X Xy

707. Az x? + 5x — 16 = 0 egyenlet megoldasa nélkiil hatarozzatok meg
az alabbi kifejezések értékét, ha x, és x, az elébbi egyenlet két gyoke:
1) xix, +x2x;; 2) X2 4, 3 | x,—x, | !

X1 Xy

708.” frjatok fel olyan mésodfokt egyenletet, melynek gyokei 2-vel ki-
sebbek az x% + 8x — 3 = 0 egyenletek megfelels gyokeinél!

709.” frjatok fel olyan masodfokt egyenletet, melynek gyodkei 3-mal
nagyobbak, mint az x> — 12x + 4 = 0 egyenletek megfelel§ gyokei!
710.” frjatok fel olyan masodfokt egyenletet, melynek gyokei 3-szor

kisebbek, mint a 2x% — 14x + 9 = 0 egyenletek megfelels gyokei!

711.” irjatok fel olyan masodfoka egyenletet, melynek gyokei 2-szer
nagyobbak, mint a 2x% — 15x + 4 = 0 egyenletek megfelel6 gyikei!

712.7 A 3x* + ax — 7 = 0 egyenlet gyokeinek Osszege % Hatarozzatok
meg az a értékét!

713." Az x* — ax + 8 = 0 gylGkeire igaz, hogy %+%=g. Hatarozzatok
2 1
meg az a értékét!
714." Igazak-e az allitdsok, hogy
1) a 7x2 + 4x — a®> — 1 = 0 egyenlet gyokei kiilonbo6zd elGjellek az
a barmely értéke mellett;
2) az x? + 6x + a + 4 = 0 egyenlet gyokei, ha léteznek, fliggetleniil az
a értékétdl, negativ elGjelliek?
715." Hatarozzatok meg a b dsszes olyan egész értékét, melyre az alédbbi
egyenletek gyokei is egészek:
1) x*+ bx+6=0; 2) x>+ bx—12=0!
716." Hatarozzatok meg a b 0sszes olyan egész értékét, melyre az alabbi
egyenletek gyokei is egészek:
1) x>+ bx+8=0; 2) x>+ bx — 18 =10!
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164 3.§. AMASODFOKU EGYENLET

717.7 Az x* + bx + ¢ = 0 egyenlet gyokei egyenlSk a b és c egylitthatéval.
Hatarozzatok meg a b és a ¢ értékét!

718." Az a mely értékére lesz az x> — 4x + a = 0 egyenlet gyokeinek négy-
zetosszege: 1) 12; 2) 67

719." Az a mely értékére lesz az x* + (@ — 1)x — 2a = 0 egyenlet gyokeinek
négyzetosszege 9?7

I ISMETLO FELADATOK

720. Egyszerisitsétek az alabbi kifejezéseket:

4a-16 ¢ +10c+25 n®-n®
D ——— ) o 5) —5——;
a”-16 5c+25 nd-n
3 2 2 2
2) 12b° - 8b ; 4) 247m ; 6) 372x !
2-3b m°—4m+4 4x° -8x+4

721. Egy gytimolcsosben 48 fat tiltettek, soronként azonos mennyiséget.
8-cal kevesebb a sorok szama, mint amennyi fat iltettek egy-egy
sorba. Hany fat tltettek egy-egy sorba, és hany sort tltettek?

722. Rajz nélkil hatarozzatok meg az y = x? és y = x + 2 fliggvények grafi-
konjainak metszéspontjat! Abrézolj atok a fuggvényeket, és jeloljétek
a meghatarozott pontokat!

723. A gytimolesos 60%-a cseresznye és szilvafa. A cseresznye és szilvafak
20%-a szilvafa. A gyiimolesos hany szazaléka szilvafa?

r UJ TEMAVAL ISMERKEDUNK

724. Az alabbi kifejezéseket csoportositdsi mdodszerrel alakitsatok szor-

zatta:
1) x?—Tx + 10; 3) a?+8a + 12;
2) y* + 3y — 4; 4) x* — x — 6!

I NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK HASZNALATA

725. Laszl6 harom, x, y, z szamjegyre gondolt. Péter megnevez harom
szamot: a, b és c. Laszlé megmondja az ax + by + cz kifejezés értékét.
Mely szamokat kell megneveznie Péternek ahhoz, hogy a kapott infor-
macié alapjan meg tudjuk mondani, mely szamokra gondolt Laszl6?
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ELLENORIZZETEK TUDASOTOKAT! 5. SZ. TESZTFELADAT
1. Az alabbi egyenletek kozil melyik masodfoka?

A) x?=0; B) x>+ x=0; C)x®+x=0; D)x*+x—-2=0.
2. Oldjatok meg a 9x — x? = 0 egyenletet!
A) -3;0; 3; B) 0; 3; C) -3; 3; D) 0;9.

xz—x_x—2_3—x

3. Oldjatok meg az 5 3 = 3 egyenletet!
A) 0; 5; B) 5; ) V5; D) —/5; V5.
4. Az alabbi egyenletek koziil melyiknek nincs gyokik?
A) x> —5x—-2=0; C)x>*—2x+5=0;
B)x*-5x+2=0; D)x*+2x-5=0.
5. Hany gyoke van a 6x% + 13x + 5 = 0 masodfokt egyenletnek?
A) kettd; C) egyetlen egy sem;
B) végtelen sok; D) egy.
6. Hatarozzatok meg az x? + 4x — 21 = 0 egyenlet gyokeit!
A) 7;-3; B) -7; 3; C) -17; -3; D) 3;7.
7. Mennyi az x? — 10x — 12 = 0 egyenlet gyokeinek Gsszege?
A) 10; B) -10; C) -12; D) 12.
8. Mennyi a 3x? — 16x + 6 = 0 egyenlet gyokeinek szorzata?
A) 6; B) 2; C) -16; D) 2.

9. Az x mely értékei mellett egyenlSk a (3x — 1)(x + 2) és az (x — 12)(x — 4)
kifejezések értékei?

A) -12,5; 2; B) 12,5; -2; C) —25; 4; D) 25; 4.

10. frjatok fel olyan masodfoku egyenletet, melynek gyokei a 3-/2 és
3++/2!
A) x>+ 6x—T7=0; C)x>+6x+7=0;
B)x*-6x-7=0; D)x®>—6x+7=0.

11. Oldjatok meg az x| x| — 9x — 10 = 0 egyenletet!

A) -1; 10; _9_\/5; _Q“/H; C) -1; M;
2 2 2
B) 10; ‘9‘2\/5; *9+2‘/H; D) —1: 10.

12. A 2x*+ 9x + ¢ = 0 egyenlet egyik gyoke —5. Hatarozzatok meg a masik
gyOkot és a ¢ értékét!
A) x,=0,5, c=-5; C) x,=9,5, c =22,5;
B) x,=-0,5, c=5; D) x,=9,5, c=-22,5.

MpaBo ans 6e3onnaTHOro po3milleHHs NiapyyHKKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



166 3.§. AMASODFOKU EGYENLET

Masodfoku polinom

Meghatarozas.Azax?+ bx+ckifejezést masodfoku poli-
nomnak nevezziik, ahol x valtozo, a, b és ¢ barmely szam és a # 0.
Lassunk néhany példat olyan tobbtagu kifejezésre, melyek masod-
foku polinomok:
2x% — 3x + 5; x? + Tx; x> — 5; 3x2.
Jegyezzik meg, hogy az ax? + bx + ¢ = 0 masodfoku egyenlet bal oldala
is mésodfokt polinom.

Meghatarozas. A masodfoku polinom gyokének ne-
vezziik a valtozo6 azon értékét, melyre a kifejezés helyettesitési
értéke 0.

Példaul a 2 gyoke az x* — 6x + 8 mésodfoki polinomnak.

Ahhoz, hogy meghatarozzuk az ax? + bx + ¢ masodfoku polinom gyo-
keit, meg kell oldani az ax? + bx + ¢ = 0 masodfoku egyenletet.

A D=0b%-4ackifejezést az ax? + bx + ¢ masodfoku polinom diszk-
riminansanak nevezzik.

Ha D < 0, akkor a masodfoku polinomnak nincsenek gyokei, ha
D =0, egy gyoke van, ha D > 0, akkor két gyoke van.

Csoportositasi médszerrel bontsuk tényezSkre az x> — 3x + 2 ma-
sodfokt polinomot. (Ilyen volt a 724. feladat, melyet a felkészuléskor
oldottunk.)

X—3x+2=x?-x-2x+2=x(x-1)-2@x-1) =
=(x—-1) (x-2).

Ezt az azonos atalakitast nevezziik az x? — 3x + 2 kifejezés linearis
tényezdbkre bontasanak.

A masodfok polinom gyokei és linearis tényez6i kozotti 6sszefiiggést
a kovetkezo tétel mondja ki.

21.1. tétel. Ha az ax’ +bx + c masodfoku polinom diszkrimi-
ndnsa pozitiv, akkor a masodfoku polinom szorzatta alakithato:
ax’*+bx+c=a (x-x)) (x—x,),

ahol x, és x, a polinom gyokei.
Bizonyitas. Mivel x, és x, az ax? + bx + ¢ = 0 masodfoku egyenlet
c

gyokei, igy Viete tétele alapjan x, +x, = —%, XXy =
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21. Masodfoku polinom 167

Ezért
a(x—x) (x—2) =a (6% — (X; + Xp) X + X,%5) =
:a(x2 +2x+5)=0wc2 +bx+c. A
a a

Megjegyezziuk, hogyha a diszkriminans nulla, akkor ugy te-
kintjik, hogy a masodfokt polinomnak két egyenld gyoke van, vagyis
x, = x,. Ebben az esetben

ax? +bx+c=a(x—x)%

21.2. tétel. Ha az ax? + bx + ¢ masodfoku polinom diszk-
riminansa negativ, akkor a masodfoku polinom nem bonthaté
linedris szorzotényezdkre.

Bizonyitds. Tételezziuk fel, hogy az ax? + bx + ¢ masodfoku
polinom szorzatta alakithatd, vagyis léteznek olyan k, m és n szamok,
melyekre teljestl az ax? + bx + ¢ = k(x — m)(x — n) egyenlGség. Ebben az
esetben viszont m és n a polinom gyékei. Vagyis a diszkriminans nem-
negativ, ami ellentmond a feltételezésnek. A

1. PELDA. Bontsatok tényezkre az alabbi polinomokat:
1) x? — 14x — 32; 2) —x? + 17x — 30; 3) 3x2—Tx+ 2!
Megoldds.1) Meghatarozzuk a polinom gyokeit:

x?—14x—32=0;
X, =-2, x, = 16.
Tehat x? — 14x — 32 = (x + 2) (x — 16).
2) Oldjuk meg a —x? + 17x — 30 = 0 egyenletet. Azt kapjuk, hogy
x?2—17x+30=0;
X, =2, x,=15.
Vagyis —x?+ 17x - 30 =— (x — 2) (x — 15).
3) Megoldjuk a 3x% — 7x + 2 = 0 egyenletet:
1

x1:§’ Xy = 2.

Tehat 3x2—7x+2:3(x—%)(x—Z):(Sx—l)(x—Z). A

ya 2 — a—
2. PELDA. Egyszer(sitsétek a %
a’_
Megoldds. Bontsuk tényezlkre a tort szamlaldjat. Oldjuk meg a

6a%—a—1=0 egyenletet. Az egyenlet gyokei:

1 1
al——g, (lz—E.

tortet!
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168 3.§. AMASODFOKU EGYENLET

2 _g_1= 1 _l_( l).(_l): _
6a°—a 1—6(a+§)(a 2)_3 a+3 2(a 3 (Ba+1) (2a-1).
Vagyis
6a’-a-1_(Ba+1)(a-1) 2a-1
9%-1 (Ba+1)(8a-1) 3a-1"
L 2a-1
Felelet: 3a_1"

3. PELDA. Az m mely értéke mellett lehet a 2x? + 9x + m méasodfoki
polinomot olyan szorzatként felirni, melynek egyik tényezGje az (x + 5)
linearis kifejezés?

Megoldds. Mivel az egyik szorzotényezs az (x + 5) linearis kifejezés,
igy a polinom egyik gyoke —5.
Vagyis
2:-(-5)2+9(-5)+m=0;
m =-5.
Felelet: m=-5. A

‘)

1. Mit neveziink masodfoku polinomnak?

2. Mi a masodfoku polinom gyodke?

3. Mit neveziink a masodfoku polinom diszkriminansanak?
4

. Mikor nincs a masodfoku polinomnak gyoke? Mikor van egy gyoke? Két
gyoke?

(3]

. Mikor bonthaté linearis tényez&kre egy masodfoku polinom?

6. Irjatok le a masodfoku polinom tényezékre bontasanak képletét!

7. Mely esetben nem lehet tényez6kre bontani a masodfoku polinomot?

I GYAKORLATOK

726.° Hatarozzatok meg a kovetkez6 masodfokd polinomok gyodkeit:

1) x?—x—-12; 3) 3x? — 16x + b; 5) 4x? + 28x + 49;

2) x? + 2x — 35; 4) 16x% — 24x + 3; 6) 3x% + 21x — 90!
727.° Tényezdlkre lehet-e bontani a kovetkezd kifejezéseket:

1) x> — 12x + 6; 3) 2a% — 8a + §;

2) 3x% — 8x + 6; 4) —6b% + b + 12?
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21. Masodfoku polinom 169

728.° Bontsatok linearis tényezdkre az alabbi polinomokat:

1) 2% — Tx + 12; B) —a + x + 2; 9) %bz—%bJrl;
2) x? + 8x + 15; 6) 6x2 — bx — 1; 10) —2x2 — 0,5x + 1,5;
3) x* — 3x —10; 7) 4x* + 3x — 22; 11) 0,4x® — 2x + 2,5;
4) —x? — bx — 6; 8) —3a? + 8a + 3; 12) -1,2m? + 2,6m — 1!
729.° Bontsatok linearis tényezdkre az alabbi polinomokat:
1) x% — 3x — 18; 4) 5x? + 8x — 4; 7 —%x2—2x—3;
2) x? + bx — 14; 5) 2a% - 3a + 1; 8) 0,3m?—3m + 7,5;
3) —x? + 3x + 4; 6) 462 —11b — 3; 9) x? — 2x — 2!
730.° Egyszerlsitsétek a kovetkezd torteket:
2 2
1) * +x—6; 3 3x—-15 . 5) ¥ —7x+12;
) x+3 x%—x-20 ) x% —3x
x-4 )x2—3x+2, 6 x*+4x
x2-10x+24’ 6x-6 x2+2x-8
731.° EgyszerUsitsétek a kovetkezd torteket:
1 x%—6x+5, gy 20412 3) x*+9x+14,
x-5 x2+8x-18’ 2 +7x
732.° Egyszerisitsétek az alabbi torteket:
4a® -9 c®—5c-6 x*-16
Do e 190 5 s
2a”-9a-18 ¢ —8c+12 32-4x—-x
2) 22 -Th+3, 4 mé-1 6) 4n® -9n+2,
4b° —4b+1 m?+9m-10" 2+9n-5n%"
733.° Egyszerlsitsétek az alabbi torteket:
e o
2 2
2 2y2 +3y-5, 4y 3+200-70",
v -2y+1 0% —6b-1

734. A b mely értéke mellett lehet az alabbi polinomokat olyan szorzat-
ta alakitani, melynek egyik tényezGje a megadott linearis kifejezés:
1) 2x%>—b5x+ b; (x —3);
2) —4x?+bx+2; (x+1);
3) 3x?—4x+b; (3x—2)?

735. A a mely értéke mellett lehet az alabbi polinomokat olyan szorzat-
ta alakitani, melynek egyik tényezGje a megadott linearis kifejezés:
1) 2x2—Tx+a; (x—4);
2) 4x* —ax+6; (2x+ 1)?
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170 3.§. AMASODFOKU EGYENLET

736.” Egyszerlsitsétek a kovetkezs kifejezéseket:
1) 9a% -4 a-2  a-1,
20°-5a+2 3a+2 1-2a’

2) b-4 ( b-1 1 )
b —b \262+3b+1 b2-1

3)( c+2 2 ) c?+3c |
c®—c-6 c®-6c+9 .(2c—6)2,

4) 3 n 2m 4m -6 4m—16,
m-4 m+1 m2-3m-4) 2m-3°

737.” Igazoljatok, hogy az alabbi kifejezések értéke fuggetlen az a val-
tozd értékétol:
25a2-36 5a+6 9a-8,
) 10a2—9a+2 "5a-2 1-2a’

2) 1 4 2a+1,
a+3 a-1 a’?+2a4-3/ a+3°

738.” Abrazoljatok az alabbi fliggvényeket:
3x*-10x+3 x4,

T x-1 2 y= x-3 x+2°
739.” Abrazoljatok a kovetkezd fliggvények grafikonjat:
x?-2x-8 x2-x-2 x*-x-30
Dy= x—-4 2 y= x+1  x+5 !
740." Alakitsatok szorzattd az alabbi tobbtagu kifejezéseket:
1) x* — 6xy + 5y% 3) 3m? — 8mn — 3n?
2) a? + bab — 3602 4) 4x? — bxy + y?!
741." Alakitsatok szorzattd az aldbbi polinomokat:
1) a®> — 14ab + 4002, 2) 12b% + bc — 6¢?!
742." Oldjatok meg a kovetkezs egyenleteket:
) (@-a—-6)x=a>-9; 2)(@*—8a+T7) x=2a%>—-13a—T7!

743." Az a minden értékére oldjatok meg az
(@>+7a—8) x=a?+ 16a + 64
egyenletet!

I ISMETLO FELADATOK

744. Egyszer(sitsétek az alabbi torteket:

>3+J_ 3) 2= J6 5 9a-b2 .
23’ J6 -3’ 9a+6b~a +b%
o 5-5 g _da-2 6 ava-8

)\/5—5\/5’ )2\/;+\/§, a+2\/;+4.
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745. A 36. abra egyik rajzan egy allandé sebességgel halad6 gyalogos
mozgasi grafikonja lathat6. Hatarozzatok meg a gyalogos sebességét!

S, S, S,
km m m
1 1 / 1
ol 1 t, bra ol 1 t, fra ol 1 t, éra
a b c
36. abra

746. 2 liter 8%-0s és 3 liter 6%-o0s zsirtartalmu tejet dsszedntottek.
Héany szazalék a kapott tej zsirtartalma?

l UJ TEMAVAL ISMERKEDUNK

7417. Oldjatok meg a kovetkez egyenleteket:
1)a2=09; 3) (4x+ 1)2=9; 5) Jx =9;
2) a2 = —9; 4) (x—1)2 = 5; 6) Vx =-9!
748. Oldjatok meg az alabbi egyenleteket:
1) 4x -1 _x+ 5 .
x—-2 x-2
2y°-3y-20 .
2) ~ o1 YT L
5x-3 4x-2 ..
3 x+1  x+2 L
1 1 _ 9 '
y=5 y+4 (y-5@y+4’

4)

I NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK HASZNALATA

749. Milyen téglalapbdl van tobb: olyanbdl, amelynek keriilete 1000
egység vagy olyanbél, amelyeknek a keriilete 1002 egység? A feladat
feltételében az 6sszes olyan téglalap szerepel, melyek oldalhosszainak
mérbészama természetes szam.
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172 3.§. AMASODFOKU EGYENLET

Masodfokura visszavezethet6 egyenletek
megoldasa

1. PELDA. Oldjatok meg az x* — 1342 + 36 = 0 egyenletet!

Megoldas. Vezessink be 0j valtozot: x?= t. Akkor x* = 2. Ekkor az

egyenlet felirhaté a ¢ valtozon keresztul:
t?—13t+36=0.

Az utébbi egyenletet megoldva kapjuk, hogy ¢, = 4, t, = 9. Mivel

t = x?, ezért az
x2=4ésx?=9

egyenletet kell megoldani.

Tehat x, =2, x,=2, x;=-3 és x, = 3.

Felelet: kétféleképen is felirhatjuk: —2; 2; —3; 3 vagy +2; £3. A

Meghatarozas. Az ax* + bx®> + ¢ = 0 alaka egyenletet
bikvadratikus egyenletnek nevezziik, ahol x valtozé, a, b, ¢
valds szam és a # 0.

Az x? = t valtozdcserét alkalmazva a bikvadratikus egyenlet vissza-
vezethet§ at? + bt + ¢ = 0 alakd mésodfokt egyenletre. Ezt a médszert
valtozécserének nevezzik.

Ezt az elvet nemcsak bikvadratikus egyenletek megoldasakor alkal-
mazhatjuk.

2. PELDA. Oldjatok meg a (2x — 1)* + (2x —1)> — 2 = 0 egyenletet!

Megoldds. Vezessiik be a t = (2x — 1)? valtozét. Ezt behelyettesitve

az egyenletiink

12 +t— 2 =0 alaku lesz.
Innét ¢, =2 ést,=1.
Tehat a (2x — 1)2 =-2 és (2x — 1)? = 1 egyenleteket kell megoldani.
Az els§ egyenletnek nincs megoldasa. A masodik egyenletbdl a
2x-1=1vagy2x—-1=-1

egyenleteket kapjuk, melyek megoldasa az x;, =0 és x, = 1.

Felelet:0;1. A

3. PELDA. Oldjatok meg a 6x+5Jx +1=0 egyenletet!

Megoldds. Vezessiink be 1j ismeretlent. Legyen Jx = t, akkor
t? = x. Igy az egyenletiink: 6¢% + 5¢ + 1 = 0 alaku lett.
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22. Masodfokura visszavezethetd egyenletek megoldasa 173

1

Ennek az egyenletnek két gycke van: ¢, = —%, t, = 5

Két egyenletet kaptunk:
1 1
VEs—g Ve =g

Mivel Vx >0, ezeknek az egyenleteknek nincs megoldasuk.
Felelet: az egyenletnek nincsenek gyokei. A

, 2
4. PELDA. Oldjatok meg az xxifix:%j

Megoldds. Ez az egyenlet ekvivalens a
x%+2x=5x+18,
x—6=0

28 egyenletet!

egyenletrendszerrel. Innét

x2-3x-18=0,
x # 6;
x=-3vagy x =06,
x # 6;
x=-3.
Felelet: —3. A
5. PELDA. Oldjatok meg az 5 4 1 egyenletet!
xP—4x+4 x*-4 x+2

5 4 1 _
(x-2? (x-2)(x+2) x+2
5(x+2)—4 (x—2)—(x - 2)° 0
(x-2)% (x+2) )
Ez az egyenlet ekvivalens az alabbi rendszerrel:
5(x+2)—4(x—-2)—(x—-2)*=0,
x#2,

Megoldas. Rendezziik az egyenletet:

b

x#-2.

Ebbdl kévetkezik, hogy
5x+10—-4x+8—-x?+4x-4=0,

X #2,

X+ -2
x2-5x-14=0,
x#2,
X+ -2
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174 3.§. AMASODFOKU EGYENLET

x=Tvagy x=-2,
X #2,
x#-2
x="1.
Felelet: 7. A

C’

| Mit neveziink bikvadratikus egyenletnek?

I GYAKORLATOK

750.° Oldjatok meg a kovetkezb egyenleteket:

1) x*—5x2+4=0; 4) x* + 14x% — 32 = 0;
2) x* — bx? + 6 =0; 5) 4x* — 9x? + 2 = 0;
3)xt—8x2-9=0; 6) 3x* + 8x*— 3 =0!
751.° Oldjatok meg a kovetkezd egyenleteket:
1) x*—29x% + 100 = O; 4) x* + 3x2—-70 = 0;
2) x* — 9x? + 20 = 0; 5) 9x* — 10x%? + 1 = 0;
3) x* — 2x% — 24 = 0; 6) 2x* — 5x? + 2 = 0!
752.° Oldjétok meg az alabbi egyenleteket:
x%+3x-4 x> +4x 9x+50
) x+1 =0; " x-5 x-5
—6x-7 x®—6x 15-2x
9) ¥ -6x-T_g, 15-2c_,
) x-7 0; 8 x-3  x-3
3x%-x-2 x%—6x
— =4;
3) T . =0; 9) P
4) x* -8x __20 |, 10) 5¢+18 _ .
x+10  x+10° -2 ’
x%-14  bBx | _6
5) x+2  x+2’ 11)x+1 x’
6) x®+10x _12x+48, 12) 5-8 _18,
x-8 x-8 "’ x’
753.° Oldjatok meg az alabbi egyenleteket:
x> -5x-6 .. x®+12x B5x-12 .
) x—6 =0; 5) x+4 x+4
Ax® —Tx -2 x%—3x
2 _— M = ;
) x-2 0; 6) x+6
2x°+6 _ 13x 2-33y . .
D38 xis D=1~
2
4)M:5x+56; 8)y———10'
x+7 x+7 y
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22. Masodfokura visszavezethetd egyenletek megoldasa 175

754.° Oldjatok meg a kovetkezd egyenleteket:
D (x+3)*'-3(@x+3)?2-4=0;
2) 2x+1)"—10 @x+ 1)>+9=0;
3)(6x—T)*+4(6x—T7)?*+3=0;
4) (x—4)*+2((x—-4)?-8=0!
755.° Oldjatok meg a kovetkezs egyenleteket:
1) Bx—1)*-20 (Bx—1)2+64=0;
2) 2x + 3)*—24 2x + 3)2—25=0!
756.° Oldjatok meg az alabbi egyenleteket:
1)x—3\/;+2:0; 4)8\/;+x+7=0;
2) x—Jx-12=0; 5) 6/x —27+x=0;
3) 3x-10/x +3=0;

6) 8x~10x +3=0!
757.° Oldjatok meg az alabbi egyenleteket:

1) x-6Jx+8=0; 2) x-5Jx-50=0;

758.° Oldjatok meg a kovetkezd egyenleteket:
1 x®-9x+18

3) 2x-3+/x +1=0!

2
x°—-12x+35
3 =0; 35— —=0;
x°-9 x°-10x+25
2 2
9) 3x —214x—5:0; 4) % _7x+6=O!
3x° +x

x2+2x-3
759.° Oldjatok meg a kovetkezs egyenleteket:

2 2
1) x —?x—lOZO; 9 x2+5x—14:O,
x2 -1 x“—-6x+8
760.° Oldjatok meg a kovetkezd egyenleteket:
1) 2y _3y+3,

3) S5x+2 _4x+13,
y-3 y x-1 x+7 "’
3x+4 2x-9 2x% —3x+1
2 = 5 4) 2= ==~ —3x-4!
) x-3 x+1 ) *

x-1
761." Hatarozzatok meg a kovetkezs egyenletek gyokeit:
2¢-13 _x+6 3x? —4x—-20
1 == 9) 2L —=2r 4V _9x 5!
) x—6 x ) x+2 x5
762.° Hatarozzatok meg a kovetkez6 egyenletek gyokeit:
10,9y,
x+2

gLl __10 _3-x

x x*-5x x-5
48 48 4x x—2 1
2 - =1; 7 - ==
)14—x 14+x )x2+4x+4 x>+2x x
-1 x 8 6 3 x—-12
3) T —T-= ; 8 - + =0;
)x+2 x-2 x2_4 )x2—36 x2-6x x%+6x
4) x—1+x+1:2x+18; 9) x +x+7:63—5x;
x+3 x-3 x2_9 x+7 x-T7 x%2-49
4x-10 x+6 4 1 10
5 ——+ =4; 10 !
) x-1 x+1 )

x?-10x+25 x+5 x°-25

MpaBo ans 6e3onnaTHOro po3milleHHs NiapyyHKKa B Mepexi IHTepHeT mae

MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



176 3.§. AMASODFOKU EGYENLET

763.° Oldjatok meg a kovetkezs egyenleteket:

60 60 1 2y+3 y+1 1
—- ==3 4 - + =0;
x x+10 5 )2y+2 2y-2 y2-1
2) x +x+2: 216 : 5) _ 3x _ 32c—3 :l;
x+2 x-2 x°-4 x“-10x+25 x“-bx x
g 9 . 14 _24. g =20, 10 ___ 5 __
x+3 x-3 «x x°+10x x*-100 x*-10x
764.° A valtoz6 mely értékénél lesz:
24 . 16 . . . _
1) a T sa tort 6sszege 3;
42 .. . 1 . 36 T,
2) a —= tort értéke —-del tobb a tort értékénél?
x 4 x+20
765.° A valtoz6 mely értékénél lesz:
1) a 22 tort értéke L-del kevesebb a 3O tort értékénél;
x+3 2 x
9) a 2 tort értéke 9-cel tobb a tort értékénél?
x x+18
766.” Oldjatok meg az alabbi egyenleteket:
2x-10 4 5x-1 4x -6 x 14
1) =S5—+ =— ; 3) - =— ;
x°+1  x+1 x*-x+1 x+2 x+1 x®+3x+2
2) 6 +5—2x_ 3 . 4) x  3x-1 _ 2 '

x?-4x+3 x-1 x-3’ x*-4 x*+x-6 x+5x+6
767. Oldjatok meg a kovetkezs egyenleteket:
3x+2 |, x°+39_ 5 x L x+l 8

1 + = ; 2 + = !
)x2+2x+4 x-8 x-2 )x—l x+38 x2+2x-3
768.” Oldjatok meg a kovetkezs egyenleteket! Vezessetek be 4j valtozot:

1) x®—2)2—-8(*—-2)+7=0;

2) (x® + 5x)2 — 2 (x® + bx) — 24 = 0;

3)(?-3x+1) (x>—3x+3)=3;

4) (x* + 2x + 2) (x* + 20 — 4) = -5!
769.” Oldjatok meg a kovetkezd egyenleteket! Vezessetek be 1) isme-

retlent:
2
1 (Zx—l) _6@x-D) ., gydx-1, x+1 gl
x x x+1 38x-1 3
770. Oldjatok meg az alabbi egyenleteket:
4 2

1) (2 — 62 + (x> — 6x) — 56 = 0: 3 X __A¥ _5_o;
(x-2° x-2

9) (x* + 8x + 3) (x? + 8x + 5) = 63; g) X+4_x-3_3,

x-3 x+4 2’
771." Oldjatok meg az aldbbi egyenleteket! Vegyétek figyelembe, hogy
a valds szam:

2 2 _
1) x —8x+7=0; 3) x (3a+2)x+6a=0;
x—a x—-6
9) _*=a___o, g) 4x-a)
)x2—8x+7 ) x+3
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xX—ax+5

772." Az a mely értéke mellett lesz az P

gyoke?

=0 egyenletnek egy

I ISMETLO FELADATOK
773. Igaz-e, hogy az
1,1 ), 2

a—lz(
( ) a®-1 a?-2a+1) a+1
kifejezés értéke az a barmely értékére pozitiv?

774.Ax/3+2_\/572

i Jo-2 J6+2
775. Abrazoljatok az

kifejezés értéke racionalis vagy irracionalis szam?

—%, hax<-2,
y:

2 >
fliggvényt! x%, hax>-2

I NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK HASZNALATA

776. A szamitégép monitorjan az 1-gyes szamjegy lathaté. A gép minden
masodpercben a monitoron 1év6 szamhoz hozziadja a szam szamje-
gyeinek 6sszegét. Lehetséges-e, hogy bizonyos id6 multan a monitoron
a 123 456 789 szam legyen lathat6?

Egyenletek megoldasa uj valtozé ; ‘iﬂ

bevezetésével Lg

A 22. pontban megismerkedtetek az egyenletek megoldasanak azzal
a médszerével, mikor 4j valtozot vezettiink be. Tekintsiink at még né-
hany példat ennek a médszernek az alkalmazasara, melyek igazoljak a
moédszer hatékonysagat.

ra 2 - —
1. PELDA. Oldjuk meg az * 3x—6 8x =-2 egyenletet!

x _x2—3x—6

2
Megoldds. Jelsljik az %:t kifejezést t-vel, akkor
8x

—-= 8, Behelyettesitve, az egyenletiink t-8__9 alaku lesz,
x“-8x-6 t t
t*+2t-8=0,

egyenletrendszerrel.
t+0

amely ekvivalens a {
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178 3.§. AMASODFOKU EGYENLET

Megoldva ezt az egyenletrendszert azt kapjuk, hogy ¢, =—4 és ¢, = 2.
Tehat az adott egyenlet megoldasat visszavezettiik két egyenlet
megoldasara:
1) x%-3x—-6 -4
X
2) x®-3x-6 —9.
X
Ezeket az egyenleteket oldjatok meg 6nalléan!

Felelet: —3;-1;2;6. A

2. PELDA. Oldjatok meg a (2x> + 3x — 1)> — 1022 — 15x + 9= 0
egyenletet!

Megoldas. Alakitsuk at az egyenletet:
(2x2+3x—1)2—10x2—15x+ 5+ 4 =0;
2x*+3x—12-5@x*+3x—-1)+4=0.

Vezessiink be 4j valtozot: 2x? + 3x — 1 = t. Ekkor az egyenlet ¢2 — 5¢ +
+ 4 = 0 alakban irhat6 fel, melynek megoldasa t, = 1 és t, = 4.

Vagyis 2x? + 3x—1=1vagy 2x>+ 3x— 1 = 4.

A kapott masodfoku egyenleteket megoldva kapjuk meg az eredeti
egyenlet megoldasat.

1

Felelet: -2; =; —é; 1. A
2 2

3. PELDA. Oldjuk meg a (222 — 3x + 1) (222 + 5x + 1) = 942 egyenletet!
Megoldas. Konnyen ellen6rizhetd, hogy az x = 0 érték nem gyoke
az adott egyenletnek, ezért osszuk el az egyenlet mindkét oldalat x*-tel,
igy az eredeti egyenlettel azonos
26 -8x+1 2x*+5x+1 _9
x X

egyenletet kapjuk.
Innét (2x—3+l)(2x+5+l)=9.
X X
Vezesslink be 4j valtozét: 2x + % —-3=t. Akkor 2x +5+ % =t+8. Ekkor

t (t+ 8)=9. A kapott masodfokt egyenlet gyokei: t, =1 és t, =—9.
Ezeket az értékeket visszahelyettesitve két egyenletet kapunk:

1) 2x+L-3-1;
X

9) 2x+1_3-_9.
X

Az egyenleteket oldjatok meg 6nalléan!
Felelet: #; # A
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4. PELDA. Oldjuk mega 7 (x+%)—2(x2 +i2):9 egyenletet!
X

2
Megoldds. Vezessiink be 0j valtozot: x+% =t. Ekkor (x+%) =12

Tnnen x?+2+-5 =% x2+
X

1

x2

=t*-2.

Az eredeti egyenletbe visszahelyettesitve:
-2 —2)=09;

212 -Tt+5=0.
A kapott masodfoku egyenleteket megoldva: t, =1 és t,= g
Tehat x+l:1 vagy x+l=§.
x x 2

Ezeket az egyenleteket oldjatok meg 6nalléan!
Felelet: %; 2. A

5. PELDA. Oldjuk meg az (x — 2x + 2)% + 3x (x — 2x + 2) = 102
egyenletet!
Megoldds. Konnyen meggydzédhetiink arrdl, hogy az x =0 nem gyoke
az egyenletnek. Igy az egyenlet felirhat6
2 2 2
(x —232c+2) +3(x J62x+2) ~10

alakban, mivel az egyenlet mindkét oldalat elosztottuk x?-tel.
Az x%-2x+2
X

=t 0j valtozo6 bevezetésével a

?2+3t-10=0

masodfoku egyenletet kapjuk.

Fejezzétek be énalléan!

Felelet: 2—\/5; 2+\/§; -1;-2. A

Ezen példak megoldasa kézben felmeriilhetett bennetek, hogy miért
nem alkalmaztunk azonos atalakitasokat?

Az igazsag az, hogy a kijel6lt azonos atalakitasok utan az ax* + bx® +
+ cx? + dx + e = 0 alakl egyenletet kapjuk (gy6zddjetek meg réla 6nal-
l6an). Ha a # 0, ezeket az egyenleteket negyedfoku egyenleteknek
nevezzik. Ha a = 0 és b # 0, akkor harmadfokurdl beszéliink. Ezen
egyenletek részesete a bikvadratikus egyenlet, amikor b = 0 és d = 0.
Ezeket az egyenleteket mar meg tudjatok oldani.

Altalanos esetben a harmadfokt és negyedfoku egyenletek megolda-
sahoz ismerni kell a megolddképletet. A megolddképlet kivezetésének
torténetérdl olvashatsz a kovetkezd értekezésbol.
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I GYAKORLATOK

Oldjatok meg a kovetkezd egyenleteket:
3x°-9x 12

b 2 x®-3x 3

96 . 8 _y
(x+1D)(x+2) (x-1D(x+4)

3) x (x+3) (x+5) (x+8)=100;

4) (x+2) (x+3) (x+8) (x+12) = 4x?;

5)7(x+1 —2(x2+i2)=9;

6) 2 (x*+x+ 1)2—7J(Cx—1)2=13 (x®—1);
7 (x—6)* + (x — 4)* = 82!

Scipione del Ferro titkos fegyvere —g

Ko6nnyen meg tudjatok oldani a kévetkez6 harmadfokt egyenleteket:

x*—8=0,x+x2=0,x*—x=0.

Ezek az egyenletek részesetei az ax® + bx? + cx + d = 0 egyenletnek,
ahol x a valtozé, a, b, ¢, d valés szam és a # 0. A harmadfokl egyenlet
megolddoképletének levezetése nehéz feladat. Nemhidba tekintik a
XVI. szazad egyik kiemelked§ matematikai felfedezésének.

ElGszor Scipione del Ferro (1465—1526) olasz matematikus vezette le
az x® + px = q egyenletet, ahol p és q pozitiv szdm. Scipione del Ferro a

Niccolé Girolamo Niels Henrik
Tartaglia Cardano Abel
(1499-1557) (1501-1576) (1802-1829)
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23. Aracionalis egyenlet, mint a realis problémak matematikai modellie 181

felfedezését titokban tartotta. Abban a korban egy tudés érvényestiilése
sokban fiigg6tt a matematikaversenyeken elért eredményeitél. Ezért
volt szamara kifizet6ds, hogy titokban tartsa felfedezését, mert titkos
fegyverként tudta alkalmazni.

Scipione del Ferro haladla utan egyik tanitvanya, Fiore, aki ismerte a
titkos képletet, kihivta Niccolé Tartagliat, egy velencei szamolémestert
egy tudomanyos parbajra. Néhany nappal a parbaj el6tt Tartaglia is
felfedezte a harmadfokd egyenletek megoldasanak eljarasat és 1535.
november 20-an folényes gy6zelmet aratott.

ElGszor a titkos képletet Girolamo Cardano ismert olasz matematikus
jelentette meg a A nagy miivészet, avagy az algebrai szabdlyokrél cimd
konyvében. Ebben a miiben taldlkozunk elszor a negyedfokd egyenlet
megoldasi eljarasaval is, melyet Ludoviko Ferrari dolgozott ki.

A XVII.-XVIII. szazad matematikusai sok energiat fektettek az
o6todfokud egyenletek megoldasaba. Az elért eredményekhez sokban hoz-
zajarultak Paolo Ruffini (1765-1822), és Niels Henrik Abel fiatalon el-
hunyt norvég matematikus. Az eredmény meglepé volt: bebizonyitottak,
hogy az altalanos 6tédfokt és magasabb foku egyenletek véges szamu
algebrai mivelettel (6sszeadas, kivonds, szorzas, osztas és gyokvonas)
nem oldhaték meg.

A racionalis egyenlet, mint a realis
problémak matematikai modellje

A 7. pontban mar tanultatok a racionalis egyenletek alkalmazasat a
realis problémak megoldasara, matematikai modelljére. Most, hogy mar
meg tudtok oldani masodfoku egyenletet is, a feladatok kore kibGvithetd.

1. PELDA. Az Ahelységbdl egy kerékparos indult el, majd 45 perccel
késbbb ugyanabba az iranyba egy teherautd. A teherauté az A helységtdl
15 km-re utolérte a kerékparost. Mekkora atlagsebességgel haladt a ke-
rékparos és a teherautd, ha a teherauté sebessége 18 km/h-val t6bb volt?

Megoldds. Jeloljik a kerekparos sebességét x km/h-val, akkor a

teherauté sebessége (x + 18) km/h. A kerékpéros a 15 km-es utat % 6ra
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ora alatt. Mivel a teherauté ezt az

alatt tette meg, a teherauté 15
x+18

7

utat 45 perccel, % 6raval rovidebb 1d§ alatt tette meg, mint a kerékparos,

erért 15__15__3
x x+18 4’
Igy:
I5__156 _3
x x+18 4°
8__95 _1,
x x+18 4’
20x+360—20x—x2—18x:0_
4x (x +18) ’
x2+18x-360=0,
x#0,
x#=-18.

x =12 vagy x =-30.

A —30 nem felel meg a feladat feltételeinek.

Tehat a kerekparos sebessége 12 km/h, a teherautéé pedig 12 + 18 =
=30 (km/h).

Felelet: 12 km/h, 30 km/h. A

2. PELDA. Azttjavitast 7 éran keresztiil egy brigad végezte, majd

csatlakozott hozzajuk egy masik brigad. Két 6ra k6zés munkaval be is fe-
jezték az utkarbantartast. Hany éra alatt végzett volna kiilon-kiilon a két
brigad az Gtjavitassal, ha az elsének 4 6raval t6bb id6re van sziiksége?

Megoldas. Jeloljik x-szel azt az id6t, ami alatt az els6 brigad elké-
szul az utjavitassal, akkor a masodik brigad (x — 4) éra alatt. 1 éra alatt

az els6 brigad az ut % -ed részét javitja ki, a masodik az ut %-ed részét.
x_

Az els6 brigad 9 érat dolgozott, igy az ut 9 _ed részével végzett, a ma-
X

2
x—

sodik brigad 2 érat dolgozott, tehat az at 4-ed részét javitotta ki.

Mivel a munkat kozosen fejezték be, igy a 9, % =1 egyenletet irhat-
X X —

juk fel.

A kapott egyenletnek két megoldasa van: x;, = 12 és x, = 3 (6nalléan
ellendrizzétek le!). A masodik gyok nem felel meg a feladat feltételei-
nek, mivel akkor a masodik brigdd x = 3 — 4 = —1 6ra alatt fejezné be a
munkat, ami lehetetlen.
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Tehat az elsé brigad 12 6ra alatt, a masodik 8 6ra alatt végezné el az
atjavitast, ha egyedil dolgozna.
Felelet: 12 6ra, 8 6ra. A

3. PELDA. Egy séoldat 120 gramm vizet tartalmaz. Miutdn az
oldathoz hozzaadtak 10 g s6t, az oldat koncentracidja 5%-kal megndétt.
Hany gramm s6 volt eredetileg az oldatban?

Megoldas. Jeloljik az eredeti oldat sétartalmat x-szel. Akkor az

x
x+120

oldathoz 10 g sét adtak, akkor az oldat sétartalma (x + 10), és az oldat

x+10
x+130

oldat tomege (x + 120) gramm, tehat a toménysége . Miutan az

tomege (x + 130) gramm, a toménysége pedig . Ez a toménység

5%-kal, azaz %-dal tobb az eredeti oldat toménységénél. Tehat
x+10  _ x _ 1
x+130 x+120 20°
A kapott egyenletnek két gyoke van — x, = 30 és x, =—280, melyek
kozul a méasodik nem felel meg a feladat feltételeinek.

Vagyis az eredeti oldatban 30 gramm s6 volt.
Felelet: 30 g. A

I GYAKORLATOK

777.° Az A és B varosok kozotti tavolsag els6 150 km-ét egy személygép-
kocsi meghatarozott sebességgel tette meg. Majd a tovabbi 240 km-en
a sebességét 5 km/h-val névelte. Hatarozzatok meg a személygépkocsi
kezdeti sebességét, ha a két varos kozotti utat a személygépkocsi
5 6ra alatt tette meg!

778." Egy motorkerékparos a 90 km-es utat 18 perccel révidebb idé alatt
teszi meg, mint egy masik motorkerékparos, mert a sebessége 10 km/h-
val nagyobb. Hatarozzatok meg a motorkerékparosok sebességét!

779.” Az egyik helységbdl a masik helységbe, melyek kozott a tavolsag
240 km, egyszerre indult el egy személygépkocsi és egy autébusz. Az
autdbusz atlagsebessége 20 km/h-val kisebb, mint a személygépko-
csié, ésigy 1 6raval késébb érkezett meg. Mekkora a személygépkocsi
és az autébusz atlagsebessége?
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780." Egy vonat 10 perces késését Uigy probalta behozni, hogy az ut
utolsé 80 km-es szakaszan az atlagsebességét novelte 16 km/h-val.
Hatarozzatok meg a vonat kezdeti sebességét!

781." A Meggyes és Kortvélyes kozotti 15 km-es tavolsagot egy lovas
valamilyen atlagsebességgel tette meg. A visszatUton a sebességét
3 km/h-val novelte, igy 15 perccel révidebb i1d6 alatt ért vissza. Ha-
tarozzatok meg a lovas kezdeti sebességét!

782.° Egy gépiréndnek meghatarozott id§ alatt 180 oldalt kellett legépel-
nie. O viszont 5 6raval hamarabb végzett a munkaval, mert 6ranként
a tervezettnél 3 oldallal tobbet gépelt le. Hany oldalt gépelt 6ranként
a gépirénd?

783.° Az egyik szivattyu 90 m? vizet 1 éraval révidebb 1d6 alatt pumpal
at, mint egy masik szivattyu 100 m3-t. Mennyi a szivattyuk teljesit-
ménye, ha az els6 oranként 5 m3-rel tobb vizet pumpal at?

784." Egy munkasnak 72 alkatrészt kellett meghatarozott 1d6 alatt
legyartania. Mivel naponta 4 alkatrésszel tobbet készitett, igy a
munkat a tervezetnél 3 nappal hamarabb fejezte be. Hany nap alatt
végzett a feladattal?

785." Egy sétahaj6 a folyon az aramlds iranyaban 16 km-t, az arral
szemben 30 km-t tett meg. Az egész Gt 1 6ra 30 percig tartott. Ha-
tarozzatok meg a hajé atlagsebességét allévizben, ha a vizfolyas
sebessége 1 km/h!

786.° Egy csénak 15 km-t tett meg a folyén az aramlas iranyaban majd
visszafordult. Visszafelé az Gt 1 6raval hosszabb volt. Hatarozzatok

meg a csonak sebességét a folyas iranyaban, ha a vizfolyas sebessége
2 km/h!

7817.° Az egyik kiko6tdbdl a folyén az aramlas iranyaban egy tutaj indult
el, majd 4 éraval késGbb egy csonak. A csénak a kikét6tdl 15 km-re
utolérte a tutajt. Hatarozzatok meg a vizfolyas sebességét, ha a csonak
sebessége allévizben 12 km/h!

788." Egy sétahaj6 4 6ra alatt 45 km-t tett meg a folyén az dramlas ira-
nyaban és 28 km-t az arral szemben. Hatarozzatok meg a vizfolyas
sebességét, ha a sétahajé sebessége allovizben 18 km/h!

789." Egy turista az ut g-ét hajén, a tébbit személygépkocsival tette

meg. A személygépkocsi sebessége 20 km/h-val nagyobb a hajé se-
bességénél. Személygépkocsival 1 éra 30 perccel kevesebbet utazott,
mint hajén. Hatarozzatok meg a személygépkocsi és a hajé atlagse-
bességét, ha a turista 160 km-t tett meg Gsszesen!
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790." A menetrend szerint az autébusznak 72 km-t kellett megtennie.
24 km megtétele utan egy sorompénal az autébusz 12 percet varako-
zott. Hogy tartani tudja a menetrendet, az autébuszvezet§ a sebes-
ségét 12 km/h-val novelte, és igy csak 4 percet késett. Hatarozzatok
meg az autdébusz kezdeti sebességét!

791.° Az iskolasok egy csoportja turistautat szervezett A varosbdl B va-
rosba. Oda autdébusszal mentek, visszafelé pedig vonaton. Vissza az
ut 30 perccel rovidebb volt. Hatarozzatok meg a vonat és az autébusz
atlagsebességét, ha a vonat sebessége 20 km/h-val kevesebb a busz
atlagsebességénél, és a két varos kozott a miut 160 km, a vasitvonal
pedig 150 km!

792.° Egy turista kajakkal 4 km-t a tavon és 5 km-t a folyén a folyas
iranyaban ugyanannyi idg alatt tett meg, mint 6 km-t a folyén az
aramlassal szemben. Mekkora sebességgel haladt a kajakos a tavon,
ha a vizfolyas sebessége 2 km/h?

793." Egy g6z6s 1 6ra alatt 16 km-t tett meg a tavon és 18 km-t a tobol
eredd folyon. Hatdrozzatok meg a gb6zos sebességét allévizben, ha a
foly6 sebessége 4 km/h!

794.° Egy kozonséges tort nevezdje 3-mal tobb a szamlaléjanal. Ha a tort
szamlaléjat 4-gyel, a nevezdjét pedig 8-cal noveljuk, akkor a kapott
tort értéke %-dal tobb az eredeti tort értékénél. Hatarozzatok meg
az eredeti tortet!

795.° Egy kozonséges tort szamlaldja 5-tel kevesebb a nevez@jénél. Ha
a tort szamlaléjat 3-mal cs6kkentjik, a nevezdjét pedig 4-gyel novel-
jik, akkor a kapott tort %-dal kisebb az eredeti tortnél. Hatarozzatok

meg az eredeti tortet!

796." Két munkas egyiitt a kijelolt feladatot 20 nap alatt végzi el. Hany
nap alatt készilnének el kiilon-kiillén a munkaval, ha az egyikiiknek
9 nappal tébb 1d6re van sziiksége?

797.° Egy épiilet homlokzatanak kifestésére az egyik munkasnak 5 6raval
tobb 1d6re volt sziiksége, mint egy masik munkasnak. Az egyik mun-
kéas 3 6rat dolgozott, majd felvaltotta 6t a masik munkas. Két éraval
késébb a homlokzat 40%-a volt kifestve. Hany 6ra alatt késziilne el
az egész munkaval kilon-kiilon mindkét munkas?
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798.° Az egyik traktoros 6 érat dolgozott a mezén. Masnap besegitett
neki egy masik traktoros, igy 8 érai kézos munka utan befejezték a
szantast. Hany ora alatt szantana fel kiilon-kiilon mindkét traktoros
ezt a mezét, ha az egyiknek erre 3 6raval kevesebb id6re van sziiksége?

799.° A 20 gramm s6t tartalmazé séoldathoz 100 g vizet ontéttek, igy
az oldat toménysége 10%-kal csokkent. Mennyi vizet tartalmazott
az oldat eredetileg?

800." Egy 10 kg cinket tartalmazo cink-réz 6tvozethez hozzéolvasztottak
10 kg rezet. A kapott 6tvozet 5%-kal tobb rezet tartalmaz, mint az
eredeti. Mennyi rezet tartalmazott az eredeti 6tvozet?

801.” 2 6ra 40 perccel kés6bb, mint ahogy az A kikoét6bdl elindult egy
tutaj, a B kik6t6bdl a folyon felfelé elindult egy motorcsénak. Hata-
rozzatok meg a folyéviz sebességét, ha a tutaj és a motorcséonak az
A kikot6t6l 14 km-re talalkozott! A motorcsénak sebessége allévizben
12 km/h, és a két kikot6 kozott a tavolsag 32 km!

802.” Egy medencébe két csé vezet. Az egyik csévon keresztil toltik meg
a medencét vizzel, a masikon keresztiil engedik le a vizet. A viz leen-
gedése 1 6raval tovabb tart, mint a medence megtoltése. Ha mindkét
¢s6 nyitva van, akkor a medence 30 éra alatt telik meg vizzel. Hany
6ra alatt lehet megtolteni vizzel az tires medencét?

803.” Egy medencét harom csovon keresztil lehet megtolteni vizzel.
Az elsb csovon keresztul annyi 1d6 alatt telik meg a medence, mint
a masik kettén egyiitt. Az els6 cs6von keresztul 2 éraval gyorsabban
telik meg a medence, mint a masodikon és 8 éraval hamarabb, mint
a harmadikon. Hany 6ra alatt telne meg a medence az els§ csovon
keresztul?

804." A 400 km-es tavolsagot egy autobusz meghatarozott atlagsebes-
séggel szerette volna megtenni. Az els6 két 6raban a tervezett sebes-
séggel haladt, de kozben 20 percre meg kellett allnia. Ahhoz, hogy
idejében megérkezzen, az Gt hatralévs részén 10 km/h-val nagyobb
sebességgel haladt. Mekkora volt az autébusz tervezett sebessége?

805.” Egy munkasnak meghatarozott id§ alatt 360 alkatrészt kell le-
gyartania. Az els6 6t napban a tervnek megfelelGen dolgozott, majd
naponta 4 alkatrésszel névelte termelését, igy a hataridg elétt egy
nappal mar 372 alkatrészt készitett el. Hany alkatrészt kellett elké-
szitenie naponta a terv szerint?
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806. Egy meghatarozott feladatot az egyik munkas 12 6raval gyorsab-
ban fejez be, mint egy masik, és 4 éraval késGbb, mintha egytitt dol-
goznanak. Hany 6ra alatt végzi el a kijel6lt munkat az els6 munkas?

I ISMETLO FELADATOK

807. Szamitsatok ki:
4 59
1) @7-34 2) 3) (10%)?2-1000°!
808. Hat4rozzatok meg az a® —2a /5 + 2 kifejezés értékét, ha a =/5 —3!

809. Abrazoljatok az y = —2x + 4 fiiggvényt!
1) Mi a fuggvény zérushelye?
2) Hatarozzatok meg x azon értékeit, melyeknél y > 0!
3) Illeszkedik-e az M(—36; 68) pont a fliggvény grafikonjara?

810. A k mely értéke mellett illeszkedik az A (—/12;+/3) pont az y =§
figgvény grafikonjara? Rajzoljatok meg a grafikont!
811. Az alabbi egyenléségek kozil melyik igaz:
V(U3 -2)" =B -2 vagy (VB -2)’ =2-3?
A valaszotokat indokoljatok meg!

812. Egyszertisitsétek az alabbi kifejezéseket:

-2 4\ 73
1) (ia’lb*) ; 2) (;—5) ; 3) (0,2a7b?)% - 4a°p*!

I NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK HASZNALATA

813. Egy tanyéron 9 kilonb6zd tomegl sajtdarab van. Bizonyitsatok
be, hogy az egyik darabot ketté lehet osztani ugy, hogy a kapott 10
sajtdarabot két tanyérra rakva azokon egyenld tomegi sajt legyen!
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Eurépa els6 szamitogépe —E%

A szamitastechnika gyors fejlédése tobb matematikai szakterilet
sziletését eredményezte, és 1) tudomanyos és alkalmazott kutatast

czc7

matematikai modellel mar megismerkedtetek a 7., 23. pontokban).

Ma mar el se tudjuk képzelni az életiinket szamitogép nélkil. Epp
ezért hihetetlen, hogy a torténete kevesebb mint szaz éves.

Az els6 elektronikus szamologépet, az ENIAC-ot az USA-ban készi-
tették el a XX. szazad 40-es éveiben, amit tiizérségi 16vedékek roppa-
lyajanak kiszamitasara hasznaltak.

Eurdpa elsd elektronikus szamoldgépét Kijevben alkottak meg.

1947 végén Szerhij Olekszijovics Lebegyev iranyitasaval az Ukran
Tudoméanyos Akadémia Elektrotechnikai Intézetének elektrotechnikai
és specidlis modellezés laboratéoriumaban megkezd6dott az tgyneve-
zett elektronikus szamolégépmodellek programja, az MESZM (modelyi
elektronnoj szcsotnoj masini). Ezek a szamolégépek mar 1951 de-
cemberében olyan gyakorlati feladatokat oldottak meg, melyekhez a
programot az Ukran Tudomanyos Akadémia Matematika Intézetének
munkatarsai irtak. Az MESZM t6bb mint egy évig a kontinentéalis
Eurépa nemcsak els6, hanem egyetlen elektronikus szamitégépe is volt.

1957-ben hoztak 1étre az Ukran Tudomanyos Akadémia szamitékoz-
pontjat, amit 1962-ben Kibernetikai Kutatbintézetté szerveztek at. Az
intézet alapitdja és 1982-ig igazgatdja Viktor Mihajlovics Hluskov volt.

Kijev egyik elévarosanak, Feofanianak az az Sz. O. Lebegyev
épulete, ahol megalkottdk az MESZM-t (1902-1974)
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A szamitégépek altal megoldott els6 feladatok az Grkutatas és az
atomenergia kutatasat szolgaltak. Ezek a szamitasok a piléta nélkuli
vagy pilétaval rendelkezd repul szerkezetek roppalydjat szamitottak
ki a valés 1d6ben, kivalasztottak az optimalis konstrukeciét. Az ilyen
faladatok a mai napig jellemzdek a gyors szamitdégépek alkalmazdsara.

A Kibernetikai Kutatbintézet volt a Szovjetunié szamitastechni-
kajanak, a szamitastechnika, kibernetika és informatika tudésainak
bolesGje. A munkatarsak tudomanyos eredményei az egész vilag elisme-
rését kivaltotta. Ma is ugy tekintjik, hogy a szamitastechnika alapjai,
a matematikai modellezés, az automatak elmélete, a robotiranyitasa
szerkezetek és mas szamitastechnikai szakteriilet részben az ukran
tuddésok munkassagan alapszik. Az intézet tuddsai megalapitottak a
vilaghir( matematikai kibernetika, a szamitégépek, az optimalizalés és
rendszeranalizis, matematikai modellezés, matematikai megbizhatésag
és a programozas elméletének doktori iskolajat.

A Kibernetika Kutatéintézet 6nallé részlegein 1992-1997 kozott
hoztak létre az Ukrajna Nemzeti Tudomanyos Akadémiajanak (NTA)
kiilonbozb intézeteit —, a Szoftver Rendszerekét, a Matematikai Gépek
Problémajat kutatot és az Urkutatasit —, a Nemzeti Urkutatési Ugy-
nokséget, az Ukrajna Oktatasi és Tudomanyos Minisztériuma (OTM)
Alkalmazott Rendszeranalizis Intézetét, valamint az Ukrajna NTA és
Ukrajna OTM Nemzetkozi Informaciés Technolégidk Tudomanyos és
Oktaté Kozpontjat.

V. M. Hluskov Az Ukrajna NTA Hluskov
(1923-1982) Kibernetikai Intézete
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ELLENORIZZETEK TUDASOTOKAT!
6. SZ. TESZTFELADAT

1. Hatarozzatok meg az 5x*> — x — 6 masodfoku polinom gyokeit!

A) 2; -0,6; B) —-2; 0,6; C)1;-1,2; D) -1;1,2.
2. Alakitsatok szorzatta a —x? — 4x + 5 polinomot!
A) (x—1) (x + 5); C)—(x—1) (x + 5);
B) (x+ 1) (x—5); D) —(x+1) (x-5).
2
3. Egyszertsitsétek az M tortet!
X" +x—
x+4, x—4, x+4, x—4
A)x—Z’ B)x—Z’ C)x+2’ D)x+2'

4. Oldjatok meg az x* + 7x2 — 18 = 0 egyenletet!
A) -3; 3; B) —J2; \/2; C) -3; —J2; 2; 3; D) J2; 3.

5. Hatarozzatok meg az (x* — 4x)* — 2 (x? — 4x) — 15 = 0 egyenlet gydkeit!

A)-1;1;3;5;, B)-1;5; 0)1; 3; D) 1; 3; 5.
6. Oldjatok meg az x —+/x —12=0 egyenletet!
A) -3; 4; B) -2; 2; C) 16; D) 9; 16.
2
7. Oldjatok meg az =~ —6__x_ egyenletet!
x-3 x-3
A) -2; B) 3; C) -2; 3; D) -3; 2.
8. Oldjatok meg a 8x-1__4 _ 1(2)_9x egyenletet!
x x-2 x*-2x
4. . 4. 5. _4.
A) _57 2a B) 37 2’ C) 3a D) 2.

9. Két varos kozott 350 km a tavolsag. Az egyik varosbdl a masikba egy-
szerre és egy iranyba elindult egy teherauté és egy személygépkocsi.
A tehergépkocsi atlagsebessége 20 km/h kisebb a személygépkocsi
sebességénél, igy 2 éraval késdbb érkezik meg. Jeldljiik x km/h-val
a teherautd sebességét, akkor az alabbi egyenletek kozul melyik a
feladat matematikai modellje?

A) 350350 _ . 0) 320 _350 _,,
x x+20 x+20 x

pB) 350, 850 _o. ) 350_ 850 _,
x x+20 x x—-20

MpaBo ans 6e3onnaTHOro po3milleHHs NiapyyHKKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



Ellendrizzétek tudasotokat! 6. sz. tesztfeladat 191

10. Egy g6z6s 30 km-t tett meg a folyon lefelé, majd visszafordult.
Oda-vissza az utat 3 6ra 10 perc alatt tette meg. A vizfolyas sebes-
sége 1 km/h.

Jeloljik a g6zos sebességét allovizben x km/h-val. Az alabbi egyen-
letek kozul melyik felel meg a feladat feltételeinek?

30 30 30 30 1
A) =+ 2231 +3_32;
)x+1 x-1 3 © x+1 36
30 30 30 30 1
B -=2 -31; D) 2=+ =2 —3=
)x+1 x-1 3 )x+1 x-1 36

11. Egy munkasnak meghatarozott 1d§ alatt 96 alkatrészt kellett legyar-
tania. Mivel naponta a tervezettnél 2-vel tobb alkatrészt készitett,
igy a munkat 3 nappal hamarabb fejezte be.

Jeloljuk x-szel a munkéas napi termelékenységét. Az alabbi egyenletek
kozul melyik felel meg a feladat feltételeinek?

96 96 96 96
___:3; C———: N
x—-2 x x-3
96 96 96 96
)x72 x )x73 x

12. Két munkas egytitt 10 éra alatt késziil el a kijelolt feladattal. Ugyan-
ezt a munkat egyedill, az egyik munkas 15 6raval hamarabb végzi el.
Jeloljik x éraval azt az 1d6t, ami alatt az egyik munkas egyediil
elvégzi a kijelolt feladatot, akkor az alabbi egyenletek kozil melyik
lesz az adott probléma matematikai modellje?

15 15 10 10
A h— —21; —+ =1
) +10—96 © x x+15
)E+—15 =1 D m-}-—lo =1.
x x-10 x x-15

MpaBo ans 6e3onnaTHOro po3milleHHs NiapyyHKKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



192 3.§. AMASODFOKU EGYENLET

A 3. PARAGRAFUS OSSZEGZESE

Els6foku egyenlet
Az ax = b alaku egyenletet, ahol x a valtozd, a és b barmely szam,
emellett a # 0, els6fokd egyenletnek nevezziik

Masodfoku egyenlet
Az ax®+ bx + ¢ = 0 alakt egyenletet masodfoku egyenletnek nevezziik,
ahol x a valtozod, a, b és ¢ barmely szam és a # 0.

Rendezett masodfoku egyenlet
Azt a masodfoku egyenletet, melynek a f6egytlitthatdja 1, rendezett
masodfoku egyenletnek nevezziik.

Hianyos masodfoku egyenlet
Ha az ax? + bx + ¢ = 0 masodfokl egyenlet legalabb egyik egyuttha-
tdja, kivéve a féegyiitthatot nulla, akkor az ilyen egyenletet hianyos
masodfoku egyenletnek nevezziik.

Hianyos masodfoku egyenletek megoldasa

Azax>+bx+c=0 . -
egyenlet egyltthatéi Hidnyos egyenlet Gyokok
b=c=0 ax*=0 x=0
= = b
b#0,c=0 ax?+bx=0 2,=0, x,=-2
b=0,-5<0 ax’+c¢=0 nincs megoldasa
a
|_e [ e
b:O,—§>0 ax*+c¢=0 X, = - X, =— -

A masodfoku egyenlet diszkriminansa
Az ax® + bx + ¢ = 0 egyenlet, a # 0, diszkriminansa a D = b%*— 4ac
kifejezés.

A masodfoku egyenletek megoldasa

Ha D < 0, akkor az egyenletnek nincs megoldasa.

Ha D =0, akkor az egyenletnek egy megoldasa van: x = —%.

Ha D > 0, akkor az egyenletnek két, x, és x, megoldasa van:

_-5-D b+~D
2a a

X , Vagy X, =———

2
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Viéte tétele
Ha x, és x, az ax® + bx + ¢ = 0 egyenlet gyokei, akkor x, +x, = —s és
c

XXy =—.
12 a

Vieéte tételének megforditasa
Ha o és B szamokra igaz, hogy oc+[3:—§ és ocﬁzi, akkor ezek a
szamok az ax? + bx + ¢ = 0 egyenlet gyokei.

Masodfoku polinom
Az ax? + bx + ¢ kifejezést masodfokt polinomnak nevezziik, ahol
x valtozo, a, b és c barmely szam és a # 0.

A masodfoku polinom szorzatta alakitasa
Ha az ax? + bx + ¢ masodfoku polinom diszkriminansa pozitiv, akkor a
masodfoku polinom szorzattd alakithaté: ax? + bx + ¢ = a(x —x,)(x — x,),
ahol x, és x, a polinom gyokei.

Bikvadratikus egyenlet
Az ax* + bx? + ¢ = 0 alaku egyenletet bikvadratikus egyenletnek ne-
vezzlk, ahol x valtozd, a, b, ¢ valés szam és a # 0.
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ISMETLO FELADATOK A 8. OSZTALY TANANYAGAHOZ

814. Hatarozzatok meg az alabbi kifejezések értékét:

1) 3m-—-n —2a

_ — 9. a - _ !
m+2n,ham— 4, n=3; 2) 4:a+2,haa 0,8!
815. A valtozb mely értékeire vannak értelmezve az alabbi kifejezések:
-2
1) 7b - 11; L L
) 1o-11; ® Ieler
9 4
2) —; 9 ;
) x ) x?-25
5 . 3 .
3) E’ 10)|x|_59
4) M3, 11) —;
7 4
8+—
X
3+t, 5 .
5) 4_—t, 12) 2 ’
6_i
X
x-1 x-6 (x-3)(x-9)
5 x+8
7 5 14) —————72
)x8+3 )(x+8)(x—3)

816. Egyszerisitsétek a kivetkez6 torteket:

8a’c?® . 25mn? 60a°bcd’® 42x%y°
D/W’ 2 Tsmtn’ ) lsaicoar P 14x%° !
817. Irjatok fel az alabbi hanyadosokat tort alakban, majd egyszerdsit-
sétek a kapott torteket:
1) 4mn?p : (28m2np®), 3) —63xy°® : (—72xy")!
2) =30x°y® : (36x'y®);
818. Egyszerisitsétek az alabbi torteket:

3x -6y, x2-9 | Tm?—Tm+17,
1) ) 5 2—’ )3—7
3x x“+6x+9 14m° +14
3a +9b b" +b* a®+bc-b*+ac
) ; 6) 5= 10) ————;
4a+12b b“+b ab+c”+ac-b
2 3 2 2 3
3) a —49; 7 a +64; 11) 20mn® —-20m n;5m :
3a+21 3a+12 10mn-5m
2 _ _ 2 2
4) 12x —4x; 8) xb 5Z+5b xy; 12) x2 yz+xz yZ!
2-6x x“-25 x“+yz—xz-y

MpaBo ans 6e3onnaTHOro po3milleHHs NiapyyHKKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



Ismétlé feladatok a 8. osztaly tananyagahoz 195

819. Hatarozzatok meg az alabbi kifejezések értékét:

5 7 3.9
) EY 2V hax=-0,2,y=0,5;
Xy

2
4a” - 36 ha 2;

2 5 a=
)5a2—30a+45
(3a +3b)? 1 1
3) ——%5,haa==, b=—;
) 3a% - 3p? a4=3 6

2 2
4) 20x“ —140xy + 245y ha 2x— Ty = —0,5!
4x 14y
820. Egyszerisitsétek az alabbi kifejezéseket (n természetes szam):

100" | 5"t 5" 41-9"
1) 22n+3’52n+1’ 3) 25n > 5) W
22n+1 . 7n+1 18”
. 4 —
6~28" ’ ) 32n+2.2n+3
821. Az a minden értékére oldjatok meg a kovetkezd egyenleteket:
D@+2)x="1; 3)(a+3)x=a’+6a+9;
2)(a+6)x=a+6; 4 (@-4)x=a-2!
822. Az alabbi kifejezéseket adjatok meg tort alakban:
Ta  4a X+y x 6a®-4a a’+a
D o+553 4 - ——
) 32" 22 ) “op “op D "5a  15a
8x bx a a-b xX—-y  x+y
o4 Yr. > _ . 8 > I _;
2 3y 3y’ g5 )75 * s

7x—2y+3x+7y. 6) 7p—17+7—2p. 9) 10x—6_4x+11!

’

3)

15p 15p 5k 5k x x
823. EgyszerUlsitsétek az alabbi kifejezéseket:

7 14 3a-1)°  (a-3)°

y T 14 5 Ba=D®  (@-3)°
y’-4 y®-4 4a -4 4-4a
2 2

2) y —31;_7y—2£2'); 6) x —3.726_ x—42;
25-y° 25-y 2-x)° (x-2)

3) 9p+5 10p-12 9p-1, 7 7T b
3p+6 3p+6 3p+6’ a-2 2-a’
Tx+5  bHx+11 6a 4a

4) ——+ H 8 - !

) 3-x x—-3 )5—a a->5
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824. Végezzétek el az alabbi miiveleteket:
8 5 7.5 5 7 5b% -8b+1 2b-1
8.5, g .5 -1 g _2-1
) x Yy ) ab b ) 24xy 18xy ) a’b? a’b
825. Végezzétek el a kijelélt miiveleteket:
1) 2a-1 3a+2 :
a-4 2(a-4)
) x+2  4-x |
3x+9 b5x+15’

) m+l m+2,

m-3 m+38’

x 2y
x+ 2_42 x-y’
Yy y —x Yy
2_
5) m 3m*® —-3mn

3m—2n_9m2—12m+4n2’
6 a+3 a-2  a+2,
a2—2a 5a-10 ba ?
3 a-1
7 - ;
)3a—3 20% —4a+2

14 )
8 2-—5-m

2x+1 8 2x-1
9 2 T2 T2 :
x°—-6x+9 x°-9 x"+6x+9

826. Igazoljatok az

1 B 1 N 1 o
(b-c)(c—a) (a-b)(c-b) (a-c)(b-a)
azonossagot!

8217. irjétok fel az alabbi torteket egy egész és egy tortkifejezés Gssze-
geként:

2 2
1) a—7; 2>a +2a—2; 3)x +3x—2!

a a+2 x—-3

828. Ismeretes, hogy $=4. Hatarozzatok meg az alabbi kifejezések

értékét:
1) x+y; 2) 3x+4y!
X X

829. Hatarozzatok meg az n Gsszes olyan természetes értékeit, melyekre
az alabbi kifejezések értéke is természetes szam:

2 3 2
1) 12n —5n+33; 2) n® —-6n +54; 3) 10—4n; 4) 12—3n!

n n? n n
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830. Az alabbi egyenlGségekbdl fejezd ki az x valtozot:

D xtrl=1; 2) Lyl 3 & x_0
b x a b 4 a
831. Igazoljatok az alabbi azonossagokat:
1 L2 1 144
a?+12a+36 36-a®> a’-12a+36 (a’-36)%"
2 2 2
) a . b + c -1
(@a-b)(a-c) (b-a)(b-c) (c-a)(c-b)
832." Egyszertsitsétek az
1 + 1 n 1 N 1
a@+3) (@a+3)(a+6) (a+6)(@+9) (a+9)(a+12)
kifejezést!

833." Bizonyitsatok be, hogyha Zi:tz = Z:Ziz, akkor b =0 vagy ¢ = 0!
834. Végezzétek el az alabbi szorzasokat:

9x y 16a* 9b® 24¢" 5
1) =2 3 = 5 -34u’;
y 24x ) 216° 1043 )16u3
2 2 5 2 2 5
-5t 3n 4x 21xb° 2b5a
2 "o ( ); 4) 26m? - " 6) ~ - e
) 25t \mn? ) 13m* ) 7a®0 10y%a® 3x'

835. Végezzétek el az alabbi szorzasokat:

1 2xy-y° 36, 3) m®-64 m®-81,

9 yt’ m®-9m? m?+8m’
2x*-16x+32 x°+8 ,
3x2-6x+12 4x%-64"

836. Adjatok meg tort alakban az aldbbi kifejezéseket! Végezzétek el
hatvanyra emelését:

532 2 5)\3
10x

(4] o[-25]

) (x4 ) 3a*p®
4 4, 4 2 P 3
2 (_ 4y2); 1) (_Zab) .(_ 5x )!

3m 25x° 4a°p®

837. Végezzétek el az alabbi osztasokat:

1 22 -10x+25, x—5 |
) : ;
x*-100 x-10

a’-Tab a’b+2ab® 4)
a’®+2ab a®-Ta%’

x2—16y2 . x2+8xy+16y2 .
25x2 —4y? " 25x% + 20xy + 4y?’
) n®-3n . n*-27n

49n? -1 49n® -14n+1’

2 2
-1.a°+2a+1
2) & _
) a-8 a-8

3) ab+b®  ab+a® . 7 m'?—n'®  5m®+5m*n®+5n'° .
8% =~ 2a ’ 2m'® —gn't”’ 3m® +6n" ’
2c-3 5a% —20ab . 30 (a — 4b)*
4 :(2¢-3); 8 : !
) c-1 ( ) ) 3a% + b2 9a* —b*
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838. Tudjuk, hogy az alabbi tortek egyszerilsithetetlenek. Helyettesit-
sétek az x és y valtozokat olyan egytagu kifejezéssel, hogy az alabbi
egyenl@ségek azonossagok legyenek:

) x _l:6a3c2; 2) 36m2n4: y__ 21n '
7a%® 4c b x 35p°  5mp®
839. Ismeretes, hogy 3x—% =8. Hat4rozzatok meg a 9x? +i2 kifejezés
X
értékét!

840. Ismeretes, hogy 4x? +i2 =6. Hatarozzatok meg a 2x 1 kifejezés
X x
értékét!
841. Egyszerisitsétek az alabbi kifejezéseket:

6k

k

X X 2 . 4, ,

1) :=—, ha k és n is egész szam,;
y2n y5n

k+5 -bk+3 ak+3 -bk+2

a . .
r T ha k egész szam;
ny\2 _ n_ n 2n _ 2n
3) (" +?;,'I,{ ) 132,,x y_. ~ ad ~ 29y —, ha n egész szam!
x™ +27y (x" -3y")* +12x"y

842. Egyszerisitsétek az alabbi kifejezéseket:
1 (a+4 _a—4)_ 16-a?

a-4 a+4) 324°°
4x 14x-50

2 (7x——):—;
) x—-3 3x-9

3) 2a a+"7 32
a-2 8-4a 7a+a2’

4)( ) 9c-65 8c+64,
T —16c+64 c?-64 c¢-8"°
5)( a2 . a _ a2 j;
a+b q +ab+b2 a-b q%-p?
6>( L8646 b ):6b+b2,
b16 36-6> b-6 6-b)%’
)( 2c . 1-=x 2 ).x2—2x+1_x—1,
241 x2-x+1 x-1 4 ‘x4l

843. Igazoljatok, hogy az a valtozok megengedett értékeire az
1 6 9 ). 4(2a-3)* 2a°
— + —
@-3? 9-a%® (a+3?) @*-9@®-27 9-4°
kifejezés értéke allandd!

844. Egyszerisitsétek a kovetkez6 emeletes torteket:
25

a—+
a+10. _ 1 '
1) 5 2)1 —!

o @ L1
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845. Oldjatok meg az alabbi egyenleteket:

1) 2x+6=2; ) 2x=9 2x — 9 3x
x+3 2x+5 3x — 2
2

2) x _16:—8; 4) 5x2 +8:2x—1_3x—1!
x+4 x2-16 x+4 4-x

846. Hatarozzatok meg a kovetkezd kifejezések értékét:

1) x+2:0; 2) x—a_q
x+a x—-1
847. Hatarozzatok meg a kovetkezd kifejezések értékét:
-3 2
1) 2 + 4% 3) (1) (3) ;
3 3
-2
2) (%) +(-1,8)° -5 4) 29— 61+ 32

848. Az alabbi torteket irjatok fel olyan alakban, melyben nincs se ne-
gativ se nulla hatvanykitevd:

3x 8y 1% 1,001°m Pn "p™
1) 7a0b—3c4 ’ 2) Z—Sa—llblﬁ -22
849. Az alabbi kifejezéseket irjatok fel hatvanyalakban vagy hatvanyok
szorzataként:
Da’-a' 9) (@)
2) a”-a% 10) (@) (@?)°: (@)
3) a17 . a—4 . a—ll; 11) (m—3n4p7)74;
4) a?:ad 12) (a'b72)3
5) alZ : a—4; 13) (x3y—4)5 . (x—Zy—3)3;
a7 -3
6)a’:al 14) ( =T j ;

7\-3 LN\
pamenas (] ()
8) (@)

850. Hatarozzatok meg a kovetkezd kifejezések értékét:
1) 1172.11% 4) 107°:107.107%
2) 317 . 3—14; 5) (14—10)5 A (14—6)—8;
3) 4-16 ; 4-12; 6) 3712.(37%"

!
B35 3N
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200
851. Hatarozzatok meg az alabbi kifejezések értékét:
1) 257%.5% g 2009
’ 81*.37 "’
- _ 15%.57°
2) 6473 : 3273 .
) ) 4573.3°
-8 7
3) 1071°:10007 - (0,001)"%; 6) %

852. Egyszerisitsétek a kovetkez6 kifejezéseket:

D 2y Bty 7) (-5a"%c?)* - (0,1a° ") %;

2) O,2a12b 9.50a7 1% 8) 0,1m°n*-(0,01m3n)2;

-3

3) —-0,3a'%" -5a7 %% 9) —Gia’%4 ~(ga’2b2) ;

-3

10) ~(4a %) '(‘%a?’b%) ;
) 197" 1167
33p7 1 764717’

_3\2
12) (9"2] (27x2y")?!
5y

4) 0,36a’5b6c3-(—29) b5

5) 2x" - (=8x7y")’;

6) (a2b9)73 . (_2a4b10);
853. Egyszerlsitsétek a kovetkezd kifejezéseket:
D@ -1 @ +1)~-(a’-2)%

2) y—2 _x—2 :

x+y
3) -6 a737—3325676 712_a:2+31317:;
a’-2ab7 +b -b
n m’4:;1’4 : m—4n—67;_ n71o;
n n
e
x -y x -y x
6) x*l‘i5—4. 751 _x“”;z;
x x 7 +2 x
7)( %5_6 T2 6_676 ):452-'—3"' if !
c’+1 ¢ +2c7+1) ¢ -1 c¢7+1

854. Végezzétek el a kijelolt miveleteket! Adjatok meg az eredményt
normalalakban:
1) 1,3-10*+1,8-10%
2) 1,5-10°-2,8-10°%

3) 5,6-10°-3,2-10%
4) 4,8-10°+6-10*!
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855. Egyszer(lsitsétek a kovetkezd torteket (n egész szam):

n-1 6 11 n+2 n-2
1) %2 4) a:a 5 7) u;
3" a“+a 5"
7ttt a®+a’+a’ 27" +1
2) o 5) — 3. 3z, 8) n—!
14 a”+a”+a 2" +1
2n-1 qn+1 n+2 _@n
R 6) S
12" 35

856. Az y= —% képlettel megadott fiiggvényre hatarozzatok meg:

1) a fliggvény helyettesitési értékeit a —4; 8; 1,2 argumentumhelyen;

2) azon argumentumeértéket, melynél a fliggvényérték 24; —18; 60!
857. Abrazoljatok az y = % képlettel megadott figgvényt! Hatarozzatok

meg:

1) a fuggvény helyettesitési értékeit a 2; —1,5; 4 argumentumhelyen;

2) azon argumentumeértéket, melynél a fliggvényérték —2; 3; —4,5;

3) azon argumentumértékeket, melyeknél a fliggvényérték negativ!

858. Abrazoljatok az y = % fuggvényt!

859. Koz6s koordinata-rendszerben rajzoljatok meg az y :% ésy=x—3
fliiggvények grafikonjat! Olvassatok le a metszéspontok koordinatait!

860. Hatarozzatok meg a p értékét, ha ismert, hogy az alabbi pontok
illeszkednek az y= % fuggvény grafikonjara: 1) A (-3; 2); 2) B (—%; 3);
3) C (-0,4; 1,6)!

861. Rajzoljatok le a kévetkez6 fliggvények grafikonjat:

3x-1, ha x<2,

12
12 hax<-3,

) y=4 "% 2) y=1{12, ha 2<x<5,
1-x hax>-3; x—3, ha x>5!

862. Rajzoljatok le a kovetkezb fiuggvények grafikonjat:

2
1)y dxt12, 9) y=32-2¢%

x%+3x” x%-16x
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863. Hatarozzatok meg a kovetkezd kifejezések értékét:

1) 0,462 —i\/144; 4)4/1;—;+1/32i5—0,04 10 000;
2) 64 -0,25 +/2* + 9; 5)%\/62 —% 289!

3) 840,25 —V7% +247%;

864. Hatarozzatok meg a kovetkezs kifejezések értékét:

1) (v3) - /1,69; 4)@—(%%)2;

2) (3v15) ~(153)’; 5) %\/39,69—%\/59,29 +(—%\/ﬁ)2;

2 2
3) 50.(_%\/7) ~1.(342); O3 172—152+(21/5%) ~0,3+/900!

4
865. Oldjatok meg a kovetkezb egyenleteket:
) Vx=2; 5) Vx +5=0; 9) VTx—4=2;
—l- l =0 ﬁ: M
2)\/5_4, 6)4\/Z+5 0; 10)\/; 7
3) Vx-3=0; ) VTx-4=0; 1) 25 _3;

Vx+4
4) 2/x -7=0; 8) VTx—4=0; 12) V4+3+x =5!

866. Vonjatok gyokot az alabbi kifejezésekbdl:
i [0.64- 1921 9 1024,
1) {/9-100; 4) /0,64-0,25-121; 7) 61 1089’

16- 25, 13,29,
2) /0,49-16; 5) \1eg 8) 1/336 429
3) J676.0,04; 6) 18%;

867. Vonjatok gyokot az alabbi kifejezésekbdl:

1) \75-234; 2) /2-800; 3) (1,6-12,1; 4) \/2890-2,5!

868. Hatarozzatok meg az alabbi kifejezések értékét:

1) 108 -/3; 3) /160 -/250; 5) %;
2) B2 -JT3; 2 04 19: 6
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869. Hatarozzatok meg az alabbi kifejezések értékét:
1) {(17,1)% 4) -2,4(-4)% 7) (2874
2) \J(-1,17)%; 5) V11*; 8) (=3)* - 2°.(-0,1)%!

3) 31(62)"; 6) \(-23)*;

870. EgyszerUlsitsétek az alabbi kifejezéseket:
1) Jq?, ha g > 0;
2) V#?, ha ¢ <0;
3) M, ha m >0;
4) \/0,81a%", ha ¢ >0, b<0;
5) %x\/m, ha x<0;
Va%?c*

6) ERE ,haa>0,c<0;

3 14
7 1’2;C Jy—m, hay>0,x<0;
y X

8) —0,1x2/1,96x®y'®, ha x <0!

871. Egyszerisitsétek az alabbi kifejezéseket:
HJ10-Ji1)’; H\(3-8) +\(2-6)";
2) V(W10 -11)"; 5) V(22 -5)" —(V2d -4)"1

3) V(10 -11)*;

872. EgyszerUsitsétek az alabbi kifejezéseket:

1) 18+8+2; 4) /26 -6 17 — |66 -1417;
2) J38-122; 5) 46 +10+/21 +/46-10 21!
3) 16+ 67 +/23-87;

873. Emeljetek ki tényezdt a gyokjel aldl:

1) V24; 3) V700; 5) %\/196; 7) -1,6 V/50;
2) V63; 4) J0,32; 6) —2,4/600;  8) %«/3%!
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874. Emeljetek ki tényezdt a gyokjel alol:

1) ¥10a?, ha a >0; 4) \36m?n, ha m < 0;
2) V15b%, ha b<0; 5) \4x5y%, ha x> 0;
3) Vx"y'?, hay #0; 6) V700a°h*2, ha b < 0!

875. Vigyetek be tényez6t a gyokjel ala:
1) 3/10; 3) 0,33; 5) 2/98; 7) -0,5/30;

2) 2V13; 4) %\/175; 6) —57; 8) 4a!

876. Vigyetek be tényezé6t a gyidkjel ala:
1) a~/5; 2) b-b; 3) x\/x_7; 4) n~/m, ha n<o0!

8717. Hasonlitsatok 6ssze az alabbi szamokat:

1) 56 és65;  3) 0,3,/3% és \/0,3;
. ] 3 1.3 |51
2) /55 és 36; 4)7J163 es4,/53.

878. Egyszerlsitsétek az alabbi kifejezéseket:
1) V64a +/4a —\121a; 3) 61252 —2/80a +3180a!
2) V45 +/20 —/320;

879. Végezzétek el az alabbi szorzasokat:

1) (80 -/45) V/5; 5) (V19-113) (V19 +V13);
2) (26 + /54 -+/96) \/6; 6) (4Vm +9n)(4Vm -9n);
3) (12-10)(3+10); 7) (Vo + /11y ;

1) (25 +7) (247 -5); 8) (3v11-2+10)"!

880. Egyszer(lsitsétek az alabbi torteket:

D x* 19, " 29—\/5;

x++/19 V29
2) :E;g, 5)%\/%;%,haa>0,b>0;
3 m+8\/;; 6 11—\/5!

m—64 J33-3
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881. Gyoktelenitsétek az alabbi tértek nevezgjét:

1) a 5) 9 n+9

a 3 2. ) JE A
NG V13 \/F V214415
9 —_, 4 8, 6) —>; g 18

ava’ NEY Viz-2’ Va7 —29

882." Gyoktelenitsétek az alabbi tortek nevezdjét:

1y —1_ 9 — 2
\/g+\/§+1 \/E+\/g—\/§

883. Hatarozzatok meg a kovetkezd kifejezések értékét:

D — 3\/_ 4+3\/_ 3) (V526 +5+26) !

\/4+\/_5+1 \/4+J_ 1

884. Egyszerisitsétek az alabbi kifejezéseket:

b B A

885." Egyszertisitsétek az alabbi kifejezéseket:

1) J(Vx +5)° ~20 Vx +(Vx —4)’ +16 Vx;
2) Ja+2Va+3+4+Ja-2Ja+3+4!

886." Egyszer(isitsétek az

1

1 1 1
vz Bivs iievs T Js0+at

kifejezést!
887." Bizonyitsatok be, hogy:

V2143 V24243 \/2+\/2+ 2543 - \/2—\/2+W 1!

888. Rendezzétek novekvo sorrendbe az alabbi szamokat: 13; V165; 12,7;

V1715 13,4!

889. Abrazoljatok kozés koordindta-rendszerben az y= Jx és y=x—=6
fliggvényeket! Jeloljétek a metszéspontot!

890. Az alabbi szamoknak melyik két egész szam szomszédja: 1) V17;
2) V67; 3) V103; 4) —/51,25?

891. Mely egész szamok vannak az alabbi szamok kozott:

1) 66s V67; 2) V14 és52; 3) /53 é5-4,9; 4) —/31 652,77
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—g, ha x <0,
X
892. Adott az f(x)=4¢3, ha0<x<4, figgvény.
\/;, hax>4

1) Hatarozzatok meg f(—0,5), f(0), f(4), f(9) helyettesitési értéket!
2) Rajzoljatok le a fliggvény grafikonjat!

893. Oldjatok meg a kévetkezb egyenleteket:

1) x> — 4x— 32 =0; 5) x*+6x—15=0;
2) x> —10x + 21 = 0; 6) 3x>2—x—5=0;
3) 6x2—b5x+1=0; 7) 4x? + 28x + 49 = 0;
4) 8x2+ 2x—3=0; 8) x2—16x+ 71 =0!

894. Oldjatok meg a kévetkezb egyenleteket:
Dx—4)(x+2)—2Bx+1) (x—3)=x (x+27);
2) (4x -3+ (Bx—1) (Bx+1)=09;
x+4) (P+x—-13)—(x+7) (xX*+2x—-5)=x+1;
2(x*-9) x+1 _x-41,

4)

5 2 4
2 2
5)x +5x_x+3=2x —2!
3 2 8

895. Oldjatok meg az alabbi egyenleteket az a minden értékére:
Dx?+Ba—-1)x+4a’—-a=0;
2) x> — (2a + 3) x + 6a = 0;
3) a®x®> — 10ax + 16 = 0!

896. Oldjatok meg az alabbi egyenleteket:

1) | x*-2x—6 | =6; Nxlx]| +2x—-15=0;
2)x*—6 | x| —16=0; 4) || x*—6x—4]-3]=1!
897. Oldjatok meg a kévetkezb egyenleteket:
2 _gr4e_2 __2 _g.
1) x 6x+x—2_x—2 8;

2) (Vx —5) (15x2 ~Tx - 2)=0;

3) (x? +6x) (Vx —4) (x* —8x—48)=0!
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898. Oldjatok meg a kivetkezb egyenleteket:

D Vx?+8x—-4+V/x?+6x+8=0;
x> —4dx+4+ | x2-3x+2 | =0;

3) V25—x% +| x? +8x-20|=0!

899. A diszkriminans kiszamitasa nélkil hatarozzatok meg az a azon
értékét, melynél az alabbi egyenleteknek egy gyokiik van:
1) x?+ 22x + a = 0; 2) x> —ax+ 81 =0!
Szamitsatok ki ezt a gyokot!

900. A b mely értéke mellett lesznek az x? + bx — 23 = 0 egyenlet gyokei
ellentett szamok? Hatarozzatok meg ezeket a gyokoket!

901. —% gyoke a 12x®> — bx + 5 = 0 egyenletnek. Hatarozzatok meg a
b értékét és az egyenlet masik gyokét!

902. 0,2 gyoke a 8x? — 3,2x + k = 0 egyenletnek. Hatarozzatok meg a
k értékét és az egyenlet masik gyokét!

903. Az x? — bx + 20 = 0 egyenlet x, és x, gyokeire igaz, hogy x, = 5x,.
Hatéarozzatok meg a b egylitthatét és az egyenlet gyokeit!

904. frjatok fel olyan méasodfoka egyenletet, melynek a gyékei 1-gyel
kisebbek az x? — 3x — 5 = 0 egyenlet megfelel§ gyokeinél!

905. Oldjatok meg a kévetkez6 egyenleteket:

2
1) x"-Tx __8 . 5) 263 _ 22 :Z;
x+1  x+1 x“+8x x°-8x X
2
2) 3x2+4x:32—4x; 6) 2x 4 3 _ 4x -2 :
x“-9 x?-9 x—2 x+4 (x+4)(x-2)
3) 4—x =2x—2; 7 21 _ 22 _ x+4 :
4x-3 T—x x“+2x x°-4 b5x(2-x)
4) 1 1 7 8) 2 1 3 '

x+1 x-6 12’ x2—2x+1_x3—1_x2+x+1'

906. Oldjatok meg a kovetkezb egyenleteket:

-1, x+5_10 x? 4x
1) E= 2020 3 X - -5=0;
) x+5 x-1 38 ) Bx-1)% 3x-1

2
2) x —3x+6+ _ 2x =3; 1) — 24 —— 15 —9!

x x“-3x+6 x“+2x-8 x“+2x-3
2
907." Az a mely értékei mellett lesz az %:0 egyenletnek egy

gyoke?
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908. Igazak-e az alabbi allitasok:
1) ha m és n az ax®>+ bx + ¢ = 0 egyenlet gyokei, a # 0 és ¢ # 0, akkor
a—m és —n gyokel az ax®>— bx + ¢ = 0 egyenletnek;
2) ha m és n az ax®+ bx + ¢ = 0 egyenlet gydkei, a # 0 és ¢ # 0, akkor

az L és 1 gyokei a cx?+ bx + a = 0 egyenletnek? A feleletet in-
m n

dokoljatok meg!

909." Hatarozzatok meg a b azon egész értékeit, melyeknél az al4dbbi
egyenlet gyokei is egész szamok:

1) x>+ bx—6=0; 2) x2 + bx + 21 =0!

910." x, és x, az x*— (2a — 5) x + a? — 7 = 0 egyenlet gyokei. Az a mely
értéke mellett igaz, hogy 2x, + 2x, = x,x,?

911." Az a mely érteke mellett lesz az x> + (@ + 9)x + a®> + 2a = 0 egyenlet
gyOkeinek szorzata 157

912. Egy autébusznak 255 km-t kellett megtennie. Miutan megtette az

ut %-ét, 1 érara leparkolt. Az 4t hatralévl részén a sebességét

5 km/h-val csokkentette, és igy 9 6ra mulva érkezett célba. Mekkora
volt az autébusz kezdeti sebessége?

913. Egy réz-cink 6tvozetben 20 kg cink van. Az 6tvozethez hozzaol-
vasztottak 3 kg rezet és 4 kg cinket. Az igy nyert 6tvozet 5%-kal
tobb rezet tartalmaz, mint az eredeti. Mennyi rezet tartalmazott az
eredeti 6tvozet?
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BARATKOZZUNK A SZAMITOGEPPEL!

Az el6z6 osztalyokban mar hasznaltdl szamitdogépet matematika-
6rakon. Megtanultad:

e a szamologépek hasznalatat;

e a szovegszerkesztd programokat (példaul a Microsoft Word

alkalmazasat);

e tablazatkezel6 programokat (példaul a Microsoft Excel alkal-

mazasat);

e rajzprogramokat (példaul a Paint alkalmazasat);

¢ az internet hasznalatat.

Ezt a tudasodat tovabbra is mélyitened kell.

Ha szeretnél matematikus, programozé matematikus vagy mérnok
lenni, tehat olyan szakember, akinek sziiksége van a szamit6gép min-
dennapos hasznalatara, ajanljuk, hogy szerezz be olyan programokat,
melyek megkonnyitik szamodra a feladatok megoldasanak mechanikus
részét. Ilyen program példaul a MathLAB vagy a MathCAD. Hasznos
még a rajzkészit6 programok, példaul CorelDraw, Visio stb. ismerete is,
melyekkel mértani alakzatokat lehet rajzolni. Ha szeretnétek elGadast,
illetve bemutatét tartani, akkor célszerd prezentaciokészitot, példaul
PowerPoint-ot alkalmazni.

Ezenkivil szamos, kifejezeten az iskoldsok szamara készilt prog-
ram van, melyeknek célja, hogy a matematika kénnyebb megértését és
gyakorldsat segitse.Az ilyen programok az internetrdl tolthetdk le.

Lehet, hogy koztetek is vannak olyanok, akik képesek a matematika
tanuldsat megkonnyit6 programok megirasara?

Il Il
Tobb mint 70 éve szervezik meg orszagunkban Ukrajna Kis

Tudomanyos Akadémiajat (MAN — az intézmény ukran nevének
mozaikszava), mely keretén beliil a tudomany szamos agaban
készithetnek a tanulok elméleti vagy gyakorlati kutatémunkakat.
Részt vehetnek a kiilonb6z6 szekciok munkajaban, 6rak utani
foglalkozasokon, szakmai megmérettetéseken, az orszagos ta-
nulmanyi versenyeken, bemutathatjak munkaikat az Orszagos

Tudomanyos és Kutatéi Diakkonferencian.
1] i
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Ebben a fejezetben olyan feladatokkal talalkoztok, melyek megol-
dasaban segit a szamitégép. Némelyik a tankoényv adott feladatanak
folytatasa, tovabbgondolasa (ezeket a feladatokat a konyvben E jeloltik,
ebben a fejezetben pedig utalunk a feladat szamara).

Ha a feladat megoldasa szamologépet igényel, hasznaljatok zsebsza-
mologépet, vagy a szamitogépetek szamoldgép funkcidjat.

Az informatika irant komolyan érdekldd6 tanuldk szamara olyan
feladatokat ajanlunk, melyekben a tanult matematikaiismeretek alkal-
mazdasaval kell algoritmust vagy programot irni. Ezeket a feladatokat
csillaggal jeloltik. Amig nem ismerkedtek meg valamely programozasi
nyelvvel, addig elegendd az algoritmust szavakkal leirni, vagy folyamat-
abrat késziteni. Megjegyezziik, hogy az algoritmikus gondolkodas (1épés-
rél 1épésre végrehajtott eljarasok) nemcsak az informatikaban, hanem
mas tudomanyagakban is hasznos lehet szamotokra.

Az 1. ponthoz
Racionalis tortek

Tanuljatok meg a tortkifejezések értékét szamologéppel kiszamitani.
Mely esetben nem lehet egy tortkifejezés értékét meghatarozni? Mindig
pontos értéket kapunk-e?

2-4. példak. Valamelyik példat szamolégéppel vagy valamilyen mate-
matikai programmal szamitsatok ki!

A 2. ponthoz
A racionalis tortek alaptulajdonsaga

46., 47. Valasszatok ki az egyik példat! Hatarozzatok meg a kifejezés
értékét kétféleképpen: elGszor rogton behelyettesitve a valtozd ér-
tékét, majd egyszerilisités utan! Hasznaljatok szamolbgépet vagy
valamilyen matematikai programot! Egyszerlsités utan mennyivel
csokkent a 1épések szama? Elvégezhetd-e széban a szamitas, miutan
a kifejezést leegyszertsitettétek?

63. A rajzot grafikonrajzol6 programmal készitsétek el! Milyen eszk6zre
van szlikség, hogy az y = 2x fliiggvény grafikonjabdél megkapjuk az
y = 2x —1 fuggvény grafikonjat?

A 3. ponthoz
Egyenl6 nevezdji racionalis tortek 6sszeadasa és kivonasa

74., 75. Valasszatok ki az egyik példat! Hatarozzatok meg a kifejezés
értékét kétféleképpen: elGszor rogton behelyettesitve a valtozd ér-
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tékét, majd egyszerilsités utan! Hasznaljatok szamolégépet vagy
valamilyen matematikai programot! Egyszer(isités utdn mennyivel
csokkent a 1épések szama? Elvégezhetl-e széban a szamitas, miutan
a kifejezést leegyszertsitettétek?

A 4. ponthoz

Kiill6nb6z6 nevez6jii racionalis tortek osszeadasa és kivonasa

138. Ehhez a feladathoz is hasznaljatok szamolégépet! Minden esetben
a kivant eredményt kaptatok?

Az 5. ponthoz

Racionalis tortek szorzasa és osztasa. Racionalis tortek hatva-

nyozasa

160., 161. Valamelyik példat szamitsatok ki szamolégéppel! Milyen ko-
vetkeztetést vonhattok le, ha szamolégépen tortszamokkal szamoltok?

A 6. ponthoz

Racionalis kifejezések azonos atalakitasai

194., 195. A 194. feladat allitasat igazoljatok szamoldgép segitségével!
Melyik igazolas a szemléletesebb? Igazolhato6-e ily médon a 195. gya-
korlat allitasa?

A 7. ponthoz

Ekvivalens (egyenértékii) egyenletek. Racionalis egyenletek

222. Hasznaljatok szamolégépet a megoldashoz!

A 8. ponthoz
Negativ egész kitevéji hatvany

Létezik-e a ti szamoldgépeteken vagy dltalatok hasznalt programok-
ban olyan eszk6z, amely megadja a szdmok normaélalakjat? Toltsetek le
ilyen eszkozt!

“Milyen lehet8ségeket kindl az altalatok kivdlasztott programozési
nyelv tortszamok adatbevitelére? Hogyan torténik az adatok mentése?
Milyen hatdsa van a mentési médnak a szamitasok pontossagara?
262-264. Valasszatok ki az egyik gyakorlatot! Az adatokbdl készitsetek

tablazatkezelGvel tablazatot! Hasznaljatok automatikus szlirést!

Készitsetek diagramot! Mennyire szemléletes a rajz? Miért?

266. A feladat megoldasahoz hasznaljatok szamolégépet! Mi a kozos ben-
nik, és miben kilonboznek egymastdl ez és a 222. feladat? Melyek

a kozos 1épések a két feladat megoldasaban?
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" Készitsétek el a 222. és a 266. feladatok megoldasinak algorit-
musat! Tegyétek lehet6vé, hogy az algoritmus tetszbleges évszamra is
alkalmazhaté legyen!

A 9. ponthoz
Az egész kitevoji hatvany tulajdonsagai

276. Az 5-8. példak egyikét szamitsatok ki szamolégéppel olyan sorrend-
ben, ahogy le van irva (egyszeriisités nélkil)! Ugyanazt az eredményt
kaptatok-e, mint a flizetetekben? Mi lehet az eltérés oka? Vonjatok
le kovetkeztetést!

293., 294. Mennyire egyszerdsiti a szamok normalalakja a szamitasokat?
* Nézzetek utana, hogyan torténik a szamitégép memoridjaban az

adatok mentése lebegbpontos szdmabrazolas alkalmazasaval! Milyen

algoritmus szerint végeznek miiveleteket az ilyen formatumu adatokkal?

Hogyan hat az ilyen formitum a szdmit4s pontossagara?

307. TablazatkezelGvel készitsétek el az értéktablazatot ugy, hogy
automatikus legyen a kitoltés!

A 10. ponthoz
Az y =§ képlettel megadott fliggvény és grafikonja

315., 316. A tablazatot tablazatkezelS programmal toltsétek ki! Abra-
zoljatok a jelenséget leird fuggvényt! Mit kell javitani, hogy minél
pontosabb legyen a rajz?

A 11. ponthoz
Az y = x? fliggvény és grafikonja

357-360. Valasszatok ki egy fliggvényt! Rajzoljatok meg a grafikonjat
kétféleképpen! Elbszor: hatarozzatok meg, milyen mértani alakzat
ez a grafikon, és rajzoljatok meg egy rajzoloprogrammal! Mdsodszor:
adjatok meg a fliggvény értéktablazatat, majd készitsétek el a rajzot
az automatikus grafikonszerkeszt6vel! Ehhez valasszatok egy olyan
grafikont, amelyen az adott pontokat szakaszok kotik 6ssze. Melyik
rajz lett pontosabb? Hogyan kell figyelembe venni a figgvény tulaj-
donsagait az argumentum értékeinek megadasakor?
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A 12. ponthoz
Négyzetgyok. Szamtani négyzetgyok

Tanuljatok meg gyokot vonni szamoldgéppel vagy mas matematikai
programmal!
398. Szamitsatok ki kétféleképpen: 1) egyszerlsitsétek le a flizetetekben;
2) szamitsatok ki szamolégéppel egyszerlsités nélkiil. Vonjatok le
kovetkeztetéseket!

*421. irjatok algoritmust a feladat megoldasara prébalkozassal!

A 13. ponthoz
Halmazok és elemeik. Részhalmazok

Keressetek az interneten érdekes tényeket! Mutassatok be a halmaz,
a halmaz eleme, részhalmaz, iires halmaz kifejezések alkalmazasaval!
Adjatok meg halmazt elemeik felsorolasaval és kozos tulajdonsiag meg-
nevezésével!

A 14. ponthoz
Szamhalmazok

Minden szadmhalmaz néhany elemét vigyétek be a szamoldgépe-
tekbe! Barmely racionalis szam minden szamjegyét be tudtatok vinni?
Be lehet-e vinni irracionalis szamot? Milyen pontossaggal adja meg a
szadmol6gép az ilyen szamokat? Vonjatok le kovetkeztetést!

Hogyan lehet bevinni egy szadmolégépbe a n szamot?

Gondoljatok ki olyan kifejezést, amelyben a valtozd értéke olyan ra-
cionalis szam, melynek pontos az értéke, viszont a kifejezés értéke vagy
valds szam vagy irracionalis szam, melyet a szamolégép kerekitve ir ki.
Szamologéppel szamitsd ki ennek a kifejezésnek az értékét!

* Vonjatok le kovetkeztetést arrdl, hogy a valds szamokkal végzett
miveletek mikor adnak pontatlan eredményt! Hogyan kell ezekben az
esetekben helyesen eljarni?

450., 451. Hasznéaljatok szamolégépet vagy valamilyen matematikai
programot!

A 15. ponthoz
A szamtani négyzetgyok tulajdonsagai

483 (6)., 495. Egyszerlsités nélkiil szamoldgéppel szamitsatok ki! Melyik
szamitas egyszeribb?
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A 16. ponthoz
Négyzetgyokot tartalmazé kifejezések azonos atalakitasai
Szamolbgéppel szamitsatok kiaz 515., 516. valamint az 529. példakat!
Pontos értéket kaptatok-e?
A 17. ponthoz
Az y= Jx fliggvény és grafikonja
TéablazatkezelGvel készitsétek el a fuggvény értéktablazatat! A tab-
lazat segitségével abrazoljatok a fiiggvényt!
A 18. ponthoz
Masodfoku egyenletek. A nem teljes masodfoku egyenletek
megoldasa
* [rjatok algoritmust a hidnyos méasodfoku egyenletek megoldaséra!
*629. Oldjatok meg a feladatot prébalgatassal! frjétok le a feladat meg-
oldasanak algoritmusat!
A 19. ponthoz
A masodfoku egyenlet megoldoképlete

¥ frjatok algoritmust, hogyan kell megoldani az ax®> + bx + ¢ =0
egyenletet, ha ismerjik az a, b és c egyutthatékat! Milyen részeseteket

kell figyelembe venni?

* 643., 644. Oldjatok meg a feladatokat prébalgatassal! Irjatok le a fel-
adatok megoldasanak algoritmusat! Mely feltételek teszik lehetévé,
hogy ezeket a feladatokat meg lehet oldani a probalgatas modszerével,

mig a 653. és 654. feladatokat nem?
A 20. ponthoz
Viéte tétele

Irjatok le két olyan tizedes tortet, melyben az egész rész és a tértrész
is tobbjegy(! Viéte tételének megforditasa kovetkezményét alkalmazva
adjatok meg olyan mésodfokt egyenletet, melynek az adott szdmok a
gyokei! Szamitégéppel szamoljatok!
A 21. ponthoz
Masodfoku polinom

¥ frjatok olyan algoritmust, ami a masodfoka polinomot linearis
tényezbkre bontja!

*746. irjétok le a feladat altalanositasdnak matematikai modelljét!

*749. Oldjatok meg a feladatot probalgatassal! Irjatok le a feladat meg-
olddsanak algoritmuséat!
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A 22. ponthoz
Masodfokura visszavezetheto egyenletek megoldasa

¥ frjétok le a bikvadratikus egyenletek megolddsanak algoritmusat!
Felhasznalhatjatok a masodfokt egyenletek megoldasanak algoritmusat
(lasd a 19. témat).

*776. Oldjatok meg a feladatot probalgatassal! irjétok le a feladat meg-
oldasanak algoritmusat!

Egész tanév folyaman a Bardtkozzunk a szamitégéppel! ciml részben
sok olyan feladattal talalkozhattatok, melyeket probalgatassal ajan-
lottunk megoldani. Elemezzétek ezeket a feladatokat, és probaljatok
megmagyarazni, miért a prébalgatas médszere angolul brute force.

A 23. ponthoz

A racionalis egyenlet, mint a realis problémak matematikai
modellje

* Felallithaté-e ugyanaz a matematikai modell e paragrafus tobb
feladatanak megoldasara? Keressetek ilyen feladatokat, és irjatok al-
goritmust megoldasukra!
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GONDOSAN MEGTERVEZETT LEPESEK
SOROZATABOL ALLO (PROJEKT) MUNKA

Ez a rubrika elsGsorban azoknak szdl, akik szeretnék megtanulni,
hogy hogyan szerezhetiink 6nalléan ismereteket, gondolkodhatunk krea-
tivan, formalhatjuk, fejezhetjik ki, illetve védhetjiik meg allaspontunkat,
terjeszthetjiik el§ hipotéziseinket, talalhatjuk meg a legracionalisabb és
nem szabvanyos megoldasokat.

Az els6 1épés, amely segithet e célok elérésében, a projektmunkaban
valé részvétel.

A projekt — egy fliggetlen kutatas valamely kivalasztott té-
mabol, mely egyediil és csoportosan is elvégezheto.

Adunk néhany tanacsot a projektmunka megszervezéséhez és a
kutatasi eredmények nyilvantartasahoz.

1. A téma kivalasztasakor figyelembe kell venni annak aktualitasat,
relevanciajat, az informaciéforrasok rendelkezésre allasat az iroda-
lomban és az internetes forrasokban. Ehhez nagyon fontos, hogy ku-
tatoként akard latni magad a valasztott témaval végzett munkaban.

2. A munka egy elGzetes terv elkészitésével kezdddjon, amelyben is-

mertetjiik az elgondolast és annak megvaldsitasi szakaszait. Miutan

megismerkedtiink a f6bb informaciéforrasokkal, a projektvezetd
segitségével készitsiink végleges tervet. )

Fontos a kutatéas célkitlizéseinek egyértelmd megfogalmazasa. Irha-

téak példaul a kovetkezGképpen: tanulmanyozni, leirni, elemezni,

bizonyitani, 6sszehasonlitani stb.

4. A munkat a kutatas eredményeinek az osszegzésével fejezziik be, a
levont kovetkeztetések pedig felvazolhatjak a téma tovabbi tanul-
manyozasanak kilatasait.

. A megkozelit6 munkamennyiség altalaban 10-15 oldal. Ezenkiviil
potlélagosan hozzaadhatunk szemléltet6 anyagot is.

6. Azelkészilt munkat bemutathatjuk referatum (beszamold), jelentés-

tétel vagy szamitégépes bemutatd (prezentacid) formajaban.

@

ot

Az alabbiakban megadjuk a projektmunkara valaszthaté témak
listajat.
1. Leonhard Euler — kivalé matematikus
2. Matematikai szakkifejezések és szimbolumok. Szarmazasi
torténetiik és fejlédésiik
3. Eukleidészi algoritmus és linearis diofantoszi (vagy dio-
fantikus) egyenletek

4. A halmazelmélet paradoxonjai (latszolagos ellentmondasai,
lehetetlenségei)

5. A kis Fermat-tétel
6. Invarians (valtozatlan elem) keresése
7. A szélsb6ségek elve
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A 7. OSZTALYBAN TANULTAK ISMETLESE

EGESZ KIFEJEZESEK

1. Valtozot tartalmazé kifejezések. Egész racionalis kifejezések. A kifejezés
helyettesitési értéke

v Azokat a kifejezéseket, melyekben valtozok (vagy csak valtozd, ha
egy van), szamok, zardjel van, valtozot tartalmazo kifejezéseknek
nevezzik.

v Ha a valtozdk helyére behelyettesitiink konkrét szdmokat, akkor
szamkifejezést kapunk. Ennek a szamkifejezésnek az értékét
nevezziik a valtozot tartalmazo kifejezés helyettesitési értékének.

v A szédmkifejezéseket és a valtozot tartalmazé kifejezéseket algeb-
rai kifejezéseknek nevezzik.

v' Azokat a kifejezéseket, melyek nem tartalmaznak valtozéval vald
osztast, egész kifejezéseknek nevezzik.

2. Azonosan egyenl6 kifejezések. Azonossagok

v' Azok a kifejezések, melyek barmely helyen vett helyettesitési
értéke egyenld, azonosan egyenld kifejezéseknek nevezzik.

v Azt az egyenl8séget, amely a valtozék barmely értékére teljesiil,
azonossagnak nevezziik.

v" Ha egy kifejezést vele azonosan egyenld kifejezéssel helyettesi-
tunk, akkor azonos atalakitast végziink.

v Azonossig bizonyitdsa annyit jelent, hogy igazolni kell az adott
egyenlGségrol azt, hogy az azonossag.

v Az alabb felsorolt lehetGségekkel igazolhatunk azonossagot:
e azonos atalakitassal az egyik oldalt olyan alakra hozzuk,

amilyen a masik oldal;

e azonos atalakitassal mind a két oldalt egyenld alakra hozzuk;
e igazoljuk, hogy a két oldal kiilonbsége nulla.

v" Ahhoz, hogy bebizonyitsuk egy egyenlGségrsl, hogy nem azonos-
sag, elegendd felhozni egy ellenpéldat: megnevezni a valtozénak
egy olyan értékét, melyre az egyenldség nem teljesiil.

3. Természetes kitevdjii hatvany

v' Az a szdm n-edik hatvanyanak nevezzik, n nagyobb mint 1, azt
az n tényezls szorzatot, melyben minden tényezs a, a # 0.

v' Az a szam els6 hatvanya maga az a szam.

v Az a szam n-edik hatvanyanak jel6lése: a” (olv. a n-edik hatvanya,
a az n-ediken). A 2. és 3. hatvanyra kilon szavunk van: négyzet
és kob.
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v" Barmely nemnegativ szdm hatvanya nemnegativ szam.
v" Negativ szam paros kitevdjl hatvanya pozitiv, paratlan kitevgji
hatvanya negativ szam.

4. Természetes kitevdjii hatvanyozas azonossagai

v' Barmely a szamra és természetes m és n szdmra igaz, hogy
amq = q™ +n’
vagyis azonos alapu hatvanyok szorzasakor a hatvanyalapot a
kitevok 6sszegére emeljiik.
v' Barmely a szamra és természetes m és n szamra, ha m > n igaz,
hogy
am™:a"=qam ",
vagyls azonos alapu hatvanyok osztasakor a hatvanyalapot a
kitevGk kiilonbségére emeljik.
v' Béarmely a szamra és természetes m és n szdmra igaz, hogy
(@) =amr,
vagyis hatvanyok hatvanyozasakor az alap ) kitevéje a kitevik
szorzata lesz.
v' Béarmely a és b szdmra és természetes n szdmra igaz, hogy
(ab)' = a"b",
vagyis a szorzat n-edik hatvanya a tényez6k n-edik hatvanyainak
szorzataval egyenld.

5. Egytagu kifejezések

v' Azokat a kifejezéseket, melyek a szadmok és valtozok szorzata,
egytagu kifejezéseknek nevezziik.

v' Azt az egytagu kifejezést, melyben csak egy szadmtényez§ van,
ami az elsd helyen all, a tébbi tényezd pedig kiilonb6z6 alapu hat-
vany, az egytagu kifejezés normélalakjanak nevezziik. A nullatél
kilonbo6zb szamok, valtézok és azok hatvanyai is normalalaka
egytagu kifejezések.

v" Anullais egytagi kifejezés. A nulldval azonosan egyenld egytagi
kifejezéseket nulla értékd kifejezésnek nevezziik. Nem soroljuk
Gket a normalalaku egytagu kifejezések kozzé.

v Az egytagu kifejezések szamtényezbjét egytitthaténak nevezziik.

v Azokat az egytagu kifejezéseket, melyek legfeljebb egytlitthat6ik-
ban kiilonboznek, egynem kifejezéseknek nevezziik.

v Az egytagu kifejezések fokszdménak nevezzik a benne szerepld
valtozok hatvanykitevinek 6sszegét. Azon egytagu kifejezések
fokszamat, melyek nullatél kiilonb6zd szamok, nullanak tekintjuk.
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v" A nulla érték kifejezéseknek nincs fokszamuk.
v Két egytagu kifejezés szorzata is egytagu kifejezés. Egytagu ki-
fejezés hatvanya szintén egytagu kifejezés.

6. Tobbtagu kifejezések

v Egytagu kifejezések 6sszegét tobbtagu kifejezésnek (polinomnak)
nevezzuk.

v A tobbtagu kifejezésekben szerepld egytagu kifejezéseket tagok-
nak nevezzik.

v" Azokat a polinomokat, melyeknek két tagja van, kéttaga kife-
jezésnek, melyeknek harom tagja van, haromtagu kifejezésnek
nevezzik. Az egytagu kifejezések a tobbtagu kifejezések részesete.
Ezek olyan polinomok, melyeknek egy tagja van.

v" Ha a tobbtagu kifejezések tagjai kozott vannak egynemtiek, akkor
ezeket a tagokat a polinom egynem tagjainak nevezzik.

v' Azt a tobbtagu kifejezést, melynek minden tagja normaéalalaku
egytagu kifejezés és nincs kozottiik egynem, normalalaku t6bb-
tagu kifejezésnek nevezziik.

v A tobbtagu kifejezés fokszama a benne szerepls legnagyobb fok-
szamu tag fokszama.

v Ahhoz, hogy 6sszeadjunk két tobbtagu kifejezést, a kifejezéseket
zaréjelbe vessziik és kozéjik ,+” jelet teszlink, majd a zardjel
felbontasa utan 6sszevonjuk az egynemd tagokat (ha van ilyen).

v" Ahhoz, hogy kivonjunk két tobbtaga kifejezést, a kifejezéseket
zarojelbe vesszik és kozéjuk ,,—” jelet tesziink, majd a zardjel
felbontasa utdn 6sszevonjuk az egynemi tagokat (ha van ilyen).

v A tébbtagu kifejezés szorzattd alakitasanak nevezziik azt az elja-
rast, amikor a kifejezést tobb tényezd szorzatara bontjuk.

7. Egytagu kifejezés szorzasa tobbtaguval

v Ahhoz, hogy egy egytagu kifejezést megszorozzunk egy tobbtagu-
val, a tobbtagu kifejezés minden tagjat meg kell szorozni az egy-
tagu kifejezéssel, majd az igy kapott szorzatokat 6ssze kell adni.

8. Tobbtagu kifejezés szorzasa tobbtaguval

v" Ahhoz, hogy egy tobbtagu kifejezést megszorozzunk egy tobb-
taguval, a tobbtagu kifejezés minden tagjat meg kell szorozni a
masik kifejezés minden tagjaval, majd az igy kapott szorzatokat
ossze kell adni.

v' Toébbtagt kifejezések szorzata is toébbtagu kifejezés.

MpaBo ans 6e3onnaTHOro po3milleHHs NiapyyHKKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



220 A7. osztalyban tanultak ismétlése

NEVEZETES AZONOSSAGOK

9. Két tag 6sszegének és kiilonbségének szorzata

v Egy kéttagu kiillonbség és ugyanazon tagok 6sszegének szorzata
egyenld az elsd és a masodik tag négyzetének kilonbségével:
(a—=b)(a+b)=a®>—b%

10. Két tag négyzetének kiilonbsége

v Két tag négyzetének kiilonbsége egyenld ezen tagok kiilonbségé-
nek és 6sszegének szorzataval:
a’—b*>=(a—b)(a+b).

11. Kéttagu 6sszeg és kiilonbség négyzete

v Egy kéttagt osszeg négyzete megegyezik az elsd tag négyzetének,
az els6 és masodik tag kétszeres szorzatanak és a masodik tag
négyzetének 6sszegével:

(a+ b)?=a?+ 2ab + b2

v' Két tag kiillonbségének négyzetét megkapjuk, ha az els6 tag négy-
zetébdl kivonjuk az elsd és a masodik tag kétszeres szorzatat, és
hozzaadjuk a masodik tag négyzetét:

(a—b)?=a®>—2ab + b

12. Tobbtagu kifejezések atalakitasa kéttagu 6sszeg vagy kiilonbség négy-
zetévé
v Az alabbi képletek lehetiséget adnak a haromtagu kifejezések
kéttagu kifejezés négyzetévé ,,tomoritésére”:
a’+ 2ab + b%= (a + b)?,
a?—2ab + b*= (a — b)~
v Azokat a haromtagu kifejezéseket, melyek atalakithatok kéttaga
kifejezések négyzetévé, teljes négyzetnek nevezzik.

13. Két tag kobeinek 6sszege és kiilonbsége

v A a? — ab + b? kifejezést a kiillonbség nem teljes négyzetének
nevezzik.
v' Két tag kobeinek 6sszege egyenld a tagok Osszegének, valamint
kilonbségiik nem teljes négyzetének szorzataval:
a®+ b= (a+ b)(a®—ab + b?).
v Az @® + ab + b? kifejezést az 6sszeg nem teljes négyzetének ne-
vezzik.
v' Két tag kobeinek kiilonbsége egyenld a tagok kiilonbségének és
Osszeglk nem teljes négyzetének szorzataval:
a’—b*=(a—b)(a®+ ab + b?).
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EGYENLETEK

14. Az egyenlet gyoke

v Az egyenlet gyokének nevezziik a valtoz6 azon értékét, melyre az
egyenlGség teljesul.
v Az egyenlet megolddsa olyan eljaras, amellyel meghatarozzuk az
egyenlet gyokeit, vagy igazoljuk, hogy nincs megoldas.
v Szoveges feladatok megolddsanal célszerd az alabbi algoritmust
kovetni:
1) afeladat feltétele alapjan irjunk fel egyenletet (allitsuk 6ssze
a feladat matematikai modelljét);
2) oldjuk meg a felirt egyenletet;
3) ellendrizziik le, hogy az egyenlet gyokei megfelelnek-e a feladat
feltételeinek.

15. Az egyenletek tulajdonsagai

v' Az egyenlet gyokei nem valtoznak, ha az egyenlet mindkét olda-
lahoz hozzaadjuk (vagy mindkét oldalabdl kivonjuk) ugyanazt a
szamot.

v" Ha egy olyan egyenlet mindkét oldalahoz, melynek nincsenek
gyokei, hozzaadjuk vagy mindkét oldalabdl kivonjuk ugyanazt
a szamot, olyan egyenletet kapunk, melynek szintén nincsenek
gyokei.

v' Az egyenlet gyokei nem valtoznak, ha az egyenlet egyik oldalardl
atviszunk a masik oldalra egy tagot ellenkezd elGjellel.

v Az egyenlet gyokei nem valtoznak, ha az egyenlet mindkét olda-
lat megszorozzuk (vagy mindkét oldalat elosztjuk) ugyanazzal a
nullatél eltérd szammal.

16. Egyismeretlenes linearis egyenletek

v Egyismeretlenes linearis egyenletnek az ax = b alakt egyenletet
nevezzik, ahol x az ismeretlen, a és b adott szamok.

Az a és b értékek a#0 a=0,6=0 a=0,b%#0
£ o= al.gkt} _b - ba}r mely Nincs megoldas
egyenlet gyokei = szam
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FUGGVENYEK

17. A fiiggvény. A fliggvény értelmezési tartomanya és értékkészlete

v

<

Ha a fliggetlen valtoz6 minden értékéhez, meghatarozott szabaly
szerint csak egy érték tartozik, akkor az ilyen megfeleltetést
egyértelmi hozzarendelésnek, fliggvénynek nevezziik.

A fluggetlen valtozot altalaban x-szel, a figgd valtozot y-nal, a hoz-
zarendelési szabalyt f-fel jel6ljik. Ha az y és az x valtozok koézott
egyértelmd a hozzarendelés, akkor az y = f(x) jelolést hasznaljuk
(olv.: y egyenld f az x helyen).

A fliggetlen valtozét argumentumnak nevezziik.

A fliggd valtozo értékét figgvényértéknek nevezzik.

Az x, argumentumhoz tartozé fliggvényértéket a fliggvény helyet-
tesitési értékének nevezink és f(x,)-val jeloljik.

Az argumentum 0Osszes értéke alkotja a fuggvény értelmezési
tartomanyat. A fliggd valtozo altal felvett 6sszes érték alkotja a
fuggvény értékkészletét.

18. A fiiggvény megadasi médjai

v

v

Egy fuggvényt adottnak tekintliink, ha ismerjik az értelmezési
tartomanyat és a hozzarendelési szabalyt.

Mivel egy fuiggvény egy egyértelmi hozzarendelés, ezért megad-
haté szavakkal, képlettel, tablazattal, grafikusan.

Ha egy fuggvény olyan képlettel van megadva, melynek jobb oldala
egész kifejezés és nincs meghatarozva az értelmezési tartomanya,
akkor ugy tekintjuk, hogy a fliiggvény értelmezési tartomanya
minden szam.

19. A fliggvény grafikonja

v

Az ffuggvény grafikonja olyan gérbe, mely a koordinatasik azon, és
csakis azon pontjaibdl all, melyek abszcisszaja egyenls a fliggvény
argumentumaval, ordinataja pedig az f fliggvény helyettesitési
értékével.

Ha egy gorbe az f fliggvény grafikonja, akkor az alabbi két feltétel

teljesil:

1) ha x, a fuggvény valamely argumentuma és az f(x,) a hozza
tartozé fuggvényérték, akkor az (x,; f(x,) koordinataju pont
illeszkedik a grafikonra;

2) ha a grafikon valamely pontjanak koordinatai (x,; y,), akkor
x, és y, megfelelGen a fliggvény fiiggd és fliiggetlen valtozodi,
vagyis y, = f(x).

MpaBo ans 6e3onnaTHOro po3milleHHs NiapyyHKKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



A 7. osztalyban tanultak ismétlése 223

v' Egy gorbe akkor tekinthetd egy fliggvény grafikonjanak, ha az
abszcisszara bocsatott barmelyik merGleges egyenesnek az adott
gorbével nem tobb mint egy k6z6s pontja van.

20. A linearis fiiggvény, grafikonja és tulajdonsagai

v Az y = kx + b képlettel megadott figgvényt linearis fuggvénynek
nevezzik, ahol k és b adott szam, x a fuggetlen valtozo.

v Alinedris figgvény értelmezési tartomanya barmely szam, grafi-
konja egyenes.

v Az y = kx, k # 0 képlettel megadott fuggvényt egyenes aranyos-
sagnak nevezzik.

v' Az egyenes aranyossag grafikonja olyan egyenes, ami Atmegy az
origdn. Ezért az egyenes aranyossag grafikonjanak abrazolasahoz
elegendd meghatarozni egy, az origétol kilénbozs pontot, meg-
huzni ezen a ponton és az origon O(0; 0) keresztil egy egyenest.

v Ha az y = kx + b képletbe k = 0 értéket helyettesitiink, akkor
y = b. Ebben az esetben a fliggvényérték valtozatlan barmely ar-
gumentum helyen. A fiiggvény grafikonja olyan egyenes, amely
parhuzamos az abszcisszatengellyel.

KETISMERETLENES LINEARIS EGYENLETRENDSZER

21. Kétismeretlenes egyenlet

v A két valtozot tartalmazé egyenldséget kétismeretlenes egyen-
letnek nevezziik.

v A véaltozék azon értékparjait, melyre az egyenldség teljesiil, a
kétismeretlenes egyenlet gyokeinek nevezziik.

v A kétismeretlenes egyenlet megoldasa azt jeleni, hogy megha-
tarozzuk azokat a szamparokat, melyekre teljesiil az egyenlGség
vagy igazoljuk, hogy nincs ilyen szampar.

v A kétismeretlenes egyenletekre érvényesek azok az azonos at-
alakitasok, melyek az egyismeretlenes egyenletekre is (lasd a
15. pontot a 220. oldalon).

v A kétismeretlenes egyenlet grafikonja a koordinatasik azon, és
csakis azon pontjai, melyek koordinatai (szamparok) az egyenlet
gyokei.

v" Ha egy gorbe az egyenlet grafikonja, akkor az alabbi két tulaj-
donsag teljesul:

1) azegyenlet gyokei olyan pontok koordinatai, melyek illeszked-
nek a grafikonra;

2) a grafikon barmely pontjanak koordinatai olyan szampar, ami
az egyenlet gyoke.
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22. Kétismeretlenes linearis egyenlet grafikonja

v Kétismeretlenes linedris egyenletnek nevezzik az ax + by = ¢
alaku egyenletet, ahol x és y ismeretlen, a, b és ¢ adott szamok.

Egyenlet Az a, b és c értékei Grafikon
ax+by=c b+#0,aéscbarmely |Nem merdleges egyenes
szam
ax+by=c b=0,a#0, cbarmely Meréleges egyenes
szam
ax+by=c a=b=c=0 Az egész koordinatasik
ax+by=c a=b=0,c%0 Nincs megoldas

23. Kétismeretlenes linearis egyenletrendszer

v" Ha t6bb egyenlet k6zos megoldasat kell meghatarozni, akkor azt
mondjuk, hogy egyenletrendszert kell megoldani.

v' Az egyenletek rendszerbe foglaldsdhoz kapcsos zarédjelet hasz-
nalunk.

v A kétismeretlenes egyenletrendszer megolddsidnak nevezzik a
valtozok azon értékeit, melyekre egyidejlleg teljesiil mindkét
egyenlet.

v' A kétismeretlenes egyenletrendszer megolddsa azt jeleni, hogy
meghatarozzuk azokat a szamparokat, melyekre teljesiil az
egyenldség, vagy igazoljuk, hogy nincs megoldas.

24. A kétismeretlenes linearis egyenletrendszer grafikus megoldasa

v Az egyenletrendszer grafikus megolddsa abban rejlik, hogy:
o ko6z6s koordinata-rendszerben dbrazoljuk a rendszer mindkét
egyenletének grafikonjat;
e meghatarozzuk a grafikonok metszéspontjainak koordinatait;
e a meghatarozott szamparok lesznek a rendszer megoldasai.
v' Ha a rendszerben foglalt egyenletek grafikonjai egyenesek, akkor
a rendszer gyokeinek szama az egyenesek kolcsénos helyzetétol
figg:
e ha az egyenesek metszik egymast, akkor a rendszernek egy
megoldasa van;
¢ ha az egyenesek illeszkednek egymasra, akkor az egyenlet-
rendszernek végtelen sok megoldasa van;
e haazegyenesek parhuzamosak, akkor az egyenletrendszernek
nincs megoldasa.
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25. A kétismeretlenes linearis egyenletrendszer megoldasa behelyettesité
modszerrel

v" Ahhoz, hogy a kétismeretlenes egyenletrendszert behelyettesit§

modszerrel oldjuk meg, a kovetkezd 1épeseket kell elvégezni:

1) kifejezziik az egyik egyenletbdl az egyik valtozét a masikon
keresztiil;

2) azigy kapott kifejezést behelyettesitjiik a masik egyenletbe a
valtozé helyére;

3) megoldjuk az igy kapott egyismeretlenes egyenletet;

4) visszahelyettesitjiik a valtozé meghatdarozott értékét az elsd
1épésben kapott kifejezésbe;

5) kiszamitjuk a masodik valtozd értékét;

6) felirjuk a megoldast.

26. A kétismeretlenes linearis egyenletrendszer megoldasa egyenl6 egyiitt-
haték modszerével

v" Ahhoz, hogy a kétismeretlenes egyenletrendszert az egyenld
egyltthatok moédszerével oldjuk meg, a kovetkezs 1épeseket kell
elvégezni:

1) megfeleld szorzétényezdket valasztunk ugy, hogyha megszoroz-
zuk az egyik egyenletet, vagy mindkét egyenletet a valasztott
szammal, valamelyik valtoz6 egyutthatoél ellentett szamok
legyenek;

2) tagonként Osszeadjuk az igy kapott egyenletek jobb és bal
oldalat;

3) megoldjuk a masodik 1épés eredményeként kapott egyisme-
retlenes egyenletet;

4) visszahelyettesitjik a valtoz6 meghatarozott értékét az eredeti
rendszer valamelyik egyenletébe;

5) kiszamitjuk a masik valtozoé értékét;

6) felirjuk a gyokoket.

A SZAM ABSZOLUT ERTEKE

27. A szam abszolut értéke

v Az a szam abszolut értékének nevezzilk a szdmegyenesen az
a szamot jelols pont és az origd tavolsagat.
v Az a szam abszolut értékének jelolése: |a| (olv.: az a szam ab-
szolut értéke).
v' A pozitiv szam abszolut értéke magaval a szdmmal, a negativ
szam abszolut értéke pedig ellentettjével egyenld.
0] =0.
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v" Kapcesos zardjelet alkalmazva az abszolat érték tulajdonsiga igy
irhaté fel:
a, ha a=>0;
lal=
-a,ha a<0.
v Az abszolut érték csak nemnegativ értékeket vehet fel.
v Ellentett szdmok abszolit értéke egyenls: |a| = |-a].

KOORDINATASIK

28. Derékszogii koordinata-rendszer

Huzzunk a sikon két, egymasra merdleges szamegyenest ugy,
hogy az origdk egybeessenek (37. abra). Ezeket az egyeneseket
koordinatatengelyeknek, a metszéspontot, az O pontot a szamla-
las kezdGpontjanak (origénak) nevezziik. A vizszintes tengely az
abszcisszatengely, melyet x-szel jelolunk, a fliggéleges tengely az
ordinatatengely, és y-nal jel6ljik.

yt <
4=
ik
2T 3
=
s
| ., 0 Sébsz;czssizatsngely
— g T
—3—2—1___ 1 2 3 x
94
-3
37. dbra

v Az abszcisszatengelyt x tengelynek, az ordinatatengelyt y tengely-
nek is szoktuk nevezni. E két tengely egytitt alkotja a derékszogi
koordinata-rendszert, melyet Descartes-féle koordinata-rendszer-
nek is nevezink.

v Azt a sikot, melyen koordinata-rendszer van, koordinatasiknak
nevezzik.

v A koordinatatengelyek négy részre osztjak a sikot, melyeket
koordindtanegyedeknek neveziink, és a 38. abran lathaté médon
szamozunk.
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y“ yn
II. negyed 3T I. negyed 13
2T +2
1+ +1 A
T —
3-2-1% 12 3x 2-1°% 1 2 3x
-2+ -2 -O-B ---------------- OM
III. negyed IV. negyed
34 -3+
38. abra 39. abra

Jeloljik a koordinatasikon az M pontot (39. abra). Az M ponton
atmend, az abszcisszatengelyre meréleges egyenes az abszcissza-
tengelyt az A pontban metszi, az ordinatatengelyre merdleges
egyenes ezt a tengelyt a B pontban metszi. Az A pont koordinataja
az x tengelyen 3, a B pont koordinatdja az y tengelyen —2. A 3-as
szamot az M pont abszcisszajanak, a —2-t az M pont ordinatajanak
nevezzik. Ezért ezeket a szamokat az M pont koordinatainak
nevezzik. Jelolése: M(3; —2).

A pont koordinatainak felirasakor elsG helyre az abszcisszat,
masodikra az ordinatat irjuk.

Ha egy pont az abszcisszatengelyen van, akkor az ordinataja
nulla, ha az ordinatatengelyen van, akkor az abszcisszaja nulla.
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FELELETEK ES UTMUTATASOK

50. 0,3. 51. 5. 53. é 54. Nem. Utmutatds. irjétok fel az adott

2
a®+1

2) nincs megoldas; 3) nincs megoldas. 59. 1) Nincs megoldas; 2) —7.
60. 1) Ha a = 0, akkor nincs megoldas; ha a # 0, akkor x:%; 2) ha

torte alakban! 58. 1) x — barmely szdm, kivéve a —1-et;

a = 0, akkor x barmely szdm; ha a # 0, akkor x = 1; 3) ha a = 6,
akkor x — barmely szam; ha a # 6, akkor x = a — 6; 4) ha a = -2,
akkor nincs megoldés; ha a = 2, akkor x barmely szam; ha a # -2 és

a # 2, akkor xzﬁ. 61. 1) Ha a = -3, akkor nincs megoldas; ha

a # -3, akkor x:%; 2) ha a = 0, akkor nincs megoldas; ha a = 9,

2-9 64. -4, ha
a

1
1-%°
1

akkor x barmely szam; ha a # 0 és a # 9, akkor x=

a = 2b. 65. 48 km/h, 60 km/h. 76. 1) -L; 2) —3_. 3)

3
2 m+2
a-5 3

. m
a+b b-2’ 3) n-5 7. 1

77. 1) %; 2) . 78. 1) lfa; 2)

-7
2) z—:g 87. 2) 5; 3) 4%. 88. 2) -3; 3) —4,5. 89. 1) 1; 2; 3; 6; 2) 1; 2;
7,14;3) 1;2;8.90.1) 1; 3; 9; 2) 1; 2; 4; 8; 3) 2. 91. 15 km/h, 12 km/h.

Con , 5 . 16 . o 2b+1 1,
92. 1) —2; 2) nincs megoldas. 112. 6) o5 7 T 8) 196" 113. 5) o
8

1, . . e
6) poeE 116. 2) 4. 117. 1) 53 2) 2,5; 3) 0,1. 118. 1) 1,2; 2) T

3
121. 2) —= .
) b®>-3b+9

2
LA\ S SU ] T S S—
(a® —25b%) y-2 (@-D(@a-4)

2-2b
8b% +1

2n® _a+b, 1,
122.1) 55 ) L1240 1) 220 g g

’
n2

Utmutatds. irjétok fel az

sszeadandékat két tort kiilénbségeként! Példaul — L =
(@a-1)(a-2)

1 1 499 3 132 Utmutatds. A bal oldalon minden

a-2 a-1 "@-7(a-1)"
torthez adjatok hozz4 1-et, a jobb oldalon 3-at! 135. 270 km. 160. 1) —5;

9) 0,9; 3) —5; 4) —3,2. 161. 1) %; 2) %. 162. 83. 163. 10. 164. 7 vagy
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29

2
—7.165. 2 vagy -2. 166. 1) 1; 2) 1. 167. 1) E";g . 2) 1. 170. 1) 0,5;
a

2) x barmely szam. 172. 1,2 6ra. 173. 50 liter, 30 liter. 174. 5 férfi,

. 3 . 2 12 1 . 2
1 né, 6 gyerek. 178. 1) — 2) ey 3) % 1 4) oy 5) poEE
6 X2 179.1) s 2 LYy 4L ‘”2 . 180. 1) “Z 2) "2;4;
3)— 4) £=2: 5) 2, 6) a — 2. 181. 1) 7*;‘ 2)c—5;3)—2;4)yT+2.
184. 1) Nem; 9) igen. 186. 1) —; %) a-3; 3) a+1; 4 ;”.

2
187. 1) “b;b 2) —a. 188. 1) —‘“” 2) o189, 5. 192.1) 45 9) 1,

193. 1) —1%; 2) Z' 195. Utmutatds. frjétok fel a kifejezést 10-3"—5-2»

alakban! 196. 480 kg. 197. 500 hrivnya, 700 hrivnya. 198. 2 éra.
199. 90 alkatrész. 200. 9 veréb, 10 galamb, 11 gerle. 207. 2) Nincs
megoldas; 3) —2; 4) x barmely szam, kivéve a 2-t; 5) x bérmely szam;

6) 3; 7) 0,5; 8) nincs megoldas; 9) —=; 10) 17; 11) 12; 12) 1— 13) —4;

4; 14) 0; 15) 4. 208. 1) —1; 2) nincs rnegoldas, 3) 10; 4) nincs megoldés;
5) 4; 6) x barmely szam, kivéve a 0-at; 7) 6; 8) x bérmely szam, Kki-

véve a —0,5-et; 9) —3; 3. 209. 7. 210. 10. 212. 1) ; 2) nincs megol-

das; 3) 7; 4) 0; —2; 5) nincs megoldas; 6) —17; 7) 0; 8) nincs megoldas.
213. 1) 10; 2) —-0,5; 3) —3; 4) —4; 4; 5) nincs megoldas; 6) —5.
214. 2 km/h. 215. 29 km/h. 216. 9 km/h. 217. 1) Nincs megoldas;
2)9;3)0.218.1) 0,6; 2) 0. 219. 1) Ha a # 1, akkor x = 1; ha a = 1,
akkor nincs megoldas; 2) ha a # -5, akkor x = a; ha a = -5, akkor
nincs megoldas; 3) ha a = 0, akkor x barmely szam, kivéve a 3-at; ha
a# 0 és a# 3, akkor x = @; ha a = 3, akkor nincs megoldas; 4) ha
a # 7, akkor x = a vagy x = 6; ha a = 7, akkor x = 6; 5) ha a # 4 és
a # -2, akkor x = 4 vagy x = —-2; ha a = 4, akkor x = —2; ha a = -2,
akkor x = 4; 6) ha a # 4 és a # -2, akkor x = a; ha a = 4 vagy a = -2,
akkor nincs megoldas. 220. a = 2 vagy a = -2. 221. a = -9 vagy a = -3
vagy a = 0. 222, 70 000 lakos. 223. 60 km. 251. 1) 2,7;

2) QE 258. 5. 259. 6. 265. 31 darab vastomb. 266. 80 000 lakos.

267. 2 km. 280. 6) _E; 7 4,

=) 7. 281. 5) 16; 6) 144. 291. 1) —
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230 Feleletek és utmutatasok

2) —=5; 3) —2; 4) —7; 5) 0; 6) 2. 292. 1) 4; 2) 1; 3) —1; 4) 6. 295. 8 perc.
296. 5,34 kg. 297. 81-szer. 298. 1) ﬁ; 2) —4b% 3) 15¢* + 5; 4) ——..
m

2a® 1- 6b
299. 1 5 2
) 32”1 )

. 300. 1) -1 vagy 0; 2) 3 vagy 4; 3) 4 vagy 5;

4) 2 vagy 3. 301. 1) 6 vagy 7; 2) 4 vagy 5; 3) 4 vagy 5; 4) 4 vagy 5.
302. 28; 8. 303. 31,6%-kal. 304. 5 6ra 45 perc. 305. Igen, 5 darab
5 hrivnyas cimlet és 3 darab 2 hrivnyas cimlet. 331. 1) 2; 2) —1; 3;
3) nincs megoldas. 332. 1) 2; 4; 2) —1; 1; 3) nincs megoldas. 345. Nincs
megoldas. 346. 9%-kal cs6kkent. 347. 36 érme, 24 érme. 348. 12 km/h.
353. 1) Nincs megoldas; 2) —1; 3; 3) 2. 354. 1) —-3; —1; 2) nincs meg-
oldas; 3) —1. 369. 4. 371. 5 km/h, 3 km/h. 397. 1) —10; 2) 25; 3) —23,8;
4) 13; 5) 216; 6) —20. 398. 1) 13,4; 2) 21; 3) —20. 399. 2) x < 0; 3) x bar-
mely szadm; 4) x = 0; 5) x > §; 6) x < 8; 9) x barmely szam, kivéve a
8-at; 10) x > 0 és x # 9; 11) x > 0; 12) x = 0; 13) x-nek nem létezik
olyan értéke; 14) x barmely szam; 15) x = 0; 16) x barmely szam,
kivéve a 0-t. 400. 2) y < 0; 3) y =2 0; 4) y < 0; 5) y =0; 6) y > O;
Ny>0ésy+1.401. 6) —10; 10. 402. 4) —7; 7. 405. 1) 167; 2) 2116;
3) nincs megoldas. 406. 1) 4900; 2) nincs megoldas. 407. 1) Ha a # 0
és b £ 0, akkor a és b azonos elGjellek; ha a = 0, akkor b barmely
szam; ha b = 0, akkor a barmely szam; 3) ha b # 0, akkor a > 0; ha
b = 0, akkor a barmely szam; 5) ha a # 0, akkor b < 0; ha a = 0,
akkor b barmely szdm. 408. 2) Utmutatds. x> — 4x + 5 = (x — 2)? + 1.
409. Utmutatds. —x> + 6x — 12 = —(x — 3)> — 3. 410. 2. kifejezés.
411. 1) 0; 2) nincs megoldas; 3) 1; 4) —2; 5) —1; 1; 6) 1. 412. 1) 0;
2) nincs megoldas; 3) 1; 4) 3. 413. 1) a > -1; 2) a = —-1; 3) a < —-1.
416. 1) Ha a = 0, akkor x > 1, ha a # 0, akkor x = 1; 2) ha a = 1,
akkor x barmely szam; ha a # 1, akkor x = 0; 3) ha a = 0, akkor
x 2 1; ha a # 0, akkor x = 2; 4) ha a < 0, akkor nincsenek gyokok;
ha a > 0, akkor x = a®> + 2. 417. a < 0 vagy a = 1. 418. 13.

419. a5+_10. 420. 27 darab 100 hrivnyas cimlet, 500 hrivnyésbél

5b+15
3 2) —
) 1 b

440. 1,4 km/h. 441. 7. 457. Utmutatds. Legyen % és g az adott

4 cimlet. 428. 2) {-2, 2}; 4) &. 429. 4) {5}. 439. 1)

qg+np

racionalis szam. Akkor az Osszegik , vagyls ahol seZ,

teN. 458. Utmutatds. Ha feltételezziik, hogy az adott dsszeg racio-
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nalis szam, akkor az adott irraciondlis szam megadhat6 két raciona-
lis szam kiilonbségeként. 459. 1) Nem, példaul \/§+(—\/§) =0; 2) nem,
példaul V3 -v3 =(v3)° =3; 3) nem, példéul J§ 0=0. 460. A harmadik
lépcs6hazban, a hatodik emeleten. 461. —. 463. 18 [. 493. 1) Nem
létezik olyan x érték; 2) 3; 3) —1; 3. 494. 1) —4, 2) 2. 495. —4. 496. 120 ha.
525. 1) 6+2; 2) 11v2; 3) 10v3; 4) 9Vba; 5) —a+ab; 6) 0.
526. 1) —6+/3; 2) 67b; 3) 10a°Va. 528. 1) 16+/3; 2) -10v5-5;
3) 1; 4) 1; 5) 4. 529. 1) 10-4+2; 2) 74; 3) 4; 4) 32. 536. 1) Va —2;
m_g\/;; 3) \/i—y; 4) 146{(1:1; 5) Jg\/%\/g; 6) \/g—b }\/— 8) Va-1;
9) %; 10) vx. 537. 1) a+4£; 2) —\/11;; 3) %; 4) \/%; 5) Jx;
6) 2—2(1. 538. 1) m'v-m; 2) a®°b; 3) —2x%Jy; 4) m?n® Jmn;
5) -3xy"bx; 6) 8ab*b; 7) -11m°b°2m; 8) mnp” \-p.
539. 1) -m® V-m; 2) a0 Ja; 3) —Ta~b; 4) a*b* Jab; 5) —3x"y"7 V/3x;
6) —bm®n®p® \-2p. 540. 2) Mivel a feltételek szerint b < 0, ezért

bbb =03 3) Vi 5) —Jx¥yS; 8) Vab. 541. 2) —J5dn?;

3) Jp*; 6) —/-5a°. 543. 1) ff[ 2) Va. 544. 1) V2+1; 2) 3+2;
a+

3) V6 ++/5. 545. 1) V7 +1; 2) V6 +3; 3) V5 ++/2. 546. 9. 549. 1) 4+/2;
2) 3\/§+1. 550. 180 alkatrész. 551. 25%-kal. 552. 6 km/h, 2 km/h.
553. 17 vagon. 571. 1) 0; 1; 2) 0; 1; 3) nincs megoldas; 4) 1; 5) 4;
6) 1. 573. 4) 5-2+3. 574. 2) —~J2. 575. 0. Utmutatds. Az egyenlet
bal oldala csak nemnegativ értéket vesz fel, a jobb oldala csak nem
pozitivat. 580. 1) V7 -1; 2) V3 -v/2; 3) 3-/3; 4) 6-+/2. 581. 1) V5-2;
2) V5 -/2; 3) 5-2+/3. 582. Ha a > 0, akkor egy gyok van; ha a <0,
akkor nincs megoldas. 583. 2\/Z+1, haa>1;3, ha0<a<1. 584.12,
ha a > 36; 2/a, ha 0 < a < 36. 585. 63 kg. 586. 3 km/h. 588. 1 éra
12 perc. 605. 6; 7. 606. 9; 10. 608. 1) 0; 14; 2) nincs megoldas.

609. 1) 0; %; 92) —242; 24/2. 615. —3; —2 vagy 3; 4. 616. —1; 0 vagy

2)
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0;1.617. 1) 4; 2) 0; -8; 3) -9; 9. 622. 1) 0; -3; 3; 2) 0; 1; 3) 1; 4) —-2; 2.
623. 1) 0; 7; -7; 2) 0; 5; —7; 3) —1,5; 1,5. 624. 1) 2; 2) 3; 3) 0,5; —2;
4) nem létezik ilyen érték. 625. 1) a = 4, x, = —4; 2) a = 0, x, = 2 vagy

a=-1, x2=9; 3) a=38 x =2 629. 35. 636. 1) 1; —%; 2) 1; 9;
3“/— .637.1) 2 -1, 9 3—638 1) 4;-35,2) 1; — 25 3)2;%;
4) —3+15; 5) 3; 6; 6) 3“/—1. 639. 1) 3; 9; 2) ‘2“/_ . 3) nincs

megoldas. 640. 7. 641. 38 cm. 642. 6 és 14 vagy —14 és —6 643. 10; 11.

644. 13; 14. 645. 1) 5; 32‘6; 2) -1 V6; 3) 6 -2 4 -1,

22‘
646. 1) /2, —22; 2) 2; V3; 3) 1; %— 647. —20: 4. 648. 1: —g.

649. 8 cm. 650. 6 cm vagy 12 cm. 651. 16 cm, 30 cm. 652. 9 cm,
40 cm. 653. 9; 11; 13. 654. 4; 6; 8; 10. 656. 16 majom vagy 48 majom.
657. 9 csapat. 658. 15 oldal. 659. 1) -8; —7; 0; 1; 2) —1; 1; 0,6; —0,6;

3) —3+/14; 4) —2; 2; 5) 3; 5; —3; —5; 6) 2; —2. 660. 1) —12; 2; —2; —8;
2) 3; 3) 15; —7T++/34; 4) 9; —9. 661. 1) —10; 2) 3. 662. 1) %; 2) 3.

663. 1) b =-2; 2) b =-12 vagy b = 12. 664. 1) b = 13,5; 2) b = -8
vagy b = 8. 668. 1) x = —2a — 1 vagy x = —a; 2) x = 2a vagy x = 4;

3) ha a # 0, akkor xz% vagy xz—l, ha a = 0, akkor nincs megol-

. 1 1 _1 =
das; 4) ha a=g, akkor x—3 ha a # 2, akkor x 3 vagy x= 501"
669. 1) x = 3a — 5 vagy x = —a; 2) x = -3a vagy x = 4; 3) ha a = 0,

akkor x = 1; ha a # 0, akkor x = 1 vagy xzi. 670. 1) b = 0 vagy

b:—%; 92) b =—5 vagy b=2+6, vagy b=—-26; 3) b =19. 671. 1) b = 0

vagy b =-0,5 vagy b =0,5; 2) b = -3 vagy b = a;b' 673. 9

674. 4, 17, 3+/2. 675. 45 tonna, 75 tonna. 676. 14 lap. 690. x, = 10,
g =-20.691. x, = -6, p=—-1. 692. x, = 2, b = 14. 693. x, = 1,6,
m = —1,28. 694. —20,5. 695. —7. 696. ~17; —/17. 700. x, = 1, x, = 9,

c=9 701. x;, =-14, x, = -6, a = 84. 702. x, = 9, x, = -2, m = —18.
703. x, = 1, x, = -5, n = =5. 706. 1) 1,5; 2) 69. Utmutatds.

X+ x2= (x; + x,)2— 2x,%,; 3) 57; 4) 567. 707. 1) 80; 2) —%; 3) J89.
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Utmutatds. | x,—x, |=(x,—%)?. 708. x> + 12x + 17 = 0.
709. x? — 18x + 49 = 0. 710. 6x> — 14x + 3 = 0. 711. 2 — 15x + 8 = 0.
712. a = 2 vagy a = —2. 713. a = 6 vagy a = —6. 715. 1) 7; -7; 5; -5;
2) —11; 11; -1; 1; —4; 4. 716. 1) -9; 9; —6; 6; 2) —17; 17; —7; 7; -3; 3.
717. b=c=0vagy b=1, ¢ =-2. 718. 1) a = 2; 2) nincs ilyen értéke
az a-nak. 719. a = 2. 721. 4 sor, minden sorban 12 fa. 723. 18%.
) _x+4, ) 1-4n

2
732. 1) 2a-3, 2) b-3 . ) c+1, ) m°+m+1,

-6 ; 2-1’ c-2’ m+10 ’ x+8’ 5n+1"
4x -3, 2y+5 a+1, 3-b _a. 9. 4
733. 1) = 5 2) 1 3) 5 4) 1" 734. 1) -3; 2) -2; 3) 3

735. 1) —4; 2) —14. 736. 1) 1; 2) 2b+1 . 3) —%; 4) 4. 740. 1) (x — y)
(x — 5y); 2) (@ + 9b)(a — 4b); 3) (3m + n)(m — 3n); 4) (4x — y)(x — y).
741. 1) (a — 4b)(a — 10b); 2) (3b — 2¢)(4b + 3¢). 742. 1) Ha a = 3,
akkor x barmely szdm, ha a = —2, nincs megoldas, ha a # 3 és a # -2,

a+3

akkor x= Py 2) ha a = 7, akkor x barmely szam, ha a = 1, akkor

2‘”11. 743. Ha a = -8,

nincs megoldas, ha a # 7 és a # 1, akkor x =

akkor x barmely szam, ha a = 1, akkor nincs megoldas, ha a # -8 és
a # 1, akkor x= a+? 746. 6,8%. 748. 1) Nincs megoldas; 2) —4; 3) 3;

4) y barmely szam, kivéve a —4-et és az 5-6t. 752. 1) —4; 1; 2) —1;
3) —%; 4) -2; 10; 5) 7; 6) —6; 7) —5; 10; 8) 5; 9) 2; 8; 10) —2; 9; 11) -3;
2; 12) 4; -0,4. 753. 1) —1; 2) —0,25; 3) 0,5; 6; 4) 8; 5) —3; 6) —3; 12;
7 —1; %; 8) —3; 13. 758. 1) 6; 2) 5; 3) 7: 4) 6. 759. 1) 10; 2) 7.
760. 1) 3+/18; 2) —23; 1; 3) —27; —1; 4) 3. 761. 1) 4; 9; 2) 5. 762. 1) —1;
18; 2) -98; 2; 3) —1,5; 4) —2; 5) -3; 4; 6) -3; 7) 2; 8 9; 9) 1; 10) 9.
763. 1) —60; 50; 2) —3; 3) —9; 24; 4) 2; 5) —20; 2. 6) 15. 764. 1) —%;
14; 2) —56; 60. 765. 1) —15; 12; 2) —20; 2. 766. 1) —5; 2) nincs megol-
das; 3) 3%; 4) 1. 767. 1) —15; 1; 2) 1,5. 769. 1) —/3; +/3; —3; 3; 2) —6;

—4;-1;1; 3) 0; 3; 4) —1; -3; 1. 769. 1) —%; 1; 2) 0,5. 770. 1) —1; 7; 2;

4; 2) —6; -2; —4i\/%; 3) —2; 1; 4) —g; 10. 771. 1) Ha a = 1, akkor

x="7 haa=17 akkor x = 1; ha a # 1 és a # 7, akkor x = 1 vagy
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234 Az Ellenérizzétek tudasotokat! feladatsorok megoldasa

x=T,2)haa+1ésa#7 akkor x = a; ha a =1 vagy a = 7, akkor

nincs megoldas; 3) ha a # 2 és a # %, akkor x = 3a vagy x = 2; ha

a = 2 vagy azg, akkor x = 2; 4) ha a = 0, akkor x barmely szam,
kivéve a —3-t; ha a = —3, akkor nincs megoldés; ha a # 0 és a # -3,

akkor x = a. 772. a=2+/5, vagy a=-2+5 vagy a = 6. 777. 75 km/h.
778. 50 km/h, 60 km/h. 779. 80 km/h, 60 km/h. 780. 80 km/h.
781. 12 km/h. 782. 12 oldal. 783. 30 m? 25 m? 784. 6 nap.
785. 31 km/h. 786. 10 km/h. 787. 3 km/h. 788. 2 km/h vagy 2,25 km/h.
789. 60 km/h, 40 km/h. 790. 60 km/h. 791. 60 km/h. 792. 8 km/h.

793. 32 km/h. 794. i. 795. % 796. 45 nap, 36 nap. 797. 15 ora,

10 6ra. 798. 21 éra, 24 o6ra. 799. 80 g. 800. 30 kg. 801. 3 km/h.
802. 5 6ra. 803. 4 6ra, 6 6ra, 12 6ra. 804. 80 km/h. 805. 24 alkatrész.

806. 12 6ra. 808. 6. 823. 3) § 829. 4) 1, 2, 3. 832. L 833. Ut-
3 a(a+12)

mutatds. Vizsgaljatok a két oldal kiilonbségét! 886. @
909. 1) -5; 5; —1; 1; 2) —10; 10; —22; 22. 910. a = 1. 911. a = 3.

AZ ELLENORIZZETEK TUDASOTOKAT!
FELADATSOROK MEGOLDASA

Feladat- Feladatok szama
lap sor-
szama 1 2 3. |1 4 5.1 6. | 7.8 |9 ]10.|11.|12.

1. B|C|A|J]A|[D|J]A]|]C|[D|[C]|D|B|C
2. B|D|B|D|[A|J]A]J]C|[B|C|B|C]|A
3 c|pjc({B|C]J]A|B|B|D|A|[A]|D
4. c|B|BfC|C]J]A|]C|D|C|C|[A]|B
5. C|D|Df(C|A|B|A|B|A[D|[B]A
6. DIC|A|B|A|C|A|J]C|A|D|B]|C
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SZOTAR - CITOBHMUK

A
Azonosan egyenlé kifejezések
(10) — ToTdaxHO piBHi BHUpasu
Azonossag (10) — ToréxHICTD
B
Bikvadratikus egyenletek (172) —
PIBHAHHSA OIKBaIpPATHE
E
Egész kifejezések (6) — i rpasu
Egész kitevdji hatvany tulaj-
donsaga (62) — crémeni 3 TIM
TIOKa3HUKOM
Egész szamok halmaza (106) —
MHOMKHHA ILIAX 9AceT
Egyenletek grafikus megoldasa
(72, 73) — rpadiunmit MéTO
PO3B’sIayBaHHS PIBHAHD
Egyenld halmazok (101) — pisri
MHOYKHHIA
Ekvivalens egyenletek (46) —
PIBHOCHJIbHI PIBHAHHS
Els6foku egyenletek (141) —
PIBHAHHS IIéPIIOro cTémeHs
Els6foku linearis egyenlet egyiitt-
hatéi (141) — roedirmiéarn
PIBHAHHS IIEPIIOro CTEIEHS
F
Forditott aranyossag (69) —
06épHEHA IPOIOPIHIHICTE
Gy
Gyok alatti kifejezés (89) —
MaKopeHéBU BUpa3
H
Halmaz (100) — MHOXHHA
Halmaz eleme (100) — esteménr
MHOKWHA
Harmadfoku egyenletek (179) —
PIBHAHHS TPETHOTO CTEITEHA
Hianyos masodfoku egyenletek
(142) — HenréBHI KBaIPATHI
PIBHSAHHS
Hiperbola (71) — rinép6oJia
Hiperbola agai (71) — BiTkn
rinépbosu

I
Irracionalis szamok (107) — uricia
1ppAaIiOHAIbHL
J
Jellemz6 tulajdonsag (101) —
XapaKTepUCTAYHA BJIACTUBICTD
K
Karakterisztika (nagysagrend)
(55) — cTaHTAPTHUM BATJIA YUCIA
Koz6s r}lérték (114) - cnianOMipHi

BIIpI3KU
Ko6z6s nevezd (24) — CILIBHUIN
3HAMEHHUEK
L
Linearis egyenletek (141) — TiHiH]
PIBHSHHS
M

Masodfoku egyenletek (142) —
KBAJIPATHI PIBHAHHSA

Masodfoku egyenletek diszkri-
minansa (148) — qUCKPUMIHAHT
KBAJIPATHOrO PiBHAHHS

Masodfoku egyenletek megoldo-
képlete (149) — dpoépmyna képeHis
KBAJIPATHOTO PiBHAHHS

Masodfoku egyenletek poli-
nom diszkriminansa (166) —
IUCKPUMIHAHT KBAIPATHOIO
TpUWIEHA

Masodfoku egyenletek poli-
nom gyoke (166) — k6piub
KBQJIPATHOTO TPUUIEHA

Masodfoku egyenletek poli-
nom linearis tényezékre
bontasa (166) — po3xyiagaHus
KBQIPATHOIO TPUUJIEHA HA
JiHIAHI MHOKHAKE

N

Negativ egész kitevgjii hatvany
(54) — crémiub 13 HiJII/IM BT éMHUM
TIOKa3HUKOM

Négyzetgyok (89) — xbpiub
KBIPATHUH

MpaBo ans 6e3onnaTHOro po3milleHHs NiapyyHKKa B Mepexi IHTepHeT mae

MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



236

SZOTAR — CNTOBHUK

Négyzetgyokjel (89) — suax
KBaJPATHOIO KOPEHs, PaguKAIL
Négyzetgyokvonas (89) —
IOOYBAHHS KBAAPATHOTO KOPEHS
Nevez6 gyoktelenitése (124) —
3BLIbHEHHS Bif 1pPAaIiOHAIBHOCTL
B 3HAMEHHUKY ApO0y
Nulla kitevdji hatvany (54) —
CTéIIHD 3 HYJIHOBAM MOKA3HUKOM
0
Osszemérhet6 szakaszok (114) —
CIILIBHA Mipa
P
Parabola (84) — mapaGona
Parabola agai (84) — BiTKA
napadosmn
Parabola csticsa (84) — Bepumna
napabosu
R
Racionalis egyenletek (47) —
PIBHSHHS PAIliOHATIBbHE
Racionalis kifejezések (5) —
PAIiOHAIBHI BApas3u
Racionalis szamok (106) —
PAaIlOHAIBHI YAcIa
Racionalis szamok halmaza
(106) — MHOKHMHA PAIlOHAIBHUIX
JAces
Racionalis tort alaptulajdonsa-
ga (11) — 0oCHOBHA BJIACTHUBICTH
pamionanabHOro gpdoy
Redukalt masodfoku egyenle-
tek (142) — HerrOBHE PIBHAHHS
KBaJIpAaTHEe
Részhalmaz (102) — migmMuORHHA
Sz
Szam normalalakja (55) —
CTAHTAPTHUMA BATJIA YACIA
Szamok kozelité értéke (109) —
HaOIKeHe 3HAYCHHS Yrcia
Szamtani négyzetgyok (89) —
apuPMeTHIHNN KOPiHb
KBaIPATHUI
Szamtani négyzetgyok tulaj-
donsagai (116) — BnactasocTi
apuPMETIUYHOIO KBaIPATHOIO
KOpeHs

T

Természetes szamok halmaza
(105) — MHOKHHA HATYPAJIBHUAX
qrcest

Tényez6 bevitele a gyokjel ala
(122) — BHéCceHHST MHOMKHUKA II1]T
3HAK KOpeHs

Tényez6 kiemelése a gyokjel alol
(122) — BAiHEeCeHHA MHOMKHUKA
3-I11J1 3HAKA KOPeHs

Természetes szamok (105) —
HATYPAJIbHI YACTIA

Természetes szamok halmaza
(105) — MHOKHHA HATYPAILHUX
qrcest

Tort szakasza (106) — nepioa Ipooy

Tortek egyszeriisitése (11) —
cropOUeHHsa apooy

Tortkifejezések (5) — Biipasu
,up060Bi

0
Ures halmaz (102) — MEOmRuHA
HOPOMKHST
\%

Valos szamok (108) — uricia mificHi

Valés szamok halmaza (108) —
MHOKUHA JHCHUX YAces

Valtozocsere modszere (172) —
METOZ 3aMIHU 3MIHHOL

Valtozok megengedett értékei
(6) — momycTAMi 3HAYEHHS
SMIHHHEX

Végtelen nem szakaszos tizedes
tort (106) — mpib HeCKIHYEHHUA
HeIeploJAYHUNA NecATKOBUM

Végtelen szakaszos tizedes tort
(107) — npib HecKIHUYEHHUN
HEePIOIAYHUN JeCATKOBUMN

Venn- vagy Euler-diagram (102) —
miarpaMma Efmepa

Viéte tétele (157) — Teopéma Biéra

Viéte tételének megforditasa
(158) — 06épHeHna 10 TeopéMu
Biéra
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