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Stimati elevi si eleve
al clasel a

*jj acest an veti continua sa studiati geometria - parte interesantd si importanta
ml a matematicii. Cunostintele geometrice, ideile si metodele ei o s& va fie necesare
pentru studiile de mai departe in clasele superioare, pentru studierea cu succes
a matematicii si a altor discipline de studii, pentru cercetarea lumii inconjuratoare,
pentru o viatd deplind in societatea contemporana.
Valoarea geometriei pentru persoana a fost elucidata de matematicieni renumiti:
» Geometria este cunoasterea a tot ce exista (Platon).
» Printre acei cu aceleasi minti-conditiile celelalte fiind aceleasi - are avantaj acela
care stie geometria (B. Pascal).
Cu ajutorul acestui manual veti finaliza studierea geometriei in scoala de baza.
Pentru a-si imagina cursul integral de geometrie al scolii de baza si a intelege ce
loc ocupa n el materialul clasei a 9-a, cercetati enumerarea temelor din lista, mentionata
mai jos. Cu culoare este evidentiat materialul pe care voi 1l veti studia in anul curent.
GEOMETRIE (clasele 7-9)

Figurile geometrice elementare si proprietatile lor.
Amplasarea reciproca a dreptelor pe plan.
Triunghiuri. Criteriile de egalitate ale triunghiurilor.
Asemanarea triunghiurilor. Rezolvarea triunghiurilor

dreptunghice. Circumferinta si cercul.
Patrulatere. Poligoane. Ariile poligoanelor.

Metoda coordonatelor si vectorii in plan.
Rezolvarea triunghiurilor.
Poligoane regulate. Lungimea circumferintei. Aria cercului.
Transformari geometrice.

in imensa livada Geometria fiecare 1si poate face un buchet dupa gustul sau:
demonstratiile stricte si aplicatiile practice, citate ale matematicienilor ilustri si probleme
originale, notiuni ale matematicii contemporane si stiri din istorie.

Geometria le trebuie la toti: inginerilor si arhitectorilor, constructorilor si
desenatorilor, tamplarilor, lacatusilor, strungarilor, croitorilor, pictorilor si la multi
alti specialisti. Aplicd Tn munca lor cunostintele geometrice lucratorii la constructii,
navigatorii, militarii, oamenii de arta, astronomii si chiar cofetarii. Orice stiinta veti alege
pentru studiere n viitor, in ce ramurd a activitatii umane nu veti munci, ca sa obtineti
rezultate performante sunt necesare cunostinte temeinice din geometrie. Va invitam n
lumea Geometriei. Aceastd lume este miraculoasa: darnica, desavarsita, strans legata cu
lumile Muncii, Intelectului, Artei.

Speram c& manualul nostru va deveni pentru voi un ajutor bun in Tnsusirea
cunostintelor geometrice, in formarea unor deprinderi noi, acumularea experientei noi,
in dezvoltarea armonioasa a personalitatii voastre.

Va dorim succese Tn Tnvatatura!

Autorii



Cum de lucrat cu manualul

Dragi elevi si eleve ai clasei a 9-al Stimati colegi!

Voi tineti Tn maini un manual nou de geometrie. Autorii spera ca aceasta carte
va deveni pentru voi un ajutor si povatuitor de nadejde. Propunem o navigatie originala
prin paginile lui.

Un motiv ponderabil si stimul frumos pentru studierea materialului este
informatia despre creatorii geometriei si exemple de utilizare practica a materialului de
invatatura. Afirmatiile matematicienilor ilustri pot deveni pentru voi calduz& nu numai
n Tnvatatura, ci si in viata.

La inceputul fiecdrui capitol se dd o scrutd privire asupra continutului lui in
limbile roména si engleza, de asemenea, exemple de obiecte materiale, ale cdror modele
sunt figurile geometrice!

invatdnd materialul teoretic, atrageti atentia la cuvintele tiparite cu caractere
grase - acestea sunt termeni noi geometrici. \Voi trebuie sa intelegeti ce ei inseam-
na, si sa le memorizati.

§ 12 Aplicatii ale vectorilor

"A sinusurilor). Laturile triunghiului sunt proportionale cu sinusurile
unggtiinijlor opuse.

EMONSTRATIE.
Din teorema anterioard reiese ¢
Daca se rezolvd o problema, folosind proprietatile vectorilor, atunci aceasta-i
metoda vectoriald de rezolvare a problemei. Totodata, deseori se foloseste urmatoarea
afirmatie.

lar aceasta inseamna ca laturile triunghiului a, b, ¢ sunt proportionale ¢
Daca X - punctarbitrai; iar M - mijlocul segmentului AB sau punctul de
O intersectie al medianelor triunghiului ABC, atunci corespunzator:

= (XA+XB +XC).

DEMONSTRATIE.
Totdeauna sunt adevarate egalitétile:
XM +MA=XA, XM +MB =XB, XM +MC=XC.

Adunand primele doud din aceste egalitdti si luand in consideratie, ci
MA +MB =6 (fig.119), obtinem: 2XM =XA+XB, deunde XM =- { x A +XB).

575. Folosind o foaie de hartie in patratele (fig.181)
desenati triunghiul cu baza AB si cu aria de doua
ori mai mare decataria triunghiului ABC. Cate astfel
de triunghiuri existd? Care poate fi cel mai mare
cosinus al unghiului, opus laturii AB?

Fg.119 Fig.120 Probleme pentru repetare O
Fig.181
Dacéa vom aduna toate trei egalitati si vom considera, cd MA +MB +MC =0 576. Laturile triunghiului sunt egale cu 5 <m, 6 ¢
(vezi fig.104 si problema de la pag.83), atunci obtinem: 3XM =XA +XB +XC, 10 cm. Aflati unghiurile triunghiului.

577. Demonstrati ca triunghiul cu laturile 7 cm, 24 cm si 25 cm este dreptunghic.

de unde XM =-(XA +W +XC) (fig.120). O 578. Aflati aria dreptunghiului, daca perpendiculara, dusa din varful unghiului

Textul cu caractere grase, cuprins in paranteze patrate — acestea-s teoremele,
ale cdror demonstratie se da mai jos. Q Q

Sfarsitul demonstrarii teoremei se noteazd cu un patratel rosu. "‘Cu culoare
verde™ se noteazd demonstratiile care nu sunt obligatorii pentru studiere.

n fiecare paragraf este rubrica «Pentru cei curiosi». Ea contine material supli-
mentar, adresat elevilor cointeresati.



Manualul contine exercitii cu diferite niveluri de dificultate. Sunt probleme pentru
rezolvarea orala si repetare, probleme de nivelurile A si B si de dificultate sporita”

Au sa-i intereseze pe elevi si profesori probleme deschise si insarcinarile practice.

n rubrica ,,Efectuam impreunad” sunt expuse modele de rezolvare a unor tipuri
importante de probleme. Este util de-a face cunostintd cu ele inainte de-a indeplini
insdrcindrile pentru acasa, ale caror numere sunt evidentiate cu culoare albastra.

o)

La sfarsitul fiecarui capitol este rubrica ,,Probleme cu desene gata”.

ALucrari mdepen%)ente” ce contin exercitii cu diferite niveluri. insarcinarile teste

0]
si Probleme tipice pentru lucrari de control de trei niveluri de dificultate.

§ 16. Formule pentru aflarea ariei triunghiului

E fectudm impreuna

~ Demonstrati ca fnaltimile triunghiului
sunt invers proportionale cu laturile
corespunzatoare.

Fie a si b — doua laturi ale triunghiului
ABC, iar inaltimile, coborate pe ele — ha,
hb (fig.174).Exprimam aria triunghiului prin

doua procedee: - aha, S = -bkh

Deci, aha=bhb, de unde A, :hb=b: a.

lar aceasta si trebuia de demonstrat.

Asa un procedeu de rezolvare a problemelor, cand st egaleaza ariile figurilor
egale, pe scurt este numitd metoda ariilor.

. Aflati aria triunghiului, ale carui laturi sunt egale cu 7 cm si 8 cm, iar unghiul
format de ele este de 45°.

. Aflati latura BC atriunghiuluiABC, dacd AB =6 dm,AC = 14 dm, ZB= 120°.

. Latura laterala si baza triunghiului isoscel sunt respectiv proportionale cu
numerele 5 si 8. Aflati raza circumferintei circumscrise, daca perimetrul
triunghiului este egal cu 54 m.

140 Capitolul 3. Rezolvarea triunghiurilor

Insarcinarile teste 3

[j Care din urmatoarele egalitatii este 1 a b .o «
b)sinB=sinC'- 4 4
Q  Stabiliti tipul triunghiului ABC, a) ascutitunghic;
dacdcos A< 0, dreptungnic;
¢) obtuzunghic;
echilateral.
PK] Aflati raza circumferintei, a) 3 cm; c) >/s cm;
circumscrise triunghiulu ABC, daci b) 6 cm; d) 12 cm

AC=3cm, ZB=30°".

P robleme tipice pentru lucrarea de control

1

2°.
3.

Doud laturi ale triunghiului sunt egale < 14 cm si 16 cir ighiul format
de ele este 120°. Aflati perimetrul sia T triunghiului.

n triunghiul ABC AB =8 dm, ZA =30°, ZB= 105°. Aflati BC.

Laturile paralelogramului sunt egale cu 6 cm si 10 cm, iar unghiul facut de
ele este 60°, Aflati diagonalele si aria paralelogramului.

Geometria este una din cele mai vechi stiinte. Dupa ¢
ei (geo - pamant, metreo - masor), initial ea era legatd numai ¢
de pamant. Cu timpul cunostintele geometrice au inceputsa se aj
naltimilor, adancimilor, diferitelor distante.
La inceput oamenii masurau distantele si unghiurile nemijlocit
sau folosind proprietétile figurilor asemenea. Falesdin Milet (sec.
V 1.H) cu asa un procedeu determina distantele pana la obiectele
inaccesibile, a masurat inaltimea uneia din piramidele egiptene.
Eratosfene Chirensikii (sec. IL.1. FI) a determinat dimensiunile
aproximative ale Pamantului. Heron din Alexandria (sec. I. 1.
Fl) a scris cartea ,,Dioptrica”, care se poate considera ca prima
lucrare din geometrie., de asemenea a construit un dispozitiv
pentru masurarea unghiurilor in diferite plane, care a devenit

4D

in anexe sunt expuse ,Proiecte de invatdmant” pentru fiecare capitol,
»Probleme de dificultate sporitd”, ,,Probleme pentru repetare”, ,,Teste antrenament”,

»otiriistorice” si altele.
0 1

Va dorim succese n studierea geometriei!



Gandesc, deci exist.

Pentru a desavarsi intelectul trebuie

mai mult de cugetat, decat de a memoriza.
Folositi corect cuvintele si veti

elibera lumea dejumatate din neintelegeri.

Foaia lui Descartes
x 3+y3=3axy

Ay

RENE DESCARTES

(1596-1650)

llustrul filozof, matematician, fizi-
cian, fiziolog francez.

,Geometria” lui a avut o mare
influenta asupra dezvoltarii matematicii -
pe parcursul aproape a 150 de ani algebra
si geometria analiticd s-au dezvoltat in

directiile, indicate de Descartes.

* A creat metoda coordonatelor

* A introdus notiunea de marime variabila

independenta si functie

» A implimentat simbolica matematica
comoda



Capitolul 1 Section 1

Metoda Coordinates on
coordonatelorin plan the Plane Method

Metoda coordonatelor Tn geometrie a devenit intr-atat
de utila si comoda ca a pus inceputul credrii a unei parti mari
aparte a matematicii - a geometriei analitice. Ea este studiata
in toate institutiile tehnice superioare si medii si in facultatile
matematice ale universitatilor. Cu ajutorul geometriei analitice
s-a reusit instalarea unui pod ce leaga algebra si geometria.

n acest capitol o sa faceti cunostinta cu coordonatele carteziene
si cu metoda coordonatelor, care permit rezolvarea problemelor
algebrice cu ajutorul geometriei, iar cele geometrice - cu ajutorul
algebrei. Veti putea compune ecuatiile a diferite linii si cerceta
proprietatile lor.

Sincusurile, cosinusurile si tangentele | Sines, Cosines and Tangents

unghiurilor de la 0° panala 180° | of Angles from 0° to 180°
Identitatile Trigonometric
§ 2 geometrice Identities

§3 Coordonatele Cartesian

carteziene Coordinates
4 Distanta Distance Between
§ dintre puncte the Points

i Circle
§ 5 Ecuatia

circumferintei Equation

C fsc Ecuatia | Line
dreptei I Equation

PROIECTUL DE INVATAMANT EDUCATIONAL PROJECT
“Curbe interesante” “Interesting Curves”



De ce trebuie de invatat coordonatele
si metoda coordonatelor?

Comoditatea metodei coordonatelor si sim-
plitatea alogoritmilor, cu ajutorul cdrora sunt
descrise punctele curbelor de catre ecuatiile alge-
brice, au servit ca pricinad a raspandirii rapide si
a folosirii lor in multiple ramuri ale stiintei i a
activitatii vitale umane. Coordonatele geografice
se utilizeaza Tn geografie, cartogratie, geodezie,
constructii, in arta militard. Cu ajutorul recepto-
rilor de navigatie sunt determinate coordonatele
aflarii automobilelor, navelor, avionului in timpul
miscarii.

Nici un domeniu al stiintei contemporane
nu se lipseste de prezentarea graficd a informatiei.
Sistema invizibila de coordonate se contine pe
ecranul calculatorului.

Semnalele de iesire ale soarecelui pot fi con-
siderate ca doud marimi independente si pot fi
transformate in coordonatele pozitiei in planul
bidimensional. in regimul grafic valorile lui x (nu-
maratoarea colonitilor) se numara de la marginea
stdnga a ecranului spre dreapta, iar valorile lui y
(numardtoarea randurilor) - de la marginea de sus
a ecranului n jos.

Coordonatele sunt folosite Th mute jocuri
(lupta maritimé, dame, sah).

Sisteme de coordonate speciale sunt folosite
in examinarile medicale, de exemplu, Tn tomografia
computerizata.

Coordonatele sunt folosite Tn algebra, fi-
zicd, chimie, biologie si alte stiinte si discipline sco-
lare.

Dar unde Tnca sunt folosite coordonatele?
Aduceti exemplele dumneavoastra.

Aparatele de zbor nepilotate
sau quadkopter sunt utilizate”
la constructii de dimensiuni
mari, Tn agricultura, Ila
supravegherea padurilor si a
lacurilor de acumulare.

Aol

Efectiv sunt folosite 1n
industrie magsinile - unelte si~
mesele de coordonate, masinile
unelte cu dirijare programata.

invatand materialul capito-
lului veti afla despre legaturile
dintre algebra, geometrie si tri-
gonometrie, veti largi cunos-
tintele sale din trigonometrie,
veti putea aplica materialul n-
vatat la rezolvarea unor proble-
me practice interesante.



Sinusurile, cosinusurile si tangentele
unghiurilor de la 0° pana la 180°

in fizicd si mecanica functiile trigonometrice sunt folosite la cercetarea proce-
selor periodice si a miscarilor de rotatie. Deoarece roata (fig.l) sau arborele tur-
binei (fig.2) se poate intoarce cu orice unghi mare in o directie sau in directia
opusa, de aceea sunt considerate functiile trigonometrice ale unghiului a, unde a,
poate fi egal, de exemplu, cu 500°, 700° -600° si poate fi un numar pozitiv sau
negativ foarte mare. Cu astfel de functii trigonometrice veti face cunostintd in
clasa a 10-a.

Fig. 1 Fig. 2

in geometrie pentru a rezolva triunghiurile este
suficient de considerat functiile trigonometrice ale
unghiurilor de la 0° pana la 180°.

Voi deja stiti ce este sinusul, cosinusul, tangenta
unghiului ascutit al triunghiului dreptunghic. Dacd
n triunghiul dreptunghic ABC ZC =90°, ZA = a,
AB =¢, BC =a, AC =b (fig. 3), atunci

sina—a cosa—b é a—a
c’ ¢ b

Aplicand aceste formule se pot rezolva triunghiurile
dreptunghice.

Pentru a rezolva nu numai triunghiurile dreptunghice, .
ci si triunghiurile arbitrare, trebuie de folosit functii Al (cosa; sina)
trigonometrice nu numai ale unghiurilor ascutite, ci Si
a celor obtuze.

Sa explicdm ce inseamna expresiile sin a, cosa
si tga, unde, a — este un astfel de unghi, ca

0<a<180°.
Sa desenam pe planul de coordonate o circumferintd _
de raza r = 1 si cu centrul in originea de coordonate Fig.4

(fig.4). Aceasta-i circumferinta unitara. Notdm punctul de intersectie al semiaxei



10 Capitolul 1. Metoda coordonatelor in plan

pozitivei OX cu circumferinta unitate cu litera A si ne intelegem ca vom depune
unghiurile de la semidreapta OA impotriva miscarii acului de ceasornic. Unghiu-
rile si masurile lor le vom nota cu litere grecesti a (alfa), p (beta), y (gama) s.a

Daca M — punct al circumferintei unitate astfel ca ZAOM =a, atunci abscisa
punctului M este numitad cosinusul unghiului a, iar ordonata - sinusul unghiului
a. in figura 4 OH =cosa, MH =sina.

De exemplu, dacd a =30° (fig 5), atunci ordonata punctului M este egald cu —
deoarece cateta opusa unghiului de 30°, este egald cu jumatatea ipotenuzei. De aceea,

daca OM =1, atunci MH =?, Agadar, sin 30°:?. Conform teoremei Pitagora

O H -1 = Deci, cos30° ="

Dacd a = 120° (fig 6), adicaZAOM = 120°, atunci ZM OB =60°, iar ZOMB =30°.
Pe baza proprietdtii catetei, opuse unghiului de 30°, OB =0,5, OM =0,5. Deoarece
punctul M este situat Tn al doilea cadran, rezultd c& abscisa lui este numar negativ. in
cazul dat ea este egala cu -0,5, de aceea cos120°=-0,5.

n conformitate cu teorema Pitagora

MB =s}M02-BO2 —J1- —=—
s} _\] 4 2

. y 3 .
Ordonata punctului M este egala cu % de aceea sin 120°

Tangenta a unghiului a se numeste raportul sinusului acestui unghi cétre al
. sina
lui cosinus: tg a =------- :
cos a
E clar ca tga are sens numai pentru acele valori ale luia, pentru care cos « * 0, deoa-
rece lazero nu se poate Tmparti. intrucat pentru unghiurile de la 0°panala 180° cos a = 0,
dacad a =90°, atunci in cazul dat tga este definitd pentru toate unghiurile a ~90°.



8 1 Sinusurile, cosinusurile si tangentele unghiurilor de la 0° pané la 180 1n

Sé cercetdm cum se calculeaza tangentele unghiurilor
de la 0° pana la 180°.

De exemplu, tg30° = sin30° _ 1 Va _ 1v_ Y3
cos30° 2 2 Vvar 3
-_ Sin120° _\Va o\ x
tg 120°= cos 120° _y 4 4 =-Va Yariagia lui si'n a
. L. B in dependentd de
Valorile exacte ale lui sin a, cos a si tg a pentru unele un- variatia lui a*
ghiuri a sunt date in tabelul 1.
Tabelul 1
a 0° Bo° 45° 60° 90° 120° 135° 150° 180°
sin a 0 1 Vi Vi 1 Vi Vi 1 0
2 2 2 2 2
cos a 1 \:! Va 1 0 1 \:! va
2 2 2 ~2 2 2
% =
tga o v 1 Vi — Vi -1 <2 o0
3 =

Functiile sin a, cos a si tga sunt numite functii trigonometrice de argumentul a.
Definitiile functiilor trigonometrice ale unghiului ascutit al triunghiului dreptun-
ghic, formulate Tn clasa a 8-a, nu contrazic pe definitiile noi.

Atentie!
1. Sinusurile, cosinusurile si tangentele unghiurilor ascutite obtin numai valori
pozitive, iar cosinusurile si tangentele unghiurilor obtuze - valori negative (fig. 7).
YK
Semnele sinusurilor Semnele cosinusurilor Semnele tangentelor
a b c

Fig. 7

2. Daca vom mari unghiul a de la 0° pana la 90°, atunci sinusul lui se va mari
de la 0 péna la 1, iar cosinusul se va miscora de la 1 pana 0. Daca vom continua
s& marim unghiul a de la 90° pé&na la 180°, atunci sinusul lui se va micsora de
la 1 pana la O, iar cosinusul — de la O péna la-1.

3. Dacd vom mari unghiul a de la 0° pand la 90°, atunci tangenta lui se va
mari de la 0 pana la infinit; tg 90° nu existd. Daca vom mari unghiul a de la 90°
pana 180° atunci tga se va mari de la minus infinit pana la O.

~ Pentru a folosi codul QR este necesar de-a stabili asigurarea unui program special pe Smartfon plansetd. De exemplu,
pentru dispozitivele cu sistemul operational Android trebuie demarat utilizatorul Gooble Play market si de Tncdrcat
programul Powerful QR Code Scaner A+ .. sau oricare altul analogic. Tncarcarea programelor pentru citire QR - codurilor
pentru alte sisteme operationale o sa ajute respectivele utilizatele Windows Mobile -Windows Stare, si OY -App Stope.
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¢ - PENTRU CEl CURIOS|--mmrnmmmemmmmemmmmemmceemmmem e

n

Problemele, pe care noi le atribuim trigonometriei, au nceput sa le rezolve inca
grecii antici. Ei calculau lungimile coardelor unei circumferinte pe baza corelatiilor
cunoscute dintre elementele poligoanelor regulate si raza circumferintei, circumscrise
acestor poligoane.

Renumitul savant atunci grec Claudiu Ptolomeu (100-178) Tn lucrarea 'Almaghest”
a compus tabelul lungimilor coardelor pentru fiecare peste jumatate de grad de la 0°
pana la 180°, care, din punctul de vedere actual, este tabelul valorilor sinusurilor pentru
unghiurile de la 0° pan& la 90° peste fiecare un sfert de grad. Raza circumferintei la
Ptolomeu era egala cu 60 de unitati, ceea ce ingreuna radical calculele.

Savantul enciclopedist din Horezm Abu-Reihan Ali-Birumi (973-1048) a propus
de folosit circumferinta unitate pentru introducerea notiunilor de sinus si cosinus. in
lucrarea "Canon Masuda” el scria astfel: "Noi consideram ca este mai bine pentru numa-
rul diametrului astfel, ca el sa fie compus din doua parti, adica unitati, ca jumatatea din
diametru, care se numeste cel mai mare sinus, iar uneori - sinus deplin, sa fie unitate.
Atunci in actiunile noastre va lipsi necesitatea de-a aminti Tnmultirea cu el si Tmpartirea
la el, si de asemenea transformarea lui Tn minute sau micsorarea cu un ordin, ceea ce era
necesar, daca el ar fi avut sasezeci de parti”.

Intrebari si insarcinari pentru autocontrol

1. Ce se numeste circumferintd unitate?

2. Ce se numeste sinusul unghiului? Cu ce este egal sin 30° sin 90°?

3. Ce se numeste cosinusul unghiului? Cu ce este egal cos 45° cos 60°?

4. Cum variaza sinusul unghiului, dacd vom mari unghiul: a) de la 0° pana la
90° b) de la 90° pana la 180°?

5 Cum se va schimba cosinusul unghiului, daca vom mari unghiul:
a) de la 0° pana la 90° b) de la 90° pana 180°?

6. Ce se numeste tangentd a unghiului? Cu ce este egald tg 30° tg 90°?

7. Cum va varia tangenta unghiului, dacd vom mari unghiul: a ) de la 0° pana
la 90°; b) de la 90° pana la 180°?

8. Ce semne au functiile trigonometrice ale unghiului ascutit? Dar a celui obtuz?

9. Formulati definitiile sinusului, cosinusului si a tangentei a unghiului ascutit

al unui triunghi dreptunghic.

Efectuam impreuna

Folosind circumferinta unitate gasiti sin 135° Si cos 135°.

Capitolul 1. Metoda coordonatelor in plan

* Tn figura 8 este reprezentata circumferinta unitate (circumferinta de razar =1

cu centrul Tn originea de coordonate). Daca in aceastd figura ZPOB =135° si
ZONB =90°, atunci ZNOB =45° si ZNBO =45°. Atunci aONB —triunghi

isoscel si NO = NB. Pe baza teoremei Pitagora:
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OB2= NO2+ NB2 sau 1= 2N02 de unde
NO02=-, ilarAO=— .
2 2

Deoarece NO = NB, rezulta ca punctul B are coor-

S n2 n

donatele '
2 2]

Deci, sin 135°= cos 135° =-

Construiti unghiul, al cdrui cosinus este egal cu -0,25.

Construim n sistemul de coordonate circumferinta
unitate (fig.9). Tmpartim raza OK1n patru parti ega-

le. Atunci OH :TOK =0,25. Ducem HM LOK.
Punctul M apartine circumferintei unitate si este X
situat Tn cadranul doi, de aceea abscisa lui este egala
cu-0,25. Asadar, cosZAOM =-0,25 si ZAOM —
acela ce trebuia construit. )
Fig. 9
Q Demonstrati ca sin 150° = cos 60°.
* Fie c& ZMQA =150° iar ZTOA =60° (fig.10).
Atunci ZMOH =30°, iarZHMO =60J. Dupa ipo-
tenuza si unghiul ascutit aMOH =aOTP, de aceea
PO = MH.
Deoarece PO = cos 60° iar MH = sin 150°, rezulta
ca sin 150° = cos 60°. Ceea ce trebuia de demonstrat.

Dacd problema are un numar insuficient de date,
atunci ea se numeste deschisa. Voi completati ,
conform pérerii voastre, conditia ei si o rezolvati.
Este de dorit de-a considera cat mai multe variante
posibile ale problemei si ale rezolvarii ei.

Problema deschisa ~ Determinati tipul triunghiului ABC, dacd cosA :I;-,

iar sin B =
» Completdm conditia cu céateva procedee diverse, de exemplu: 1) sin B = 0,
2) sinB=1 3) sinE :2—, 4) sin B = a, unde O<a<2—. Clarificam tipul triun-

ghiului pentru fiecare din aceste cazuri.
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1) Daca sin B=0, atunci ZB =0° sau ZB = 180°. Nu exista triunghi cu asa un-
ghiuri.

2) Daca sin B= 1 atunci ZB =90°. Avem: ZA =30°, ZB =90°, ZC =60°. Deci,
JABC — dreptunghic, dar nu este isoscel.

3) Daca sin5 =—, atunci ZB =30° sau ZB =150°. Sa examinam fiecare din
aceste cazuri. “En primul caz avem ZA =30°, ZB =30°, ZC =120°. Deci,
OABC — obtuzunghic si isoscel. Tn al doilea caz avem ZA =30°, ZB =150°,
ZC =0°. Un astfel de triunghi nu exista.

4) Dacd sin B=a undeO<a< Py atunci 0<ZB<30° sau 150°<Z5<180°. in

primul caz avem ZA +ZB<60° si de aceea ZC> 120°. Asadar, pABC —
obtuzunghic, Tnsa nu este isoscel. Tn al doilea caz: ZA +ZB> 180°. Triunghi
cu asa unghiuri nu exista.

Alte cazuri cercetati-le de sine statator.

Probleme si insarcinari

Efectuati oral

1. Oare poate abscisa sau ordonata punctului, situat pe circumferinta unitate, sa
fie egald cu 2?

2. Poate oare sinusul sau cosinusul unui unghi sa fie egal cu 2? Dar cu -2?
3. Oare poate sinusul unghiului, mai mic de 180° sa fie numar negativ? Dar
cosinusul?
4. Tangenta cdrui unghi este egald cu 1? Dar a carui cu -1?
5. Gasitisina si cosa, dacd: a) tga =1; b) tga =-1.
6. Aflati sina si tga, daca cosa =0,5.
7. Care numere trebuie sa fie in patratelele goale ale tabelului?
a 0° 90° 180°
sin a
cos a
tg a

8. Sunt date trei puncte: 0(0; 0), A(1; 0), B(1; 1). Gasiti sinusul si cosinusul
unghiului AOB.
9. Aflati sinusul si cosinusul unghiului AOK, daca A(l; 0), 0(0; 0), K(0; 1).
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Aflati, folosindu-vd de circumferinta unitate: sin 60°, cos 60°, sin 150°,
cos 150°.
Demonstrati, ca sin 45° = cos 45°.

Construiti unghiul, cosinusul cdruia este egal cu: a) i; 6) -0,5.

Construiti unghiul, al carui sinus este egal cu 0,75.Céte solutii are problema?
Ce este mai mare: a) sin 10° sau cos 10° b) cos 45° sau sin 45°?

Care din unghiurile a sau (1 este mai mare, daca:

a) cosa =—, cosB=—;
) 2 3

b) sina =0,75, sinB=0,93 (unghiurile a si fi — ascutite);
c) sina=0,75, sinB :? (unghiurile a si /3 — obtuze).

Folosindu-se de figura 11 gasiti sinusul, cosinusul si tangenta unghiului B al
triunghiului ABC.

Fig. 11

Determinati semnul produsului:

a) cos 30° *sin 15° *cos 125° *tg 35°

b) sin 137°*cos 150°*tg 22°*cos 35°

c) tg 143°*sin 165° *tg 87° *cos 126°;
d) cos 32° *sin 132° *cos 135° *tg 92°.

18. Scrieti in trei colonite urmatoarele unghiuri: | - unghiurile ascutite; Il - unghiurile
obtuze; Il - tipul unghiului este imposibil de stabilit: sin A = 0,6; cos B =-0,8;
sinC :L; tgD=-2; cosE =L; cosL:il s tgR =L2 :sin O:—7 ; cosQ I3
3 4 12 11 15 4
19. finlocuiti * cu semnele > sau <:
a) cos 5° * cos 7° d) cos 113° * cos 115°;
b) sin 82° * sin 79°; e) sin 178° * sin 108°;
c) tg 29° *tg 32°; f) tg 97° *tg 107°.
20. Calculati valorile expresiilor:

a) sin 45° - cos 60° cos 90° + cos 135°;
b) sin 30° cos 150° - sin2135° tg 120°.
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22.
23.

24,
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28.

29.
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Calculati valorile expresiilor:

a) sin 30° ecos 60° - cos2 120° + sin 135° ecos 90°;

b) tg 30° «tg 60° - tg2135° + cos 150°.

Gasiti unghiurile gABC, dacd sin A =0,5, iar cos B =-0,5.
Aflati unghiurile aABC, dacdtg A =-1, iar sinC =

J3

Aflati unghiurile rombului ABCD, daca cos D -5

Stabiliti corespondenta dintre valorile expresiilor (1-4) si valorile egale lor ale
expresiilor (A-E).

1 sin 90° A cos 60°
2 cos 30° B sin 120
3 sin 150° C cos 90°
4 cos 45° D cos 0°
E sin 135

Aflati, folosindu-se de calculator: a) sin 3°, sin 4,8°, sin 56,7°; b) cos 64,25°,
cos 25° cos 45,8°; c¢) tg 15° tg 23,5° tg 81,1°; d) sin 25°1', cos 3°7,
tg 56°36/.

Folosindu-se de calculator sau tabele, aflati unghiul, daca se stie:

a) cosinusul lui este egal cu: 0,325; 0,78; i _—

b) tangenta lui este egala cu: 0,726; 2,605;3'—; s
Aflati unghiul ascutit, al cdrui sinus este egal cu:

a) 0,26; b) —; c) 0,685; d> /2\ .

B

Folosind figura 12 aflati sinusurile, cosinusurile, tangentele unghiurilor A, B,
Csi D ale patrulaterului ABCD, dacd BC\\AD.



§ 1. Sinusurile, cosinusurile si tangentele unghiurilor de la 0° pana la 180° 17

30. Cosinusul unuia din unghiurile triunghiului isoscel este egal cu----—-- . Aflati
unghiurile triunghiului. A

31. Sinusul unuia din unghiurile triunghiului isoscel este egal cu 0,5.Aflati un-
ghiurile triunghiului. Cate solutii are problema?

32. Aflati sinsurile, cosinusurile si tangentele trapezului isoscel, ale carui baze sunt
egale cu 10 cm si 16 cm, iar latura laterald are 6 cm.

33. Gasiti sinusurile, cosinusurile si tangentele unghiurilor ale unui romb, al carui
perimetru este egal cu 16 cm, iar aria cu 8 cm2

34. Aflati laturile laterale ale trapezului dreptughic, dacad cosinusul al unuia din
unghiurile lui este egal cu  ¥/2 iar diferenta bazelor este egald cu a.

9
35. Problema deschsa.  De stabilit tipul triunghiului ABC, dacé cos B
36. Construiti unghiul al carui cosinus este egal cu _ 3 Aflati sinusul si tangenta

acestui unghi. 4
37. Construiti unghiul sinusul céruia este de doud ori mai mare decét cosinusul
lui.

38. Construiti unghiul al carui cosinus este de trei ori mai mare decét sinusul.

39. Sinusul unghiului este de 5 ori mai mic decat cosinusul lui. Aflati tangenta
acestui unghi.

40. Laturile triunghiului sunt egale cu 13 cm, 14 cm si 15 cm. Gasiti sinusurile,
cosinusurile si tangentele unghiurilor celui mai mic si celui mai mare ale
triunghiului.

Insarcinare practica

41. Desenati pe hartie milimetrica o semicircumferintd de raza 100 mm si Tmpar-
titi-o cu ajutorul raportului Tn 18 parti egale. Folosindu-se de acest desen:

a) aratati c& Tn cazul majorarii unghiului de la 0° pana la 90° sinusul lui se
va mari de la 0 pand la 1, iar o datd cu marirea unghiului de la 90° pana la
180 ° sinusul lui se va micsora de la 1 pana la O;

b) aratati cd in cazul maririi unghiului de la 0° pana la 90° cosinusul lui se va
micsora de la 1péana la 0, iar concomitent cu marirea unghiului de la 90° panad la
180° cosinusul lui se va micsora de la Opéna la - 1;

c) alcatuiti tabelul valorilor aproximative ale sinusului si cosinusului pentru
unghiurile 0°, 10°, 20°, 30°,...., 180°.

P robleme pentru repetare

B/VBW/IBB
42. Aflati catetele triunghiului dreptunghic, daca ele sunt proportionale cu numerele
2 si 3, iar ipotenuza este egald cu cm.

43. Aria triughiului echilateral este egald cu 16-y/3 cm. Aflati perimetrul lui.



44. Unul din unghurile triunghiului isoscel este egal cu 120°. Gasiti perimetrul
triunghiului, dacad Tnaltimea, coboratd pe baza, este egald cu h.
45, intr-o circumferintd sunt duse doud diametre AB si CD reciproc perpendicu-

lare. Aflati raza circumferintei, dacd AC=m.

Identitati trigonometrice

Sd examindm cele mai importante formule care leaga sinusul, cosinusul si tangenta
aceluiasi unghi a. Fie a - unghi ascutit. Pe circumferinta unitate notdm punctul M
astfel ca ZMOA =a (fig.13).AtunciMiE =sina, OH =cosa, OM = 1. Conform
teoremei Pitagora MH2+ OH2= OM2, sau

sin2a +cos2a =1. ™

Dacd unghiul a este obtuz (fig.14), atunci din triunghiul dreptunghic OMH
(OM =1, MH =sina, OH=- cosa ) conform teoremei Pitagora avem: MH2 +

+ HO2=0M2 sau sin2a-i-(-cosa)2=1 de unde sin2a +cos2a =1. Egalitatea
(*) este justa si in acest caz.

Dacd a =0°, atunci sina =0, cosa =1, dacd a =90°, atunci sina =1, cosa =0;
daca a = 180°, atunci sina =0, cosa=-1.

n fiecare din aceste cazuri egalitatea
(*) este justa.

Asadar, pentru fiecare a, daca
0°<a<180°,

sin2a +cos2a =1.

Aceasta-i identitatea trigonometrica
fundamentald. Ea leaga sinusul si
cosinusul aceluiasi unghi si oferd

posibilitatea de-a exprima una din aceste Fig-15
functii trigonometrice prin cealalta:
sin a cos a, cosa =*V1 —sin a.
n cealaltd formula Tnaintea radicalului se pune semnul  * daca unghiul a este

obtuz. Unghiuri, mai mari decét cel desfasurat, noi nu le examinam.
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Sa atragem atentia la punctele N si M ale cirmuferintei unitate, care corespund
unghiurilor 180°-a si a (fig.15). Ordonatele lor NN 1si MM Xsunt egale, iar
abscisele ONxsi OMxse deosebesc numai cu semnele.

Asadar, totdeauna

sin (180°- a)=sina,
cos (180° - a) =- cos a.
Cu aceste formule se poate exprima sinusul si cosinusul unghiului obtuz 180° - a
prin sinusul si cosinusul unghiului ascutit a. De exemplu:
sin 147° =sin (180° - 33°) = sin 33°,
cos 105° = cos (180° - 75°) = -cos 75°.
Sa demonstram urmaétoarele formule:
cos (90°- a)=sina,
sin (90° - a) =cos a.

Admitem c& ZMOA =a, ZTOA =90°- a
(fig.16). Atunci ZPOT =a. Dupa ipotenuza
si unghiul ascutitaM OH=aTOP. De aici
PT =MH, OP =OH.
DeoarecePT =co0s(90°-a), MH =sin a, rezultd
cos (90° - a) =sina. Deoarece OP=sin(90°-a),
OH =cosa, avem sin (90°- a)=cos a.
Cele doua formule demonstrate permit Fig 16
exprimarea sinusului si cosinusului a oricarui unghi
ascutit mai mare decat 45°, prin cosinusul si sinusul unghiului mai mic de 45°.
Asadar, valorile sinusurilor ale unghiurilor de la 0° pana la 45° sunt in acelasi timp
valorile cosinusurilor de la 90° pana la 45° (vezi tabelul de pe forzat).
Exemplu.
sin 10° = cos 80° =0,174;
cos 50° = sin 40° ~ 0,643.

— PENTRU CEI CURIOSI
Deoarece, sin(90°- a)=cosa si cos(90°- a) =sina, avem
.y sin(90°-a) _cosa_
tg(%o a)X cos(90°-a)r sina clga.
Deoarece sin(180°-a)=sina si cos(180°-a)=-cosa, avem

o oy _ Sin(l180°-a) sina
tg(180°-a) cos(180°-a) -cosa

=-tga.

Toate aceste egalitati sunt juste cu conditia ca numitorii sunt diferiti de zero,
adicd daca exista tangentele si cotangentele. Atunci au loc egalitdtile:

tg(90°-a)=ctga, tg(l80°-a)=-tga.
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Intrebari siinsarcinaripentru autocontrol

1. Formulati identitatea trigonometrica fundamentala.

2. Care trebuie sa fie partile din dreapta ale identitatilor: a) sin (90°- a) =
b) cos(90°-a)= c¢) sin(180°-a)= d) cos(180°-a)=..?

3. Cum se schimba valorile sin(90°-a), dacd vom mari valorile Ilui a de
la 0° pana la 90°?

4. Cum variaza valorile lui cos(180°-a), daca valorile lui a de le marit de
la 0° pana la 90°?

E fectuam impreuna

Se stie cd cosa =0,6, aflati sina si tg a.

* Se cunoaste ca sin2a +cos2a =1. Deoarece sinusul fiecarui unghi a, daca
0°<a <180° este numar pozitiv, atunci sina =VI-cos2a.
Daca cosa=0,6, atunci sina =yj1-0,62=y/0,64 =0,8,

sin a
dartga: _______ 0,8_11

cosa 0,6 3

Deci, sina=0,8, tga =1?.

O Demonstrati c& atunci , cand a~0°, avem sina:cos(90°-a)=1
* €0s(90°-a)=sina. De aceea sina :cos(90°- a)=sina:sina=1

O  Calculati valoarea expresiei sin 77° cos 13° - sin 167° cos 77°.
e Sin 77°cos 13° - sin 167° ecos 77° =sin (90° - 13°) scos 13° + sin(180° - 13°) x
X €0s (90° - 13°)=cos 13° «cos 13° + sin 13° esin 13°=c0s213° + sin213° = 1.

Probleme si exercitii

E fectuati oral

46. Aflati cosa si sina, dacd tga=1I.

47. Aflati sina, dacd cosa=-0,5.

48. Stiind ca cosa =0,7, gasiti:
a) sin(90°-a); b) cos(l80°-a); c) cos(90°-a).

49. Simplificati: a) sin (180° - 35°); b) cos (180° - 43°); c) tg (180° - 20°);
d) sin (90° - 23°); e) cos (90° - 27°); f) tg (90° - 14°).
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Terminati transformarile: a) sin 140° = sin (180° - 40°) =

b) cos 126° = cos (180° - 54°) = ¢) sin 85° =sin (90° - 5°) =
d) cos 62° = cos (90° - 28°) = ... .

Care din afirmatii este falsa? De ce?

a) sin 136° =sin (180° - 44°) = sin 44°;

b) cos 147° = cos (180° - 33°) = cos 33°;

¢) sin 75° =sin (90° - 15°) = -cos 15°%

d) cos 153° = cos (180° - 27°) = -sin 27°.

Aflati sinusul si tangenta unghiului a, daca:
a) cosa=2—; b) cosa =0,2; c) cosa =-0,5.
Aflati cosinusul si tangenta unghiului ascutit a, daca:
a) sina:I; 1)) srna:?-/f; ¢) sina=0,72.
Aflati cosinusul si tangenta unghiului obtuz a, daca:
a) sinaz?; b) sinazg; c) sina =0,28.
Care numere trebuie sa fie Tn patratelele goale ale tabelului?
sina 0 0,5 0,6 0,8 1
sin(90°-a)
cos(90°-a)
sin(180°-a)
cos(180°-a)

Exprimati prin functii trigonometrice de unghi ascutit:

a) sin 117 bj’cos 142°; c) tg 118°; ’d) sin 136°.

Exprimati prin functii trigonometrice de unghi mai mic decat 45° :

a) cos 130° b) sin 145°; c) tg 87°; d) cos 95°.

Din egalitatile expuse scrieti-le numai pe cele juste:

a) sin 130° = sin 50°; d) tg 117° =tg 27°; g) cos 126°= -cos 54°;
b) sin 129° = -cos 39°; e) cos 87° = sin 3°; h) cos 149° = -sin 31°;

c) tg 118° = -tg 62° f) cos 113° = cos 67°; i) tg 29° = -tg 151°.
Cosinusul unghiului ascutit al unui paralelogram este egal cu 0,25. Cu ce este
egal cosinusul unghiului obtuz al lui? Dar sinusul?

Cosinusul unghiului obtuz al rombului este egal cu -0,7. Cu ce este egal
cosinusul unghiului ascutit al lui? Dar sinusul?
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Cu ajutorul tabelului de pe forzat aflati:

a) sin 12° sin 40°, sin 145°, sin 162°, sin 155°;
b) cos 12° cos 50°, cos 159°, cos 183°, cos 100°;
c) tg 12° tg 18° tg 142°, tg 148° tg 170°.

Stabiliti corespondenta dintre valorile sinusului a unghiului a (1-4) si valorile
corespunzatoare ale cosinusului acestui unghi (A-E).
1 0,5 (unghiul a - ascutit) A -0,8
2 0,6 (unghiul a - obtuz)
4 B "
3 & (unghiul a - ascutit) 3
C N
T (unghiul a - obtuz) 2
E 0,6
Stabiliti corespondenta dintre valorile expresiilor (1-4) si valorile expresiilor
(A-E).’
1 sin 10° A sin 44°
2 cos 46° B sin 57°
3 sin 123° C cos 134
4 cos 45° D cos 80°
E sin 45°
B
Calculati:
a) sin 29° ecos 61° - cos 29° ecos 151°;
b) 1- sin 37°esin 143° - c0s237°;
c) tg 43° ecos 137° ecos 47° - cos 43° esin 47°.
inlocuiti * cu unul din semnele >, < sau =:

a) sin 12° * cos 80°; c) tg 36° *tg 112°; e) sin 115° * cos 27°;
b) cos 54° * sin 36°; d) cos 36° * sin 31° f) cos 139° * sin 140°.
Aflati masurile unghiurilor obtuze a, (siy, dacd se stie:

a) sina=0,156; sinfl=0,309; siny=0,719;

b) cosa =-0,921; cosfil=-0,998; cosy=-0,777;

c) tga=-0,111; tgfl=-1,306; tgy=-2,050.

Demonstrati cd: a)sin 135° = sin 45° = cos 45°;

b) cos 140° = -cos 40° = -sin 50°.

Demonstrati identitatile:

a) sin2a-cos(180°-a) sin(90°-a)-1=0;

b) 1+tg(I80°-a) sin(90°-a) sina =cos2(180°-a).
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69. Demonstrati, ca: a) | +tg2a =----3— ; b) 1+ctg2a =
cos a sin2a

70. Aplicand formulele din nr. 69, aflati:

a) sina, cosa si ctga, daca tga :Z,

b) sina, cosa J tga, daca ctga=2.
71. Simplificati expresiile:
a) sin2a +sin2(90°-a) +tg2(180°-a);
b) (I-cos2(90°-a))tg2a +sin2(90°-a);
tg2(180°-a) f a) tg(180°-a) sil_r_1_2;(_180°-a)r_

sin2a tga sin2(90°-a) g
72. Cosinusul unghiului ascutit al unui trapez dreptunghic este egal cu —. Aflati
sinusurile si cosinusurile ale unghiurilor trapezului. A

73. Cosinusul unghiului ascutit al paralelogramului este egal cu a. Aflati sinusul
unghiului obtuz al lui.

74. Sinusul unghiului obtuz al rombului este egal cu a. Aflati cosinusurile ale
unghiurilor lui. Pentru care valori ale lui a problema are solutii?

75. Demonstrati: a) sinusurile ale oricaror doua unghiuri ale paralelogramului sau
ale trapezului isoscel sunt egale; b) suma cosinusurilor a tuturor unghiurilor
paralelogramului sau a trapezului este egald cu zero.

Insarcinare practica Kk

76. Desenati un paralelogram arbitrar ABCD. Masurati cu ajutorul raportului
unghiurile lui si aflati a lor sinusuri, cosinusuri si tangente. Datele obtinute
introduceti-le in tabel. Ce concluzie se poate face?

a sin a Ccos a tg a
ZA
ZB
zc
ZD

P robleme pentru repetare

77. Aflati unghiurile triunghiului isoscel, daca tangenta unuia din ei este egald
cu - 1.

78. Un sportiv aleargda in directia de sud 4 km, apoi coteste spre nord si mai
alearga 3 km. Aflati: a ) la ce distantd de la punctul initial a ajuns sportivul;
b) cu ce unghi s-a mutat sportivul in raport cu miscarea in directia de sud?

79. Latura rombului este egald cu a, iar unghiul ascutit este a. Aflati diagonalele
rombului.

80. Aflati semnul produsului: a) sin 146° ecos 108° ecos 67° «tg 145°;

b) tg 78° esin 92° esin 167° «tg 178° ecos 83°.



Coordonatele carteziene

Amintim unele notiuni deja cunoscute pentru voi. Dreapta pe care este aleasa
directia, originea si segmentul unitate se numeste dreapta de coordonate. Fiecarui
punct al dreptei de coordonate Ti corespunde un singur numar real.

Doua drepte reciproc perpendiculare care se intersecteaza in originea lor comuna
si au segmente unitate egale se numeste sistem de coordonate rectangular. Originea
comuna - punctul, in care se intersecteaza axele de coordonate, se numeste originea
de coordonate. Axa orizontald - axa O X este numita axa absciselor, iar axa verticald
- axa OY - axa ordonatelor.

Planul, Tn care este definit sistemul de coordonate, se numeste plan de coordonate.

Axele de coordonate Tmpart planul de coordonate in patru cadrane, Tn fiecare din
ele se pastreaza semnele ambelor coordonate (fig. 17).

vt
x<0 x>0
y>0 y>0
n
: 1
2.
430 2 4 6 X
x<0 I g- v x>0
y< 0 y< 0
Fig.17 Fig.18

Pozitia punctului pe planul de coordonate se d& cu doud numere - cu coor-
donatele lui. De exemplu, punctul A are abscisa 3 si ordonata 2 (fig. 18). Se scrie
asa: A (3;2). Punctul O - originea de coordonate are coordonatele 0 si 0. Punctele
situate pe axa OX, au ordonatele egale cu zero (y=0); punctele, care sunt situate
pe axa OY au abscisele ce sunt egale cu zero (x=0). in figura 18 acestea sunt
punctele B (-2; 0) si C(0; -1).

Scrierea X (m; n) Tnseamnd: punctul X are coordonatele m (abscisa) si n (or-
donata).

Fiecarui punct al planului de coordonate Ti corespunde o singura pereche de
numere reale, iar fiecarei perechi de numere reale - un singur punct al planului
de coordonate. Datoritd corespondentei reciproc univoce dintre perechile de nu-
mere reale si punctele planului de coordonate dependenta dintre punctele planului
de coordonate poate fi exprimata prin corelatii algebrice dintre coordonatele lor.
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Aceasta permite rezolvarea problemelor geometrice cu metoda coordonatelor. Tnsa
pentru aceasta trebuie de stiut proprietatile coordonatelor.

TEOREMA 1

Fiecare coordonata a mijlocului segmentului este egald cu semisuma
coordonatelor respective ale extremitatilor lui.
Adicd, daca punctele A(X{, yfi, B(x2 y2 —extremitatile segmentului AB, iar
C(x; y) —mijlocul lui, atunci: :
X, +X, Yyl+y2)

X =- Y= , adica C s oy

DEMONSTRATIE.

Fie ca punctele A si B sunt amplasate asa cum se repre-
zintd Tn figura 19. Ducem prin ele drepte paralele cu axele
de coordonate. Totodatd se vor forma trapezele ABB*
si ABBfAX, in care

AAV=xu BBy=x2 AAX=yu BBX=y2

Deoarece C - mijlocul segmentului AB, rezulta cd CC,
si CCX — sunt linii medii ale acestor trapeze. Conform
teoremei despre linia medie a trapezului avem:

AA +BB + s
CC = 1----- Cc_:AA BB,. sau CCy XI+X2 CC yHZ-YI

Obtinem:

M +Y2
2

Noi am examinat cazul cand segmentul AB nu este paralel cu nici una din
axele de coordonate si nu le intersecteazd. Dupéa cercetarea altor cazuri posibile
(executati aceasta de sine statdtor)ajungem la concluzia generalda: daca C(x; y)
este mijlocul segmentului cu extremitatile A(xxyt) si B (X2, y2, atunci

X= Y=

X=u V= Y1+Yr. O

Exemplu. Mijlocul segmentului cu extremitatile A(-3; 5) si b(3; 7) este pucntul
C(0; 6), deoarece
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“ PENTRU CEI CURIOSI

Rezolvand problema cu metoda coordonatelor figurile examinate sunt
amplasate in planul de coordonate. Atribuind unor puncte aparte ale figurilor
coordonate, iar liniilor-ecuatii, sunt calculate coordonatele altor puncte, sunt
deduse ecuatiile altor linii. Confruntand coordonatele initiale si altele coordonate
ale punctelor cu ecuatiile, este gasit raspunsul.

Problema. Demonstrati ca mijlocurile
segmentelor, care unesc mijlocurile laturilor
opuse ale unui patrulater, coincid.

Rezolvare. Admitem, cAABCD — patrula-
ter arbitrar, E, K, F, P — mijlocurile laturilor
lui, M si Mt — mijlocurile segmentelor EF si
KP (fig.20). Sa demonstram ca punctele M si
M 1coincid.

Introducem sistemul de coordonate in asa
mod, ca originea lui sa fie punctul A, iar la-
tura AB sa fie situatd pe axa x. Notdm coordonatele varfurilor ale patrulaterului
dat: /4(0; 0), B(a; 0), C(m\ n), D{p\ ). Exprimdm prin ele coordonatele mij-
locurilor ale segmentelor AB, CD, BC, AD, KP, EF: E*\%J\l})' r\(/ m+P . n+d

a+m a+m+p _n+q a+tm-+p _n+q

2’21 "v2°2)y Vo4 4 )V 4 4
Coordonatele corespunzétoare ale punctelor M si J¥2Lsunt egale. Deci, aceste puncte
coincid.

Pentru arezolva probleme mai complicate se utilizeazad teorema generala.

K

Teorema 2

Dacd punctul C(xc;yc) imparte segmentul AB n raportul AC:CB =X atunci

Xa+ *Xs _Ya+"Ye
rex 3YE Ay

Demonstrati-o independent.

n

Intrebari si inscarcinari pentru autocontrol

1. Ce se numeste sistem de coordonate?

2. Ce se numeste plan de coordonate?

3. Ce se numeste origine a sistemului de coordonate?

4. Cum sunt numite axele de coordonate?

5. Ce sunt numite coordonate ale punctului?

6. Formulati si demonstrati teorema despre coordonatele mijlocului segmentului.
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E fectuam impreuna

Punctul C - mijlocul segmentului AB. Aflati coordonatele punctului B, daca
A(2; -7), C(4; 1).
Deoarece C — mijlocul segmentului AB, rezulta ca:

= XA+x - YA+YB
Xg— AA‘Z B ostoyr 5

Atunci 4=27% 2+ xB=8; xB=6. Analogic 1== *
-7 +yB=2; yB=9.
Deci, B{6; 9).

Demonstrati ca patrulaterul ABCD este paralelogram, daca A(1; 2), B(6;-2),
C(-3; -4), D(-8; 0) (fig.21).

Fig-21

Patrulaterul, Tn care diagonalele se intersecteaza si sunt impartite in jumatati
de cdtre punctul lor de intersectie, este paralelogram. Sd demonstram ca pen-
tru patrulateral dat acest criteriu se realizeazd. Admitem cd M este mijlocul
diagonalei AC, atunci:

1-3 , 2-4 , N
xm ~ 2 — Ww- 2 - Af( 17 1)

Daca K - mijlocul diagonalei BD, atunci

6-8 2.0 R P
xXK— — —34 W— " —— Deci, K{ 1 ﬁ
Punctele M si K au aceleasi coordonate. Aceasta Tnseamna ca punctele M si
K coincid, adica diagonalele patrulaterului ABCD se intersecteaza in punctul
cu coordonatele (-1; -1) si sunt impartite in acest punct in jumatati. Deci,
ABCD - paralelogram.
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Probleme si exercitii
E fectuati oral

81. Declinati imbinarile de cuvinte: ordonata punctului, axele de coordonate, axa
absciselor.

82. Care din punctele A(0; 2), B(-3; 0), C(2; 7), D(0; 4), E(2; 0), F(-7; 0),
0(0; 0) sunt situate pe: a) axa OX; b) axa OY; c) pe axele OX si OY in acelasi
timp?

83. Sunt date punctele: A(2; -3), B(4; 6), C(-5; 7), D(-1; -3). Care din segmen-
tele AB, BC, CD, AD, AC, BD intersecteaza: a) axa OX; b) axa OY; c) fiecare
din axe? Care din aceste segmente sunt paralele cu axa OX?

84. Sunt date punctele: 0(0; 0), A (4; 6), B (-2; 8), M(m; n). Aflati coordonatele
mijlocului segmentelor: a) OA; b) OB; c) OM; d) AB.

85. Oare este punctul X(-3; 7) mijlocul segmentului AB, dacaA(-9; 4), B(3; 10);
punctul P (-6; 5) —mijlocul segmentului AX? Gasiti coordonetele mijlocului
al segmentului BK.

86. Notati in planul de coordonate punctele A (4; 1), B (-2; -3), C (0; 3),
D (-+ 2), E(4; 0).

87. Construiti in planul de coordonate segmentul, ale carui extremitati sunt punctele
A(3; -1) si B(-2; 4). Aflati coordonatele punctelor de intersectie ale segmen-
tului AB cu axele de coordonate.

88. Folosind figura 22 aflati coordonatele varfurilor ale dreptunghiului ABCD, ale
carui laturi sunt paralele cu axele de coordonate.

A
v i B 4 C 1
! 3 B 4 ¢
D 2 A 2 3
1- 1 2.
,,,,, i1 1.1 — 1
-2 10 1 3 X -2 Lo 1 X A D
A1 D - ° 1 X
C P B
a I c
Fig. 22

89. Construiti dreptunghiul ale carui trei varfuri sunt situate in punctele (2; 5),
(-1; 5), (-1; -3). Aflati coordonatele celui de-al patrulea varf.
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90.

91.

92.
93.

94.

95.

96.

97.

98.

99.
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Latura patratului are lungimea de 5 unitati. Unul din varfurile lui este situat
in originea de coordonate, iar celelalte doud - pe axele de coordonate si au
coordonate nenegative. Aflati coordonatele ale tuturor varfurilor patratului.
Punctul de intersectie al diagonalelor rombului coincide cu originea de coordo-
nate, iar diagonalele lui sunt situate pe axele de coordonate. Aflati coordonatele
varfurilor ale rombului, daca lungimile diagonalelor constituie 6 unitati si 10
unitati. Cate solutii are problema?

Gasiti coordonatele mijlocului al segmentului AB, daca A(l; 3), B(4; 5).
Copiati tabelul in caiet. in patratelele goale indicati coordonatele mijlocurilor
ale segmentelor corespunzatoare.

Model: mijlocul segmentului XB - punctul cu coordonatele (1; 4).

A(0; 4) B(2; 6) C(-2; 5)
X(0; 2) (i; 4)
Y(-4; 6)
Z(-6; 12)
BM — meridiana aABC. Aflati coordonatele punctului M, dacd A (-1; 15),
C(7; -9).

M — mijlocul segmentului AB. Aflati coordonatele punctului B, dacd A(l; 4),
M(2; -3).

0(4; -1) — punctul de intersectie al diagonalelor paralelogramului ABCD.
Gasiti coordonatele punctelor a) C, dacd A (-2; 3); b) B, dacd D (6; -4).
Segmentele AB si CD se intersecteaza in punctul M, care este mijlocul fiecdruia
din ei. Aflati coordonatele punctelor M si D, daca A (-2; 5), B(4; 1), C(-I; -3).
Sunt date punctele A (-1; 2), B(2; 7), C(4; 3). Gasiti coordonatele extremitatilor
ale liniilor medii a aABC.

B

MN — linia medie aaABC, MN\WAC (fig.23). Aflati coordonatele punctelor
A si B, daca C(2; 6), M (-4; 2), N(4; 0).

100. Punctele K, P, T impart segmentul AB Tn 4 parti egale. Aflati coordonatele

punctelor K, P, T, dacda A (2; 3) si B (6;—4).
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101. Segmentul AB este impartit in patru parti egale: AM =MN =NK =KB
(fig.24). Aflati coordonatele punctelor M,K, B, dacdA(9; -15), N(-3; -1).

102. Sunt date punctele A(-3; 4), B(a; 2), C(5; b). Pentru care valori ale lui a si
b: a) A — mijlocul lui BC; b) B — mijlocul lui AC; c) C —mijlocul lui AB?

103. Punctele M(1; 2), N(0O; 4), P(3; 5) sunt mijlocurile laturilor ale aABC. Aflati
coordonatele punctelor A, B, C.

104. Demonstrati ca patrulaterul cu varfurile A(0; 3), B(3; 4), C(5; 2) si D(2; 1)
este paralelogram.

105. Sunt date punctele A(3; 7), b(-1; 3), C(-7; 4), D(-3; 8). Demonstrati ca:
a) ABCD — paralelogram; b) patrulater ale cdrui varfuri sunt mijlocurile
laturilor ale patrulaterului ABCD, - paralelogram.

106. Sunt date trei varfuri consecutive ale paralelogramului ABCD: A(3; 5),
B(5; 1), C(-I; 3).Aflati coordonatele punctului D.

107. Sunt date trei varfuri ale paralelogramului B(l; 3), W3; 4), 6(4; 2). Aflati
coordonatele celui de-al patrulea varf. Cate solutii are problema?

108. Segmentul AB este impartit Tn trei parti egale de catre punctele M si N. Aflati
coordonatele punctelor M si N, daca A(7; -2), B(4; 4).

109. Aflati coordonatele punctului de intersectie al medianelor aABC, daca
A (-1; 5), B(3; 7), C(I; -3).

110. Punctul de intersectie al medianelor aABC este M. Aflati coordonatele punc-
tului C, dacd A(0; 8), B(l; -4), M (-2; 2).

Insarcinare practica

111. in geografie pentru determinarea locului real al unui punct se aplicd un sistem
de coordonate original. Coordonatele geografice se dau in grade si minute. in
tabel sunt aduse coordonatele geografice ale unor orase din Ucraina. Gasiti
pe hartd punctul ale carui coordonate coincid cu coordonatele mijlocului a
segmentului, care uneste orasele, a) Lutk si Harkov; b) Lvov si Odesa. Oare
apartin aceste puncte teritoriului Ucrainei? Care localitati se afla in apropri-
erea punctelor gasite?

Orasul Latitudinea Longitudinea
Kiev 50°27/ 30°30'
Lutk 50°45/ 25°15'
Harkov 50°00/ 36°13/
Lvov 49°5I 24°02'

Odesa 46°28' 3044
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Probleme pentru repetare

112. Calculatii:
s_m 35¢c +1gl35° tga5°: sin 12 + 09512 '
sin 145° cos78° sin 78°

113. Unghiul la centru este egal cu 30°. Aflati masura unghiului Tnscris corespun-
zator.

114. Aflati aria triunghiului dreptunghic, diferenta catetelor ale cadruia este egala
cu 2 cm, iar ipotenuza cu 10 cm.

115. Aflati aria triunghiului dreptunghic cu unghiul ascutit a, dacd raza circum-
ferintei, circumscrise lui, este egala cu R.

116. Diagonala trapezului isoscel este bisectoarea unghiului ascutit. Aflati aria tra-
pezului, daca perimetrul lui este egal cu 52 cm, iar bazele sunt proportionale

cu numerele 5 si 11.

Orientarea pe teren



Distanta dintre puncte

Daca sunt cunoscute coordonatele a doua puncte din planul de coordonate
atunci poate fi determinatad distanta dintre aceste puncte.

TEOREMA 13

Patratul distantei dintre doua puncte este egal cu suma patratelor
diferentilor coordonatelor corespunzatoare ale lor.
Adicd daca sunt cunoscute coordonatele punctelor A(xy y,), B(xy y2, atunci

AB2=(xr-x,)2+(yr-y,)2

DEMONSTRATIE.

S& cercetdm mai ntéi cazul cand x1dx2si yldy?2
(fig.25). Ducem perpendicularele AAX BBXpe axax si
AAV, BBVpe axay. in triunghiul dreptunghic obtinut
ABD (D — punctul de intersectie al dreptelor BBV
SIAAXYAB —ipotenuzd, iar catete sunt AD =\y2-y I\
si BD =w2- x1\. Conform teoremei a lui Pitagora:

AB2={x2- x ¥+ {y2-yxXx . (*»

Daca yx=y2si xx"x2, atunci AB=Wx2-x1\
Acelasi rezultat in acest caz il obtinem din formula (*). Daca, x X=X 2si yx®y2,
atunci AB =\y2-y 1\. Tot asa un rezultat il obtinem din formula (*). in sfar-
sit, daca x x=x2 si yx=y2, adicd daca punctele A si B coincid, formula (*) da
rezultatul trebuincios: AB=0.

Asadar, cum n-ar fi repartizate in planul de coordonate punctele A(xX yt) si
B(x2 y2, totdeauna

AB2=(x2- xX¥ + (y2- yX. O

Aceastd egalitate poate fi scrisa si astfel:

AB =7 (x2-x 1f +(y2-yxf .
Exemplu. S& aflam distanta dintre punctele A(6; - 1) si b(2; -4).
AB=V(2-6)2+(-4 +1)2=V(-4)2+(-3)2=V25=5.
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— PENTRU CEl CURIOS|---rrmmmermmmmmemmmeemm e

incd o datd atrageti atentia la figura 25. ABX—asta-i proiectia segmentului
AB pe axa x, AyBy — proiectia segmentului AB pe axa y. Din rationamentele
anterioare reiese ca,

AB' = AxBx+AyBy.

Patratul lungimii segmentului este egal cu suma
patratelor proiectiilor lui pe doua drepte reciproc

perpendiculare.

Aceastd afirmatie este generalizarea teoremei a lui
Pitagora. Doar catetele fiecarui triunghi dreptunghic
sunt proiectiile ipotenuzei lui pe doua drepte reciproc
perpendiculare cérora le apartin catetele lui (fig.26). insa
afirmatia formulatd este adevaratd nu numai pentru

dreptele carora le apartin catetele triunghiului, dar si Fig.26
pentru orice drepte reciproc perpendiculare si pentru
un segment arbitrar AB, Tn particular si pentru astfel de
segmente, ca cele din figura 27.
B y. !
B By
) By x ) X

Fig.27

n

Intrebari si insarcinari pentru autocontrol

1. Formulati teorema despre patratul distantei dintre doud puncte.
2. Demonstrati teorema despre patratul distantei dintre doua puncte.
3. Cum de aflat lungimea segmentului, daca sunt cunoscute
coordonatele extremitatilor lui?
4. Cum de aflat distanta de la originea sistemului de coordonate pana la punctul
A(X; y)?
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E fectuam impreuna

Demonstrati ca aaB c este isoscel, si aflati lungimea medianei, duse la baza,
daca A(-5; 3), B(2; 7), C(3; -1).
o S& aflam lungimile laturilor triunghiului:

AB =\J{2 +5)2+(7-3)2 =V49 + 16 =n/65;
AC =V(3+5)2+ (-1-3)2=V64 + 16 =V80 =41/6;

5C=V(3-2)2+(-1-7)2=VI1+64=V65.

Deci, AB = Bc. Aceasta inseamna ca aABc este isoscel cu baza aAc. Pentru
a afla lungimea medianei, duse la baza, aflam coordonatele punctului M - a
mijlocului segmentului ac:

Deci, M (-1; 1). Atunci Bm =V (-1-2)2+(1-7)2 =V9+36 =V45 =3n/6.
Asadar, aaBc — isoscel si mediana lui B M =3n15.

O  Oare este adevarat cd fiecare din punctele A(m; n), B (-m ;N), c (-m ;-N), K(n; ni),
P (-n;Ni), T(-n; -m) este situat la aceeasi distanta de la originea de coordonate?
» Deoarece originea de coordonate este punctul 0(0; 0), avem:

OA=V(ni-0)2+(n-0)2 = niT2+n2;

OB=n](-T1-02+(n-0)2=niT2+n2.
Analogic aflam ca fiecare din distantele OC, OisT, OP, OP de asemenea este

egald cu niT2+n2. Asadar, punctele A, B, ¢, k, P, T Se gasesc la aceeasi
distanta de la originea de coordonate.

Probleme si exercitii

E fectuati oral

117. Aflati distanta de la originea de coordonate péana la punctele:
A(0; 3), B(3; 4), C(-4; 3), D(1; 1), E(3; 1).

118. Aflati distanta de la punctul M(4; -3) péna la: a) axa OX; b) axa OY;
c) originea de coordonate.

119. Aflati distanta dintre punctele: a) A(4; 0) si B(7; 0); b) M(0; 3) si N(O; 5);
c) P(3; 0) si K(0; 4).

120. Aflati x, dacd: a) punctul M(x; 4) este egal depédtrat de la axele de coordo-
nate; b) punctul P(-2; x) este departat de axa OX cu 5 unitati; c) punctul
K(x; -5) se afld la distanta de 3 unitati de la OY.
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121.
122.

123.

124.

125.

126.
127.

128.

129.

130.

131.

132.

1383.

Aflati lungimea segmentului As, dacd A(-4; 4) si B (2; -4).
Aflati distanta dintre punctele:

a) Kk (0; 5)siP (-2 6);

b)A(-2; 6) si B (3; -2);

c) X —;—si‘v"i;i
13 2 13 4
d) 0(0; 0) si B (5; 5).

Aflati distantele de la originea de coordonate
pana lapunctelea(2; 3), B (-2; 6), C(-3; 4),
D (-12; 5).

Aflati lungimile segmentelor, reprezentate in
figura 28, dacd AB=2.

Folosind datele din tabel aflati lungimile seg-
mentelor x A, xB s.a.m.d. Deplasati tabelul

in caiet si completati-1. Fig.28

A(2; 4) B(~1; 3) c(; -5) D(6; 7)
X (-2; 4)
Y (0; 3)

Aflati perimetrul aaBc, dacd a(-2; 5), B(7; 8), C(2; -7).

Se dd aaBcC cu varfurilea (-2; 5), B (6; 3), C(4; -3). Aflati lungimile liniilor
medii ale triunghiului.

Aflati lungimea liniei medii a trapezuluiascp (aBwcp), dacdA(-3; -1),
B(3; 7), C(7; 3), o (4; -1).

Aflati lungimile diagonalelor ale patrulaterului ascp, dacd a (4; -3),
B (7; 10), C(-8; 2), o (-1; -5).

Aflati lungimile medianelor ale aasc, daca: a) A(-4; -2), B{2; 6), C(4; 2);
b)a(-5; 1), B(-3; 5), C(-I; -1).

O masina-unealtd este astfel programatd cad ea perforeaza in fiecare piesa 7
gauri fine. Centrul piesei este situat Tn originea de coordonate, iar gaurile sunt
perforate in punctele cu coordonatele (1;2), (2; -3), (3; 0), (0; 0), (-1; 2),
(—2; -3), (-3; 0). Aflati cea mai mare distantd dintre gaurile piesei.
Demonstrati ca triunghiul cu varfurile: a) A (-1; 1), B (2; -2), C(6; 2) —
dreptunghic; b) m (-5; 2), N(3; 6), k (4; -6) este isoscel.

Demonstrati ca triunghiul cu varfurile a (2; 3), B (-2; 1), C(0; -3) este
dreptunghic isoscel.
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134.

135.

136.

137.

138.

139.

140.

141.

142.

143.

Capitolul 1. Metoda coordonatelor in plan

B

Un drum de munte trece printr-un tunel, a carui lungime este egald cu yflO
km (fig. 29). Punctul cel mai de sus al tunelului are coordonatele A(2; 4).
Aflati ordonata celui de mai jos punct al tunelului, daca abscisa lui este egala
cu 5 (coordonatele punctelor sunt date in kilometri). Cu ce este egal unghiul
de inclinare al tunelului?

Aflati x, daca: a) AB =2, A(2; 1), B(x; -1); b) AB =10, A(2x; 7), B(x; 1);
c)AB =5, A(-1; x), B(2x; -3).

Aflati coordonatele punctului, egal depértat de la punctele A (-5; 1) siB (3; -1),
daca el este situat pe: a) axa absciselor; b) axa ordonatelor; c) dreapta y=x.
Gasiti pe dreapta y = 2x punctul, egal depdrtat de la punctele M(5; 2)
si M4, 4).

Demonstrati cd patrulaterul cu varfurile in punctele A(-4; -2), B(-1; 2),
(7(11; -3), D(8; -7) este paralelogram. Aflati perimetrul lui.

Demonstrati cd patrulaterul cu varfurile in punctele A(-5; -2), B(-3; 2),
C(3; -1), D(I; -5) este dreptunghi. Aflati perimetrul, aria lui si raza circ-
umferintei circumscrise lui.

Demonstrati cd patrulaterul cu varfurile Tn punctele A(-5; -2), B(-4; 5),
<1(3, 6), D(2; -1) este romb. Aflati perimetrul si lungimile diagonalelor lui.
Demonstrati ca patrulaterul cu varfurile in punctele A(-2; 0), B(-4; 6), <7(2, 8),
.0(4; 2) este patrat. Aflati a lui perimetru si arie, de asemenea, razele circumferintelor

nscrise si cirmuscrisele lui.

Fara a face constructia clarificati daca punctele A, B, C sunt situate pe o
dreaptd, stiind cd A(-6; -5), B(2; 1), C(6; 4).

Demonstrati ca punctele M (-2; -1), N(2; 7), K(-1; 1) sunt situate pe o
dreaptd. Aflati raportul lungimilor ale segmentelor MK si KN.
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144. Oare sunt asemenea triunghiurile ABC si KBP, daca:
a)A(-5; -3), B(-1; 5), C(3; 1), K(-4; -1), P(2; 2);
b) A@; 1), B(-I; 5), C(-5; -3), W2; 2), P(-2; 4)?

145. Gasiti raza circumferintei, circumscrise gABC, dacd A(-2; 4), B(-6; 4),
C(-4; 2).

146. Aflati aria triunghiului ABC, daca varfurile lui sunt determinate de coordo-
natele A(-5; 5), B(2; 9), C(l, 1).

147. AL — bisectoarea triunghiului ABC. Aflati lungimile segmentelor BL si CL,
daca A(-3; 1), B(l; 4), C(5; -5).

Insarcinare practica

148. Notati in planul de coordonate punctele A(3; 2) si C(7; 4). Construiti patra-
tul ABCD. Aflati perimetrul si aria patratului, de asemenea, distantele de la
centrul lui si a punctelor B, C pana la originea de coordonate.

Probleme pentru repetare

149. Un patrat este amplasat Tn sistemul de coordonate astfel, ca diagonalele lui
sunt situate pe axele de coordonate. Aflati coordonatele varfurilor patratului,
dacd diagonala lui este egala cu 4.

150. Aflati coordonatele mijlocurilor ale laturilor triunghiului ABC, daca
A(-4; 1), B(2; 5), C(4; 5).

151. Aflati coordonatele varfurile A al paralelogramului ABCD,daca B (II; -3),
C(; 7), B(-4; -2).

152. in figura 30 este reprezentata circumferinta si elementele ei. Stabiliti cores-
pondenta dintre elemntele circumferintei (1-4) si Tnsemnarile lor in figura

(A-B).

Eal'
1 Coarda A CE
2 Tangentd B OM H
. 0>"‘ V
3 Diametru C CO I~V "3k
4 Razi D HC \om
E AB
c\J
A

Fig. 30



Ecuatia circumferintei

Ecuatie a figurii Tn planul de coordonate este numitad ecuatia cu doua variabile,
care este satisfacuta de coordonatele fiecarui punct al figurii date, si numai de
coordonatele punctelor ale figurii date.

S& examindm ecuatiile a doua figuri care cel
mai frecvent sunt Tntalnite Tn geometrie: a circ-
umferintei si a dreptei (vezi § 6).

Fie cd este data circumferinta de razad r cu
centrul in punctul A(a\ b) (fig.31).Dacd M (x; y)
este un punct arbitrar al acestei circumferinte,
atunci AM2=(x - a)2+ (y - b)2 insd AM =,
de aceea (x - a)2+ (y - b)2=r2. (*)

Din ecuatia (*) rezultd cd coordonatele x si y ale fiecarui punct M (xyy) al
circumferintei date satisfac ecuatia (*). Invers, orice punct M (x; y), ale carui
coordonate satisfac ecuatia (*), este situat pe circumferinta data, fiindcd distanta
lui de la punctul A este egald cu r. Asadar, ecuatia (*) este ecuatia circumferintei
de raza r si cu centrul A(a; b). Dacd centrul circumferintei este originea de co-
ordonate, adica a=0 si b=0, atunci ecuatia a unei astfel de circumferintd de raza
r va avea infatisarea:

X2+ y2= r2.
Stiind ecuatia circumferintei se poate rezolva si asa probleme geometrice,

referitoare la circumferintd, care cu alte metode sunt foarte greu de rezolvat.

Problema. Se da segmentul AB cu lungimea 2a si circumferinta de raza r cu
centrul Tn mijlocul lui AB. Demonstrati cd suma péatratelor distantelor de la orice
punct al circumferintei pana la punctele A si B este constantd. Aflati aceastd suma.

Rezolvare. Repartizdm segmentul dat si circumfe-
rinta Tn planul de coordonate asa cum se reprezinta
in figura 32. Extremitatile segmentului au urmatoarele
coordonate: A(a; 0), B(-a; 0).

Daca M(x; y) este un punct arbitrar al circum-
ferintei, atunci x2 + y2=1r2, MA2=(x - a)2+ y2
MB2=(x +af+y2

Atunci MA2+ MB2=(x - a)2+y2+ (x + a)2+y2=
=X2- 2ax +a2+y2+x2+ 2ax +y2=2(x2+y2+al =
=2(r2+ ad.

Pentru a si r dati expresia 2(r2 + a2 are valoare
constanta.
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Val
T

ntrebari si insarcinari pentru autocontrol

1 Formulati definitia ecuatiei a unei figuri.

2. Formulati definitia circumferintei.

3. Ce ecuatie are circumferinta cu centrul in punctul A (a; b) de raza r?

4. Deduceti ecuatia circumferintei.

5. Care este ecuatia circumferintei de raza r cu centrul in originea sistemului
de coordonate?

Efectuam impreuna
Scrieti ecuatia circumferintei de raza 3, care este tangenta la ambele axe de
coordonate.

» Sevede in figura 33 ca astfel de circumferinte sunt patru. Deoarece OAOB —
este pdtrat cu latura 3, rezultd ca O, (3; 3). De aceea circumferinta cu centrul
in punctul Cfiare infatisarea: (x - 3)2+ (y - 3)2=09.

Analogic putem deduce ecuatiile si a altor circumferinte. Deoarece 0 2(3; -3),
03-3; -3), 04-3; 3), avem ca ecuatiile circumferintelor corespunzatoare sunt:
(x-3)2+(y+3)2=9, (x +3)2+ (y +3)2=9, (x +3)2+ (y - 3)2=0.

O  Pentru care valori ale parametrului a (a ®0) au contact exterior (tangenta
exterioard) cirumferintele ale caror ecuatii sunt x2+ y2- I0Ox + 21 =0 si
X2+ y2- 2x + 6y =a2- 10?

* Sa afldam coordonatele centrelor si razele circumferintelor date (fig.34).
Transformam prima ecuatie:

(x2- IOx + 25) - 25 +y2+ 21 =0; (X - 5)2+ y2=4.
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Deci prima ecuatie - aceasta-i ecuatia circumferintei cu centrul 0,(5; 0) de
raza Rx= 2.

Analogic pentru a doua ecuatie obtinem: (x2- 2x + 1) - 1+ (if + 6y + 9) - 9=
=a2- 10; (x - N2+ (y + 3)2=a2

Asadar, a doua ecuatie este ecuatia circumferintei cu centrul 0 A1; -3) de razalal.
Doua circumferinte au tangenta exterioard, dacd distanta dintre centrele lor este

egald cu suma razelor lor. Deoarece0 02= i_5f +(-3-0f = 6+9 =5

reiese ca circumferintele sunt tangente daca 2+a| =5, de unde |a|]=3, adica
a = +3. Agsadar circumferintele date sunt tangente exterior pentru a = 3.

Probleme si exercitii

E fectuati oral

158.

154.

155.

156.

Indicati coordonatele centrului si raza circumferintei, data de ecuatia:
a) (x- 22+ (y- 3)2=25; b) x2+ (y+ 1)2= 16;
c) x2+y2=1;d)(x + 5)2+y2="7.

Care din ecuatii sunt ecuatii ale circ-

umferintei:

a) X2+ y2=25;

b) 5x2+ 5(y - 1) =9;

c)(x + N2+ (y ~ 1)2= 16;

d) 3x2+ y2=27,

e) (X - 2)2+(y - 3)2=-4;

f) 4(x - )2+ 4(y + 5)2= 16?

Careia din circumferintele, reprezen-

tate in figura 35, corespunde ecuatia
circumferintei:

a) X2+ y2=1,

b) (x + N2+ (¥~ 3)2=4;

€) (x - 3)2+y*- ¢

d) (x + 2)2+ (y + 2)2=2?

De stabilit corespondenta dintre locul aflarii al centrelor circumferintelor
(1-4) si ecuatiile corespunzatoare ale acestor circumferinte (A-E).

1 Este situat Tn originea de coordonate. A(Xx- D2+ +1)2=1
2 Este situat pe axa absciselor OX B x+ D2+ (y- 3)2=16
3 Este situat pe axa ordonatelor OY C x2+ (y +5)2=25

4 Este egal departat de la axele de coordonate D x2+ y2="5

si nu este situat in originea de coordonate e (x + 3)2+ y2=9
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157.

158.

159.

160.

161.

162.

163.

164.

165.

166.

167.

168.

169.

170.

Scrieti ecuatia circumferintei cu centrul in punctul A(x; y) de raza R,
daca: a) A(-I; 2), R=5; b)A(0; 0), R =3; ¢)A(3; -1), B=V2; d)A(-3; -3),
R =6.

Scrieti ecuatiile circumferintelor,
reprezentate in figura 36.

Construiti in sistemul de coor-
donate trei circumferintei de raze
diferite si cu centre diferite. Scrieti
ecuatiile acestor circumferinte.

Compuneti ecuatia circumferintei
de diametrul AB, daca:

a) A(l;3), B(-5; -3);
b) A(-2; 4), B (6; -2);
¢) A(5; -1), B(-3; 5);
d) A(0; -3), B (1; 4).

Scrieti ecuatia circumferintei cu
centrul in punctul A(-1; 4), care:
a) este tangenta la axa absciselor
OX; b) are contact cu axa QY.

Scrieti ecuatia circumferintei de raza 5: a) cu centrul pe axa ordonatelor si
care este tangentd la axa absciselor; b) cu centrul pe axa absciselor, care este
tangenta la axa ordonatelor.

Scrieti ecuatia circumferintei de raza 4 cu centrul in punctul A(-2; 3). Oare
apartin acestei circumferinte punctele B(2; 4), C(-2; 7), B(l; -1), B(2; 3),
P(-6; 3), K{17; 2), P(-4; 3), r(-4; 3+2u4/3), m (-2 -2n/3; i)?

Scrieti ecuatia circumferintei cu centrul Tn punctul M (-1; 4), si care trece
prin punctul P(3; 1).

Scrieti ecuatia circumferintei cu centrul in originea de coordonate si care
trece prin punctul K(-3; -4).

Scrieti ecuatia circumferintei care este tangentd la axele de coordonate si
trece prin punctul M(2; 0).

Sunt date punctele A(Z1; -2) si B(5; 4). Alcatuiti ecuatia circumferintei: a) cu
centrul Tn punctul A si care trece prin punctul B; b) cu centrul in punctul
B si care trece prin punctul A.

Scrieti ecuatia circumferintei circumscrise triunghiului dreptunghic ABC,daca
A(3; 1), B(3; 7), C(-5; 1). Faceti desenul.

Scrieti ecuatia circumferintei circumscrise patratului ABCD si nscrise in el,
dacaA(-5; 2), B(-I; 6), C(3; 2), D(-I; -2). Faceti desenul.

Scrieti ecuatia circumferintei cu centrul pe axa absciselor si care este tangenta
la dreptele x =-2 si x =4. Faceti desenul.
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Scrieti ecuatia circumferintei cu centrul pe axa ordonatelor si care are contact
cu dreptele y = -3 siy = 5. Faceti desenul.

Scrieti ecuatia circumferintei cu centrul pe axa absciselor si care trece prin
punctul M(4; 2), fiind tangenta la circumferinta x2+ y2=29.

Problema deschisa

Alcatuiti si rezolvati o problema dupa

fig. 37.

Se da ecuatia circumferintei x2+y2=

= 25. Demonstrati cd AB este coarda

a circumferintei, si aflati distanta de la

centrul circumferintei pand la aceastad

coarda, daca:

a) A(-4; 3), B(-4; -3);

b) A{4; 3), B{5; 0);

c) A(3; 4), B(4; -3).

Gasiti centrul si raza circumferintei,

datd de ecuatia:

a) X2+ y2+ 2x =0;

b) x2+y2- Ay =5;

C) X2+ y2- 4x + 6y =3;

d) x2+y2- I0Ox + 2y =-6.

Aflati distanta dintre centrele circumferintelor ale caror ecuatii sunt:

a) X2+y2 + 6x=1six2+y2- 2Xx - 6y =6;

b) x2+ y2 +Ax - 10y =-4 si x2+ y2- 8x + 6y =7.

Cum sunt repartizate circumferintele (sunt tangente, se intersecteazad, nu au
puncte comune), date de ecuatiile:

a) (X- 3)2+ (y +2)2=4six2+y2- 2x - 2y = 14,

b) x2+ y2 + 6x =0 si x2+y2- 8y =-12;

C) X2+ y2 + 8x - 6y =0si (x - 22+ (y + 1)2=1;

d) x2+ y2 - Ax - 8y =-12 six2+y2- IOx -2y =-24?

Scrieti ecuatia circumferintei, circumscrise triunghiului ABC, daca:

a) A(3; 0), B(0; 0), C(0; -4);

b) A{-2; -2), B{-2; 1), C(-6; -2);

c) A(-3; -1), B(0; 3), C(3; -1).

AH — inaltimea triunghiului echilateral ABC, A(l; -2), H(A; 7). Scrieti
ecuatia circumferintei: a) circumscrise triunghiului ABC; b) inscrise n tri-
unghiul ABC.

Scrieti ecuatia circumferintei care trece prin punctele:

a) (4 -1), (2; 7), (-1; 2); b) (5 1), (-1; -3), (0; 2); ) (-6; -5), (-2; 1),
(-1; -4).

Se da circumferinta (x - 1)2+ (y + 2)2= 25. Aflati locul geometric al centre-
lor circumferintelor de raza 1, care au cu circumferinta: a) contact exterior;
b) contact interior.
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182. in dependentd de valorile parametrului a de examinat amplasarea reciproca
a circumferintelor: x2+ y2- 2x =0 si X2+ y2+ 4x =a2- 4.

183. Pentru care valori ale parametrului a circumferintele x2+ y2+ 8y + 15 =0
six2+y2- 6x - a2- 4a + 5=0 au: a) tangenta exterioard; b) tangenta interioard?

Insarcinare practica

184. a) Reprezentati dreptunghiul ale carui varfuri sunt situate in punctele (0; -2),
0; 2), (6; 2), (6; -2), luand drept segment unitate doua patratele. Constru-
iti Tn acest dreptunghi graficele ecuatiilor date mai jos, si voi veti vedea un
fragment al retelei de Tngradire.

(x -azay2= 1, a=0,1, 2, 3,4,
1

4,5, 6; 0<x<6; -2 <y<2

x -a2y+ 22=1a=0,1,23
2,3

d

4,5 6;0<x<6; -2 <y< 2
x -az(y- 2)2=1 a=0, 1, 4,5 6;,0<x<6; -2 <y<2.
6)in figura 38este reprezentat un esen decorativ, format de intersectia
circumferintelor unitate. Scrieti totalitatea ecuatiilor cu ajutorul carora se
poate obtine asa un ornament.

Probleme pentru repetare

185. Aflati perimetrul si aria trapezului ABCD, dacd A(-5; 2), B(-2; 6),
C(l; 6), D(4; 2).

186. Aflati coordonatele varfurilor patratului cu perimetrul 16, dacd unul din
varfurile lui este (-1; 2), iar laturile sunt paralele cu axele de coordonate.
Cate solutii are problema?

187. Aflati sinusul, cosinusul si tangenta unghiurilor ascutite ale triunghiului
dreptunghic cu varfurile (4; -1), (2; 5), (6; 1).

Figuri geometrice in produsele forjate



Ecuatia dreptei

Din cursul de algebra al clasei a 7-a voi deja stiti ca graficul fiecarei ecuatii de
gradul Tntai cu doud variabile este o dreaptd. Sd ardtdm cd este adevarata si afirmatia

inversa: fiecarei drepte a planului de coordonate 7i corespunde ecuatia liniara cu
doua variabile.

Admitem cd Tn planul de coordonate este datda dreapta | (fig.39). Notam doua
puncte A(mx; nt) si B(m2; n2) care sunt astfel, cd dreapta | va fi mediatoarea seg-
mentului AB. Pe baza proprietatii mediatoarei fiecare punct M(x; y) al dreptei
| este egal departat de la punctele A si B, adica MA =MB. Atunci (X - mX23+
+ (y - nj)2=(x - mA2+ (y - nd2 de unde

X2- 2xml+mf +y2- 2ynx+nf - x2+2xm2- ml - y2+2yn2- n2=0;

2xm2- 2xm1+2yn2- 2ynl+mf +n\ - ml -n 2=0;

x{2m2- 2m1)+y(2n2- 2nx)+m\ +n\ - m2-nl =0.

Fig.40

Notand 2m2-2ml=a, 2n2-2nl=b, m2+nf-m2-n2=c, obtinem ecuatia
ax + by + ¢ =0, ceea ce trebuia de demonstrat.

Sunt demne de atentie cazuri particulare.

1. Dacd a =0, bp0, ecuatia dreptei va avea aspectul by + ¢ =0, de unde

y:-— ; Aceasta este ecuatia dreptei , paralele cu axa OX (fig.40).
2. Daca b=0, a®0, atunci ecuatia dreptei va avea forma ax + ¢ =0, de unde

£
X =--—--. Aceasta este ecuatia dreptei , paralele cu axa OY (fig. 41).

3. Dacac=0, a®0 si bg0, atunci ecuatia dreptei va avea aspectul y ---Ex.

Aceasta-i ecuatia dreptei care trece prin originea de coordonate (fig.42).
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Ecuatia ax + by + ¢ = Ose numeste ecuatia generald a dreptei.
S& scriem aceasta ecuatie Tn altd forma. Daca b®Q atunci impartim partile

stanga si dreapta ale ecuatiei ia o i ou

a u ¢
~J =k’ b
cul ei.

Sa clarificam sensul geometric al co-
eficientului k. S& luam pe dreapta Zdoua
puncte arbitrare A(xp, yt) si B(x2 y2
(fig.43). Avem y1=kxt+p si y2=hx2+p.
Scédzand din a doua ecuatie prima, obti-
nem y2-y x=k(x2- Xj), de unde pentru

p, obtinem ecuatiay kx +p. Amintiti-va functia liniarei si grafi-

x1eox2 k=——— . Din figura 43 se

vede ca X2-X _ AC
unghiul, pe care il face dreapta cu directia pozitivd a axei absciselor OX.

Cazul, cand 90°<a<180°, examinati-1 de sine statdtor.

Asadar, Tn ecuatia dreptei y =kx +p coeficientul k =tga, unde a — unghiul,
pe care 1l face dreapta cu directia pozitivd a axe OX. De aceea numarul k se
numeste coeficient unghiular, iar ecuatia dreptei, scrisa in formay = kx + p, —

ecuatia dreptei cu coeficient unghiular.
Se poate demonstra urmatoarea afirmatie.
Daca dreptele si 12sunt date cu ecuatiile y =kx + Pi si y =kX + p2 atunci:
1) 4|12 atunci si numai atunci, cand kx=k2si px®p2;
2) Z L2 atunci si numai atunci, cand k1ek2= -1.
De exemplu, dreptele y =2x + 3 si y = 2x sunt paralele, deoarece kt =k2=2, iar

drepteley =2x + 3si y ;x sunt perpendiculare, deoarece k Jk2 %) -1

=tg a, undea —
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PENTRU CEI CURIOSI

Afara de ecuatia generald a dreptei si a ecuatiei cu coeficient unghiular exista
si alte tipuri de ecuatii ale dreptelor. S& examindm unele din ele.

S& scriem ecuatia dreptei care trece prin doud puncte A(xy Yy,) Si B(xy Y29
(fig.44). Ludm pe dreapta /un punct arbitrar M(X; y). Triunghiurile dreptunghice

AKB Si APM sunt asemenea, deoarece unghiurile lor ascutite de la varful A sunt
. X _X w_y . . -
egale. Atunci AP :AK =M P:BKSau -----—- - =----——-— Am obtinut ecuatia dreptei,

care trece prin punctele A siB.

Si invers, dacd coordonatele x si y ale unui punct oarecare M(x; y) satisfac
aceastd ecuatie, atunci AP:AK=MP:BK,din ceea ce urmeazad asemanarea triun-
ghiurilor APMsiA/CB. Atunci ZPAM =ZKAB, iar aceasta inseamna, ca punctul M
este situat pe dreapta /.

Asadar, ecuatia X X y:y-'. — aceasta-i ecuatia dreptei care trece prin
doua puncte date. Yr-Yn

Daca dreapta / intersecteazd axele de coordonate in punctele Ata; 0) si
B(0; b) (fig.45), atunci, aplicand ecuatia anterioard, obtinem: x 3=/~ 7,
Atunci - —+1=— sau —+—=1 Aceasta este ecuatia drepteiprin segmentele depe
axe, deoarece numerele a si b arata ce segmente taie dreapta | pe axele de coordonate.

n

Intrebari si insarcinari pentru autocontrol

1. Ce figurd este graficul ecuatiei de gradul ntéi cu doua variabile?
Dar graficul functiei liniare?

2. Care este ecuatia generald a dreptei?

3. Care este ecuatia dreptei cu coeficient unghiular?

4. Care este sensul geometric al coeficientului unghiular?

5. Formulati conditia de paralelism a doua drepte.

6. Formulati conditia de perpendicularitate a doud drepte.
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E fectuam impreuna

Scrieti ecuatia dreptei, care trece prin punctele A(2; 1) si B(4; -3).

® Primul procedeu.
Sé ne folosim de ecuatia dreptei cu coeficient unghiulary =hx +p. Deoarece
dreapta trece prin punctele A si B, coordonatele punctelor date satisfac ecu-
atia, adicd 1 =2k +p si -3 =4k +p.
Am obtinut sistemul de ecuatii

j2k+p=1,
{4k +p =- 3.
Sé& scadem prima ecuatie din a doua, obtinem: 2k =-4, de unde, k =-2.

Atunci din prima ecuatie: p = 1 - 2k = 5. Agsadar, ecuatia dreptei va avea
aspectul: y =-2x + 5,

Al doilea procedeu.

Deoarece, k = , atunci in cazul dat k =——_=— =-2. Atunci ecuatia

x2-x1 4 -22
va avea forma: y =-2x +p.inlocuim in aceasta ecuatie coordonatele puctului
A(2; 1). Obtinem: 1=-4 +p, de unde p =5. Atunci ecuatia dreptei va avea
aspectul y =-2x + 5.

Al treilea procedeu.
Sé folosim ecuatia dreptei care trece prin doud puncte date, X—=—

Tn cazul nostru z —ﬂ----- adicg-------=--—--- sau-----— ——, de unde

X_
4-
-2(x - 2) =y - 1. Simplificand ecuatia, obtinem: y =-2x + 5.

O Scrieti ecuatia dreptei , care trece prin punctul Af(3; 5>/3) si face unghiul
de 60° cu directia pozitiva a axei absciselor. OX.

e Scriemecuatia dreptei date in forma: y=hx+p. Deoarece k =tg a =tg 60° = %3,
reiesd ca ecuatia dreptei poate fi scrisd sub aspectul y =>I3x+p. Tnlocuind in
aceasta ecuatie coordonatele punctului M, obtinem: 5\/3 =33 +p, de unde
p =2n/3. Deci, ecuatia dreptei cdutate estey =y[3x +2n[3.
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Probleme si exercitii

E fectuati oral

189.

190.

191.

192.

193.

194.

195.

196.

197.

198.

199.

200.

201.

202.

203.

Oare trece prin originea de coordonate dreapta, a carei ecuatie este

QX +y=0;b)2x+y=3;¢)x - y=0;d)y=-3x;e) y =4x + 2?

Care este ecuatia dreptei, dusa paralel la axa ordonatelor prin punctul:
a) M(5; -3); b) L, -2; 8); ¢) P(0; 3); d) K(4; 0)?

Care este ecuatia dreptei care este paraleld cu axa OX si trece prin punctul:
a) E(2; -7); b) F(-1; 5); ) L(0; -2); d) K(3; 0)?

Aflati distanta de la originea de coordonate pand la dreapta, datd cu ecuatia:
aQ)y-2=0;b)x+5=0;c)y=2x;d)x +3y=0.

Indicati ecuatiile dreptelor, care sunt tangen-

te la circumferinta x2 + y2= 16 si paralele

cu: a) axa absciselor OX; 6) axa QY.

Careia din dreptele, reprezentate n fig.46,

1i corespunde ecuatia:

aAx=2,b)y=x+3;c)y=-3;

dy=x;ey=-x-2?

Numiti coeficientii unghiulari ai dreptelor,

date cu ecuatiile:

y=3x;y=2x +5;y =8 - 4x;

X-y=0;5x +y=2; 2x - 6y =3.

Cu ce este egal coeficientul unghiular al

dreptei, care taie pe axele de coordonate

segmente egale? )
Fig.46

Construiti dreptele si gasiti coordonatele punctelor de intersectie ale lor cu
axele de coordonate: a) y =2x + 3; b) x + y =5; ¢) 2x + 5y = 10.
Construiti dreptele care trec prin punctul M (2; -4) si sunt paralele cu axele
de coordonate. Scrieti ecuatiile lor.

Oare trece dreapta data de ecuatia 6x - 5y - 10 = 0, prin punctele
A(-5; -8), 5(1; -0,8), C(4; 4), D(0; -2), E(-3; -2)?

Fara a face constructia aflati coordonatele punctelor de intersectie a dreptei
2x + 3y =6 cu axele de coordonate.

Aflati coordonatele punctelor de intersectie ale dreptelor 4x + 5y + 10 =0
six +4y - 3=0.

Scrieti ecuatia dreptei care trece prin originea de coordonate si punctul:
a) (3; 2); b) (-5; 5); ¢) (-1; 3); d) (-4; -2).

Scrieti ecuatia dreptei care trece prin punctele: a) A(1; 3) si b(5; -1);
b) C(-1; 2) si D(0; 3); ¢) M(0; 4) si N(5; 0); d) £(3; -5) si F(4; 1).
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204.

205.

206.

207.

208.

2009.

210.

211.

212.

213.

214,

215.

216.

217.

218.

Folosind datele tabelului, scrieti ecuatiile dreptelor AB, AC s.a.m.d.
B(I; 3) C(-2; 9) D(2; -2) E(~3; -4)
A(0; 0)
M(-1; 4)

Ce unghi face dreapta cu directia pozitivd a axei OX: a) x +y - 2 =0;
b) x - y =4; ¢) x/3y=3; d) 3x+\/3y-1=0?

Scrieti ecuatia dreptei, care trece prin punctul A(2; -4)si are coefi-
cientul unghiular h, daca: a) h =2; b) h=1; ¢c) h =-3;d) h =-0,5.
Scrieti ecuatiile dreptelor care trec prin punctul M(3;—2)si-s para-
lele cu dreapta: a) y =2x + 5; b))y =-x + 2; ¢) x +2y- 2 =0
d) 2x + 3y - 4=0.

Se stie ca graficul functiei y =ax + 2 trece prin punctul A(-2; 6). Aflati
valoarea parametrului a. Construiti aceasta dreapta.

Pentru care valoare a lui b dreaptay = -3x + b trece prin punctul M (-1; 4)?

B

Scrieti ecuatiile dreptelor, reprezentate
n fig.47.
Scrieti ecuatia dreptei care trece prin
punctul A(l; 4) si face cu directia po-
zitiva a axei absciselor unghiul: a) 30°;
b) 60°;, c) 45°, d) 120°; e) 135°
Scrieti ecuatia dreptei care trece prin
punctul A(l; 4) si margineste impreuna
cu axele de coordonate un triunghi is-
oscel. Aflati aria acestui triunghi.
Demonstrati ca segmentul cu extremi-
tatile in punctele M (-3; 2) si N(6; -4)
trece prin originea de coordonate.
Alcétuiti ecuatiile dreptelor AB, AC
si BC, dacdA(-3; 3), b(3; 5), C(7; -5).
Punctele A(-2; 0) si C(4; 0) —sunt
varfurile triunghiului echilateral &ABC.Scrieti ecuatiile dreptelor cérora le
apartin laturile si Tndltimeile triunghiului dat.
Compuneti ecuatiile dreptelor cdrora le apartin medianele si inaltimile
aMNK, daca M (-4; 2), N(2; 6), K(8; -4).
Deduceti ecuatiile dreptelor cdrora le apartin laturile patratului cu perimetrul
20n/2, daca diagonalele lui sunt situate pe axele de coordonate.
Compuneti ecuatiile dreptelor carora le apartin laturile rombului cu unghiul
ascutit 60°, dacd diagonala mai mare a lui este egald cu 10 si apartine axei
ordonatelor OY, iar cea mai mica - axei OX.



50 Capitolul 1. Metoda coordonatelor in plan

219. Sunt date ecuatiile dreptelor carora le apartin laturile triunghiului: 2x - y +
+4=0,7Z+x- 7=0,x - 3y - 3=0. Aflati coordonatele varfurilor lui.

220. Oare pot laturile paralelogramului apartinea dreptelor x - y + 3 = 0;
X+ 6z/-25=0;x-2z/-4 =0;x + 6z/-3 =0? Daca da, atunci aflati co-
ordonatele varfurilor lui.

221. Stabiliti corespondenta dintre dreptele (1-4) si lungimile coardelor (A-E), pe
care aceste drepte le taie Tn circumferinta x2+ y2- 6x + 2y - 15 =0.

1 y=x-3 A 475
2 =3 B 8
3 y:-2x C 7”2
4 X=6 D6

E 207

222. Stabiliti repartizarea reciproca a circumferintei si a dreptei, date de ecuatiile:

a) X2 +y2=25; 3x +y - 15 =0;

b) (x - 52+ (y ~ 5)2=8; 2x +y =6;

C) X2 +y2+4x - 2y - 14=0;x - y +2=0;
d) x2 +y2- 6x- 8y +17=0;x - y +3=0.

223. in figura 48 sunt reprezentate trei antene M, N, P, coordonatele lor si do-
meniile de deservire. in matematica divizarea unei cantitati finite de puncte
ale planului, la care fiecare domeniu al divizarii (celuld) formeaza o multime
de puncte, cele mai apropiate de unul din elementele multimii, este numita
diagrama Voronai. Muchiile celulelor in diagrama Voronai se construiesc ca
mediatoarele segmentelor MN, NP si MP. Scrieti ecuatiile muchiilor ale dia-
gramei Voronai si coordonatele punctului O - a varfului diagramei Voronai
pentru domeniile de divizare ale antenelor M, N, P.

Voronéi Gheorghii Feodorovici
(1868-1908)

224. Cu ce sunt egali coeficientii a si b ai dreptei ax + by = 2, daca ea trece prin
punctele M (-2; -2), N(8; 3)?’

225. Pentru care valori ale parametrului a dreapta y =x + 5 si circumferintd x2+
+ y2= a2 sunt tangente?
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226. 1n figura 49 in sistemul rectangular de
coordonate este reprezentatd tabla de sah,
care contine 64 de campuri:
a) Care este cea mai mare cantitate de
cadmpuri care pot fi intersectate de o sin-
gura dreapta? Cate exista astfel de drepte?
Scrieti ecuatia unei astfel de dreapta.
b) Scrieti ecuatiile dreptelor care dau céteva
mutari posibile ale reginei, reprezentatd in
figurd. Coordonatele reginei (2,5; 3,5). T

Fig.49

P robleme pentru repetare

227. Construiti circumferinta x2+ y2- 8x + 6y =0.

228. Oare sunt concentrice circumferintele (x - 1)2+ (y +4)2=4 si x2+y2- 2x+
+8y +1=07

229. Stabiliti tipul pABC, daca A(-2; 3), B(4; 6), C(8; -2).

230. Aflati perimetrul si aria triunghiului, doud laturi ale caruia sunt egale cu
5cm si 12 cm, iar unghiul dintre ele este de 90°.

Paralelism in interiorul unei cladiri
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Probleme cu desene gata

AN, BP, CM — mediane

ABCD — napanenorpam,
A(-4; 3), D(L; -1), M(5; 4)
Coordonatele punctelor B si C

A(-4;3),b(4; 7), C(7; 1), A-1; -3).

De demonstrat:
ABCD —

dreptunghi

Scrieti ecuatiile dreptelor si circumfeintelor

A(2; 3), B(4; 5). A(-1; -1), B(l; 3), C(5; 1).
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Lucrarea independenta 1

1°* Comparati cu zero valoarea expresiei sin 130° ecos 50° «tg 80° ecos 150°.

2°.

3*.

1.
2°.

3*.

1.
2°.

3*.

1.
2°.

3*.

Scrieti ecuatia circumferintei cu centrul in punctul A (-2; 3), care trece prin
punctul B(1; -1).
Scrieti ecuatia medianei AM aABC si aflati lungimea ei, dacd A(-3; 2),
B(4; 1), C(5; -4).

Comparati cu zero valoarea expresiei cos 125° esin 135° ecos 20° «tg 130°.
Scrieti ecuatia circumferintei cu centrul in punctul A(4; 3), care este tangenta
la axa absciselor OX.

Scrieti ecuatia liniei medii MN aABC (MNWAC) si aflati lungimea ei, daca
A(-1; -3), B(3; 7), C(5; 1).

Comparati cu zero, valoarea expresiei tg 123° esin 132° ecos 15° esin 15°.
Scrieti ecuatia circumferintei cu centrul in punctul A(l; -3), care trece prin
originea de coordonate.

Scrieti ecuatia medianei AM a triunghiului ABC si aflati lungimea ei, daca
A(3; 5), B(-4; 2), C(2; -4).

Comparati cu zero valoarea expresiei cos 20° esin 135° scos 120° stg 23°.
Scrieti ecuatia circumferintei cu centrul Tn punctul A(4; 3), care este tangenta
la axa ordonatelor OY.

Scrieti ecuatia liniei medii MN a trapezului ABCD (BCW\AD) si aflati lungi-
mea ei, daca A(3; -3), B(-1; 1), C(3; 3), D(5; 1).
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n

Insarcinarile teste 1

Aflati lugimea segmentului AB, daca
A(L; 2), B(L 6).

Sunt date punctele A(-1; 3) si
B (5; 6).Aflati coordonatele punctului
M, care imparte segmentul AB in ju-
matati.

Care dreapta este paralelda cu dreapta

y =3x + 5?

Care semn trebuie pus in loc de *

sin 128° * cos 128°7?

Care dreapta face unghiul 135° cu di-
rectia pozitiva a axei absciselor 0X7

Raza carei circumferinte este egala cu 4?

AB — diametrul circumferintei. Care
din ecuatii este ecuatia acestei circum-
ferintei, daca A(l; 3), B(-1; -3)?

Indicati egalitatea neadevarata.

Care din ecuatii este ecuatia diametrului
circumferintei xI +y1 =25, dus prin
punctul A(3; 4)?

Care din drepte nu este tangenta la
circumferinta x2+ (y - 2)2=9?

Capitolul 1. Metoda coordonatelor in plan

a) 2n/17;
b) 4;

a) M(4; 9);
b) M(6; 3);

a)y =5
b) 3x +y =4;

a) >;

b) <;
a)y-x=3
b) y =2 - 0,5x;

a) x2+y2=4;

c) 2n/6;
d) 16.

c) M(3; 1,5);
d) M(2; 4,5).

c)y- 3x=2
d) x + 3y =6.

Cc) =
d) nu putem
stabili.

c)x +y =5
d) n/3x-r/=7.

b) (x - N2+ (y~ 2f =16;
c) (X +2)2+y2=2;
d) x2+ (y - 2)2- 8 =0.

a) x2+y2=10;

b) (x - 1f + (y- 3)2= 10;

c) x2+y2=y/l0;

d) (x-1)2+ (y-1)2=Vio.

a) sin2140° + cos2140° = 1;
b) sin 23° = -sin 157°;

c) cos 57° = sin 33°

d) cos 123° = -cos 57°.

a) 3x + 4y =25;
3

b) y=—x;

a) x =3

b) y =3;

C)y :ix;

d) 3X + 4y =5,

c) X =-3;
dy=-1.
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Probleme tipice pentru lucrarea de control

1°

2°.

3°.

4°,

5*.

6*.

.

8*.

9**

10%*,

Aflati lungimea segmentului KP si
coordonatele mijlocului lui, daca
K(1; -3), P(7; 5).

Aflati unghiurile trapezului drept-
unghic dacé cosinusul a unuia din

ei este egal cu

in figura 50 este reprezentata

circumferinta cu centrul A si di-

ametrul ei BC.

Scrieti coordonatele punctelor A,

B si C.

Alcadtuiti ecuatia: a) circumferintei,

reprezentata in figurd; b) a dreptei

BC. Fig.50

M —mijlocul segmentului AB.
Aflati coordonatele punctului A,
dacd M(1; 4), b(3; -5).

Demonstrati ca triunghiul cu varfurile in punctele A(-3; -1), B(-1; 5),
C(5; 3) este isoscel.

Aflati coordonatele punctului M, care apartine axei absciselor si este egal
depdratat de punctele A(5; 4) si B(-2; -3).

Sunt date trei varfuri consecutive ale paralelogramului ABCD: A(-1; 1),
B(3; 3), C(3; 0).Aflati coordonatele varfului D.

Aflati lungimea coardei, obtinute in urma intersectiei circumferintei
(x - 5)2+ (y —3)2=4 cu dreapta y =x —4.

. Determinati tipul patrulaterului cu varfurile in punctele A(-5; 1), B(-3; 5),

C(3; 2), B(l; -2). Aflati perimetrul, aria lui si scrieti ecuatia circumferintei
circumscrise lui.

Pentru care valori ale parametrului acircumferintele x2+ y2+ 2x - 4y=4six2+ y2-
- 6x + 2y =a2- 10 au: a) contact exterior, b) contact interior?

Mareatafapta a lui Descartes . crearea geometriei
analitice - construireapodului intre algebra si geometrie.
S.G.Vavilov
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Sinusul si cosinusul unghiului a — ordonata si abscisa punctului al circumfe-
rintei unitate, care corespunde unghiului dat (fig.51). Tangenta unghiului - raportul
sinusului al acestui unghi catre cosinusul lui.

sina

Fig.51

Sinusul, cosinusul si tangenta unghiului, luate Tmpreund, se numesc functiile
trigonometrice ale acestui unghi.
Pentru fiecare unghi a sunt adevarate identitatile:
sin2a +cos2a =1,
sin (180°- a) =sina; cos(180°- a)=- cosa;
sin (90°- a) =cosa i cos(90°- a) =sina.
Pentru orice puncte A (xj; yX si B (x2 y2) se pot calcula coordonatele mijlocului
al segmentului AB si lungimea segmentului AB.
Fiecare coordonatd a mijlocului segmentului
este egald cu semisuma coordonatelor corespun-
zatoare ale extremitatilor lui (fig.52). Adicd, daca
extremitatile segmentului suntA(xxyt)siB(x2y2),
atunci mijlocul segmentului dat este punctul M
cu coordonatele
X1+x2 g N+¥%
2 - 2

Distanta dintre punctele A(xx; yX si B(x2 y2:

AB =AIl(x2- xtf +(y2-y If .

Ecuatie a figurii in planul de coordonate se numeste ecuatia cu doud variabile
care este satisfacuta de coordonatele fiecarui punct al figurii date si numai de
coordonatele punctelor ei.

Ecuatia circumferintei de raza r (fig.53) cu centrul in punctul A(a; b) are
forma (x - a)2+ (y - b)2=r2

Daca centrul circumferintei de raza r este situat Tn originea sistemului de co-
ordonate, atunci ecuatia ei este x2+ y2=r2 (fig.54).



Principalul in capitolul 1 S57

Fig.53

Fiecarei drepte din planul de coordonate fi corespunde o ecuatie liniard cu doud
variabile ax + by + ¢ =0. Asa o0 ecuatie este numitd ecuatie generald a dreptei.
Daca ¢ =0, iar coeficientii a si b sunt diferiti de zero, atunci acestei ecuatii Ti

yX. care trece prin originea de coordonate (fig.55).

Yi c Vik . cC
v=—b K=
C
~b
0 X 0 c X
a
Fig.56 Fig.57

£
Daca coeficientul a=0, iar bg0, atunci ecuatiei 7i corespunde dreapta y =~—,
care este paralela cu axa absciselor (fig.56).

Daca b =0 si a®0, atunci acestei ecuatii Ti corespunde dreapta X :---(-:, care
este paralela cu axa ordonatelor (fig.57). a

Daca a=0, b=0si ¢ =0, atunci ecuatia ax + by + ¢ =0 este satisfacutd de
orice punct al planului de coordonate.

Daca tnsa a =0, b=0si cp0, atunci aceastd ecuatie nu este satisfacuta de
coordonatele nici a unui punct.

Egalitatea y =kx + b — ecuatia dreptei cu coeficient unghiular.

k =

=tga (X, ®xr), undea — unghiul, facut de dreapta cu directia

pozitivd a axei absciselor.
Daca dreptele Ixi 12sunt date cu ecuatiile y =ktx + blsiy =k + b2 atunci:
1) 4|12 atunci si numai atunci, cand =k2sipx®Pp2;
2) Z L2 atunci si numai atunci, cand k1lek2=-1.

X-Xt = y-yx
x2-x] y2-y]

A(xi; z/d si B(x2 y2).

aceasta-i ecuatia dreptei care trece prin doua puncte



Exista deosebire, Tnsa nici o opozitie, intre teorie si
practica. Teoria depinde depractica, iarpractica trebuie

sa preceada teoriei.

Pepamant nu este nimic mai uimitor decat omul si
nimic mai de seama decat mintea oameneasca.

Una din solutiile saradei
Hamilton ,,in jurul lumii”

UILIAM ROYEN
HAMILTON

(1805-1865)

* Ilustru matematician, fizician si astro-
nom irlandez.

* Unul din cei mai remarcabili mate-
maticieni mondiali ai secolului XIX.

* Lucrarile lui se evidentiaza prin
adancimea gandului si originalitatea
metodelor cu pecetea de genialitate
proprie lor.

n multiplele sale inventii el a fost pre-
decesorul contemporanilor sai. Des-
coperirile lui fundamentale Tn mate-
matica se referd la numerele complexe,
cuaternioni, calcul vectorial si analiza
vectoriala, teoria ecuatiilor diferentia-
le s.a.



Capitolul 2 Section 2

Vectori Vectors
in plan In The Plane

Vectorul - una din notiunile fundamentale ale matematicii. Istoria aparitiei si
a dezvoltarii lui este complicatd si interesantd. Cel putin trei izvoare au creat baza
si au dat puteri calcului vectorial. Acestea-s cel geometric (calculul segmentelor),
mecanic (examinarea marimilor vectoriale) si cel algebric (teoria cuaternionilor).
Cea mai generala teorie vectoriala a fost construita la Tnceputul secolului XX pe baza
axiomatica.

Metoda vectoriald de rezolvare aproblemelor este 0 metoda importanta si puternica
a geometriei elementare.

Afirmatiile demonstrate cu ajutorul ei sunt adevarate nu numai pentru figurile din
plan, dar si chiar pentru spatiile tri si n - dimensionale.

n acest capitol veti face cunostintd cu notiunea de vector si interpretarile diferite
ale lui, osavainvatati a efectua operatii cu vectori si sa folositi proprietatile vectorilor
la rezolvarea problemelor.

§ 7 Vectori | Vectors

§ 8 coordonatele vectoru ui | Vectors Coordinates

Adunarea si scaderea Vectors Addition
§ 9 vectorilor and Subtraction

§ 10 Tnmultirea vectorilor Vector Multiplication

CuU un numar by a Number
Produsul scalar Vectors Scalar
§11 al vectorilor Product
§ 1 2 Aplicarea vectorilor | Vectors Use
PROIECT DE INVATAMANT EDUCATIONAL PROJECT
"Metoda vectoriala de “Tasks Uniting Vectorial

rezolvare a problemelor” Method”



Necesitatea studierii vectorilor

Cu ajutorul metodei vectoriale este comod de
caracterizat obiectele geometrice si alte figuri, si corelatiile
dintre ele. Anume de aceea vectorii se folosesc efectiv In
matematica, fizica, chimie, astronomie si in alte stiinte ale
naturii.

L

n edituri, agentiile de publicitate si
oficiile design zilnic sunt create si afisate pe
ecrane si Tn tipar multiple si diverse imagini.
Astfel de lucréri se efectueaza cu mijloacele
tehnologiilor computerizate pe baza unor ]
programe speciale, si anume - a grafiei
computerizate. Unul din felurile grafiei
computerizate este grafia vectoriald, in care
pentru descrierea imaginei sunt folositi
vectorii (spre deosebire de grafica de rastru
care descrie imaginea ca un masiv de puncte).

Unde mai sunt folositi vectorii? Aduceti exemple.

........
........
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Multiple marimi fizice asa ca forta, viteza, acceleratia se caracterizeaza nu numai
cuvalorile numerice, ci si cu directia. De exemplu, pentru a caracteriza miscarea unui
corp nu este suficient de-a spune ca el se misca cu viteza de 10 minute pe secunda,
trebuie de indicat si directia miscarii lui. Pe drumuri directiile obligatorii a miscarii
sunt determinate de semnele rutiere (fig.58).

Fig.58

Marimile, care se caracterizeaza nu numai cu valorile numerice, dar si cu directiile, se
numesc vectoriale, iar valorile marimilor vectoriale - vectori.

Segment orientat - acesta-i segmentul, pe care este indicatd directia. Una din ex-
tremitdtile lui se considera origine, iar a doua - extremitate, capat. Pe desen directia
se reprezintd cu o sageata. Daca A si b — originea si extremitatea segmentului orientat,
atunci el este notat astfel: AB (fig.59). Uneori segmentele orientate se noteaza si cu
litere minuscule: &, x sa

Distanta dintre origine si extremitate - lungimea segmentului orientat. Ea este de
asemenea numitd modulul sau lungimea vectorului AB, si se noteazd \a b \ sau |a.
A reprezenta vectorii cu segmente orientate este comod, deoarece astfel de reprezentari
sunt intuitive. Tn figura 60 patru segmente orientate reprezinta cele mai importante forte

care actioneaza asupta avionului ce se afla Tn zbor: & — forta de tractiune, b — forta
de ridicare, ¢ — forta de rezistenta a aerului, d — forta de greutate.

Fig.59 Fig.60
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Observatie. Vectorul si segmentul orientat, care reprezinta acest vector - nu
este una si aceeasi. Dar pentru simplificarea expunerii Tn cele ce urmeaza in loc
de Tmbinarea de cuvinte ,vectorul, reprezentat de segmentul orientat AB»si ,,5eg-
mentul orientat care reprezinta vectorul AB» vom scrie pe scurt: ,vectorul AB».

Doi vectori se numesc coliniari, daca ei sunt amplasati pe aceeasi dreaptad sau
drepte paralele.

Vectorii coliniari pot fi coorientati, adica orientati Tn acelasi sens (fig.61), sau
orientati Tn sens opus (fig.62). Vectorii coorientati se noteaza cu semnul 77, iar
orientati Tn sens opus - cu semnul Ti. De exemplu, in figura63: &TTc, iar bTic.

Fig.61 Fig.62 Fig.63

Vectorii orientati in sens opus cu moduli egali se numesc vectori opusi (fig.64).
Doi vectori se numesc egali, daca ei sunt coorientati si au moduli egali (fig.65).
Se scrie:  AB =XY.

Fig.65

Daca modulul vectorului este egal cu 1, el este numit vector unitar.

Segmentele orientate reprezintda numai vectori nenuli. Afard de ei exista si vec-
torul nul, care nu are nici lungime, nici directie. El se noteazd cu simbolul 6
sau AA, BB s.a. Ne putem imagina vectorul nul ca vectorul extremitatea caruia
coincide cu originea. Vectorul nul se considera coliniar cu orice vector. Modulul
vectorului nul se considera egal cu zero.

De la orice punct se poate depune un vector, care este egal cu vectorul dat, si
numai unul. A depune vectorul AB de la punctul X — aceasta Tnseamna de
desenat un astfel de segment orientat X Y, ca XY =AB. Fie ca se da vectorul
AB i punctul X. Sd ardatdm cum de la punctul X de depus vectorul XY, care
este egal cu vectorul AB.
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1. Daca punctul X apartine dreptei a, care contine vectorul AB (fig.66, a),
atunci de la punctul X trebuie de depus segmentul XY, a carui lungime este egala

cu lungimea vectorului AB. Directia vectorului XY coincide cu directia vectorului
AB (fig.66, b)

Fig.66

2. Daca punctul X nu este situat pe dreapta a, careia i apartine vectorul AB
(fig.67, a), atunci prin punctul X trebuie de dus dreapta b, paraleld cu dreapta a
si de depus de la punctul X segmentul XY, lungimea caruia este egald cu lungi-

mea vectorului AB. Directia vectorului XY coincide cu directia vectorului AB
(fig.67, b). -
3. Daca AB =0, atunci vectorul cautat va fi vectorul XX.

— PENTRU CEl CURIOS|-----nmmmermmme-

Cu unul si acelasi cuvant ,vector” deseori
sunt numite diferite notiuni, deoarece vectorii
sunt liberi, legati, alunecatori. Vectorul liber se
determind numai de lungime si directie, iar cel legat Fig.68
- de lungime, directie si de punctul de aplicare.
Doud segmente egale ca lungime si la fel orientate
inseamna unul si acelasi vector liber (fig.68).

Doi vectori legati, notati cu segmente egale ca
lungime si la fel orientate, nu totdeauna sunt egali
(fig.69). Forta F nu poate fi inlocuitd cu forta Fv
deoarece una din ele roteste scriptele Tn o directie,
iar a doua - Tn directia opusa.

Fizicienii frecvent folosesc vectorii legati si le re-
prezinta cu sageti rectilinii, deoarece asa reprezentari
sunt intuitive. in matematica se examineaza numai
vectori liberi si sunt definiti ei nu numai cu sageti,

ci si cu perechi de puncte, perechi de numere s.a. Fig.69
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n

Intrebari si insarcinari pentru autocontrol

1. Care mdrimi sunt numite vectoriale?

2. Aduceti exemple de marimi vectoriale.
3. Cum sunt reprezentati si notati vectorii?
4. Care vectori se numesc coliniari?

5. Care vectori se numesc egali? Dar opusi?
6. Ce se numeste modulul vectorului?

7. Care vector se numeste unitar? Dar nul?

E fectuam impreuna

Demonstrati ca daci mijlocurile segmentelor AC si BD coincid, atunci AB =DC.

Admitem c& M — este mijlocul comun al segmentelor AC si BD. Dacé seg-
mentele date nu sunt situate pe aceeasi dreaptd, atunci patrulaterul ABCD
— paralelogram (fig.70). Laturile opuse ale paralelogramului sunt paralele

si egale. De aceea AB =DC. Dacd segmentele date apartin aceleasi drepte,
atunci ele pot fi repartizate asa, cum se reprezinta in figura 71.

A D M B C
[I— 1 I [ Je— *
A B M D C
B c e [ Ly S e
B A M C D
B C ™ A D
Fig.70 Fig-71

n fiecare din aceste cazuri segmentele orientate AB si DC au lungimi ega-
le si aceleasi directii. Asadar, totdeauna AB =DC.

O ABCD — patrat (fig.72). Oare sunt egali vectori ABsi BC? Dar vectorii
MN si AO (M si N — mijlocurile laturilor AB si BC)?
» Vectorii AB si BC nu sunt egali. Mdcar cé ei au ace-
leasi lingimi, Tnsa directiile lor sunt diferite.
MN — linia medie aABC, de aceea MNWAC, iar
aceasta Tnseamnd, ca MNWAO si MN =0,5 AC =

= AO. Deci, vectorii MN si AO sunt coorientati si
au lungimi egale, de aceea MN =AO. Fig.72
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Probleme si exercitii

E fectuati oral

231. Care din vectorii reprezentati in figura 73 sunt:

a) coliniari; b) coorientati; c) orientati in sens opus?

232. Punctu O —mijlocul segmentului AB. Oare sunt
coliniari vectorii AO si Ob? Dar vectorii AO si
BO ? Oare sunt egali acesti vectori?

233. Triunghiul ABC — echilateral. Oare sunt egali vec-
torii AB, BC si AC? Fig.73

234. ABCD — patrat. Oare sunt egali vectorii AB si
CD, CB si W, AC si BD?

235. Care din vectorii reprezentati Tn figura 74 sunt: ¥ b/
coliniari; b) coorientati; cjorientati in sens opus?
Determinati lungimile acestor vectori, luand drept
unitate lungimea laturii patratelului. Oare sunt printre /
ei vectori egali? Dar opusi? d/ e

236. 1n figura 75 sunt reprezentate doua triunghiuri
echilaterale egale AFB si BDC, in care punctele A,
B si C apartin aceleasi drepte. Se stie ca AB =p,
AB =q, DC =r. Care din afirmatiile, aduse mai jos,

este adevaratd? Fig.74

237. Desenati doua segmente orientate, amplasate: a) pe aceeasi dreapta; b) pe
drepte paralele, c) pe drepte perpendiculare.

238. Desenati segmentele orientate AB si AC cu lungimile de 2 cm si 3 cm co-
respunzator, daca vectorii AB si AC sunt: a) necoliniari; b) coorientati;
cjorientati Tn sens opus.

239. Desenati doi vectori, care au lungimi egale si sunt : a) necoliniari; b) coori-
entati; c) orientati Th sens opus. Tn care caz vectorii sunt egali? Dar opusi?
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240. ABCD — dreptunghi. Oare sunt vectori egali printre vectorii AB, AD, BC,
CD, AC, BD? Care din vectorii dati au lungimi egale?
241. Sunt date punctele A{2; 5) si B(-2; 2). Construiti vectorul AB. Aflati lun-

gimile vecrilor AB si BA. Oare sunt egali acesti vectori?
242. Desenati vectorul nenul a si punctele M, N, P. Depuneti de la aceste puncte
vectori egali cu vectorul a.

243. ABCD — romb. Depuneti vectorul, egal cu AB, de la: a) punctul C;
b) mijlocul laturii BC; c¢) mijlocul diagonalei AC.

244. ABCD — paraleogram. Demonstrati egalitatea vectorilorAB si DC.

245. Demonstratia cd ABCD este paralelogram, dacda AB =DC.

246. Folosind figura 76, stabiliti corespondenta dintre vectorii, dati de conditiile
(1-4) si vectorii (A-E).

1 Vectorul egal cu MN A KP N P
2 Vectorul opus NP B AM
3 Vectorul coorintat cu AP C MP
4 Vectorul coliniar cu AN D KM
E NK
B

247. Triunghiul ABC este isoscel, AB =BC (fig.77). M,N,K - mijlocurile laturilor
lui. Scrieti toti vectorii reprezentati in figurd. Care din acesti vectori sunt:
a) coliniari; b) egali; c) opusi?

248. Sunt date punctele A(2; 3) si B (-1; 6). Construiti vectorul AB. Depuneti din
originea de coordonate vectorul, egal cu vectorul: a) AB; b) BA. Depuneti
tot acesti vectori din punctul P(-3; 2).

249. Sunt date punctele M (2; 2) si N(6; 5). Construiti un vector arbitrar a, care:

a) este egal cu vectorul MN; b) egal cu vectorul NM; c) este coorientat
cu vechiul NM si |a|=2IMAI; d) nu este coliniar cu vectorul MN si

la|=0,5IMAL. B
250. Construiti dreptunghiul ABCD, a carui arie este

egald cu 30 cm2, iar perimetrul cu 22 cm. De re-

prezentat si de scris patru perechi de vectori egali,

notand punctul de intersectie al diagonalelor cu

O. Care sunt lungimile lor?
251. O — punctul de intersectie al diagonalelor drept-

unghiului EHPK, EH =6 cm, HP =8 cm. Aflati

lungimile vectorilor OE, OH si PO. Oare sunt

printre ei vectori egali? Fig.77
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252.
253.

254.

Determinati tipul patrulaterului ABCD,daca BC =AD si \AC\=\BD
Stabiliti tipul patrulaterului ABCD si reprezentati-1, daca:

a) vectorii AD si BC sunt coliniari, iar AB si CD —nu;
6) vectorii AB si CD sunt opusi;
B) vectorii BC si AD sunt coorientati si IACI = IBBI.

Alegénd scara desenati vectorii care ilustreazd zborul avionului mai ntéi cu
300 km la sud de la orasul A pana la B, iar apoi cu 500 km la rasarit de

la orasul B p&na la C. Desenati vectorul AC si aflati lungimea lui cu doua

procedee. Comparati valorile obtinute. Cum se poate interpreta vectorul AC
si lungimea lui?

Probleme pentru repetare

255.
256.

257.

258.

Scrieti ecuatia circumferintei de raza 3 cm cu centrul in punctul A(-1; 3).
Aflati perimetrul si aria triunghiului ABC, dat cu coordonatele varfurilor lui
A(-2; 5), B(5; 6), C(l; 2).

Catetele triunghiului dreptunghic sunt egale cu 14cm si 48 cm. Aflati lun-
gimea celei mai scurte mediane.

laturile paralelogramului sunt egale cu 8cm si 12 cm, iar aria lui 48 cm2
Aflati distanta de la punctul de intersectie al diagonalelor paralelogramului
pana la laturile lui.

G eometria din jurul nostru

Vectorii in sport si odihna



§ 8 Coordonatele vectorului

Vectorii pot fi definiti cu procedee diferite. S& vedem cum se poate face aceasta cu
ajutorul coordonatelor. Coordonate ale vectorului AB cu originea A(X,; y,) Si extre-
mitatea B(x2 y2 se numesc numerele x =x2- x]siy =y2- yt. Se scrie asa un vector,
indicand coordonatele lui: AB =(x;y), sau a=(x;y), sauAB =[x2-x 1 y2-y1).
De exemplu, dacd sunt date punctele A(1; 3) siB(7; -2), atunci AB=(6; -5). Nu-
merele 6 si 5 sunt coordonatele vectorului AB (fig.78). Vectorul OC, a carui origine
este punctul O (0; 0), iar extremitatea — C(6; -5), are tot aceleasi coordonate. Daca
O — originea de coordonate, iar numerele %siy - coordonatele punctului A, atunci tot
aceste numere sunt de asemenea coordonatele vectorului OA (fig.79).

Coordonatele vectorului pot fi orice numere reale. Dacd ambele coordonate ale vec-
torului sunt zerouri, pe el 1l numesc vector nul (se noteaza 0). Amintim ca acesta este
unicul vector, care nu are o anumita directie si caruia nu-i corespunde segment orientat.

Daca doi vectori egali (coorientati si de aceleasi lungimi) de le depus de la originea de
coordonate, atunci extremitatile lor vor coincide. Deci, vectorii sunt egali atunci si numai
atunci, cand ale lor coordonate corespunzétoare sunt egale.

Coordonatele corespunzatoare ale vectorilor opusi sunt numere opuse.

Modulul vectorului cu coordonatele x siy este egal cu <IX2+y2. Aceasta rezulta
din formula distantei dintre doud puncte (8 4). Deci, daca vectorul a=(x; y), atunci
modulul lui

\a\ =yjx2+y2.
Dacd punctul A(xt;yt) este originea, iar B(x2 y2 — extremitatea vectorului, atunci

modulul lu \a b \=yj(x2- xtf +(y2-ytf .
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— PENTRU CEl CURIOS |----rnmmmemmmmsemmmeem e

Perechea ordonata de numere, perechea ordonata de puncte, care determina
inceputul si sfarsitul miscarii, segmentul orientat toate acestea sunt modele a
notiunii ,,vectori. O astfel de abordare aintelegerii vectorului este conditionata
istoriceste. Dezvoltarea calculului vectorial avea loc pe cai diferite: geometrica
(calculul segmentelor orientate), fizicd (cercetarea méarimilor vectoriale) si
algebrica (extinderea notiunii de numar si operatii). Calculul segmentelor
orientate era dezvoltat de K. Wessel, L. Carno.

Dintre savantii nationali directia geometricd in
formarea teoriei calculului vectorial 1l* reprezinta
profesrul Universitdtii din Kiev V. Ermakov. Tn anul 1887
in Kiev el a tiparit lucrarea ,,Teoria vectorilor in plan.

Utilizarea la examinarea sectiunilor conice”

Marimile vectoriale referitoare la problemele me-
canicii le-au cercetat D. Wallis, L. Poinsat, A de Sen-
Venan. Directia algebrica era dezvoltata de U. Hamilton,
D. Maxurell. Unul din primii savantii autohtoni, care
a construit teoria vectoriald pe bazad algebrica a fost
profesorul Universitatii din Kiev P. Romer.

Folosind coordonatele se poate destul de leger de cer-
cetat proprietdtile figurilor nu numai pe plan ( spatiul
bidimensional), dar si in cel tridimensional, patrudimensional si in general a
spatiului n - dimensional. Vectorii spatiului tridimensional, pe care 1l veti studia
n clasele superioare, sunt determinati de trei coordonate a=(x; y; z), vectorii
spatiului patrudimensional - de patru coordonate m=(a; b; ¢; d) s.am.d.

Intrebari si insarcinari pentru autocontrol

1. Ce se numesc coordonate ale vectorului?

2. Cum de gasit coordonatele vectorului, daca sunt cunoscute coordonatele
originii si a extremitatii lui?

3. Ce este modulul vectorului? Cum de aflat modulul vectorului, dat cu coordonate?

4. Ce coordonate are vectorul nul?

5. Formulati conditia egalitatii vectorilor, dati Tn forma de coordonate.

6. Ce coordonate au vectorii opusi?

E fectuam impreuna

Demonstrati ca patrulaterul cu varfurile in punctele A(-4; 1), B(-1; 2),
C(5; 0), D(2; -1) este paralelogram. Aflati perimetrul lui.

Afldam coordonatele vectorilor AB si DC.
AB =(-1+4;2-1)=(@3; 1), DC={-2; 0+1)=(3; 1).
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Coordonatele vectorilor sunt egale, deci, acesti vectori sunt egali, AB =DC.
lar din aceasta rezulta, ca AB\\DC si AB = DC. De aici, conform criteriu-

lui, ABCD — paralelogram. S& gasim perimetrul lui. 1ABI=732+12=VIO si
Iscl =V(5+1)2+(0-2)2=,/40 =2-Jw. De aid P=2(V10+2,/10)=6,/1().

Se dau punctele K(2; 2), P(3; -1), T(2; 8). Gasiti coordonatele a unui astfel de
punct M(x; y), ca TM =KP.

Admitem cd M(x; y). Aflam coordonatele vectorilor: TM =(x-2; y-8),
KP =(1; -3). Vectorii sunt egali dacd coordonatele corespunzatoare ale lor sunt

egale. De aceea: L ' deunde: < " Asadar, M(3; 5).
[-3=1/-8, [y =5.

Probleme si exercitii

E fectuati oral

259.

260.

261.

262.

Sunt date punctele A(l; 3), B(2; -4), C(-3; 5), _D(-2; -7), 0(0; 0). Indicati
coordonatele vectorilor OA, OB, OC, OD.

Numiti vectorii reprezentati in figura 80. Care din ei are modulul cel mai
mare? Dar cel mai mic?

Aflati coordonatele vectorilor, reprezentati Tn figura 80.

Fig.80 Fig.81

in figura 81 sunt reprezentati trei vectori coliniari de aceeasi lungime. Se
stie ca XY =(2; 3). Aflati:

a) coordonatele vectorului BK;

6) coordonatele punctului A.
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263.

264.

265.

266.

267.

268.

269.

270.

271.

272.

273.

Aflati |a|, daca:
a) a=(I;1); b) a=(3;4); c) a=(-6;8); d) a=(2;2).

Indicati coordonatele vectorilor AB si BA, dacé:
a) A(0; 0), B(-2; 2); c) A(L; 0), B(0; 2);
b) A{0; 1), B(4; 1), d) A(l; 1), b(-2; 6).

Sunt date punctele A(2; 4), 6(-1; 0), C(8; -6), D(-3; -4), 0(0; 0). Construiti
vectorii: OA, OB, OC, OD, AB, CD. Aflati coordonatele si modulii lor.
Sunt date puncteleA(-I; 3), B(4; 2), C(-3; -1), D(2; -2). Aflati coordonatele
vectorilor AB, BC, CD, AC, AD, BD. Oare printre ei sunt vectori egali?
Aflati coordonatele vectorilor, re-

prezentati in flg. 82 si modulii lor.

Depuneti din originea de coordonate vec-

torii a=(l;5), ft=(5;l), c=(3;-4),

d=(-2-2).

Depuneti vectorii m=(2;4) si h=

=(3; =) din punctele 0(0; 0),

A(-4; 2), B(-2; -3), C(5; 0).

Aflati modulul vectorului, daca coordo-

natele lui x siy sunt corespunzator egale

cu:

a) 5si 12; c) 1si7, Fig.82

b) -3 si 4; d) -6 si -8.

Sunt dati vectorii AB=(5; 3), CB=(-4; 6), MN =(3;-2). Gasiti coordo-
natele vectorilor BA, DC, NM.

Sunt date punctele M(1; 3), N(7; 5), K(5; -1). Gasiti coordonatele vectorilor
MN, NK, MK si modulii lor. Stabiliti tipul triunghiului MNK.

Oare va fi patrulaterul ABCD paralelogram, daca :

a) A(1; 3), B(4; -1), C(2; -3), B(-I; 1);

b) A(-3; 0), B(-I; 2), C(2; 1), D(1; -1)?

B

274. AD —mediana triunghiului cu varfurile A(2; 3), B(4; 5), C(7; 3). Aflati

275.

coordonatele vectorului AD.
Sunt date punctele A(ap, a2, B(bp, b2, C(al+ k; a2+ p), D(bx+ k; b2 +

+ p). Oare sunt egali vectorii AB si CD? Dar vectorii AC si BD?
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276. ABCD — romb (fig.83). Aflati coordonatele vec-
torilor AB, AD, BC, CD, daca AC = 8, BD =4.
277. Problema deschisa Sunt date punctele A(2; 5),
B(-1; 1), C(4; 1), 0(1; 5). Aflati coordonatele
si lungimile vectorilor
278. Aflati coordonatele punctului B, dacé:
a) AB=(1 3) siA(2; 5); c) PB=(-11;-4)
$i 0(1; 5);
b) BM=(-2,7) si M(-5; 3); d) BO=(l;-6) si O(-10; 2).
279. Gasiti coordonatele celui de-al patrulea varf al paralelogramului, reprezentat
in figura 84.

P(-;49 Q(-2,5 W(-L5

D @ -2) <% 0) R 2(0; 4) Y@ -2)
Fig.84

280. Pentru care valoare a lui %modulul vectoruluia este egal cu 10, daca:

a) a=(6;x); bla=(x-1;6); ¢) a=(x;x+2); d) d=(x+2 3x-4)?
281. Pentru care valoare a lui m vectorii & si b sunt egali, dacé:

a) a=(4;m2), ®=(4;m);

b) a=(tn-1; 16), b=(3;T2);

c) a=(12;-4-2m), b=(12;12-3)?

Insarcinare practica

282. Cercetare de Tnvatatura.

1. Aflati coordonatele vectorilor. AB, AD, AC, daca:
a) A(-l; 3), B(2; 4), C(-2; -1), 0(-5; -2);
b) A(5; 0), b(4; -3), C(-2; -1), D(-1; 2);
c) AG; -2), B(l; 3), C(2; 5), 0(6; 0).
Rezultatele pentru fiecare din cazurile a) - c) scrieti-le in tabel. Ce depen-
dentd se poate vedea? Formulati ipoteza.

AB AD AC AB +AD
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2. indepleniti o Tnsarcinare analogicd pentru alte puncte:

a) A(4; 3), 5(2; 4), C(-2; -1), D(5; -2);

b) A(0; 5), B(-3; 4), C(-I; -2),B(2; -1);

c) A(5; -2), B(l; 3), C(2; 5), D(6; 0).

Oare s-a confirmat ipoteza facuta de voi?
3. Reprezentati in sistemul de coordonare punctele date Tn Tnsdrcindrile an-
terioare. Determinati tipul fiecarui patrulater. Faceti concluzia.

Probleme pentru repetare

283. Se stie, ca AB =BC. Demonstrati: a) punctele A, BiC sunt situate pe aceeasi
dreaptd; b) punctul B - mijlocul segmentului AC.
284. M, N, P — sunt mijlocuriie laturilor AB, BC, AC ale triunghiului echilate-

ral ABC. Demonstrati: a) MN =AP; b) AM =PN.

285. Aflati aria triunghiului dreptunghic, daca diferenta catetelor este egald cu 2
cm, iar cea mai micd mediand este egald cu 5 cm.

286. Stabiliti corespondenta dintre figurile (1-4) si formulele (A-E), care pot fi folo-
site pentru a determina unghiul AMB, reprezentat Tn figura corespunzatoare.

1 M A ZAMB =\ (DC-AB)
aM 1
B ZAMB =- D
(IX 2
C C ZAMB =DC
5 . D ZAMB =| (AB + DC)
I /V1 E ZAMB =- DC
Oi'-o le 2
/i)
3 4 _IC
b\ a J b j
Cc



e Q Adunarea si scaderea
S ++ vectorilor

Vectorii, ca si numerele se pot aduna si scadea. Suma vectorilor

a=(xLyd si b=[x2;y2) este numit vectorul

a+b={xl+x2;yl+y2).

De exemplu, dacda a=(3; 2), &=(—% 4), atunci a+b=(3-1; 2+4)=(2; 6).

Pentru vectorii arbitrari &, b, c se indeplinesc proprietdtile comutativa si
asociativa ale adunarii:

a+b=b+a,
a+(b+c)=(a+b) +c.
S& demonstrdm proprietatea comutativd. Dacd & =[xp y,) si b=(xp y2j, atunci
a+b=(x1+x2; M +y2) si b+a={x2+xp y2+yfj.
Fiind ca x1+ x2=x2+ x1si y1l+y2=y2+ yu pentru cd numerele reale rea-
lizeaz& proprietatea comutativd a adunarii, rezultd ca si
a+b=b+a.
Proprietatea asociativa se poate demonstra analogic. Geometric suma a doi vectori
poate fi gasita dupa regula triunghiului.
Care n-ar fi vectorii AB si BC, totdeauna AB +BC =AcC (fig. 85).

Fig.85 Fig.86

intr-adevadr, pentru oricare trei puncte A(xp yt), B(x2 y2, C(xs;y.J

-HB—{x2—xp y2—/i), BC- (x,-x2;ys-y2), AC—x8—xp Y,,—yr).

De aceea AB +BC =(x2-x 1+Xx,,-x2;y2-y | +vy,,-y2)=[X,,-Xp, V.,-y1) =AC.

Pentru a aduna doi vectori conform regulii triunghiului, trebuie de repartizat acesti
vectori consecutiv, adica astfel ca originea celui de-al doilea vector sa coincida cu
extremitatea primului. Suma vectorilor va fi vectorul, al carui origine coincide cu
originea primului vector, iar extremitatea - cu extremitatea celui de-al doilea vector.

De exemplu, pentru a aduna vectorii a si b, reprezentati in figura 86, trebuie
dintr-un punct arbitrar de depus vectorul & iar din extremitatea vectorului a

de depus vectorul b. Suma a acestor vectori va fi vectorul ¢, originea caruia se
suprapune cu originea lui &, iar extremitatea - cu extremitatea lui b.
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Suma vectorilor poate fi gasita si conform regulii
paralelogramului. Tn acest caz vectorii trebuie amplasati astfel,
ca ei sé aiba aceeasi origine, si pe acesti vectori, ca pe laturi de

construit paralelogramul.

Daca ABCD — paralelogram, atunci AB + AD = AC

(fig. 87).

Fig.87 Fig.88
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Eh

Adunarea vectorilor

Fig.89

Doar in acest caz AD =BC, de aceea AB +AD =AB +BC =AC.

Pentru a aduna doi vectori coliniari ei sunt amplasati consecutiv. Suma a vectorilor
va fi vectorul, a cdrui origine coincide cu originea primului, iar extremitatea - cu
extremitatea celui de-al doilea. in figura 88 se aratd cum de aflat suma vectorilor,
daca ei sunt coorientati, iar in figura 89 - daca vectorii sunt orientati in sens opus.

Din regula adunarii vectorilor coliniari rezultd cad suma vectorilor opusi este egala

cu 0, adicda d+(-a)=6 si AB+BA =0.

Diferenta a vectorilor a si b este numit un astfel de
vector ¢, care in suma cu vectorul b ne d& vectorul & Daca
a=(x%yf) si b=(x2 22), atuncia-fe =(xj-x 2, yl-y2).

Doar (8-b)+b =(Xj -x 2+x2;,y1-y 2+j2)=(Xi>Yil n -

Pentru oricare vectori AB si AC, totdeauna
AC- AB =BC (fig.90), deoarece pe baza regulii triunghiului
AB+BC =AC.

Pentru a afla diferenta a doi vectori trebuie de repartizat
vectorii astfel, ca ei sd iasa din acelasi punct. Diferenta
a vectorilor va fi vectorul, al carui origine coincide cu
extremitatea vectorului a doilea, iar extremitatea - cu
extremitatea primului, adica vectorul care merge de la
extremitatea celui de-al doilea vector spre extremitatea
primului.

Se poate utiliza si altd reguld. Pentru a afla diferen-
ta vectorului & si b, trebuie de adunat la vectorul &

vectorul -b, opus vectorului dat b (fig.91). Totdeauna
sunt adevérate egalitatile:

B

Fig.90
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PENTRU CEI CURIOSI

Se pot aduna nu numai doi vectori, dar Si Di
trei, patru s.a.m.d. Care nu ar fi punctele A, B,
C,D, totdeauna AB+BC +CD=AD.
Se poate demonstra asa o egalitate, folosind
proprietatea asociativa a adunarii vectorilor:
abt+bc+cd =(ab+bc)+cd =ac+cd =ad.
Cu un procedeu asemanator se poate de- D
monstra, cd AB+BC+CD+DK =AK s.a.m.d.
Cu alte cuvinte pentru oricare linie franta
ABC...KP, AB+BC+ ...+KP =AP.
Astfel de egalitati sunt adevarate nu numai
pentru liniile frante ale unui plan, dar si pen-
tru spatiu. De exemplu, daca vectorii sunt re-
partizati pe muchiile paralelipipedului (fig.92),
atunci AB+BB]+6,C, +CD, = ADt.

Pentru a afla suma a cétiva vectori se
utilizeaza regula poligonului.

Pentru a aduna vectorii dupa regula d
poligonului trebuie de repartizat acesti vectori
consecutiv. Suméa a vectorilor va fi vectorul a
carui origine coincide cu originea primului, iar
extremitatea - cu extremitatea ultimului vector.

De exemplu, pentru a aduna vectorii, repre-
zentati in figura 93, a trebuie de le amplasat
succesiv (fig.93, b). Suma a vectorilor va fi vec-
torul m, care uneste originea primului vector cu
extremitate ultimului. Termenii vectoriali pot fi
permutati.

Intrebari si insarcinari pentru autocontrol

1. Ce se numeste suma a doi vectori?

2. Cum de aflat suma a doi vectori, definiti in forma de coordonate?
3. Formulati regula triunghiului pentru adunarea vectorilor.

4. Formulati regula paralelogramului pentru adunarea vectorilor.

5. Cum de aflat suma vectorilor coliniari?

6. Cu ce este egald suma vectorilor opusi?

7. Cum de aflat diferenta vectorilor a si ®?
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E fectuam impreuna

Diagonalele paralelogramului ABCD se in-
tersecteaza in punctul O (fig.94). Cu ce este
egala suma vectorilor OA, OB, OC si OD?
* Vectroii OA si OC sunt opusi, de ace-
ea suma lor este egald cu 0._Sunt opusi
de asemenea vectorii OB si OD. De aceea
L +OB+0C+0l)=0+0=0. Fig.94

e 1n figura 95, a se reprezinta vectorii a, b si c. Construiti vectorul
d=a+b-c.

» Primul procedeu. Construim suma vectorilor & si b. Obtinem vectorul a +b,
din care scadem vectorul c (fig.95, b). Obtinem vectorul d=a+b-c.
Al doilea procedeu. Desendm la inceput vectorul -c, opus vectorului dat c.
Apoi construim suma vectorilor & b si -c (fig.95, ¢). Vectorul cautat
este d=a+b+(-c).

Fig.95
Probleme si exercitii
E fectuati oral
287. Aflati suma si diferenta vectorilor:
a) d=(2;3) si b=(-1;4); c) a=(1;0) si b=(-3;-5);
b) c=(-24) si d=(3;-2); d) ¢=(3;-5) si d=(0;0).

288. Sunt dati vectorii a=(2;-3) si 6=(-4;1). Aflati coordonatele vectorilor
a+b, a-b, b-a, a+a b+b, a-a.

289. Aflati suma vectorilor:
a) AX +XT; b) MO +0K; c) AB +BC +CE.
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290. Gasiti diferenta vectorilor:
a) XA-XT-, b) MA-MD; c) KP-KL.

291. ABCD — paralelogram, in care AB =a, AD =b (fig.96).
Exprimati prin vectorii a si b vectorii BC, CD, AC,
BD, CA, DB.

Fig.96
292. Aflati suma vectorilor:
a) a=(4;2) sik=(1;7); c)n=(-6;8) si m=(-2;-9);
b) ¢=(8;-1) si 0=(0; 0); dyp={"\2" si g=(L;7).
293. Aflati suma vectorilor:
a) AB+BC +CT; b) KP+PT +TX +XK.

294. Sunt date punctele 0(0; 0), Ata™ a2 si B(bi; b2. Exprimati prin ale lor
coordonate sumele:

a) OA +AB; b) OB +LU; c) AB +BO.
295. Aflati diferenta vectorilor:

a) a=(9;5) sic=(6;2); c)n=(8;-6) si G;

b) =(1;7) sip=(4;-4); d)6 si 6=(-2; 7).
296. Aflati diferenta vectorilor:

a) XM-XK-, b) PT-PK; c) 0-AB.
297. ABCD — paralelogram. Aflati diferenta vectorilor:

a) AB-AC; b) EC-OD.
298. Aflatia+fe a-b, |a|, |fe|, \&+b\, \a-b\, daca:

a) a={2;3), b=(4;5); c) d=(6;-2), b=(6;-3);

b) a=(-1;3), b=(41); d)d =(-4;2), ®=(-2;6).

299. Aflati suma vectorilor, reprezentati in figura 97:

Fig.97
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300.

301.

302.

303.

304.

305.

306.

307.

308.

Gasiti diferenta vectorilor, reprezentati in figura 98.

Fig.98

Depuneti din originea de coordonate vectorii OA=(3; 2) si Ob=(-4;3).
Construiti vectorii:
a) OC=0A+0B; b) Ob=(M-0OB; ¢) m=0C+0D; d) n=0C-0D.
Desenati doi vectori arbitrari si convingeti-va in justetea proprietatii comuta-
tive a adunarii vectorilor, adunand acesti vectori dupa regula: a) triunghiului;
b) a paralelogramului.

Desenati trei vectori arbitrari si, adunandu-i, convingeti-va in justetea pro-
prietatii asociative a adunarii vectorilor.
Aflati x, dacd suma vectorilor a=(2; 7) si b=(3; x) este egala cu vectorul:
a) m=(5;10); 6) c=(5;-4).
Aflati x siy, daca suma vectorilor m =(6; y) si n=(x; 7) este egala cu vec-
torul: a) g=(-1;8); b) p=(8;-1).

Demonstrati egalitatea vectoriala:

a) AB-KP =AB +PK; b) AB-AC =MB-MC.

B

Sunt dati vectorii a, b, ¢, d (fig.99).
Construiti vectorii: \
a) a+b+c; b) a+b+c+d; c) d-b +¢; .

d) d+c-b-d; e) a-c-d +b. a \b 4
Aduceti la 0 forma mai simpla expresiile: \
a) AB+EC+(0B-0C): \ood
b) MN- LI +KP;
c) AB+L -AP; _
Fig.99

d) AB+IY*+BC+PM-PC;
e) AC-AD +CD-MN +MK.
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309.

310.
311.

312.

313.

Capitolul 2. Vectori in plan

Diagonalele paralelogramului ABCD se intersecteaza in punctul O. Construiti
vectorii:

a) AO +0OB; b) CO+DO; ¢) AO-AB; d) CO-BO.

Oare este adevérat ca totdeauna 1ABI+IBCI>IACI?

Sunt dati vectorii a=(2;-3), ®=(-1;4), c=(6;-2), d=(x;y). Pentru
care valori ale lui x siy se realizeaza egalitatile:

a) a+b=c-d; c¢) a+b+d=c-d;

b) a+d=b+c; d) a+d=b-d +c?

Sunt date punctele A(2; 3), B(-1; 5). Aflati coordonatele a unui astfel de
punct C(x; y), ca& a) AB +AC =CB; b) AB-BC =AC.

Sunt date punctele A(-4; -2), B(2; 6), C(x; y). Gasiti locul geometric al
punctelor planului pentru care sunt adevdrate egalitatile:

a) AB+BC = AB

b) AB-AC AB

c) IAC-BCI AC

Insarcinare practica

314.in figura 100 se aratd cum se poate afla

pe cale geometricd suma a patru vectori
a +b +c+d. Convingeti-va ca de la per-
mutarea termenilor suma nu se schimba.
Céate sume pot fi formate din diferite
succesiuni a astfel de patru termeni?

ig.100

Probleme pentru repetare

315.

316.

317.

318.

Demonstrati cd patrulateralul cu véarfurile in punctele M (-3; -2), N(-2; 1),
P(4; -1), K(3; -4) este paralelogram.

Sunt date punctele A(-2; 1), B(l; 3), C(5; 3). Aflati coordonatele a unui
astfel de punct D(x; y), pentru care: a) AB =DC; b) AB =CD.

Linia medie a trapezului isoscel este egald cu |. Aflati aria trapezului, daca
diagonalele lui sunt reciproc perpendiculare.

Oare poate fi acoperit triunghiul dreptunghic cu catetele 8 cm si 10n/2 cm
de cercul cu raza 7,5 cm? Dar de raza 8,5 cm?



Tnmultirea vectorilor

§ :IELU' CU un numar

Produs al vectorului a=(x; y) cunumarul n se numeste vectorul na =(nx; ny).
De exemplu, dacd a=(4; 3), atunci 5a=(20; 15), -2a =(-8; - 6), 0a=(0; 0).
Din difinitia expusa decurge, c&:

1) pentru oricare vectori d, b si numdr a: n(a+b)=na+nb;

2) pentru oricare numere n, m Si vector d: (n+m)d =nd+md;

3) pentru oricare numere n, m si vector d: n{md) = {nm)d.

S& demonstram prima afirmatie. Fie & =(x1 yx) si b=(x2;y2).
Atunci a+b={xl+x2; y1+y2); n(a +fe)=(nx1+nx2; nyx+m/2); (1)
na +nb =[nx% nyl+(nx2; ny2)= (nx1+nx2; nyx+ny2). 2

Partile drepte ale egalitatilor (1) si (2) sunt egale, de acea sunt de asemenea
egale si partile stangi:

n(a +b) =na +nb.

Analogic se pot demonstra si alte afirmatii. Dacd numarul n este natural, atunci
nd =a+a+ ...+a.

n pasis

De exemplu, 3a=a+a+a. Lungimeavectorului 3a
este de trei ori mai mare decat lungimea vectorului
a (dacd a~0). Directiile vectorilor 3a s -3a sunt
opuse (fig. 101).

in general produsul na este vectorul, a carui lun-
gime este egald cu |na| =|n| |a|, iar directia coincide
cu directia vectorului a, daca n > 0, si este opusa
directiei lui, daca n < 0.

Dacd n =0 sau a=0, atunci na=0. De aceea, pentru a construi vectorul
na, trebuie:

1) de depus vectorul, coliniar cu vectorul a, a cdrui lungime este egald cu
Inl-Idl;

2) de ales aceeasi directie ca si a vectorului a, dacd n > 0, si opusa ei,
dacd n <O.
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De exemplu, in figura 102 sunt reprezentati vectorii, obti-
nuti Tn urma Tnmultirii vectorului a cu numerele 2; -3; 0,5.

La Tnmultirea vectorului & cu un numdr obtinem un 2a
vector, coliniar cu cel dat. Adica, dacd b=na, atunci a -3a
si b - coliniari. Si invers, dacd vectorii a si b coliniari, (55
atunci, notand raportul lungimilor lor cu \n\, obtinem c&

-1,5a

b =na. De aceea este adevarata urmatoarea afirmatie despre
coliniaritatea a doi vectori nenuli.

Vectorii a si b sunt coliniari atunci si numai atunci, Fig.102
cand exista asa un numar n, cd b=na.

Daca vectorii sunt dati cu coordonate, adicd d =(x]; ytj si b=(x2; 22), atunci ei
sunt coliniari atunci si numai atunci, cand coordonatele corespunzétoare ale lor sunt

proportionale: =1
2 N2

[ o N = (Ut o U] = e —————

Vectorii e, =(L; 0) si €2=(0; 1) se numesc orti (versori) sau vectori de coordo-
nate. Oricare vector a=(x; y) poate fidatin forma
a=xe, +ye2

intr-adevar, a=(x; y)=(x; 0)+(0; y) =x(1; 0)+y(0; I) =xel+ye2
O astfel de reprezentare avectorului & se
numeste dezvoltarea (descompunerea) vec-
torului dupé versori. Continutul geometric
al dezvoltarii este clar din figura 103. Orice
vector poate fi descompus dupa vectorii de
coordonate, si numai intr-un mod unic.
Deseori apare problema descompunerii
a vectorului dat ¢ dupa doi vectori neco-
liniari dati & si b, adicd de gasit astfel de
numere m si n, ca sa aiba loc egalitatea
c =ma+nb. Fie, de exemplu, ca vectorul
c =(L 4) trebuie descompus dupa vectorii
a=(2;-3) si b=(-1; 2).
Sa gasim astfel de numere m si n ca sa se indeplineasca egalitatea ¢ = ma +nb.
mé=(2m;-3m); nb=(-n;2n),
ma+nB=(2m-rr, -3m +2n).
Numerele cdutate m si n le vom gasi din sistemele de ecuatii:
J2m-n =1 Jdm-2n=2, Jm =6,
[-3m+2n=4; [-3m+2n=4; [n=11

Deci, ¢ =6a+11b.
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—_)3

ntrebari si insarcinari pentru autocontrol

1. Ce se numeste produsul vectorului cu un numar?

2. Formulati proprietatile tnmultirii vectorului cu un numar.

3. Oare se va schimba directia vectorului, dacad 1l vom inmulti cu:
a) un numar pozitiv; b) un numar negativ; c) zero?

4. Formulati criteriul de coliniaritate a doi vectori nenuli.

5. Cum, stiind vectorul &, de construit vectorului na?

E fectuam impreuna

Sunt dati vectorii a=(-2;3) si £t=(4;l). Aflati |c|, dacd c=3a-2b.
* Si aflam coordonatele vectorilor 3a si 2b: 3a=3(-2; 3)=(-6;9); 2b=
=2(4; 1) =(8; 2).Atunci c=(-6; 9)—8; 2) =(—24; 7),deunde |c| =-V/(-14)2+72 =

=V196 +49 =V245 =7n/6.
De aici, |c|=7n/6.

O M — punctul de intersectie al medianelor triunghiului ABC.
Demonstrati, ca MA +MB +MC =0.
* MedianeleAAUBBUCCIale triunghiuluiABC sunt
impaértite de punctul de intersectie M in raportul
1:2. Depunem vectorul MK =2 MAX (fig. 104).
Vectorii MA si MK au lungimi egale si sunt
orientati in sens opus, de aceea MA +MK =0.
Patrulaterul BMCK —paralelogram, de aceea con-

form regulii paralelogramului MB +MC =MK.
Deci, MA +MB +MC =MA +MK =6.

Probleme su exercitii
E fectuati oral
319. Simplificati expresia: a) c+c+c+c; b) 3d+5a; c) 2(3d +4fe)-6a.

320. Tnmultiti vectorul a=(-3; 5): cu 2; cu 3; cu-7; cu 1,2; cu T

321. Gasiti lungimile vectorilor 2p si -2p, dacd p=(3;4).
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322.

323.

Capitolul 2. Vectori in plan

Vectorii, reprezentati in figura 105 au

fost obtinuti la inmultirea vectorului b
m cu un oarecare numar. Aflati acest a
numar.
>
C
A,
m

Oare sunt coliniari vectorii:

a) a=(4;6) si £=(2;3); TI/
b) c=(1;5) si d=(5;1);

c) x=(-1; 1) si y={-L1);

d) m=(2;-5) si n=(-1;2,5)?

324. ABCD — paralelogram (fig. 106). Gasiti un astfel

325.

326.

327.

328.

de numar k, ca sa se indeplineasca egalitatea:
AB =kCD; AD =kBC; AO =kOC; AO =KAC-,
BD =kBO; OD =kOB; AO =hAC.

Fig.106

Sunt dati vectorii a=(2;-3) si b=(-6;1). Aflati coordonatele vectorului
c, daca:

a) c=2a+3b: h) c:la%—'b; c) c=5a+7h: d) c=2aih.

2 3 3 2
Aduceti la cea mai simpld forma:
a) 2a+3fe+5a-4fe+ g; c) 2(a+2fe)-3(fe-4c)-(2a +fe-5¢);
b) 2(m-3n)-3(2m +n); d) 1,2a-0,3(4a-2fe+ 3c)-0,lc.

Pentru vectorii, reprezentati in figura 107,
construiti vectorii a

2 A

2a; -3a; —a, —a; 2,5a; -1,5a; —a.
2 4 3

Aflati modulul vectorului c, daca:

a=(-4;2), ©=(6;-6) si a

a) c=2a+h\ c) c=3a-2b; Fig.107

- 1- lr
— = aH— Db =15a- —D.
b) ¢ 2aH 3b, d) c=1,5a 6b
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329. Aflati numarul k si coordonatele vectoruluip, daca: p =kb, =10, b=(3; 4).
330. Vectorul a =(2; 0) da viteza cursului unui rau. Viteza proprie a luntrei este de
doud ori mai mare. Reprezentati vectorii care dau: a) viteza luntrei in directia
curentului de apa; b) viteza luntrei Tmpotriva curentului de apa. Aflati vitezele
cu care luntrea se misca in directia cursului si impotriva cursului de apa.
331. Sunt date punctele A (-1; 3), B(-2; 7), C(2; 5), D(4; 1). Oare sunt coliniari
vectorii AB si CD? Dar vectorii AC si BD ?
332. Pentru care valoare a lui m vectorii a si b sunt coliniari:
a) a=(2;m), b={3;12); c) a=(m; 12), b=(3;m);
b) a=(m;~4), ®=(1;3); d) d=(m+l; 2), ®€=(4;m-1)?
333. Punctele M, N, P Tmpart segmentul AB in patru parti egale (fig. 108).

AN =a. Exprimati prin & vectorii AM, NB, AB, BP, MP, MA.

A M N P B
I b H 1 1
Fig.108

334. ABCD — paralelogram (fig.109), M — mijlocul lui BC. Exprimati prin
vectorii a=AB si b=AD vectorii AO, DB, AM, MD.

335. Se da vectorul a=(-2; 7) si punctul M(1; -4). Aflati coordonatele punctu-
lui N, pentru care: @) MN =2a; b) NM =?a.
336. Pentru vectorii, reprezentati in figura 110, construiti vectorii c¢=2a +b;

=-3+30; m=—-d+2b; h=2{d-b); p=z{3d+2b).

Fig.110
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337.

Capitolul 2. Vectori in plan

Aflati coordonatele vectorilor AK si AB, daca KB =(2; 3).

338. ABCD — dreptunghi (fig. 111), 4=AP =-AB, b=AK =—AD.

339.

340.
341.

342.

343.

344,

345.

Exprimati prin vectorii & si b vectorii AB, BC, AC, BD, AO, AM,
AN, unde M si N —mijlocurile laturilor BC si CD.

Problema deschisa. ~ABCD — dreptunghi (fig. 112). O — punctul de inter-
sectie al diagonalelor lui. Punctele M si N — mijlocurile laturilor AD si CD.
Exprimati vectorii ... prin vectorii a=AD si b=AB.

Aflati coordonatele vectorului unitar, coliniar cu vectorul a=(-5; 12).
Gasiti coordonatele vectorului b, coorientat cu vectorul a=(6; -8), daca
fe = 5.

Stabiliti corespondenta dintre vectorii (1-4),

reprezentati in fig. 113 si vectorii coliniari

lor cu coordonatele (A-E).

1 a A (-3; 3)
- B (-3 -4)
T

4d E (~3:-9)

Aflati lungimile vectorilor: a=3el +4e2,

b =5en+5e2, ¢ =2en- 4e2,d =-2\[Een- 4e2.

Sunt dati vectori a=(2; -3), b=(5;9) si

m =(5; 7). Gasiti asa numere a si fi, ca sa aiba loc egalitatea m =aa +$b.
Descompuneti vectorul m=(2; 5) dupa vectorii:

a) d=(1;-3) si &=(-2;5); b) c=(-2;3) si d=(3;-6).
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Insarcinare practica

346. Copiati figura 114 Tn caiet si depuneti pe

ea:
a) punctul X astfel,cd&: MX =MN +MP;
6) punctul Y astfel,c& MY =MN - MP;

B) punctul Z astfel , c&: PZ=2PM.
Determinati tipul patrulaterilor MPNY si _
XYZM. Fig.114

Probleme pentru repetare

347.

348.
349.

350.

Oare sunt egali vectorii AB si MN, daca A(2; -5), B(1; -3),
M(-7,5; 1,2), N '~al 8!;

Simplificati expresia MN +NK-M P +{oC-OK) +CP.

Sunt dati vectorii a=(-2; 4) si 6=(4; -4). Cu cat modulul diferentei lor
este mai mare decat modulul sumei acestor vectori?

Problema lui Arhimede. Daca dintr-un punct, luat in afara cirmuferintei, de
dus doud secante astfel, ca una din ele trece prin centrul circumferintei, iar
segmentul exterior al celeilalte secante este egal cu raza circumferintei, atunci
unghiul facut de secante va fi egal cu o treime din arcul mai mare, ce se afla
ntre laturile lui. Demonstrati.

G eometria din jurul nostru

Euuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuu

Ornamente si vectori



-1 -1 Produsul scalar
al vectorilor

Pand acuma noi Tnmulteam vectorii cu un numar. A iesit la iveald ca se poate
inmulti vector cu vector. Deoarece se considera asa o Tnmultire, la care produsul
a doi vectori este egal cu un numar (scalar), de aceea l-au numit produs scalar.
Pentru a introduce aceastd notiune sa explicdm mai ntéi, ce se intelege sub noti-
unea de unghiul facut de doi vectori nenuli.

Unghi facut de doi vectori nenuli se numeste unghiul,
facut de segmentele orientate corespunzatoare lor, care ies
din acelasi punct. Unghiul facut de vectorii orientati in sens
opus este egal cu 180°, iar de cei coorientati — 0°.

De exemplu, daca ABC — triunghi echilateral (fig. 115),
atunci unghiul facut de vectorii AB si AC este egal cu 60°,
iar cel facut de AB si BC — 120°, deoarece unghiul facut
de vectorii AB si BC este egal cu unghiul facut de vectorii _

BD si BC. Fig.115

Produs scalar a doi vectori nenuli este numit produsul
modulilor acestor vectori cu cosinusul unghiului facut de ei.

Daca unghiul facut de vectorii a si b este egal cu gy atunci produsul lor scalar

este a-fo =|al-|fo|cos(p.

Dacd macar unul din vectori este nul, atunci produsul este egal cu zero.
TEOREMA

Produsul scalar al vectorilor a=(xLyj $i b=(x2;y2) este egal cuxx2+ yy2.

Exemplu 1. Dacd a=(2;-1) si =(l;0), atunci a b=2 1+(-1)0 =2.
Aceastd teorema este foarte importanta. Ea este folosita la rezolvarea a multe

probleme abstracte si aplicative.
Sé& examinam principalele proprietati ale produsului scalar.
Pentru oricare vectori a=(xl;yl), b=(x2;y2) si c=(x8;z/8), totdeauna:
1) a b=b g
2) (@+b) c=a c+b c;
3) {kd) b=k(a b).
Justeta acestor proprietati reiese din identitatile:
*1*2 + YiYi = *2*1 + Yiyd
(1 + *2*3 + (Y1 + YAY8= (*i*3 + *2*3) + (YIY2 + Y2¥2) =
= (*1*3 + YIY2) + (*2+3 + Yrys);
(**i)*2 + (&Yi)y2 = £(*1*2 + YiYr)-
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Proprietatile demonstrate permit comparativ usor de facut transformarile
expresiilor vectoriale - tot conform acelorasi reguli Tn virtutea cdrora se executd
transformarile identice ale expresiilor algebrice.

Stiind produsul scalar a doi vectori si lungimile lor, se poate usor calcula cosinusul

unghiului dintre ei.

a
= —1I-IT.
|al-[fe]

Daca produsul scalar a doi vectori nenuli este egal cu zero, atunci cos @ =0
si gp=90°, adica vectorii a si b sunt perpendiculari. Si invers, daca doi vectori
nenuli sunt perpendiculari, adica o = 90°, atunci cosg = 0. Tn acest caz produsul
scalar al acestor vectori este egal cu zero.

Asadar, avem conditia perpendicularitatii a doi vectori.

Doi vectori nenuli sunt perpendiculari atunci si numai atunci, cand produsul
lor scalar este egal cu zero.

Dacad vectorii sunt dati cu coordonate, atunci conditia perpendicularitatii a doi
vectori se formuleaza astfel:

Vectorii nenuli a =(x1;y1) si b = (x2; y2) sunt perpendiculari atunci si numai
atunci, cand xrx2 + =0.

Produsul scalar @ & se noteaza a2 si se numeste patratul scalar al vectorului
a. in virtutea definitiei produsului scalar a d=|d| |d| cosO° =|d|2. Deci, a2=\af,
adica patratul scalar al vectorului este egal cu patratul modulului lui. De aici de-
curge, ca \a\ =yfa2.

Sa cercetdm, exemplul.

Exemplul 2. S aflam \a+b\, daca |d|=2, |&=3n/3, (a;fe)=30°.

Deoarece \a\ =4 ", reiesa cd

| a+b\=sj(a+b) =sja2+2a-b+b2=\/d2+23-b+cos30°+h2=

=1j22+2-2-343 «— +(3u/3)2=V4+18+27 =n/49 =7. Deci, |d+f=7.

Exemplu de aplicare a produsului sca-
lar al vectorilor este cunoscut din fizica.
Lucurl mecanic A, pe care 1l face forta
constanta .F la deplasareaS (fig.116) este
egal cu produsul scalar al vectorilor dati:

A =F,-S = |f’|-|-S|-cos (p.

Produsul scalar al vectorilor se foloseste
si in algebra, in particular, pentru de-
monstrarea inegalitatilor, determinarea
celei mai mari si a celei mai mici valori ale
functiei (vezi pag.96).
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B N = S e = 1] =] 0 1 e —————

Unghiul format de vectorii nenuli & i b se noteazad cu simbolul (a; b). De
aceea definitia produsului scalar al astfel de vectori se scrie Tn forma de formula

ab =4 |b| cos(d; b).

De ce se spune ,,produsul scalar al vectorilor”, dar nu ,,produsul vectorilor”?
Fiindca in matematica superioard se examineaza produsele vectorial, vectorial
mixt s.a.

Produs oblic al vectorilor & si b se numeste numarul care este egal cu pro-
dusul modulilor ai acestor vectori si sinusul unghiului orientat dintre primul i
al doilea vectori. Produsul oblic al vectorilor & si b se noteaza cu simbolula b.

Produs vectorial al vectorilor & sib, care formeaza unghiul ¢, Tntre ei, se
numeste un astfel de vector p, ca directia lui este perpendiculara la directiile
vectorilor & si b, orientareatripletului de vectori & B, p coincide cu orientarea
tripletului de vectori ai bazei si |p| =|4|-|b|-sin @ De aceea, vorbind la general,
pentru altfel de produse legea comutativa nu se indeplineste. Produsul vectorial
al vectorilor & si b se noteaza cu simbolul axb.

Produs vectorial mixt &bc a trei vectori se numeste produsul vector - scalar
ailor: abc=(axb)c.

Intrebari si insarcinari pentru autorontrol

1. Formulati definitia produsului scalar a doi vectori.

2. Formulati definitia unghiului format de doi vectori.

3. Cu ce este egal produsul scalar al vectorilor a=(xLy1) si b=(x2z/2)?

4. Cu ce este egal produsul scalar al vectorilor, daca cel putin unul din ei este
nul?

5. Care este conditia de perpendicularitate a doi vectori?

6. Cum de aflat lungimea vectorului a?

E fectuam impreuna
Aflati cosinusul unghiului format de vectorii a=(l; -2) si b=(-4; 2).
* Fie (a;b)=(p Pe baza definitiei ab =|a|-|b|cos(p. De aceea

ib |-(-4) +(-2)-2 -8 8 4
M~ VI2+(-2)2-V(-4)2+22 /6 V20 710 5

Deci, cos(p g
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Aflati (a +2fc)(3a-fc), dacala|=[fd=2,(a; fe)=60°.
{a+2b){34a-b) =a2-a b+6ab-2b2=a2+5ab-2b2=\af +5|a| |fg cos60°-

-21&F=4+52 2 ?-24 =4+10-8 =6.

Probleme si exercitii

E fectuati oral

351.

352.

353.

354.

355.

356.

357.

ABCD — romb cu latura I si unghiul A = 60°
(fig. 117). Aflati:

a) unghiurile formate de vectorii: AB si AD;

AO si AD; BD si BC; BC si CD; AB i
DC; CB si AD; AO si OC; OB si OD; AO

si CO;

b) produsele scalare ale vectorilor AB-AD;

BO AO; DC AB; AO OD; CO DO.

Aflati unghiul facut de doi vectori unitari, daca produsul lor scalar este egal
1. >3 . n.t. _nk. >

a 2’ 2 2

Aflati produsul scalar al vectorilor a si b, daca:

a)d=(0;1), ®=(-3;0); c)d =(6;0), b=(-2;-5);

b) d=(1;1), ©=(2;3); d) a=(4;2), b=(4;-2).

in triunghiul ABC ZA =50°, ZC =90°. Aflati unghiurile facute de vectorii:

a) BA si BC; b) CA si AB; c) AB si BC.
Aflati produsul scalar al vectorilor:
a) a=(1;2) si 6=(-8; 2); ) p=(-3-7) si k=(-2;-5);

b) m=(-3;-2) si 7=(2;3); d) c=(4—-2—) si d=(2;3).

Sunt dati vectorii p=(l; - 5) si q=(3; |). Aflati produsul scalar al vectorilor:
a) a=p+q si b=p-q; b) m=p+2q si h=3p-q.

Aflati cosinusul unghiului dintre vectorii a si b, daca

a) d=(1;2), b=(3;1); c) d=(-4;-8), b=(-3,3);

b) d=(2;6), b=(3; 0); d)d =(-3;-4), &=(3;-1).
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358. Aflati unghiul format de vectorii:
a) d=(-2;2) si b=(0;4); c) c=(3;-1) si d=(2;I);
B x=(11) i d=@-1); & p=(2 sik= , o

359. Demonstrati, ca:
a) triunghiul cu varfurile in punctele A(2; 1), B(0; 5), C(8; 4) este dreptun-
ghic;
b) patrulaterul cu varfurile in punctele A(-3; 1), B(-1; 4), C(5; 0), D(3; -3)
este dreptunghi.

360. Aflati produsul scalar al vectorilor a si b, dacé:

a) |aj=5 [[§=12, (iTfe)=60° c) |d=1, \0\=7, (ai~b)=120°;
b) |aj=3, \0\=3-j2, (a;b)=45°; d) |d|=[fd=4, (d;fe)=150°.

361. Triunghiul ABC — echilateral, AB = 12.
Aflati: a) AB -AC, b) AB BC.

362. Pentru care valoare a lui x vectorii a si b sunt perpendiculari, daca:
a) a=(0;1), b=(-3;x); c) a=(6;x), b=(-2;-5);
b) a=(I;1), k=(x; 3); d) a=(x;2), &=(4;-2)?
B

363. Aflati cosinusurile unghiurilor ale triunghiului ABC, daca:

a) A(-4; 1), B(4; 2), C(-2; -2); b)A(-I; 5), B(1; 1), C(5; 3).

364. Sunt date punctele A(-4; 0) si B(3; 3). Sub ce unghi se vede segmentul AB
din originea de coordonate?

365. Sunt date punctele A(1; 1), B(l; 2), C(-2; 2), D(-3; 1). De aflat unghiul
dintre vectorii AB si CD.

366. Se dau trei puncte: A(-5; 2), B(l; 4), C(-1; 1). Aflati coordonatele a unui
astfel de punct D ca sa se indeplineasca conditia AD LBC, daca punctul b
apartine: a) axei absciselor; OX; b) axei ordonatelor OY.

367. Sunt dati vectoriia=(3; 4) si b=(-1 2). Aflati numarul I, pentru care vec-
torul a+Ib este perpendicular pe vectorul &

368. Pentru care valoare a lui m produsul scalar p-q este egal cu 6, daca:

a) p=(2 3), g=(m; 4); b) p=(m; I),q =(m;-3); ¢) p=2m; -11), g=(m; m).

369. Demonstrati: a) daca lungimile vectorilor nenuli a si b sunt egale, atunci
vectorii a+bsi a- b sunt perpendiculari; b) daca vectorii a+b si a-b
sunt perpendiculari, atunci lungimile vectorilor nenulid si b sunt egale.

370. Se da |a|=|fd=1 (a;fe)=60°. Aflati produsul scalar al vectorilor:
a) 2a (a+b); c) (d+3b)-(a-b);
b) (&a+b) (a-2b); d) (2d +fe) (3a-fe).
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371. Calculati unghiul format de vectorii m=a-2b si n=a+3b, unde a si
b — vectori unitari reciproc perpendiculari.
372. Calculati \a+b\ si \a-b\, dacd

a) la|=Ifg=1, a_ Lb; c) lal=Ifd=1, (a;fe)=60°
b) |a|=2, [d=5 a_Lb; d) |a|=3, =4, (a;fe)=120°.
373. Calculati \a-b\, daca |a|]=13, [fg=19, |a+fd=24.

Insarcinare practica

374. Copietiin caiet figura 118. Aflati unghiul Xi
facut de vectorii a si b, a si c, a si A 1k
d, ¢ si d prin doua metode:
a) prin masura nemijlocitd, depunand o b
n perechi acesti vectori din originea de a i
coordonate;
b) cu ajutorul formulei, determinand in qop
prealabil coordonatele fiecarui vector. t i L4y
Fig.118

Probleme pentru repetare

375. Din punctul A(2; -5) sunt depusi vectorii AB =a si AC =c. Aflati coordo-
natele:
a) ale punctului B, dacd a=(l; 3);
b) ale punctului C, daca ¢ =(-3; 4); _
c) ale vectorului unitar, coorientat cu vectorul BC.

376. Problemagermana straveche. O scara cu lungimea de 13 picioare este sprijinita
de perete astfel, cd partea ei de jos este indreptata de la perete cu 5 picioare.
Cu cét va cobori ea pe perete, daca vom deplasa baza ei inca cu 7 picioare?
Cercetati cum se va schimba pozitia capdtului de sus al scarii, daca vom muta
partea ei de jos din pozitia datd cu a picioare.

377. Bisectoarea unghiului de la baza triunghiului isoscel Tmparte mediana, dusa
la bazd, in segmentele de 8 cm si 10 cm. Calculati perimetrul si aria triun-
ghiului.



Aplicatii ale vectorilor

Daca se rezolva o problemad, folosind proprietdtile vectorilor, atunci aceasta-i
metoda vectoriala de rezolvare a problemei. Totodatd, deseori se foloseste urméatoarea
afirmatie.

TEOREMA 15

Daca X - punct arbitrar, iar M - mijlocul segmentului AB sau punctul de
intersectie al medianelor triunghiului ABC, atunci corespunzator:

LU :?(XA+XB) sau Ll =—{XA+XB+XC).

3
DEMONSTRATIE.

Totdeauna sunt adevdrate egalitatile:
XM +MA =XA, XM +MB =XB, XM +MC =XC.

Adunand primele doud din aceste egalitati si ludnd Tn consideratie, ca
MA +MB =6 (fig. 119), obtinem: 2XM =XA +XB, deunde XM = x A +XB).

Fig.119 Fig.120

Daca vom aduna toate trei egalitdti si vom considera, cd MA +MB +MC =6
(vezi fig. 104 si problema de la pag.83), atunci obtinem: 3XM =XA +XB +XC,

de unde XM =-3{XA +XB +XC) (fig.120). O
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Ca exemplu sa rezolvdm cu ajutorul metodei vectoriale problema care anterior a
fost rezolvatd cu metoda coordonatelor (vezi pag.26).

Problema 1. Demonstrati cd mijlocurile segmentelor care unesc mijlocurile
laturilor opuse ale unui patrulater, coincid.

Rezolvare: Dacd M si M tsunt mijlocurile segmentelor EF si KP (fig.121), iar
X - punct arbitrar (pe el numai 1l imaginam), atunci

X m :é{x e +x f)=2-\\2—(x & +x b)+2—{xc +xd)
=I{x A +XB +XC +XD);

XM’lzé{X k +xp)=2—\|2—(x b +xc)+2—{x a+xd)

=—{xa+xb+xc+xd).

___Partile drepte ale acestor egalitdti sunt egale, de acet
XM =XMr lar aceasta este posibil numai atunci, cAnd punctele M si M t coincid;
La multe prorpietati ale figurilor geometrice le corespund unele sau altele egalitati

vectoriale.
1. OA=0B — puncteleA si B coincid;
2. AB =kCD — dreptele AB si CD sunt paralele.
3. AB =kAC — puncteleA, B, C apartin unei drepte;
4. AB CD=0 — dreptele AB si CD sunt perpendiculare;

LT : .
5. AM :7 MB, iar numerele m si n sunt pozitive — punctul M Tmparte

segmentul AB in raportul AM : MB =m :n;

6. & b=|a| |fe|cos(p —unul din unghiurile, formate de dreptele, carora le apartin
vectorii a si b, este egal cu cp.

Folosind aceste corelatii se pot rezolva multe probleme geometrice si demonstra
multe teoreme.

Vectorii frecvent sunt folositi n fizicd. insa in buna parte vectorii legati, care se
definesc nu numai de lungime si directie, ci si de punctul de aplicare.

Problema 2. O sarcind cu greutatea P se afla pe un
plan inclinat. inclinatia fatd de orizont face unghiul a
(fig. 122). Ce fortd F, orientatd in directia celui mai mare
urcus al planului, trebuie aplicatd pentru ca sarcina sa
nu se rostogoleasca in jos?

Rezolvare. Forta de greutate P o descompunem dupa
doua directii reciproc perpendiculare: OP =OA +OB.
Forta OA este perpendiculard pe planul inclinat si nu
provoaca deplasarea sarcinii. Rostogolirea ei este provocata
de forta OB, al carei modul este egal cu Psin a. Sarcina
este retinutd de forta F. opusa ei. Deci, F =P sina.
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PENTRU CEl CURIOSI--rnmrnmmrmmmrmmaena-

Prima parte a teoremei 5 poate fi generalizata (fig. 123).
X
TEOREMA |6

Daca punctul M Tmparte segmentul AB in
raportul AM:MB=m:n, iar X - un punct ar-
bitrar al planului, atunci

n m

XM XA+ XB.
m+n m+n

Fig.123

DEVONSTRATIE

Deoarece XM+MA =XA, XM+MB =XB, reiese ca
nXM+nMA = nXA, mXM+ T3 = mXB.
Dacd vom aduna termen cu termen aceste egalitati vectoriale si vom lua in
consideratie c& nMA+mMB =0, atunci obtinem (m+n) XM =nXA+mXB, de unde
n o, M
XM= XA +- XB.

m+n m-+n

Dacam =n, atunci XM =-~(XA+XB). O

Vectorii pot fi folositi nu numai in geometrie, dar si in rezolvarea problemelor
algebrice. Mai ales este comod aceasta de facut la demonstrarea inegalitatilor i
aflarea valorilor cea mai mare si cea mai mica ale functiei sau expresiei.

De exemplu, sd gasim cea mai mare valoare a functiei y=4x +V2-x. Do-
meniul ei de valori D(y) =[0; 2].

Introducem vectorii a=( 1) si b=(yfx\ V2- x ). Atunci functia datd poate fi
scrisa in forma y =&-B, deoarece &b =1-Vx +W 2-x. Asacum |4 =VT+T =2,
|b|=Vx+2-x =\/2, reiese cd y =a BE=|a|-|b|cos(p =V2 -V2 cosq) = 2cos(p.

Cea mai mare valoare a lui cos o este egald cu 1 De aceea cea mai mare va-
loare a functiei y=2.

n

Intrebari si insarcinari pentru autocontrol

1. Ce se numeste metoda vectoriald de rezolvare a problemelor?

2. Care formule vectoriale cunoasteti?

3. Cum in limbajul vectorilor de scris, ca: a) dreptele sunt paralele; b) dreptele
sunt perpendiculare; c) punctele coincid; d) punctele sunt situate pe aceeasi dreapta?

4. Oare se poate folosi metoda vectoriald la rezolvarea problemelor, ale caror

conditii nu contin vectori? Aduceti exemple.
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E fectuam impreuna

Scrieti ecuatia dreptei care trece prin punc-
tul M (-2; 3) si este perpendiculard pe
dreapta AB, dacaAtl; 2), B(-4;5) (fig. 124).
Fie N(x; y) — punct arbitrar al drep-
tei cdutate MN si MN .. AB. Atunci
M NAB =0. Deoarece AB=(-5;3),
MN =(x+2;y-S), reiesecda MN AB =
=-5(x +2)+3(z/-3). De aceea -5(x +
+2) + 3(y- 3)=0, de unde -5x + 3-17
=0 sau 5x - 3y + 19 = 0. Asadar, ecuatia Fig.124
dreptei va avea aspectul: 5x - 3y + 19 =0.

Aflati aria triunghiului ABC, akwo A(l; 2), B(4; 1), C(3; 3).

Aflam \a b\, IACI sicosA: AB =(3;—}), de aceea [ab|=V9+1=VI0.
ABAC 32-11 5 72

AC =(2; 1), de aceea IACI =n/i+I" =V&. cos A = -—-
\AB\\AC\ slio -JE~ 512 2

SAR =-|AB|-JAC|-sinA =-710-75- — =25.

Probleme si exercitii

E fectuati oral

378.
379.

380.

381.

382.

Ce se poate spune despre segmentele AB si CB, dacda AB =2CD?
Stabiliti repartizarea reciproca a punctelor A, B, C, daca

a) AC=-|AB; b) BC=-3BA.

Oare sunt situate pe aceeasi dreaptd punctele A, B, C, daca

a) AB =2BC; b) AC=-BC; c) IABI=IBCI?
Determinati tipul patrulaterului ABCD, daca:

a) AB =DC; b) BC=0,3AB.

Stabiliti tipul triunghiului ABC, daca: CA=(-2;3), CB=(3; 2).
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383. Demonstrati cad patrulaterul cu varfurile in punctele M (-4; -2), N(-6; 2),
P(4; 7), iF(6; 3) este dreptunghi.

384. Demonstrati ca patrulaterul cu varfurile in punctele A (-1; -2), B(-8; 4),
C(l; 6), D(8; 0) este romb.

385. Demonstrati ca punctele M(1; 3), N(-2; 7), K(-8; 15) sunt situate pe o
dreaptd. Care din puncte se afla intre altele doud? in ce raport Tmparte
acest punct segmentul?

386. In ce raport axa OX Tmparte segmentul AB, daca A(1; 6), B(7; -12)?

387. AM — mediana triunghiului ABC. Aflati coordonatele vectorului AM si
modulul lui, dacdaA(-3; 2), b(1; 1), C(3; 5).

388. Gasiti coordonatele punctului de intersectie al medianelor triunghiului
ABC, daca A(-7; 12), B(-3; -2), C(4; 5).

389. Scrieti ecuatiile Tnaltimilor ale triunghiului ABC, dacaA(-1; 2), B(3; 5),
C(7; -3).

390. Scrieti ecuatia dreptei, care este tangenta la cirmuferinta cu centrul P(-4; 2)
n punctul A(1; 4).

391. Aflati aria triunghiului ABC, daca A(2; 1), B(8; 7), C(6; 2).

392. Diagonalele unui patrulater sunt perpendiculare. Demonstrati cd sumele
patratelor ale laturilor opuse ale acestui patrulater sunt egale.

393. Fie K, P, T, L — mijlocurde laturilor AB, BC, CD, DA ale unui patrulater
arbitrar. Demonstrati ca punctele de intersectie ale medianelor ce apartin
triunghiurilor APT si CKL coincid.

B

394. Demonstrati teorema despre linia medie a trapezului.

395. Demonstrati cd medianele triunghiului se intersecteaza intr-un punct.

396. Demonstrati cd atunci, cand a, b, c sunt laturile triunghiului, iar mc —
mediana, dusa la latura ¢, avem m =—J2a2+2h2- c2.

c 2
397. Demonstrati ca patrulaterul, la care diagonalele sunt impartite Tn jumatate
de punctul lor de intersectie, este paralelogram.

398. Problema deschisa. = Demonstrati teorema ... , folosind metoda vectoriala.

399. in triunghiul ABC ZC =90°, A(1; -3), B(-4; -8). Aflati coordonatele
punctului C, daca se stie ca ele sunt egale.

400. Scrieti ecuatiile tangentelor, duse din punctul A(1; 1) la cirmuferinta
(x - Af +(y - 2f =5.

401. Aflati coordonatele vectorului unitar, coliniar cu bisectoarea unghiului B a
triunghiului ABC, dacaA(2; 7), B(4; 3), C(8; 1).

402. Se da dreptunghiul ABCD. Demonstrati c& pentru orice punct M are loc
egalitatea: AM2+ CM2=BM2+ DM2
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403.

404.

405.

406.

407.
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Demonstrati cd dreapta care trece prin mijlocu- a
rile bazelor ale unui trapez, trece si prin punctul
de intersectie al diagonalelor lui.

ABCD si ABICID1 — sunt paralelograme,
punctele K,P,T —sunt mijlocurile segmentelor
BBL CClsi DDX Demonstrati ca AK =PT si
AT =KP (fig.125).

Pe laturile AB, BC, CA ale triunghiului ABC
notati asa puncte Au Bu Cu cdAAl=k *AB,
BBl=k *BC, CCj = k « CA. Demonstrati ca
punctele de intersectie ale medianelor triun-
ghiurilor ABC si AIBICI coincid.

Aflati cea mai mare valoare a expresiei 3x +4yll-x2 si indicati x, pentru
care se obtine aceastd valoare.

Demonstrati inegalitatea >]2a+| +V2&+1<2”p +l, undep =a + b.

Insarcinare practica

408.

Pentru punctele M (-3; 2) si 247(5; 4) definiti printr-o formula si reprezentati
pe plani de coordonate multimea punctelor G(x; y), care indeplinesc conditia:
a) MG «MN =0; b) GM =GN =0.

P robleme pentru repetare

409.

410.

411.

Aflati produsul scalar al vectorilor m =2&-b si n=a+3b, dacd a si b —
sunt vectori unitari reciproc perpendiculari.

Gasiti modulul vectorului & daca @ =3m +n, unde |m|=|n| =2, iar unghiul
format de ei este de 60°.

Diagonalele unui trapez sunt perpendiculare si una din ele este egald cu 15 cm.

v oA v

Aflati aria trapezului, daca inaltimea lui este egald cu 12 cm.

Vectori Tn fenomenele fizice
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Probleme cu desene gata

P

Indicati vectorii coliniari,

. ) AB =MN.

egali, opusi.
N(X; y)
5(7; 9)
ABCD — paralelogram. AB =& AC=b, AP:PC=3:1.
Exprimati AP, AC, PD Exprimati prin a si b
prin a si b.
C
Demonstrati: ABCD — romb. ZA: ZB:; ZC.
B(-L9  CE9 C(7; -4)

\m\=2y[2; |n|=3. Ecuatia BH.

\m+n : \m-n\ 5(3; 9)
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Lucrarea independenta 2

1°.

2°.
3*.

1°.

2°.
3*.

1°.

2°.
3*.

1°.

2°.

3*.

Desenati doi vectori arbitrari a si b si construiti vectorul c=2a+—b.

Aflati cosinusul unghiului A al triunghiuluiABC, dacad A(-3; 1), B(Z1; 3), C(5; -5).
Aflati modulul vectorului a=5p +2q, dacd \p\=\12, |g|=1, {p;q) =45°.

Desenati doi vectori arbitrari a si b si construiti vectorul c=—a-3b.
Aflati cosinusul unghiului B al triunghiului ABC, dacd A(3; 7), B(-3; -1), C(5; 3).

Aflati modulul vectorului h=2a-3b, dacd |a|=2, [f§=2, (a;fe)=60°.

Desenati doi vectori arbitrari a si b si construiti vectorul c=-2a +—Dh.
Gasiti cosinusul unghiului C al triunghiului ABC, dacd A(-3; -3), B(5; 1), C(3; 5).

Aflati modulul vectorului n=4a-3fe, daca |a|=2, [f[d=n3", (a;fe)=30°.

Desenati doi vectori arbitrari a si b si construiti vectorul c=-a-2b.

Aflati cosinusul unghiului B al triunghiului ABC, daca A(-3; -5), B(3; 3),
C(5; -1).

Aflati modulul vectorului p=3m-Ah, dacd [m|=3, \n\=I, (m;n) =60°.



Insarcinari teste 2

Aflati coordonatele vectorului AB,
daca A(-1; -3), B(-7; 12).

Care este conditia perpendiculari-
tatii vectorilor & si bl

Sedd p=(-21), g=(4 -3).
Aflati coordonatele vectorului
m =2p +30.

Aflati lungimea vectorului
a=(-2; 4).

Care din urmatorii vectori este coli-
niar cu vectorul a=(-1; 4)?

Stabiliti tipul triunghiului ABC,
dacd AB=(-1;3), AC=(6;2).

Aflati unghiul facut de vectorii uni-
tari & si b, dacd a b=0,5.

Pentru care valoare a lui m vectorii
a=(-2;6) si b=(9;m) sunt per-
pendiculari?

Pentru care valoare a lui x vectorii
m=(3;x) si n=(-6;7) sunt coli-
niari?

in care cazuri punctele M Isi M 2
coincid?

Capitolul 2. Vectori in plan

a) (6; -15);
b) (-6; 15);

a) a+b=0;
b) &-b =0;

a) (8; -7);
b) (-14; 0);

a) 2Vio;
b) +2/3;

a) (-2; -8);
b) (0,5; 2);

a) isoscel;

b) ascutitunghic;
c) dreptunghic;

d) obtuzunghic.

a) 30°;
b) 60°;

a) =3;
b) 27;

a) 14;
b) 3,5;

a) AM]=BMp,
b) OM1=0M2,

c) (-8, 9);
d) (-6; 9).

c) & b=0;
d) nu se poate
stabili

c) (8; 11);
d) (-2; 3).

c) 2yfE;
d) 2V5.

) (3; -3);
d) (4; -16).

c) 120°;
d) 45°.

c) 3;
d) -27.

c) -3,5;
d) -14.

c) AMj =M €2
d) MM 2*0.
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Probleme tipice pentru lucrarea de control

1°. Construiti doi vectori arbitrari & si b. Construiti vectorii:
a) c=a+b; 6) d=a-b; B) m=2a+3fe r) n=0,5a-2b.

2°. Sunt date punctele A(-1; 4), B(-3; 1), C(5; 0), D{3; -3). Demonstrati ca
AB =CD.

3°. Seda: a=(-1;3), b=(-2; 4). Aflati |c|, daca c=5a-2b.
4°, Pentru care valoare a lui m vectorii a=(m\ 2) si b=(4; m+2) sunt:

a) perpendiculari; b) coliniari?

5*. Sunt date punctele A(3; 1), B(5; -2), C(-4; 5). Aflati coordonatele punctului
D, daca AB =CD.

6*. Aflati modulul vectorului c=p-2q, dacd |p|=5, |g/=4, {p;q)=60°.

7*. ABCD —dreptunghi, AB =a, AD =b. Exprimati vectorii AM si MD prin
vectorii & si b, dacd M «BC siBM :MC =1:2.

8*. Demonstrati ca patrulaterul cu varfurile in punctele A (-7; -5), B(-5; 1),
C(9; 3), D(7; -3) — paraleloram; aflati unghiul format de diagonalele lui.

9+ Aflati \a-b\, daca |a|]=2, \b\=4, |a+fd=5.

IO**. Oare apartin punctele M, P si K aceleiasi drepte, daca M (-7; 8), P(4; 1),
K (-40; 29)?

La acele popoare, care stiu geometria, chiar cele mai
simple lucruri au 0 anumita frumusete specifica.
F. Procopovici



Principalul Tn capitolul 2

Marimile vectoriale sunt acelea care sunt determinate nu numai de valorile
numerice, dar si de directii. Valorile marimilor vectoriale sunt vectori. Geometric
vectorii (nenuli) se reprezintd prin segmente orientate. Segmentul orientat are
origine si extremitate. Distanta dintre ele - modulul (sau lungimea) vectorului.

Doi vectori se numesc coliniari, daca segmentele orientate ce le corespund sunt
situate pe aceeasi dreaptd sau pe drepte paralele. Vectorii coliniari sunt coorientati
sau orientati Tn sens opus. Doi vectori sunt egali, dacd ei sunt coorientati si au moduli
egali. Doi vectori se numesc opusi, dacd ei au moduli egali si sunt orientati in sens
opus.

Coordonate ale vectorului cu originea A(xX yt) si extremitatea B(x2 y2
sunt numite numerele x =x2- XjSiy =y2- yx Se scrie acest vector in forma

AB =(x;y), sau a=(x;y), sau AB =(x2-x L y2-y 1.

Modulul vectorului AB=(x;y) se noteaza cu simbolul \a b, si este egal cu
4*2+y2m

Suma a doi vectori a=(xLyl si b=(x2;y2) este numit vectorul a+b=
=(x1+x2; yl +y2). La adunarea vectorilor se indeplinesc proprietatile comutativa

si asociativa. Geometric se pot aduna vectorii dupd regula triunghiului (fig.126,
a) sau a paralelogramului (fig. 126, b).

Fig.126

Totdeauna sunt adevarate egalitatile vectoriale
AB+BC=AC, AB+5C +CD=AD.

Daca ABCD este paralelogram, atunci AB +AD =AC.

Diferenta a vectorilor a =(xL yt)si b=(x2 y2 este
numit vectorul a-b =(xx-x 2;yx- y2. Pentru a scadea
un vector din altul trebuie de adunat la primul vector
nul, opus celui de-al doilea, adica

5-b =&+(-b).

Pentru orice vectori AB si AC, totdeauna )
Fig.127
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Produsul vectorului a=(x; y) cu numarul n se numeste vectoru na =(nx\ ny).
Totdeauna sunt adevarate egalitdtile: (n+m)a =na+ma si n(a +b)=na +nb.
Produsul scalar a doi vectori nenuli este numit produsul modulilor acestor
vectori cu cosinusul unghiului format de ei:
ab =|al-|fe|cos (p.

Cosinusul unghiului facut de vectorii a si b este determinat dupa formula
ab

Patratul scalar al vectorului este egal cu patratul modulului lui a2=\a\ sau
\a\=43a2-

a=hb — conditia coliniaritatii a vectorilor a si b;

a b=0 — conditia perpendicularitatii,

in forma de coordonate:

Daca a=(xLyl) si £t=(x2y2), atunci a b=xk2+y¥y2

Vectorii nenuli a=(x%y,) si b=(x2; y2)sunt perpendiculari atunci si numai

atunci, cand xx2+ yx2=0.
Vectorii a=(xLy,) si £=(x2; y2) sunt coliniari atunci si numai atunci, cand
If

coordonatele corespunzatoare ale lor sunt proportionale: ;2_@'

Daca X - punct arbitrar, iar M - mijlocul segmentului AB sau punctul de
intersectie al medianelor triunghiului ABC, atunci avem corespunzéator

XM =-2(XA +XB) sau XM =§{XA +XB +XC).
La multe proprietati ale figurilor geometrice le corespund unele sau altele
egalitati vectoriale.
1. OA=0B — punctele A si B coincid.
2. AB =kCD — dreptele AB si CD sunt paralele.
3. AB =kAC — punctele A, B, C sunt situate pe aceeasi dreapta.
4. AB CD=0 — dreptele AB si CD sunt perpendiculare.

5. AME%MB, iar numerele m si n sunt pozitive - punctul M Tmparte seg-

mentul AB in raportul AM :MB =m :n.

6. & b=|a| |fe|cos(p — unghiul format de dreptele, pe care sunt situati vectorii
a si b, este egal cu @
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Anume matematica in primul rand ne apara de
inducerea in eroare a simtamintelor si ne invata, ca
o treaba este cum de construit obiectele, care sunt
percepute de simtaminte, alta. ce impresie ele fac.

Dreapta lui Euler

LEONARD EULER
(1707-1783)

llustru matematician, fizician, as-
tronom, inginer s.a. elvetian, rus si
german. Unul din cei mai remarcabili

matematicieni ai secolului XVIII.

e in matematica descoperirile lui
fundamentale se referd la ma-
tematica elementara, trigono-
metrie, teoria numerelor, analiza
matematica, geometria diferential,
topologie.

A elaborat partea considerabila a
terminologiei contemporane.

» Aproape in toate domeniile ma-
tematicii si ale aplicatiilor ei sunt
termeni legati de numele lui.
Influenta lui Euler asupra ma-

tematicii o descrie enuntul lui P. Lap-

lace:
"Cititi-1 pe Euler, cititi-1 pe Euler els
este Tnvatator pentru noi toti".



Capitolul 3 Section 3

Rezolvarea Triangels
triunghiurilor solving

A rezolva triunghiul - aceasta inseamna cd, stiind céteva elemente
ale triunghiului, trebuie de determinat celelalte elemente ale lui.
Triunghirile dreptunghice se rezolva, folosind sinusul, cosinusul si
tangenta unghiului ascutit, iar triunghiurile arbitrare - cu ajutorul
teoremelor a cosinusului si a sinusului. Astfel de probleme din vechime
erau nevoiti multi savanti sa le rezolve, de aceea inca in antichitate a
fost creatd o stiinta matematica separata a celor mai importante stiri
din trigonometrie. Capitolul dat este expunerea prescurtata a celor mai
Importarite stiri din trigometrie.

§ 13 Teorema cosinusurilor Cosines theorem
§ 14 Teorema sinusurildr Sines theorem

Rezolvarea Triangels
§ 15 triunghiurilor solving

Formule pentru aflarea Triangle area
§ 1 6 ariei triunghiului find formula

PROIECT DE INVATAMANT EDUCATIONAL PROJECT
"Trigonometria cunoscuta “Familiar and Unfamiliar
si necunoscuta" Trigonometry”



Pentru ce trebuie de Tnvatat trigonometria

Trigonometria, in primul rand, trebuie pentru
aceea ca sa fie masurate distantele dintre obiecte
si dimensiunile obiectelor acolo, unde este dificil
sau imposibil de-a ajunge: in cosmos, in ocean,
sub pamant s.a.

Geodezistii, determindnd pozitia obiectelor
pe suprafata Pamantului, utilizeaza reteaua
geodezicd, metoda triangulatiei si dispozitivele
electronice moderne: tahimetrul electronic si
receptorul GPS.

Se stabilesc dimensiunile zacdmintelor de
minerale si acumularea de ape subpdaméntene,
sunt construite tunele pentru transport s.a. Pana
a construi 0 mina pentru extragerea carbunelui
trebuie de stiut dimensiunile si unghiul de inclinare
a stratului. Pentru a le determina sunt forate 3 sonde
n trei locuri diferite si se clarificd la ce adancime in
fiecare loc se gaseste stratul. Pe baza acestor date si a
calculelor speciale, legate cu functiile trigonometrice,
sunt stabilite datele necesare.

Se fac calcule cu ajutorul functiilor
trigonometrice in biologie (analiza
rontghnostructurald, vizualizarea
medicald (tomografia computerizata si
cercetarea ultrasonord)

incad unde se mai foloseste
trigonometria? Aduceti exemplele
voastre.



Teorema cosinusurilor

Pentru a rezolva nu numai triunghiurile dreptunghice, ci orice triunghiuri,
trebuie de stiut teoremele cosinusului si a sinusului. Pentru intelegerea mai buna a
lor sa cadem de acord cu aceea, ca laturile triunghiului - acesta-s lungimile lor, iar
unghiurile sunt masurile in grade ale lor.

Mai frecvent vom nota laturile cu literele latine a,b si ¢, iar unghiurile opuse lor
(de la varfurile A, B, C) — cu literele grecesti a, 3sij.

TEOREMA

(A cosinusurilor). Patratul laturii triunghiului este egal cu suma patratelor
acelorlalte doua laturi ale lui fara indoitul produs al acestor laturi cu
cosinusul unghiului format de ele.

DEMONSTRATIE.

Fie ABC — triunghi arbitrar (fig. 128), AB =
c, AC =b, BC =asi ZA=a. Sa demonstram
cd a2=h2+ c2- 2bc cos a.
Ducem BH 1in triunghiul dat si gasim patratul
laturii @ dupa teorema lui Pitagora din aBHC.
1) Dacd a < 90°, atunci BH =c sin a,
AH =ccosa, CH=AC - AH =b - ccos a.
Atunci a2 = BH2 + CH2 = (¢ sin a)2 + B
+(b - ccos a)2=cxin2a + b2- 2bc cos a +
+ c2cos2a = csin2a + cosA) + b2- 2bccosa =
= c2+ b2- 2bc cos a. Cazul cand, ZC — obtuz,
cercetati-1 de sine statdtor.
2) Daca a > 90° (Fig. 129), atunci
BH = c¢ sin (180° - a) = c sin a,
AH = c cos (180° - a) = — cos a, Fig.129
HC =AC +AH =b+ (—cosa)=b- ccosa.
Ca si In primul caz:
a2=BH2+CH2=(csina)2+ (b- ccosa)2= B
=c2+ b2- 2bc cos a. r\
3) Dacda =90° (fig. 130), atunci aABC este
dreptunghic si cos a = 0. n virtutea teoremei lui
Pitagora a2=hb2 + c2=h2 + c2- 2bc cos a.
Asadar, care nu ar fi unghiul a al triunghiului
ABC totdeauna Fig.130
a2=b2+c2- 2bc cosa. O

Fig.128
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Atrageti atentia!

Teorema lui Patagora este un caz particular al teoremei cosinusurilor. Pe
baza teoremei cosinusurilor c2=a2+ b2- 2ab cos y. Dacd insa y = 90°, atunci
cosy=0si c2=a2+ b2

Din formula a2="Db2 + c2- 2bc cos a reiese:

COS a = _kzg_-r_(_:_z_-__?_z_
2 bc

Aceasta formuld permite de-a calcula unghiurile triunghiului, dacad sunt cunoscute
laturile lui. Tn general teorema cosinusurilor leaga patru elemente ale triunghiului:
trei laturi ale triunghiului si unghiul. De aceea cu ajutorul acestei teoreme totdeauna
se poate afla unul din elementele necunoscute, daca sunt cunoscute altele trei.

Folosind teorema cosinusurilor sa demonstrdm urmatoarea teorema.

TEOREMA | 8

(Proprietatea diagonalelor paralelogramului). Suma patratelor diagonalelor
paralelogramului este egala cu suma patratelor laturilor lui.

DEMONSTRATIE

Fie c& laturile paralelogramului sunt a, b, a, b,
iar diagonalele — m si n(fig,131). Pe baza teoremei
cosinusurilor din aABD si aABC respectiv avem:
m2=a2+ b2- 2ab cosA,
n2=a2+ b2- 2ab cos B.
Deoarece Z5 =180°-ZA, iar cosinusurile
a astfel de unghiuri se deosebesc numai prin
semne, reiese cd cos B = -cos A. De aceea
m2+ n2=2a2+ 2b2- 2ab cos A + 2ab cos A = 2a2- 2b2
Aceasta si trebuia de demonstrat.

I e N = U o U =] = e —————

Aplicand teorema cosinusurilor se poate determina tipul triunghiului
(ascutitunghic, dreptunghic sau obtuzunghic), faréd a calcula unghiurile lui. Se
stie caunghiul drept sau cel obtuz al triunghiului este opus laturii mai mari a lui.
Fiein pABC laturile a, b, c si cea mai mare din ele este a. in acest caz unghiurile
B si C sunt ascutite, iar unghiul A poate fi ascutit, drept sau obtuz. Pentru a

b2+c2-a?2

clarifica aceasta sa ne folosim de formula cos A =~ v .
20bC

Dacé b2+c2>a2 atunci cos A>0, din aceasta reiesa cd unghiul ZA —ascutit.
Daca b2+c2=a2 atunci cos A=0 si unghiul ZA —drept. lar daca b2+ c2<a2
atunci cos A<0si unghiul ZA va fi obtuz. Deci, daca:

b2+ c2>a2 atunci ZA —ascutit;
b2+ c2=a2 atunci ZA —drept;
b2+ c2<a2 atunci ZA —obtuz.
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n
~

ntrebari si insarcinari pentru autocontrol

1. Formulati teorema cosinusurilor.

2. Aratati ca teorema lui Pitagora este consecintd din teorema cosinusurilor.
3. Cum de aflat unghiurile triunghiului dupa laturile cunoscute ale lui?

4. Cu este egala suma patratelor diagonalelor ale unui paralelogram?

E fectuam impreuna

Aflati cosinusul celui mai mic unghi al triunghiului ale carui laturi sunt 3,5 si 6.
Indicati valoarea aproximativa a masurii acestui unghi.

* Unghiul cel mai mic a este opus laturii celei mai mici. Pe baza teoremei
cosinusurilor a2="hb2+ c2- 2bc cos a avem:
32=52+ 62- 2«5 <6 ecos a, de unde

60 cosa =52+ 62- 32=52, cosa :i =— ~0,8667.
Conform tabelei de pe forzat aflam: a ~ 30°.

O Aflati lungimea medianei triunghiului cu laturile
12 cm, 14 cm si 22 cm, dusd la cea mai mare
latura.

Fie cd iIn aABC AB =12 cm, BC = 14 cm,

AC =22 cm, BM — mediana (fig.132)

Prelungim mediana dupa punctul M la distanta D
MD =BM si unim punctul D cu punctele A si
C. Patrulaterul ABCD este paralelogram, fiindca
diagonalele lui sunt Tmpartite in jumadtate de
punctul de intersectie al lor.

Atunci AC2 + BD2=2(AB2+ BC2), adicd 222+ BD2=2(122 + 142, avem:
484 + BD2=2 (144+196), de unde BD2=2 340 - 484 = 196.

Agsadar, BD =14 cm, atunci BM =7 cm.

Fig.132

Probleme si exercitii
E fectuati oral

412. Care va fi egalitatea a2=hb2+ c2- 2bc cos a, daca a = 90°?

413. Cu ce este egal unghiul 3 in triunghiul ABC, daca: a) b2=a2+ c2;b) a=b=c?

414. Doud laturi ale triunghiului sunt constante, iar unghiul format de ele se
mareste. Demonstrati ca totodatd a treia laturd se mareste.
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415. Folosind figura 133 exprimati pe baza teoremei
cosinusurilor fiecare latura a triunghiului MNK.
416. Exprimati cosinusul fiecarui unghi al triunghiului
MNK (fig. 133).
417. Aflati suma patratelor diagonalelor ale unui romb cu
latura a
418. Aflati suma patratelor diagonalelor ale dreptunghiului Fig.133
cu laturile a si b.

419. Aflati latura necunoscutd a triunghiului ABC, daca:
a) AB =5cm, AC =8 cm, ZA=60°, b) AB=4cm,BC=10cm, ZB =120°.
420. Aflati latura necunoscutd a triunghiului MNK, daca:
a) MN =4 cm, NK =2cm, ZN =60°
b) MN =3 cm, MK =202 cm, ZM =135°;
c) NK =2cm, MK =2y/3 cm, ZK =30°;
d) MK =7cm, MN =8 cm, ZM =120°.
421. Aflati ZB al triunghiului ABC, daca:
a) AB =5dm, BC =8 dm, AC =7 dm;
b) AB =8 km, BC =7 km, AC = 13 km.
422. Aflati cosinusurile unghiurilor ale triunghiului cu laturile:
a) 5cm, 6cmsi 7cm; 6) 2cm, 4 cm si 5cm.
423. Poarta de fotbal AB are latimea de 8
iarzi (fig. 134). Jucdtorul X a marcat
golul cénd se afla la distanta de 25
iarzi de la unul din stalpii portii si la
28 de iarzi de la celalalt stalp. Sub
ce unghi jucatorul vede poarta din
acest loc?
424. Ascutitunghic sau obtuzunghic este
triunghiul cu laturile
a) 3cm, 5¢cm si 7 cm;
b) 5cm, 7 cm si 8 cm? Fg.134
425. Laturile triunghiului sunt egale cu 6 cm, 14 cm si 16 cm. Aflati unghiul cu
masura mijlocie.
426. Aflati cel mai mare unghi al triunghiului cu laturile 6 cm, 10 cm si 14 cm.
427. Aflati diagonalele paralelogramului, daca laturile lui sunt egale cu 7 cm i
3n/2 cm, iar unghiul ascutit 45°.
428. Diagonalele paralelogramului sunt egale cu 873 cm si 16 cm, iar una din
diagonale este egald cu 30°. Aflati lungimea celeilalte diagonale.
429. Laturile paralelogramului sunt egale cu 13 cm si 15 cm, iar una din diagonale
este egalda cu 14 cm. Aflati lungimea celeilalte diagonale.
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439.

440.

Diagonalele paralelogramului sunt egale cu 7 cm si 11 cm, iar permiterul lui
cu 26 cm. Aflati laturile paralelogramului.

Laturile paralelogramului sunt egale cu 6cm si 7 cm, iar diagonalele sunt
proportionale cu numerele 11 si 7. Aflati lungimile diagonalelor.

Laturile triunghiului sunt egale cu 1lcm, 12cm si 13cm. Aflati lungimea
medianei, duse la cea mai mare latura.

Doua laturi ale triunghiului sunt egale cu 6cm si 8 cm, iar mediana, dusa

la a treia laturd este, egala cu cm. Aflati a treia latura a triunghiului.

in aABC AB =6 cm, AC = 14 cm, ZB =120°. Aflati BC.

Laturile AC si BC ale triunghiului ABC sunt corespunzator egale cu 9 cm si
21cm, iar unghiul ZA =60°. Aflati AB.

Doua laturi ale triunghiului sunt proportionale cu numerele 3 si 8 si formeaza
unghi de 60°. Aflati perimetrul triunghiului, dacd a treia laturd este egald cu
35 cm.

Suma a doua laturi ale triunghiului este egald cu 32 cm, unghiul format de
ele are — 120°. Aflati aceste laturi, daca a treia latura este egald cu 28 cm.
Lungimea acului minutar al ceasornicului este egala

cu 6 cm, iar a celui orar — 5,2 cm. Ceasornicul

arata amiaza (fig.135). Peste care cel mai mic

numar de minute distanta dintre varfurile acelor

va fi egald cu 3,2 cm? Dar 11,2 cm?

in figura 135 este reprezentat un ceasornic

care nu functioneaz si indicd amiaza. Lungimea

acului minutar al acestui ceasornic este egald

cu 20 cm, iar al celui orar - 17 cm. Un copil,

jucéndu-se, roteste numai acul minutelor. Stabiliti

corespondenta dintre cantitatea de minute (1-4),

indicatd de minutar conform acestor conditii,

si distanta dintre varfurile acelor ceasornicului

(A-E).

1 10 min. A ~23cm
2 15 min. B ~19 cm
3 25 min. C ~36 cm
4 7,5 min. D ~26 cm

E ~ 14 cm

Unul din unghiurile triunghiului isoscel cu baza de 2V2T cm este egal cu
120°. Aflati medianele triunghiului.
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BM — mediana triunghiului ABC. Aflati AB, daca AC = 16 cm,
BC =13 cm ZBMC =120°.

Mediana dusa la latura triunghiului de 32 cm, este egald cu 14 cm si face
cu aceasta laturd unghiul de 60°. Aflati alte laturi ale triunghiului,

intr-un triunghi mediana si latura, la care ea este dusd, sunt corespunzator
egale cu 10 cm si 30 cm. Aflati laturile triunghiului, daca perimetrul lui
este egal cu 64 cm.

Doud laturi ale triunghiului sunt egale cu 6 cm si 10 cm, iar mediana, dusa
la a treia laturd, este egald cu \fl9 cm. Aflati:

a) a treia latura a triunghiului;

6) cel mai mare unghi al triunghiului.

Laturile triunghiului sunt — a, b si c. Demonstrati cd mediana, dusa la latura
a este egalda cu m=—"2(b2+c2)- a2.

in paralelogramul ABCD AD = 8 cm, ZA =60°, iar Tnaltimea BH =2n/3.
Aflati diagonalele paralelogramului.

Doud laturi ale triunghiului sunt egale cu 4 cm si 5 cm, iar sinusul unghiului
format de ele este egal cu 0,6. Aflati a treia laturd a triunghiului. Céte solutii
are problema?

in trapezul ABCD (BC |AD) AD =11 cm, BC =3 cm, AC =6 cm,
BD =10 cm. Aflati:

a) unghiul format de diagonalele trapezului;

6) cosinusurile unghiurilor, pe care le formeaza diagonalele cu bazele trapezului.

Problema deschisa. lesind din autobuz Cristina si lonel se grabeau spre
casd. Fiecare din ei se misca rectiliniu, Tnsa sub un anumit unghi unul fata
de altul: Cristina cu viteza de 6 km/ora, iar lonel cu viteza de 8 km/ora.
Aflati distanta dintre casele lor, daca

n paralepipedul dreptnnghicABCDAB ICID|

AB =12, BC =18, BB1=6. Aflati cosinusul

celui mai mare unghi al triunghiuluiA BC1

(fig.136)

Demonstrati c& Tintr-un paralelogram

unghiului mai mare i se opune diagonala mai

mare. Oare este adevaratad afirmatia inversa?

Doua laturi ale triunghiului sunt egale cu

a si b, iar unghiul format de ele este a.

Aflati lungimea bisectoarei, duse din varful acestui unghi.

BL — bisectoarea triunghiului ABC. Aflati cosinusul ZABL, dacdAB =a,
BC =h, BL =1.
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Insarcinare practica

454, Aflati laturile si unghiurile necunoscute ale triunghiurilor, reprezentate in
figura 137, folosind programa Excel si modelul adus in figura 138.

15 21 105 288

Bo o ~

Fig.138

Probleme pentru repatre

455. Calculati:
a) 2sin 120° + cos 90° esin 135° - tg 60°;
b) cos 120° - ctg 60° + sin 90° cos 135°.
456. Simplificati expresia:
a) (sina + cos a)2+ (sin a - cos a)2,
b) sinda + cos4a + 2sin2a cos2a - 1.
457. Se dau vectorii a=(I; -3) si b=(7; 2). Aflati produsul scalar al vectorilor:
a) (a+b) si (@-b);
b) (2a-b)(b +3a).
458. Aflati aria triunghiului isoscel cu laturile si 25 cm, 25 cm si 14 cm.



Teorema sinusurilor

TEOREMA | 9

Diametrul circumferintei circumscrise triunghiului este egal cu raportul
laturii triunghiului catre sinusul unghiului opus.

DEMONSTRATIE.

1) Fie cd se da triunghiul ascutitunghic ABC, Tn care este cunoscuta latura
BC =a si unghiul opus ei A (fig.139). Ducem diametrul BK al circumferintei
circumscrise triunghiului si segmentul KC.

Unghiul BCK — drept, deoarece este Tnscris si se sprijind pe diametru;
unghiurile K siA — egale, deoarece sunt inscrise si se sprijind pe unul si acelasi
arc BC. Triunghiul BCK este dreptunghic cu ipotenuza BK = 2R. De aceea
BC : BK =sin K, de unde BC =2R sin K = 2R sin A, adica a = 2R sin A.

2) Fie unghiul A obtuz (fig. 140), atunci ZK =180°-ZA. Sinusurile a astfel
de doud unghiuri sunt egale: sin (180°- ZA) =sin A. De aceea i Tn acest caz
BC =BK sin K =BK sin (180°-ZA) =BK sin A, a =2R sin A.

Fig.139 Fig.140 Fig.141

3) Daca unghiul A este drept, atunci el se sprijind pe diametru (fig. 141), adica
a =2R =2R sin A, fiindca sinusul unghiului drept este egal cu 1

Deci, totdeauna a = 2R sin A, de unde 2R =sinA Ceea ce trebuia de
demonstrat O

Atrageti atentia! Folosind aceastd teorema se poate afla raza circumferintei
circumscrise triun%hiului arbitrar cu formula R =z .
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TEOREMA 10

(A sinusurilor). Laturile triunghiului sunt proportionale cu sinusurile
unghiurilor opuse.

DEMONSTRATIE.

Din teorema anterioara reiese ca
—9— = 2R, —,A— = 2R, ,—A— = 2R
sin A sinB sinC

Deci,

sinA  sinB sinC

lar aceasta Tnseamna ca laturile triunghiului a, b, ¢ sunt proportionale cu
sinusurile unghiurilor opuse A, B, si CO
Teorema sinusurilor se foloseste pentru a afla laturile necunoscute ale triunghiului
daca se stie o laturd si doua unghiuri, si de asemenea, pentru a afla unghiurile
triunghiului, dacé se stiu doua laturi si unghiul care este opus uneia din ele.

Exemplu. Se stie latura triunghiului si doud unghiuri:
a=27,3cm, ZB =43°, ZC=75°. Aflati celelalte dou& laturi ale lui.

97 u h c

Rezolvare. ZA =180°-43°-75° =62°, ---—-— =-- = - ,de unde
sin62° sin43° sin75°
27,3 sin43° 27,3-sin 75°
— 1 — 1 2 9.
b sin 62° 211, ¢ sin 62° 9.9

(— PENTRU CEl CURIOS|-------=enmmem

Teorema sinusurilor poate fi demonstrata
si altfel. De exemplu, de exprimat indltimea CH
a triunghiului ABC cu doua procedee diferite

(fig.142).
CH=b sin A Si CH=asin B, de unde
b sin A=a sin B, a b s.a. m.d. )
sinA  sinB Fig.142

Acei care stiu formula ariei triunghiului S:iab sinC, pot determina aria
aceluiasi triunghi prin trei procedee diferite:
S =2—ab sinC=2—bcsinA =2—acsina

i si fiecare parte a egalitatii de o Tmpartit la 0,5abc. Tncercati de sine statator sa
terminati fiecare din aceste demonstrari.
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Intrebari si insarcinari pentru autocontrol

agrwn

Formulati teorema sinusurilor.

Care probleme se pot rezolva cu teorema sinusurilor?

Cu ce este egal raportul laturii triunghiului cétre sinusul unghiului opus?
Cu este egala raza circumferintei circumscrise triunghiului?

Cum de aflat latura triunghiului, stiind raza circumferintei circumscrise Si
unghiul opus?

E fectuam impreuna

Aflati latura BC a triunghiului ABC, dacd AB = 12,
ZA =a, ZC=j (fig.143).
Pe baza teoremei sinusurilor pentru triunghiul ABC
avem:

AB BC 12sina

. . de unde BC ="
siny sina siny

Aflati raza circumferintei circumscrise trapezului isoscel ABCD, a cérui Tndltime
BH este egald cu 24 cm si imparte baza mare Tn segmentele de 10 cm si 18 cm.

Fie ABCD - trapezul isoscel, in care BH =24 cm, AH =10 cm si HD = 18
cm (fig.144). Circumferinta circumscrisa trapezului
ABCD este circumscrisd si aABD. De aceea vom
afla raza circumferintei, circumscrise triunghiului.
S& ne folosim de formula:
BD

R =
2sin A
Pe baza teoremei lui Pitagora din aABH:

AB =-V/242+102=26 (cm).

Deci, sinA=2H - 24_ 12

Pe baza teoremei lui Pitagora din aBHD: BD =V242+182 =30 (cm).

. BD . .
Atunci R = 30 13 _  =ig 25 (cm). Aicia = A
2sina 212 4
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ntrebari si insarcinari pentru autocontrol

E fectuati oral
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Examinati fig. 145. inlocuiti * cu asa o0 expresie, M
ca sd rT(])bi;in%m 0 egalitate adevarata:

a) c)

sina siny sina
k m _sina
b) . . d) -« ==
sinp sina siny N
Folosind figura 145 indicati egalitatea neadevarata:
n m n k
a) . . c) . . e)
siny sina siny sina
k m ina _ sinfi A m_sina
b) . . gy 2'na - s -
siny sina m k n siny

Oare existd triunghi, in care:
a) sinA =0,4; sinB =0,8; sin C=10,3; b) sinA=—;sinB=~; sinC=—;

c) sin A =0,4; sin B =0,6; sin C=0,2?

Cu ce este egald raza circumferintei, circumscrise triunghiului echilateral cu
latura a?

Cu ce este egala raza circumferintei circumscrise unui triunghi isoscel cu
baza a si unghiul de la varf 120°?

Aflati raza circumferintei circumscrise unui trapez isoscel cu diagonala de
10 cm si unghiul ascutit 45°.

Pe baza teoremei sinusurilor exprimati fiecare laturd F
a triunghiului EFK (fig. 146).
Folosindu-va de figura 146 si teorema sinusurilor
exprimati sinusii unghiurilor E, F si K ai triunghiului
EFK.
Aflati latura AB a triunghiului ABC, dacé:
a) BC =8 cm, ZA=30° ZC =45 Fg.146
b) AC =9 cm, ZB =60°, ZC =45,
c) BC= 16 cm, ZA =45°, Z5 =105".
Aflati latura AC a triunghiului ABC, daca:

a) AB =20 cm, ZB =30°, ZC =45°
b) BC= 15 cm, ZA=60°, Z5 =45°
c) AB =18 cm, ZA =105°, ZC=30°.
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469. Aflati unghiul ascutit C al triunghiului ABC, dacé:
a) Ab=6V2 cm, BC =6 cm, ZA =30°%
b) AC = 18 cm, AB =9yj6 cm, ZB =45°;
c) AC=9cm, AB=3\I6 cm, ZB =120°.

470. Aflati unghiul ascutit A al triunghiului ABC, daca:
a) AB =6 cm, BC=3V(f cm, ZC =457,
6) AC =12 cm, BC=4"3 cm, ZB =60°.

471. Pentru a determina distanta de la punctul A pana la
punctul inaccesibil B (fig.147) au mdsurat distanta
AC =40 msiunghiurile: ZBAC =57°, ZACB =63°.
Aflati distanta AB.

472. Diagonala paralelogramului este egala cu d si face
cu laturile unghiurile a si 3 Aflati laturile
paralelogramului.

473. Pe baza datelor din figura 148 stabiliti ¢
corespondenta dintre segmentele (1-4),
reprezentate in aceasta figura, si lungimile
lor (A-E). D
1 AB A » 33
2 BD B » 18
3 CD C »39
4 BC D » 23 Fig.148

E » 41

474. Baza unui triunghi isoscel este egald cu 6 cm, iar unghiul de la varf este egal
cu 150°. Aflati raza circumferintei circumscrise.

475. Baza unui triunghi isoscel este egald cu 12 cm, iar unghiul de la baza este
egal cu 30°. Aflati raza circumferintei circumscrise.

476. Aflati raza circumferintei, circumscrise trapezului isoscel cu diagonala de 10
cm si unghiul ascutit egal cu 45°.
B

477. Aflati ZA si ZB ale triunghiului ABC, dacd
AB =12 cm, BC =6y/(icm, ZC =45°. Cate solutii
are problema?

478. in triunghiul MNK MN =3 cm, MK =*Bcm,
ZN =30°. Aflati unghiurile necunoscute. Céate
solutii are problema?

479. Oare exista triunghiul ABC, in care AB = 15 cm,
BC =8cm, sinZA =0,67

480. Pe baza figurii 149 calculati indltimea jetului de apa
a havuzului, CO, daca AB =0,5m, ZA=87°,

ZB =84°. _
Fig.149
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Pe cateta BC atriunghiuluiABC (ZC =90°) s-a luat punctul K astfel, cd BK =a,
ZKAB =a, ZAKB =p. Aflati laturile triunghiului ABC.

Pe prelungirea catetei AC dupa punctul A in triunghiul ABC (ZC =90°) este
luat punctul M astfel, ca AM =m, ZCAB=a, ZCMB =p.. Aflati laturile
triunghiului ABC.

Diagonala trapezului isoscel este egald cu d si formeaza cu baza mare
unghiul a, iar cu latura lateralda — unghiul p. Aflati laturile trapezului.
Unghiurile triunghiului sunt egale cu a, P si y. Aflati laturile triunghiului,
daca perimetrul lui este egal cu P.

in triunghiul isoscel ABC (AB =BC) prin mijlocul Tndltimii BH este dusa o
dreaptd, care intersecteaza laturile AB si BC Tn punctele M si N corespunzator.
Aflati BH, daca MN =m, ZABC =a’ ZBMN =p.

Bazele trapezului sunt egale cu a si b (a >b), iar unghiurile ascutite de la
baza — a si p. Aflati laturile laterale ale trapezului.

Latura laterald a triunghiului isoscel este egald cu b, iar unghiul de la varf — a.
Aflati raza circumferintei circumscrise.

Unghiurile unui triunghi sunt a si p. Aflati Tnaltimea dusa din varful unghiului
al treilea, dacd raza circumferintei circumscrise este egald cu R.

Aflati unghiurile triunghiului, doua laturi ale caruia sunt egale cu 6 cm si
2*Jo cm, dacé raza circumferintei circumscrise este egald cu 2-3. Céte solutii
are problema?

Aflati raza circumferintei, circumscrise unui trapez cu bazele de 5 cm si 13
cm, iar inaltimea lui este egald cu 12 cm.

Aflati raza circumefrintei circumscrise unui trapez, latura laterald a céruia
este egald cu 15 cm, iar raza circumferintei Tnscrise - cu 6 cm.

Pentru avedea varful copacului, aflandu-se la poalele unui bloc de apartamente
trebuie de se uitat Tn sus sub unghiul de 22°. Dar pentru a vedea varful
copacului de pe balconul care se afld la distanta de 50 m de la suprafata
pamantului, trebuie de se uitat in jos sub unghiul de 50° (fig.150). Aflati:
a) inaltimea copacului, b) distanta de la copac pana la cladire.

Demonstrati teorema 9, folosind figura 151.

Fig.150 Fig.151
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Insarcinare practica

494. Un avion trebuie sa zboare spre rasarit dintr-un oras In altul cu viteza de
400 km/oré. Tnsa constant sufla vantul nord-estic cu viteza de 50 km/oré.
in ce directie trebuie s& se miste avionul si cu ce viteza pentru a sosi la
timp in punctul de destinatie?

495. n figura 152 sunt reprezentate trei circumferinte si in fiecare din ele este
fnscris un triunghi. Masurati lungimile laturilor si masurile unghiurilor ale
fiecarui triunghi. Verificati justetea afirmatiei: raza circumferintei, circumscrise
oricdrui triunghi, se exprima prin formula:

_ i b c
2sinA  2sinB  2sinC

Fig.152

P robleme pentru repetare

496. Aflati:

a) cosinusul celui mai mare unghi al triunghiului cu laturile 3 cm, 5 cm si
6 cm. Indicati tipul acestui triunghi;

b) latura BC a triunghiului ABC, dacd AB =10 cm, AC =14 cm, ZB =60°.
Stabiliti tipul acestui triunghi.

497. Problema lui Brahmaguptu. Produsul lungimilor a doua laturi ale triunghiului,
impartit la lungimea perpendicularei, coborate pe a treia latura din varful opus
al triunghiului este egal cu lungimea diametrului circumferintei circumscrise.
Demonstrati.

498. Aflati Tndltimea paralelogramului, dacad laturile lui sunt egale cu 6 cm i
9 cm si fac unghiul 30°.
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A rezolva triunghiul - aceasta Tnseamna a gasi laturile si unghiurile lui dupa
cateva laturi si unghiuri cunoscute. S& ne amintim cum se rezolva triunghiurile
dreptunghice.

Problemd. Impotenuza triunghiului dreptunghic este B
egald cu 10, iar unul din unghiurile ascutite este egal cu -
40°. Aflati celelalte laturi si unghiuri ale triunghiului.

Rezolvare. Fiecdin aABC ZC =90°, ZA =40°,AB=10
(fig-153).

Atunci ZB =90° - 40° =50°;BC= 10sin 40° ®10 «0,643 ®
®6,43; AC = 10cos 40° ®10 0,766 ®7,66.

Raspuns: ZB =50°, BC ~ 6,43, AC ~ 7,66.

Teoremele ale sinusurilor si cosinusurilor permit rezolvarea oricarui triunghi
(fig. 154) dupa trei elemente date ale lui (afara de trei c
unghiuri). Exista patru tipuri de probleme principale
in rezolvarea triunghiurilor:

1) dupa doud laturi si unghiul facut de ele;

2) este datd o laturd si doua unghiuri aldturate ei;

3) sunt date trei laturi;

4) dupa doua laturi si unghiul opus uneia din ele.

S& examindm fiecare din aceste cazuri.

1. Dacd sunt date doud laturi si unghiul format
de ele, atunci in virtutea teoremei cosinusurilor se afla a treia latura, iar cu ajutorul
teoremei sinusurilor - ungiurile necunoscute. c

Se da: a, b, y. Trebuie de aflat c, a si fi (fig. 155).

Rezolvare. Latura ¢ o aflam pe baza teoremei
cosinusurilor: c2=a2+ b2- 2ab cosy.

Unul din unghiurile necunoscute (nu acel ce este
opus laturii mai mari) este mai comod de-1 determinat

dupa teorema sinusurilor: B

. cLsiny -
sina=- — , atunci fi = 180°-(a +Yy).

Fig.154

C oy . s . . Fig. 155
Daca Tnsa trebuie mai Intai de determinat cel mai

mare unghi al triunghiului, atunci e mai bine sa ne folosim nu de teorema sinusurilor,
ci de teorema cosinusurilor, fiindca semnul cosinusului va indica imediat la aceea
cum este unghiul ascutit sau obtuz, pe cand dupéa valoarea lui sinus aceasta nu se
poate face.

2. Daca se da latura si unghiurile aldturate ei, atunci la inceput se afla al treilea
unghi al triunghiului, apoi dupa teorema sinusurilor - laturile.
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Se da: c, a si p. Trebuie de aflaty, a, b (fig. 156) C
Rezolvare: y =180° - (a + P).
Laturile le aflam pe baza teoremei sinusurilor:

csina
. . de undea= ",
sina siny siny
Analogic b= c§|nf| B
siny

3. Daca sunt date trei laturi, atunci unul din
unghiuri (mai bine cel mai mare) se afla dupa teorema cosinusurilor, al doilea -
dupa teorema sinusurilor sau teorema cosinusurilor.
Se da: a, b, c (a <b <c). Trebuie de aflat a, c
p si y (fig. 157).
Rezolvare. Unul din unghiuri 1l determindm pe
baza teoremei cosinusurilor (e bine de-1 determinat
la inceput pe unghiul cel mai mare, ca sa stim,
este el obtuz sau ascutit):

a2+b2-c?2 B
cosy=-
2ab
Al doilea unghi 1l determindm dupa teorema
sinusurilor sau a cosinusurilor:

. _asiny _b*+c2-a2
sina = sau cosa =
2bc

Atunci P = 180° - (aty).
4, Daca sunt date doud laturi si unghiul opus c
uneia din ele, atunci conform teoremei sinusurilor
se afla mai intadi unghiul opus celei de-a doua
laturd datd. Astfel de unghiuri pot fi doua (daca
unul este a, atunci al doilea e 180° -a).
Seda: a, b, a. Trebuie de aflat c, p siy (fig. 158).
Rezolvare. Pe baza teoremei sinusurilor aflam
unghiul fi:

.. nh_bsin
sinp =--------- )

Trebuie de tinut minte ca valorii date a lui sin p au sa-i corespundad doua
unghiuri: p si 180° - p. De aceea problema poate avea doua solutii si trebuie de
examinat doud cazuri: cand unghiul p — este ascutit si cand el este obtuz.

Apoi aflam unghiul y: y = 180° - (a + P).

Pe baza teoremei sinusurilor aflam ¢: c= asm~”
sin a
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PENTRU CEI CURIOSI

Uneori rezolvarea triunghiurilor este tdlmadcitd mai pe larg: printre
date pot fi nu numai laturile si unghiurile triunghiului, dar si unele
altele elemente ale lui - mediane, bisectoare, Tndltimi s.a.
Problemda. Doua laturi si mediana triunghiului, care pornesc din
acelasi varf sunt egale corespunzator cu 10,24 si 13. De aflat a treia
laturd si unghiurile triunghiului. Fy®
Rezolvare. Fie BM - mediana triunghiului ABC (fig. 159). Depunem
pe dreapta BM segmentul MD astfel, ca MD =BM, si unim punctul D cu
punctele C si A. Deoarece AM =MC (conform conditiei) si BM =MD (conform
constructiei), reiese cd ABCD este paralelogram. Atunci pe baza proprietatii
diagonalelor paralelogramului AC2 + BD2 = 2(AB2 + BC2. Putem afla AC.
AC2=2(102+242)- 262=2m76- 676=676,de unde AC=26.
Pe baza teoremei cosinusurilor din triunghiului ABC:
AC2=BC2+AB2- 2BC WAB cos B, de unde

_BC2+AB2-AC2 242+102-262 . P
Ccosb6 = JBCAB 9-24-10 0. Deci, ZB =90°.

Atunct cos A= -f\\-CB-:: L° «0,385. ZA ~68°. ZC ~90°-68° =22"

Intrebari si insarcinari pentru autocontrol

1. Formulati teorema sinusurilor.

2. Formulati teorema cosinusurilor.

3. Cum se rezolva triunghiurile cand sunt date doua laturi si unghiul format
de ele?

Cum de rezolvat triunghiurile dupa o latura si doud unghiuri?

Cum de rezolvat triunghiurile dupa trei laturi?

Cum se rezolva triunghiurile dupa doua laturi si unghiul opus uneia din
ele? Cate solutii poate avea aceastd problema?

ook

E fectuam impreuna

Rezolvati triunghiul dupa doud laturi a = 39,7, b = 73,2 si unghiul format
de ele y = 46,5° (fig. 160). c

e Pe baza teoremei cosinusurilor

39,7 54,2

Conform teoremei sinusurilor , de unde
sina = 39,7-sin 46,5° 0.531 sina sin46,5°
B 54,2 T

Atunci a = 32,1°, p = 180° - 46,5° - 32,1° = 101,4°
Deci, ¢ = 54,2, a =32,1°, fi= 101,4°. Fig.160
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O Diagonala paralelogramului este egald cu 10 si formeaza cu laturile unghiurile
de 26° si 34°. Aflati laturile paralelogramului.

 Fie ABCD — paralelogram (fig. 161), in care AC = 10, ZBAC =26°,
ZBCA =34°.
Atunci ZB =180° - (26° +34°) = 120°. Conform teoremei sinusurilor din aABC
aflam laturile AB si BC. c
AB AC

sin34° sin120°°

AC sin34° 10 0,559

De unde AB = 6.5.
eBg” ¢ sin120° 0,866

-. De un
sin26° sin 1200 D¢ unde Fig 161

_AC sin26° 10 0,438 _ _
= g 0gee oL Asadar AB =65, BC =51

Probleme si exercitii
E fectuati oral

499. Folosindu-se de figura 162, povestiti cum de aflat elemntele necunoscute ale
triunghiului pentru fiecare caz: a), b) si c).

Fig.162

500. Cum de aflat unghiurile rombului, a carui laturd este egald cu a, iar diagonala
mai mica d?

501. Rezolvati triunghiul dupd doud laturi date si unghiul facut de ele:
a) b=22, ¢ =26, a = 78°; c) a=0,8, c=0,6, B =50°;
ba=1_0,_b=5_,ﬁ/:102°; da_1493 b =264, y= 47,3°.
502. Rezolvati triunghiul dupa latura data si unghiurile al3turate ei:
a) a=32, p=236° y=42° c¢)c=17,4, a =64°, (3= 44°
b) b =20, a = 31°, y=124°; d) a=7,3, 3=28° y =109°.
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503. Rezolvati triunghiul dupa trei laturi:

a) a=15, b= 18, c = 25; c) a=3, b=6, c=3V3;

b) a=41, b=19, ¢ = 40; d) a=91,2, b=125,3, ¢ = 176,2.
504. in paralelogramul ABCD AB =4 cm, AD =5 cm,

ZA =45°,

Aflati lungimea diagonalei BD.

505. Latura rombului este egald cu 38 cm, iar unghiul
lui are 58°. Aflati diagonalele.

506. in spatiu pe semidreptele OA, OB, OC, fiecare din
ele este perpendiculard pe celelalte doud, la
distantele de 12, 13 si 15 unitdti de lungime de la
punctul O sunt luate punctele A, B, C (fig. 163).
Aflati cosinusul celui mai mare unghi al triunghiului
ABC.

507. Laceinaltime s-a ridicat fundul nacelei a balonului,
daca intr-un oarecare moment s-a reusit de fixat
pozitia lui fatd de punctele A si B, asa cum se
reprezintd in figura 164?

Aflati distanta care era in acel moment dintre balon
si fiecare din punctele A si B.

508. Rezolvati triunghiul dupd doud laturi date si unghiul
opus uneia din ele:

a) a=4,2, b=35, a=70°%
b) c=15 b=24, j= 28,5°
c) a=4,5, ¢c=3,2, j= 85°.

509. Laturile paralelogramului sunt egale cu 12 cm
si 8 cm, iar unghiul ascutit — 48°. Aflati diagonala
mai mare a paralelogramului si unghiurile ce le
face ea cu laturile.

510. Diagonalele paralelogramului sunt egale cu 12
cm si 20 cm, iar unghiul facut de ele este de 37°.
Aflati laturile paralelogramului.

511. Aflati laturile paralelogramului, diagonala caruia este egald cu 9 cm si face
cu laturile lui unghiurile de 24° si 57°.

B

512. Aflati laturile trapezului isoscel, daca diagonala lui este egald cu 16 cm si
formeaza cu latura laterald si baza corespunzator unghiurile 53° si 48°.

513. Bazele unui trapez sunt egale cu 14 m si 18 m, iar laturile — 7 m si 10 m.
Aflati unghiurile trapezului.

514. in triunghiul ABC latura AC= 16 m, ZCAB =122°. AL = 10 m — bisectoarea
triunghiului dat. Aflati lungimile laturilor AB si BC.

515. Aplicand teorema sinusurilor, demonstrati cd bisectoarea unghiului
triunghiului Tmparte latura lui in segmente, proportionale laturilor alaturate.
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BM — mediana triunghiului ABC. Aflati AB si BC, dacda BM =5 cm,
AC =12 cm, ZABM =56°.

Medianele AM si CN ale triunghiului ABC se intersecteaza in punctul O.
Aflati laturile triunghiului, dacd AM =9 cm, CN =12 cm, ZAON =35°.
n triunghiul ABC AB =8 cm, AC =20 cm, ZA =68°. Aflati medianele
triunghiului.

Baza triunghiului isoscel este egala cu 18 cm, iar unul din unghiuri - cu 100°.
Aflati bisectoarele triunghiului.

Pentru a determina Tnaltimea turnului de televiziune (fig. 165), au masurat
distantaAB = 12 m si unghiurile a =35°, =49°, Aflati inaltimea turnului.
Pentru a afla distanta dintre punctele A si B (fig. 166) au madsurat distanta
CD si unghiurile a, 3y, 8§ (delta). Cum de gasit AB?

Fig.165 Fig.166 Fig.167

in ce mod, stiind distanta AB = | si unghiurile a, @y, §, ardtate in figura
166, de determinat distanta CB?

Din doua puncte A si B de pe malul marii este supravegheata o salupa care
se miscd uniform si rectiliniu. La ora 10.00 salupa era védzutd din punctul A
sub unghiul de 100° fata de directia AB, iar din punctul B - sub unghiul de
51° fata de directia BA. La ora 10.10 unghiurile s-au schimbat si deja erau
egale corespunzator cu 84° si 74°. Aflati viteza salupei, daca AB = 2,5 km.

in piramida triunghiulard PABC muchiile laterale sunt egale respectiv cu
3 dm, 4 dm si 5 dm, iar unghiul facut de fiecare doud din ele — 60°. Aflati
perimetrul triunghiului ABC (fig. 167).

Insarcinare practica

525. Pe baza figurii 168 confectionati eclimetrul

(cel mai simplu dispozitiv pentru masurarea
unghiurilor in planul vertical). Argumentati
principiul folosirii lui. Cu ajutorul lui incercati
s& masurati unghiurile, sub care se vede cladirea
inaltd (biserica, turnul de televiziune s.a.) de la
diferite distante.
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Probleme pentru repetare

526. Aflati unghiul facut de diagonalele paralelogramului ABCD, dacaAB =7 cm,
AC =16 cm si BD =6 cm.

527. Unghiul de la baza triunghiului isoscel este egal cu 30°. Aflati raportul laturilor
triunghiului.

528. Perimetrul rombului este egal cu 40 cm, iar una din diagonale — 10 cm.
Aflati unghiurile rombului si a doua diagonald.

529. Diagonala dreptunghiului este egald cu d si formeaza cu latura mai mica
unghiul a. Aflati aria dreptunghiului.

Triunghiurile si patrulaterele Tn arhitectura



Formule pentru aflarea
ariei triunghiului

Dupa cum stiti aria S a triunghiului cu baza a si Tnaltimea h se afld cu formula:
=—ah.
2

Folosind functiile trigonometrice se pot
deduce céateva alte formule pentru calcularea
ariei triunghiului. Fie in triunghiul ABC baza
BC =a, AC =b, ZC=y, AH =h — inaltimea
(fig.169). Din triunghiul dreptunghie ACH avem:
h =b sin y. Deci,

S =—ah= —afcsiny. Fig.169
> > y g

Formula ariei triunghiului S =—absiny este adevarata si atunci, cand unghiul y
este drept sau obtuz (demonstrati aceasta de sine statdtor). Deci, aria triunghiului
este egald cu semiprodusul a oricaror doua laturi ale lui cu sinusul unghiului
format de ele.

Pe baza teoremei sinusurilor 2R:Siny unde R — raza circumferintei

. . . 1 . 1
circumscrise. De aceea siny =----. Asadar, S =—absiny=—ab---2--=-—---- )
Y=or ¥ 2 y

Aria triunghiului este egald cu produsul a trei laturi ale lui, Tmpartit la

impatrita raza a circumferintei circumscrise.
Existd Tnca o formuld pe care des o folosesc la determinarea ariei triunghiului.
Dacda p — semiperimetrul triunghiului cu laturile a, b, ¢, atunci:

S =yjp(p-a)(p-b)(p-c).

Aceasta-i formula lui Heron. Sa o demonstrdam: c2 = a2 + b2 -

a2+h2-c2 f a2+b2-c2"

-2afecos ,deunde cosy = . De aceea sin2y=1- cos2y=1-

2ab 2ab
(2ab?-(a>+b>-A = 1 (c>_{a_bf)(U+bf-A.
(2ab) (2ab)

De aceea sin :-2"£:J(c-a +b)(c+a-b)(a +b-c)(a +b+c).
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inlocuind aceastd valoare a lui sin y in formula S ?afcsiny si notand
semiperimetrul triunghiului cu litera p, obtinem: y

S=sjp(p-a)(p-b)(p-c).

Folosind figura 170, demonstrati de sine statdtor urmatoarea afirmatie.
Aria triunghiului este egala cu produsul razei circumferintei, inscrise n
triunghi, la semiperimetrul acestui triunghi, adica S =pr.

A

Fig.170 Fig.171

Asadar, aria triunghiului poate fi aflatd, utilizdnd oricare din formulele:

- - i = = =A - - -
S 2ah, S 2absmy, S =pr, S IR S="]p(p-a)(p-b)(p-c).

Daca sunt cunoscute laturile a, b sic ale triunghiului ABC, atunci din formulele
S=prsi S= AR se pot gasi razele circumferintelor inscrise (r) si circumscrise (R):

r :i’ R :a_'p.(i__
4S5

Aplicand formula S =-"afesiny, se poate demonstra cd formula ariei
paralelogramului cu laturile a si b si unghiul y facut de ele are forma:

S =absiny.

Doar dacda ABCD — paralelogram, atunci aria lui este de doud ori mai mare
decét aria triunghiului ABD (fig. 171). De aceea

=2 SAD=2 —absiny=absiny.
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—PENTRU CEl CURIOS|--=-m----

S& mai deducem formula ariei patrulaterului
covex cu diagonalele d, sid2si unghiul a format
de ele.

Fie ca diagonalele AC si BD ale patrulaterului
conext se intersecteazd in punctul O (fig.
172). Dacd unul din patru unghiuri cu varful
O este egal cu a, atunci si unghiul vertical,
corespunzator lui tot vafi egal cu a, iar altele doud
- cate (180° -a). Deoarece sin (180° - a) =sin a,
reiese ca sinusurile fiecaruia din unghiurile AOB, Fig.172
BOC, COD, AOD este egal cu sin a.

Notam partile diagonalelor patrulaterului cu literele x,y,z,t ca pe figura 172.
Aria Tntregului patrulater este egald cu suma ariilor ale acelor patru triunghiuri
obtinute.

De aceea:

gsco _%AB ;h%ec :"L,%CD :I-f:oon :§(xysina+yzisina+zfsina+xfsiria):

=—(xy+yz+zt+xt)s\na=—(y(X+2)+t(z+x))s\r\a=-(x+z)(y+t)s\na=-d,d2s\na.

Asadar, daca diagonalele patrulaterului de
lungimile ch si d2 se intersecteaza, formand B
unghiul a, atunci aria patrulaterului se calculeaza
cu formula:

S=—dd, sina.
2 ¢

incercati sa deduceti aceastda formula,
circumscriind acestui patrulater un paralelogram, ale
carui laturi sunt paralele cu diagonalele patrulaterului
(fig. 173) Oare este adevarata aceasta formuld pentru

- S ) Fig.173
patrulaterul neconvex? incercati sa 0 demonstrati. J

Intrebari si insarcinari pentru autocontrol

1. Cum de aflat aria triunghiului, stiind o latura si inaltimea coboratd pe ea?

2. Cum de aflat aria triunghiului dupd douad laturi si unghiul format de ele?

3. Cum de aflat aria triunghiului dupa laturi si raza circumferintei circumscrise?

4. Cum de aflat aria triunghiului stiind perimetrul lui si raza circumferintei
nscrise?

5. Formulati formula lui Heron.

6. Cum de aflat raza circumferintei circumscrise triunghiului?

7. Cum de aflat raza circumefrintei, Tnscrise Tn triunghi?

8. Cum de aflat aria paralelogramului?
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E fectuam impreuna

Demonstrati ca indltimile triunghiului
sunt invers proportionale cu laturile
corespunzatoare.

Fie a si b — doud laturi ale triunghiului
ABC, iar Tndltimile, coborate pe ele — ha,
hb (fig. 174).Exprimam aria triunghiului prin

doua procedee: S = 0 aha S = 0 bhb.

Deci, aha=bhh de unde ha: hb=b : a.

lar aceasta si trebuia de demonstrat.

Asa un procedeu de rezolvare a problemelor, cand se egaleaza ariile figurilor
egale, pe scurt este numita metoda ariilor.

€ Demonstrati cda mediana triunghiului 7l Tmparte Tn doua triunghiuri
echivalente.
Fie BM =m, AM =MC =n (fig. 175). B

Atunci SiABM -;ni n-sin a.
S ?m-n-sin(180° a)=2—m nsina.

Deci, SiABM <SBMVC

Rezolvati problema cu alt procedeu.

O Deduceti formula ariei triunghiului dupd o latura si unghiurile alaturate ei.

Fie cd se da triunghiul ABC, in care CB =a, A
ZB =fi, ZzC=j (fig.176) ZA=180°-(p+Yy),
de aceea sin ZA =sin (p+y). Pe baza teoremei

sinusurilor _s_i_r_l-(_l5_:r“)r:_s_i_r_1"' de unde
_ asinp y P c
sin (P+y)

Aria triunghiului: ) o
Szlabs'mj=la--_-a- nE’\sinyz--1--5’13—_5-”]-'3il y

2 2 sin(P+y) 2 sintPry
azsinp siny

Asadar, aria cautatd a triunghiului S=""
3 g 2sin(P +y)
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Probleme si exercitii

E fectuati oral

530. Aflati aria triunghiului, ale carui doud laturi sunt egale cu 2 si 3, iar unghiul
format de ele este de 30°.

531. Aflati aria triunghiului isoscel, a carui latura laterald b =6 cm, iar unghiul
de la varf: a) 45°; 6) 60°; B) 120°.

532. Aflati aria triunghiului echilateral, a carui laturd este egald cu: a) 8 cm;
b) 1dm; c) m.

533. Cum se va schimba aria triunghiului, daca lungimile a doud laturi ale lui a
si b vor ramane neschimbate, iar unghiul y format de ele il vom mari de la
0° pana la 180°?

534. Care cea mai mare arie 0 poate avea triunghiul, doud laturi ale cdruia sunt
egale cu 2 cm si 3 cm?

535. Aria triunghiului este de 15 cm2, iar laturile lui au 10 cm si 6 cm. Aflati
unghiul format de ele.

536. Doua laturi ale triunghiului sunt egale cu 3 cm si 10 cm. Oare poate aria
lui sa fie egald cu 12 cm2, 15 cm2, 18 cm2?

537. Folosind figura 177 aflati aria triunghiului ABC.

B B B

538. Aflati aria triunghiului ABC, daca:
a) BC =4 cm, AC =8 cm, ZC =45°; b) AB =12cm,BC =7cm, ZB =150°.
539. Demonstrati ca aria triunghiului echilateral cu latura a se determina cu

formula S=a*
4

540. Aflati aria, razele circumferintelor inscrisa si circumscrisd pentru triunghiul
echilateral cu latura de 6 cm.

541. Aria triunghiului echilateral este egal cu 16n/3 cm2 Aflati perimetrul
triunghiului.
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Latura laterald a triunghiului isoscel este egald cu 8 cm, iar unghiul de la
bazd — 15°. Aflati aria triunghiului.

Aflati laturile triunghiului isoscel, a carui arie este egald cu 25\I3 cm2, iar
unghiul de la varf este de 120°.

Una din laturile triunghiului este cu 3 cm mai mare decat alta. Aflati aceste
laturi, daca unghiul facut de ele este de 30°, iar aria triunghiului este egala
cu 22 cm2

Doua laturi ale triunghiului sunt proportionale numerelor 7 si 8, iar unghiul
format de ele este de 120°. Aflati perimetrul triunghiului, daca aria lui este
56-\3 cm2

Doua laturi ale triunghiului sunt egale cu 16 cm si 18 cm, iar unghiul format
de ele este de 60°. Aflati inaltimile, coborate pe aceste laturi.

Mediana triunghiului si latura, la care ea este dusa, sunt egale respectiv cu
10 cm si 26 cm si fac unghi de 60°. Aflati aria triunghiului.

Mediana triunghiului si latura, la care ea este dusa, sunt corespunzator egale
cu 6 cm si 16 cm. Aflati unghiul, facut de ele, daca aria triunghiului este de
24 cm2

Laturile triunghiului sunt 10 cm, 10 cm si 12 cm. Aflati razele circumferintelor
nscrisd si circumscrisa.

Laturile triunghiului sunt egale cu 6 cm, 25 cm si 29 cm. Aflati aria lui si
razele circumferintelor Tnscrisa si circumscrisa lui.

Aflati cea mai mare inaltime a triunghiului cu laturile 6 cm, 10 cm si 14 cm.
Trei circumferinte de razele 8 cm, 9 cm si — v

17 cm sunt tangente exterior, doud cate doud / o \
(fig. 178).Aflati aria triunghiului cu varfurile in Ay .2
centrele acestor circumferinte. / AN

BisectoareaAM aparalelogramuluiABCT) imparte |

laturaBC in segmentele BM =10cm, MC=8cm. 1

Aflati aria paralelogramului dacd ZA =30°. \ )
Aflati aria romblui a cdrui laturd este de 8 cm, \.

iar unghiurile sunt proportionale cu numerele

1si3. Fig.178

Aflati unghiurile rombului, a carui arie este de

8 cm2, iar perimetrul — 16 cm.

Aflati aria paralelogramului ABCD, daca AB =a, AC =d, ZBAC =a.

f
k

Medianele AM si CN ale triunghiului ABC sunt egale cu 9 cm si 12 cm si se
intersecteaza in punctul O. Aflati aria triunghiului AOC si a patrulaterului
BMON, dacdZAOC =120°.

BL — bisectoarea triunghiului ABC. Aflati aria lui, daca AL = 15 cm,
LC =24 cm, BC =40 cm.

Segmentele AB si CD se intersecteaza in punctul O astfel, ca AO = 4 cm,
BO =6 cm, CO = 10 cm, DO =8 cm. Aflati ariile aAOC si aBOD, daca
suma ariilor lor este egald cu 22 cm2
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Bazele trapezului ABCD sunt egale cu 7 cm si 14 cm, iar diagonalele cu 9
cm si 15 cm. Aflati ariile triunghiurilor AOB, BOC, COD, AOD, unde O
— punctul de intersectie al diagonalelor.

Pe laturile AB si BC ale triunghiului ABC sunt luate punctele M si N astfel,
cdAM =7cm,BM =8cm, BN =3 cm, NC =11 cm. Aflati aria patrulaterului
AMNC, dara aria triunghiului MBN este egald cu 4 cm2
Demonstrati cd trei mediane ale triunghiului 1l

Tmpart in 6 triunghiuri echivalente (fig. 179).

Centrul circumferintei, Tnscrise in triunghiul cu

laturile 6 cm, 25 cm si 29 cm, este unit cu varfurile

triunghiului. Aflati ariile triunghiurilor create.

inaltimea dusa la baza triunghiului isoscel este egald

cu 16 cm, iar latura laterald cu — 20 cm. Aflati

distanta dintre centrele circumferintelor Tnscrisa

si circumscrisa. Fig.179
Laturile triunghiului sunt egale cu 40 cm, 40 cm

si 48 cm. Aflati distantele de la centrul circumferintei circumscrise pana la
laturile triunghiului.

Laturile triunghiului sunt egale cu 15 cm, 15 cm si 24 cm. Aflati distantele
de la centrul circumferintei inscrise pana la varfurile triunghiului.

Aflati aria aaBc, dacdAC =a, ZA=a, ZB-=fi.

Trei circumferinte cu razele de 6 cm, 7 cm si 14 cm sunt tangente exterior
doud céate doua. Aflati raza circumferintei pe care sunt situate centrele
circumferintelor date.

in triunghiul cu laturile 13 cm, 14 cm si 15 cm este inscrisd o circumferinta,
la care este dusa tangenta, paraleld cu latura mijlocie. Aflati aria péartilor in
care aceasta tangenta Tmparte triunghiul.

Folosind figura 180 demonstrati ca aria fiecarui triunghi poate fi calculatd cu

formula S =r”a+rctg j, unde a=BC, ¢

r — raza circumferintei, Tnscrise Th aaBC.
Aflati aria paralelogramului, ale carui
diagonale sunt egale cu 8 cm si 11 cm, iar
unghiul facut de ele — cu 30°.

Aflati diagonalele paralelogramului de aria

96V2 cm2, daca una din ele este cu 8 cm

mai lunga decat cealalta, iar unghiul format

de ele este egal cu 45°.

Diagonalele paralelogramului sunt egale cu

30 cm si 74 cm, iar una din latura cu — 26

cm. Aflati aria paralelogramului.

Aflati aria paralelogramului ABCD, daca

BD =d, ZABD =a, ZADB =fl. Fig.180
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575. Folosind o foaie de hartie in patratele (fig.181)
desenati triunghiul cu baza AB si cu aria de doua
ori mai mare decét aria triunghiului ABC. Cate astfel
de triunghiuri exista? Care poate fi cel mai mare
cosinus al unghiului, opus laturii AB?

Probleme pentru repetare

576. Laturile triunghiului sunt egale cu 5 cm, 6 cm si
10 cm. Aflati unghiurile triunghiului.

577. Demonstrati c& triunghiul cu laturile 7 cm, 24 cm si 25 cm este dreptunghic.

578. Aflati aria dreptunghiului, dacd perpendiculara, dusa din varful unghiului
drept, Tmparte diagonala in segmentele 2 cm si 8 cm.

579. Scrieti ecuatiile circumferintelor circumscrisa si Tnscrisa in patrulaterul ABCD
daca:” A(-3; -3), B(-5; 3); C(I; 5), D(3; -1).

Triunghiuri pe uscat si pe mare
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Probleme cu desene gata

AB =4, AC =6, ZA =60°. AC=14, AB BC=3:5.
BC B AB, BC
4y 120°u .
Al‘éiGOo \ A Q S.C
6
BC =2\fl9, AC -AB =6. ZA=60° ZC=45° AB =8.
AC, BC B

AB +BC = 18; S AC=18>/3, BM :MC=9:8 r=0M =24
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Lucrarea independenta 3

1°

2°.
3*.

1°

2°.
3*.

1°

2°.
3*.

1°
2°.
3*.

Aflati aria triunghiului, ale cdrui laturi sunt egale cu 7 cm si 8 cm, iar unghiul
format de ele este de 45°.

Aflati latura BC atriunghiuluiABC, dacdaAB =6 dm, AC =14 dm, ZB =120°.
Latura laterald si baza triunghiului isoscel sunt respectiv proportionale cu
numerele 5 si 8. Aflati raza circumferintei circumscrise, daca perimetrul
triunghiului este egal cu 54 m.

Aflati aria paralelogramului, ale carui laturi sunt egale cu 6 cm si 9 cm, iar
unghiul format de ele este egal cu 120°.

Aflati latura AB a triunghiului ABC, daca BC =8 m, AC =7 m, ZB =60°.
Latura laterala a triunghiului isoscel este cu 1 cm mai mare decat baza. Aflati
raza circumferintei Tnscrise, daca perimetrul triunghiului este egal cu 50 cm.

Aflati aria triunghiului, ale carui doua laturi sunt egale cu 9 m si 12 m, iar
unghiul format de ele este egal cu 150°.

Aflati latura AC atriunghiului ABC, daca AB =7cm, BC=13cm, ZA =120°.
Baza si latura triunghiului isoscel se raportd ca 6:5. Aflati raza circumferintei
circumscrise, dacd perimetrul triunghiului este egal cu 64 dm.

Aflati aria rombului cu latura 6 m si unghiul 135°.

Aflati latura BC atriunghiuluiABC, dacaAB =14 cm, AC=10cm, ZC =60°.
Baza triunghiului isoscel este cu 6 dm mai mica decat latura laterald. Aflati
raza circumferintei Tnscrise, dacad perimetrul triunghiului este egal cu 72 dm.
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Insarcinarile teste 3

Capitolul 3. Rezolvarea triunghiurilor

| Care din urmadtoarele egalitatii este a b a sinb
neadevaratd? a) sinA” S c) R TR
b sin B smC
b =

) sinB  sin C ]sl c
Stabiliti tipul triunghiului ABC, a) ascutitunghic;
daca cos B <0. b) dreptungnic;

c) obtuzunghic;
echilateral.

Aflati raza circumferintei, a) 3 cm; c) V3 cm;
circumscrise triunghiulu ABC, daca .
AC =3 cm, ZB =30°. ) 6 cm; d) 12 cm.
Aflati patratul lungimii a diagonalei a) 129; c) 49;
mai mici a paralelogamului, ale _
carui laturi sunt egale cu 5 si 8, iar b) 39; d) 69.
unghiul facut de ele, este egal cu
60°.
Aflati aria triunghiului doud laturi  a) 42 cm2 c) 2ly[2 cm2
ale cdruia sunt egale cu 6 cm si 14 R .
cm, iar unghiul format de ele 30°. b) 21-V3 cm2, d) 21 cm2
Aflati aria triunghiului isoscel, a a) 25vi3 cmz c) 25-*2 cm2

carui laturd laterald este egald cu :
10 cm, iar unghiul de la baza este b) 50 cm2 d) S0n/3 cm2
egal cu 45°.
Doud laturi ale triunghiului cu aria ; 30°; 30° sau 60°;
de 6\/3 cm2 sunt egale cu 4 cm si b) 60°; 60° sau 120°.
6 cm. Gasiti unghiul facut de aceste
laturi.
Cu ce formuld se calculeazi v abc .S
raza circumfeintei circumscrise 8) 4S ; o7 :
triunghiului? b A d) P

abc ' S
Aflati aria triunghiului, daca a) 20 cm2, c) 5cmz
perimetrul lui este egal cu 10 cm, b) 10 cm2: d) 2,5 cm2
lar raza cirmuferintei inscrise in el ' ’
cu —2cm.
Indicati aria triunghiului echilateral a) 4 dm2, c) n/3 dmz
cu latura de 2 dm. b) 2y/3 dm2 d) 0,5V3 dm2
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Probleme tipice pentru lucrarea de control

1°

2°.
3°.

4°,

5*.

6*.

.

8*.

10+,

Doua laturi ale triunghiului sunt egale cu 14 cm si 16 cm, iar unghiul format
de ele este 120°. Aflati perimetrul si aria triunghiului.

in triunghiul ABC AB =8 dm, ZA =30°, ZB =105°. Aflati BC.

Laturile paralelogramului sunt egale cu 6 cm si 10 cm, iar unghiul facut de
ele este 60°. Aflati diagonalele si aria paralelogramului.

Avria triunghiului ABC este egald cu 30 cm2 AB =10 cm, BC =12 cm. Aflati
ZB. Cate solutii are problema?

Diagonalele paralelogramului sunt egale cu 14 cm si 22 cm, iar laturile sunt
proportionale cu numerele 6 si 7. Aflati perimetrul paralelogramului.

Laturile triunghiului sunt egale cu 17 m, 25 m si 26m. Aflati cea mai mare
inaltime a triunghiului.

n triunghiul cu laturile 15 m, 15 m C
si 24 m este Tnscrisa o circumferintg,

centrul cdreia este unit cu varfurile

triunghiului (fig.182). Aflati ariile

triunghiurilor nou - formate.

Perimetrul triunghiului este egal cu

36 cm, iar doud laturi ale lui, care

sunt proportionale cu numerele 8 si _

3, fac unghiul de 60°. Aflati laturile Fig.182
triunghiului si razele circumferintelor

inscrisa si circumscrisa.

. Laturile laterale ale trapezului sunt egale cu 5 cm si 5\/3 cm, iar bazele

cu — 8 cm si 18 cm. Aflati unghiurile trapezului.

Una din laturile triunghiului este egala cu c, iar unghiurile aldturate ei cu —
a i p. Aflati bisectoarele triunghiului, duse din varfurile acestor unghiuri.

Lumea din jur - asta-i lumea geometriei...
Totul ce este dejur imprejur este geometrie.
Le Corbiuzies
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Daca a, b, ¢ sunt laturile triunghiului, iar a, 3 y — unghiurile opuse lor ale
triunghiului, atunci totdeauna

a2="b2+ c2- 2bc cos a — teorema cosinusurilor;

a _ b _ ¢

sina sinp siny

Fiecare din ultimele trei fractii este egald cu

2R, unde R - raza circumferintei circumscrise

triunghiului dat:

A
— teorema sinusurilor.

sinA sinb sinC

Suma patratelor diagonalelor paralelogramului este egald cu suma patratelor

laturilor lui.
A rezolva triunghiul - aceasta inseamna a afla laturile si unghiurile lui

necunoscute, stiind cateva laturi si unghiuri ale lui.

Nr.d/r Figura Tipul problemei  Alogoritmul rezolvarii
1 Se stiu doua 1) a2=Db2+ c2- 2bc cos a;
laturi si unghiul a2+c2- b2
facut de ele 2) cosfl= :
2ac
b 3)y=180° - (a + p)
2 Se stie o laturd 1) p=180° - (a +y);
si doua unghiuri fesina
2 &imp - 2
b 3) ,= bsin<
sinp
3 Se stiu trei laturi b2+c2- a2
1) cosa =------=-------
2bc
% qcozsa]g;rcz- b2 ;
2ac
" 3) y=180° - (a + p)
4 Se stie doua 1) sin :_fg__s_l_r)_g;
laturi si unghiul a
yl\ opus uneia din  2) y=180° - (a + p);
a ele
b 3) c= a'sinY

sina
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Razele circumferintelor, nscrisa (r) in triunghiul ABC si circumscrisa lui (R):

=S R=C GR=R
p 4S 2sina

Aria triunghiului poate fi determinata conform urmatoarelor formule:
=—ah, S=—absiny;, A
2 2

S="p(p-a)(p-b)(p-c) — Formula lui Heron.

s= A+ ,s= Pr.

4R
Aria triunghiului echilateral cu latura a se determind cu formula:
aPL
4

Mediana triunghiului il imparte in doua triunghiuri echivalente.
B

Aria paralelogramului: S =ab sin y, unde a, b — sunt laturile lui, iar y —
unghiul format de ele.

Aria patrulaterului convex: S = sina, unde d1si d2 — diagonalele
patrulaterului, iar a — unghiul facut de ele.



Nimic nu estefacut, daca ceva a ramas
nefinisat.
Matematicienii stau unul pe umerii altuia

KARL FRIDRIH GAUSS
(1777-1855)

[lustru matematician, astronom, fizician

si geodezist german.

» Unul din cei mai mari si mai influenti
matematicieni ai tuturor timpurilor.
El este numit Rege al matematicii.

» Trasaturile caracteristice ale
cercetarilor lui Gauss sunt
multilateralitatea extraordinara
a lor si legatura organica dintre
matematica teoretica si cea aplicata.

* in cinstea lui Uniunea internationala
a matematicienilor si Societatea
germana a matematicienilor au
intemeiat premiul ,,Premiul Gauss”
pentru realizari remarcabile in
domeniul matematicii aplicate.

Poligon stelat regulat
cu 17 varfuri.
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Poligoane Regular
regulate Polygons

Regulate sunt numite astfel de poligoane convexe, in care toate
laturile sunt egale si toate unghiurile sunt egale. Ele joaca un rol
important nu numai in geometrie, dar i in cristalografie, chimie,
mineralogie s.a. Proprietatile lor frecvent sunt folosite de arhitectii,
dizainerii. Se folosesc proprietdtile poligoanelor regulate pentru a
determina lungimea circumferintei si aria cercului.

Poligoane regulate Regular Polygons
§ 17 si proprietatile lor and Circles

Poligoane regulate Regular Polygons
§ 1 8 si circumferinte Drawing

Lungimea circumferintei si  Disk and Arc
§ 1 9 a arcului de circumferinta Circumference

Aria cercului Disk and Its
§ 2 O si a partilor lui Parts Area

PROIECT DE INVATAMANT EDUCATIONAL PROJECT
“Acoperirea planului” “Plane Covering”



Pentru ce trebuie de studiat
poligoanele regulate?

Poligoanele regulate - acestea-s notiuni
abstracte, create de savanti. Tn natura poligoane
absolut regulate nu exista. Se Tntalnesc obiecte
in forma apropiata de poligoanele regulate. De
exemplu, albinele fac faguri in forma apropiata
de hexagoanele regulate. Florile a multor
plante cresc astfel ca capetele petalelor lor sunt
amplasate n varfurile unor poligoane regulate,
iar capetele fulgilor de zapada sunt situate n
varfurile hexagoanelor regulate. Forme aproape
de poligoane regulate au fetele unor cristale. De
exemplu, fe}ele cristalelor sarii de bucatarie sunt
patrate, fetele cristalelor de diamant - triunghiuri
regulate. Poligoanele regulate se Tntélnesc si in
multe produse (capurile buloanelor si a piulitelor,
dispozitivelor de preparare a coltunasilor cu
carne).

in arhitectura deseori se pot vedea
constructii, care au forme de poligoane
regulate sau de parti ale lor. Mai ales foarte
frecvent au de lucru cu poligoane regulate
parchetarii, teracotistii, arhitectorii. in unele
palate, séli se asterne parchet ce consta din
cateva poligoane regulate diferite: triunghiuri
si hexagoane regulate, patrate si octagoane
regulate s.a.

Dar mai unde se folosesc poligoanele
regulate? Aduceti exemplele voastre.



§ n 7 Poligoane regulate
/ si proprietatile lor

Poligonul convex se numeste regulat, daca toate laturile lui sunt egale si toate
unghiurile sunt egale.

Triunghiul echilateral si patratul - exemple de poligoane regulate. in figura 183
este reprezentat un pentagon regulat si un hexagon regulat.

Fig. 183

Daca poligonul regulat are n laturi, atunci suma tuturor unghiurilor interioare ale
lui este egalad cu 180°(n - 2), iar unul din ei — de n ori mai mic, adica este egal cu

180° (n-2)

Cu cat este mai mare numarul n, cu atat este mai mare unghiul poligonului
regulat cu n laturi.

TEOREMA 11

Daca poligonul este regulat, atunci lui i se poate circumscrie o circumferinta
si Tn el se poate Tnscrie o circumferinta.

fIDEMONSTRATIE.

Fie ABCDE...K — poligonul regulat cu n laturi
(fig. 184). Bisectoarele unghiurilor lui A si B se
intersecteaza intr-un oarecare punct O. Triunghiul AOB
este isoscel, deoarece ZOAB =Z0OBA =—, unde a —
unghiul poligonului dat. Unim punctul 5 cu segmente
cu toate varfurile poligonului. Triunghiurile OBC si OBA
sunt egale, deoarece ele au latura comund OB, BC =BA
si ZOBC =ZOBA. Cu un procedeu asemanator ne
convingem, cd aOAB =aOBC =aOCD =aODE... Fig.184
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Deci, OA =OB =0C =0D = ... = 0K, adica toate varfurile poligonului regulat
dat ABCDE...K sunt egal departate de la punctul O. De aceea circumferinta de
raza OA este circumscrisa poligonului dat. Prima parte a teoremei este demonstrata.

Deoarece triunghiurile OAB, OBC, OCD, ODE, ..., OKA sunt egale, reiesa
ca sunt egale si Tndltimile lor corespunzatoare, adica pendicularele, coborate
din punctul O pe toate laturile poligonului regulat dat. Deci, circumferinta cu
centrul O, care are contact cu latura AB, este tangenta la toate laturile poligonului
ABCDE...K. Aceasta circumferinta este Tnscrisa Tn poligonul dat. A doua parte
a teoremei de asemenea este demonstratd. O

Dupd cum rezultda din rationamentele anterioare, centrul circumferintei,
inscrise in poligonul regulat si a circumferintei circumscrise lui, este unul si
acelasi punct O. El este numit centrul poligonului regulat.

Unghiul sub care se vede latura poligonului regulat din centrul lui se numeste
unghi la centru al acestui poligon. Perpendiculara, coborata din centrul poligonului
regulat pe latura lui - apotema poligonului regulat. in figura 184 ZAOB —unghiul
la centru al poligonului regulat AB...A, iar OH — apotema lui. Masura unghiului

o

. ) . < 360
la centru al poligonului regulat cu n laturi este egala cu arat De ce?

in varfurile poligoanelor regulate de regula sunt situate centrele bilelor in rulmenti,
centrele gaurilor flanselor, capetele dintilor ferestraielor circulare (fig.115) s.a.

Fig.185

Placutele si placile pentru acoperirea podelei Tn case, pietelor si strazilor,
aerodromurilor cel mai des sunt confectionate in forma de poligoane regulate.

aBBMN3HBHBBB
B~Iaarll 1 1aB
mm IBU

T
MPI

Fig.186
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] N =10 = 1 = [ 1 e ——

Oare se poate din definitia poligonului regulat de omis imbinarea de
cuvinte ,laturi egale” sau ,,unghiuri egale”?. Nu, deoarece poligonul regulat,
toate unghiurile caruia sunt egale sau toate laturile sunt egale, poate fi neregulat
(fig.187).

Fig.187

Exemple de poligoane neconvexe, ale carora toate laturile sunt egale, sunt
aduse in figura 188. Ele nu sunt considerate poligoane regulate.

Fig.188

n
~

ntrebari si insarcinari pentru autocontrol

1. Formulati definitia poligonului regulat.

2. Cum altfel este numit triunghiul regulat? Dar patrulaterul regulat?

3. Cu ce este egald suma unghiurilor ale poligonului regulat?

4. Cu ce este egald méasura unghiului interior al poligonului regulat cu n laturi?

5. Cu ce este egalda masura unghiului la centru al poligonului regulat cu n
laturi?

6. Oare se poate circumscrie o circumferintd oricarui poligon regulat?

7. Oare se poate inscrie o circumferintd Tn orice poligon regulat?

8. Ce se numeste centrul poligonului regulat?

9. Ce se numeste apotema a poligonului regulat?

10. Aduceti exemple de obiecte din mediul inconjurator care au form& de

poligoane regulate.
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E fectuam impreuna

Céte diagonale are poligonul regulat cu n laturi?

* Din fiecare varf al poligonului cu n laturi ies n-3
diagonalele (fig.189). De tot sunt n varfuri. Avem
produsul n (n-3). insa fiecare diagonald iese din
doud varfuri diferite. De aceea n (n-3) este cantitatea
dubla de diagonale. Asadar, fiecare poligon regulat
(ca si fiecare poligon convex) are 0,5n(n - 3)
diagonale. Triunghiul diagonale nu are.

O Demonstrati ca latura hexagonului regulat, nscris
intr-o circumferintd este egald cu raza acestei
circumferinte.

e 1n figura 190 este reprezentat hexagonul regulat
ABCDEF, finscris in circumferinta cu centru in
punctul O. S& demonstram cda AB = OA. Hai
s& examinam triunghiul AOB. Deoarece AO =
BO, ca raze ale aceleiasi circumferinte, reiesa ca

triunghiul AOB — isoscel. ZAOB:iG-O—:60°

ca unghi la centru al hexagonului regulat. Atuncii
ZOAB =ZOBA =(180°- 60°): 2=60°=ZAOB. _
Deci, aAOB — echilateral si de aceea AB =OA. Fig.190

Probleme si exercitii
E fectuati oral

580. Cum altfel sunt numiti triunghiul regulat si patrulaterul regulat?
581. Latura poligonului cu n laturi este egald cu a. Aflati perimetrul lui.
582. Perimetrul poligonului regulat cu n laturi este egal cu 2p. Aflati lungimea

laturii lui.
583. Aflati latura pentagonului regulat, daca ea este mai mica decéat perimetrul cu
20 cm.

584. Cu ce este egald suma unghiurilor a urmatoarelor poligoane regulate:
a) triunghiului; b) patrulaterului; c¢) pentagonului; d) hexagonului.

585. Cate diagonale are poligonul regulat: a) triunghiul; b) patrulaterul;
c) pentagonul, d) hexagonul.

586. Cu ce este egalda suma unghiurilor exterioare ale patratului, luati cate unul
de la fiecare varf al lui? Dar la triunghiul regulat?



§ 17.

587.
588.
589.
590.

591.
592.
593.
594.
595.
596.

597.

598.

599.

600.
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Cate diagonale are poligonul regulat cu n laturi, daca:
ayn=5b)n=7 ¢)n=12; d) n = 100?

Aflati suma unghiurilor a poligonului regulat cu n laturi, daca:
ayn=>5b)yn=8;c)n=10; d) n=18

Aflati unghiul poligonului regulat cu n laturi, daca:

a)n=5;b)n=10; c)n =15 d) n=20.

Aflati unghiurile de la centru interior si ale poligonului regulat cu n laturi,
daca:

ayn=3;b)n=6;c)n=12; d) n=100.

Suma unghiurilor exterioare ale poligonului regulat cu n laturi luate cate
unul la fiecare varf al lui, este egald cu 360°. Demonstrati.

Cate laturi are poligonul regulat, daca fiecare unghi al lui este egal cu 108°,
120°, 135°, 140°, 144°, 150°?

Care laturi are poligonul regulat cu n laturi, fiecare unghi exterior al caruia
este egal cu: a) 24°; b) 30°; c) 36°; d) 18°?

Latura patratului este egald cu 10 cm. Aflati razele circumferintelor Tnscrisa
si circumscrisa.

Duceti in circumferintd doud diametre reciproc perpendiculare si uniti
extremitdtile lor. Demonstrati c& patrulaterul obtinut este regulat.

Stabiliti corespondenta dintre masurile unghiurilor la centru ale poligoanelor
regulate (1-4) si masurile unghiurilor interioare ale lor (A-E).
1 36° A 150
2 45° B 135
3 30° C 145
4 24° D 144
E 156
Latura unui poligon regulat este egald cu a, iar raza circumferintei circumscrise
lui este R. Aflati raza circumferintei nscrise.
Laura poligonului regulat este egald cu a, iar raza circumferintei Inscrise in

el este r. Aflati raza circumferintei circumscrise lui.

R si r - razele circumferintelor circumscrise poligonului regulat si inscrise
in el. Aflati latura poligonului.

in figura 191 este reprezentatd cheia cu care se manipuleazd la suruburi,
piulite si 4 piulite. Care din piulite se pot desface cu aceastd cheie?

Fig.191



152 Capitolul 4. Poligoane regulate

B

601. Demonstrati cd in hexagonul regulat laturile opuse sunt paralele.

602. Aflati diagonalele hexagonului regulat, a cdrui laturd este egald cu a

603. Distanta dintre laturile paralele ale hexagonului regulat este egala cu I. Aflati
latura hexagonului.

604. in octagonul regulat cu latura de 6 sunt unite mijlocurile a patru laturi, luate
peste una. Demonstrati cd patrulaterul obtinut este patrat si aflati latura lui.

605. intr-un dodecagon regulat cu latura de 8 cm sunt unite mijlocurile laturilor,
luate peste una. Demonstrati ca hexagonul obtinut este regulat si aflati
perimetrul lui.

606. Demonstrati cd mijlocurile laturilor unui poligon regulat cu n laturi sunt
vérfurile altui poligon regulat cu n laturi.

607. Taind unghiurile unui triunghi regulat cu latura m, am
obtinut un hexagon regulat (fig. 192). Aflati latura lui.

608. Tdind unghiurile patratului au obtinut un octagon
regulat. Aflati latura lui, dacd latura patratului este
egald cu a.

609. Demonstrati ca in pentagonul regulat:
a) toate diagonalele sunt egale;
b) fiecare diagonald este paralela cu una din laturile lui.
c) doua diagonale, care ies din acelasi varf, formeaza 3 triunghiuri isoscel.

610. Tn ce raport diagonala pentagonului regulat imparte unghiul, din varful caruia
ea iese?

611. Ce unghi formeaza doua diagonale ale pentagonului regulat, duse din varfuri
diferite si care se intersecteaza?

612. De ce placile pentru acoperirea pietelor, strazilor, aerodromurilor nu sunt
confectionate Tn forma de pentagoane regulate?

613. Problema Katalana. Divizati hexagonul regulat dat Tn 7 hexagoane regulate
si 12 triunghiuri echilaterale.

Insarcinare practica

614. 1) Taieti din hartie trainica trei romburi egale astfel, ca din ele s& se
poatd monta un hexagon regulat. Aflati: a) unghiurile fiecarui romb si a
hexagonului obtinut; b) raportul perimetrelor a hexagonului si a rombului.
2) Decupati din hartie durabila zece triunghiuri regulate egale si alcatuiti din ele
un triunghi regulat si un hexagon regulat. Aflati rapoartele: a) diametrelor
ale figurilor obtinute; b) ale ariilor figurilor obtinute.
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Probleme pentru repetare

615. Din poligoanele regulate (triunghiuri, patrulatere si pentagoane) sunt alcatuite

616.

617.

618.

619.

desfasuratele poliedrelor regulate. Dupd desfasuratele aduse mai jos Tncercati
s& confectionati modelele poliedrelor regulate (de avut in vedere fésiile pentru
incleiat). De stabilit corespondenta dintre desfasuratele poliedrelor regulate
(1-5) si poliedrele corespunzdtoare (A-E).

A B C D E

Aflati aria triunghiului isoscel, a caruia laturd laterald este cu 3 cm mai mica
decat baza, iar indl{imea mai mica este egald cu 12 cm.

Aflati inaltimile paralelogramului, dacé laturile lui sunt 5 cm si 12 cm, iar
unghiul format de ele are 60°.

Aflati raza circumferintei, daca coarda cu lungimea de 24 cm este situatd de
la centru la distanta de 5 cm.

Aflati unghiurile trapezului isoscel, al cdrui perimetru este egal cu 48 cm,
iar raza circumferintei inscrise este de 3 cm.

G eometria in jurul nostru

Poligoanele in desghinul landsaftului



§18 Poligoane regulate
si circumferinte

Sa stabilim corelatiile dintre latura poligonului regulat
cu n laturi a, si razele R,, si r,, ale circumferintelor
circumscrisa si inscrisa lui.

Fie ABC...K — poligon regulat cu n laturi cu centrul
O si latura AB =a,, (Fig. 193).

Atunci OA = 0B =R, OH =r. Unghiul Ila centru

AOB, care se sprijind pe latura AB a poligonului regulat

. . 180° Fig.193
cun Ia\turl, este egal cu arak Atunci ZAOH =---h---,

v oA v

AH =—an, fiindca Tnaltimea OH a triunghiului isoscel AOB este concomitent si
bisectoare, si mediana.
Din triunghiul dreptunghic aAOH avem:

AH _ .. 180° a _ . 180° _ . 180°
1) = =sin sau ——=Sin------ , de unde an=2Rnsin

AO n 2RN
3 Rn=_  qg0°

2sin
o N o o

gf ﬂ-:ﬁg 1807 sau-2 =tg 180 , d% und% an=2rntg --1-§9--§i'm: ------ 2 o

HO n 2m n n 2tg 180

n

Aceste formule permit exprimarea laturilor poligonului regulat cu n laturi prin
razele circumferintelor circumscrisa sau inscrisa si, invers, se poate afla razele
circumferintelor circumscrisa sau inscrisa, cunoscand latura poligonului regulat
cu n laturi. 180° 180°

De exemplu, inlocuind in formulele an=2-R,sin ~ si a,,=2r,tg - pe
n cu numerele 3,4 si 6 obtinem exprimadrile lungimilor laturilor triunghiurilor,
patrulaterelor si hexagoanelor regulate prin raza R a circumferintei circumscrise
si raza r a circumferintei Tnscrise.

Cantitatea de laturi ale poligonului

. n=3 n=4 n==6
regulat cu n laturi

Latura poligonului regulat cu n  a,=iV/3 a4=Ryl2 a6=R
laturi

a,=2r\3 aA=2r a§=-2--f-§-
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Daca in formuleleR =----- a\ Si r =---—-- a” Tnlocuim n cu numerele 3,
2sin---——- 2tg --—-
; g

4 si 6, atunci obtinem exprimarile razei R a circumferintei circumscrise i a razei

r a circumferintei inscrise prin latura triunghiului, patrulaterului si hexagonului
regulati cu latura an.

Cantitatea de laturi ale poligonului

. n=3 n=4 n==6
regulat cu n laturi
Raza circumferintei circumscrise , av3 avz R6=a
R'-- 3 R*- 2
. S a-\V3 a ayj3
Raza circumferintei nscrise r, =---—--- R=-2232
: 6 =2 6 2

Atrageti atentia!l

Laturahexagonului regulat este egala cu razacircumferintei
circumscrise. Deci pentru a diviza circumferinta in 6 parti
egale este suficient de depus succesiv 6 cooarde, care sunt
egale cu raza circumferintei (fig.194). Daca punctele de
divizare de le unit peste unul, atunci obtinem un triunghi
regulat (fig. 195). Daca insa fiecare din cele 6 arce obtinute
de le Tmpartit in jumatate si punctele de devizare de le unit
succesiv, atunci se obtine un dodecagon regulat (fig. 196)
s.a.m.d. Asadar, daca circumferinta este impartitd in n parti
egale, atunci aceasta circumferintd nu este greu de o
impartit in 2 n parti egale.

B4

Fig.195 Fig.196
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Pentru a construi un patrulater regulat (patrat) in
circumferintad sunt duse doud diametre perpendiculare, de
exemplu AC si BD (fig.197) si se unesc consecutiv capetele
lor. Patrulaterul astfel obtinut ABCD - patrat.
Folosind figura 197, incercati de sine statator sa construiti
un octagon regulat.
Voi deja stiti cum de construit triunghi, patrulater, hexagon
regulati. Dar cum de construit un pentagon sau un poligon
cu n laturi oarecare regulat?
Dacd impartim circumferinta Tn n parti egale si punctele
de divizare obtinute de le unit succesiv cu segmente, atunci se va obtine un poligon
regulat cu n laturi. Asadar, problema construirii unui poligon regulat cu n laturi se
reduce la Tmpartirea circumferintei in n parti egale. Unghiul la centru ZAOB, care
se sprijind pe latura poligonului regulat cu n laturi, Tnscris in circumferintd, este

360 y . e TR ‘o
egal cu -——-- . De aceea daca trebuie de Tmpartit circumferinta in 9 parti egale,
noi la inceput calculam unghiul la centru corespunzator (360° : 9 = 40°) si cu
ajutorul raportului construim asa un unghi la centru — ZAOB =40° (fig. 198).

Fig.198 Fig.199

lar mai departe cu deschizdtura compasului ce este egald cu AB, facem ocolul
intregii circumferinte. Daca punctele de divizare de le unit succesiv cu segmente,
atunci se obtine nonegon regulat. El este regulat, fiindca laturile lui sunt egale (ca
coarde, care subintind arce egale) si unghiurile sunt egale (ca unghiuri nscrise,
care se sprijind pe arce egale).

Se pot construi poligoane regulate si fara a folosi circumferinta. Sa construim,
de exemplu, un octagon regulat cu latura de 1 cm. Deoarece unghiul octagonului
regulat este egal cu 135° cu ajutorul raportului, construim la inceput ZA =135°
(fig. 199) si pe laturile lui depunem segmentele AM =AB =1 cm. lar mai departe
continuam s& construim consecutiv unghiuri de 135° si depunem pe ele segmente
cu lungimea de 1 cm. Octagonul obtinut va fi regulat, deoarece unghiurile si laturile
lui sunt egale conform constructiei. Dar octagonul construit cu un asa procedeu
practic se poate foarte deosebi de octagonul regulat, deoarece greselile inivitabile ale
desendrii se adund si n final pot fi foarte mari. In constructiile clasice se permite
utilizarea numai a compasului si a riglei, iar nu si a raportorului.
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Cum se poate afla aria unui poligon regulat cu n laturi? Dupd cum se stie aria
oricarui poligon cu perimetrul 2p, circumscris circumferintei de raza r se poate
afla cu formula S =pr. Aceastd formuld este adevaratad si pentru poligonul regulat
cu n laturi.

Daca latura lui este a, atuncip =?na, iar S =?nar.

PENTRU CElI CURIOSI-—---

Mai sus a fost vorba despre
construirea unui poligon regulat cu n
laturi. Dar cum de construit poligonul
regulat cu n laturi a carui laturd are
lungimea datd a (sau raza r sau R a
circumferintei, inscrise n acest poligon
regulat, sau a circumferintei circumscrise
lui)? Astfel de constructii se fac, folosind
metoda asemanarii. De exemplu, pentru
a construi un pentagon regulat cu latura
a5= 2 cm, mai intai se construieste un
pentagon regulat arbitrar ABCDE (fig.
200) si sunt duse semidreptele OA, OB,
OC, OD, OE. Pe semidreapta AB se
depune segmentul AK =a5=2 cm si se Fig.200
duce KM\OA. Dacd KM intersecteaza
semidreapta OB Tn punctul 6,, atunci
mai departe se duceB/ |BA, BIC]\BC,
C/h | CD sis.a.m.d. Pentagonul IIBICP IE1 este acela care trebuia construit.

Pal
~

nsarcinari si intrebari pentru autocontrol@

1. Cum se exprim& prin raza circumferintei circumscrise latura poligoanelor
regulate: a) poligonului cu n laturi; b) triunghiului; c) patrulaterului; d)
hexagonului?

2. Cum se exprimd prin raza circumferintei inscrise latura urmatoarelor
poligoane regulate: a) poligonului cu n laturi; b) triunghiului; c) patrulaterului;
d) hexagonului?

3. Cum se exprima raza circumferintei circumscrise prin latura urmatoarelor
poligoane regulate: a) poligonului cu n laturi; b) triunghiului, c) patrulaterului;
d) hexagonului?

4. Cum se exprimd raza circumferintei Tnscrise prin latura urmatoarelor

poligoane regulate: a) poligonului cu n laturi; b) triunghiului, c) patrulaterului;

d) hexagonului?

Cum de aflat aria poligonului cu n laturi regulat?

Cum de construit poligonul cu n laturi regulat?

Cum de construit poligonul cu n laturi regulat, stiind latura lui?

No o
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E fectuam impreuna

Aflati latura triunghiului regulat, Tnscris in aceastd
circumferinta.

Fie raza circumferintei r (fig.201). Atunci pentru
hexagon aceasta va fi raza circumferintei inscrise, iar
pentru triunghi - raza circumferintei circumscrise.
Deci,

. _ — 97
aj3_ =#I3_=2" . Deoarece = R4

2 2 Fig.201
reiesa cd a,=R*J3, a,=2*j3mV3=6 cm.

O Demonstrati ca aria poligonului regulat cu n laturi, inscris in circumferinta
de raza R, se poate determina cu formula

S =inR’ sin 360
2 n

» in figura 202 este reprezentat poligonul regulat cu n
laturi ABC...K, Tinscris in circumferinta de raza R
Examinam aAOB :

AO =BO =R, ZAOB :.3%9_,

si de aceea QA(Bzé 2sin-%%Q-.

Deoarece ABC...K — poligon regulat cu n laturi,

reiesa ca aria lui S este de n ori mai mare decat Fig.202
aria triunghiului AOB.
Deci,

S =n SACB:%nstin ------- )

Atrageti atentia la formulele cu ajutorul cdrora se poate afla aria triunghiului,
patrulaterului si hexagonului regulati cu latura a

Cantitatea de laturi a poligonului _ _ _
cu n laturi regulat. n=3 n=4 n=6
Avria poligonului regulat 8 0 3a243
cu n laturi 4 a 2
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Probleme si exercitii

E fectuati oral

620.

621.

622.

623.

624.

625.

626.

627.

628.

629.

630.

631.

Latura patrulaterului regulat este egalda cu a. Cu ce este egal: a) perimetrul
lui; b) lungimea diagonalei; ¢) unghiul format de diagonale; d) raza
circumferintei circumscrise; e) raza circumferintei inscrise; f) aria patrulaterului?
Diagonala patrulaterului regulat este egald cu d. Cu ce este egald: a) latura
patrulaterului; b) perimetrul lui; c) raza circumferintei circumscrise; d) raza
circumferintei inscrise; e) aria patrulaterului?

Latura hexagonului regulat este egald cu a (fig. 203). Aflati: a) perimetrul
lui; b) raza circumferintei circumscrise; c) raza C D
circumferintei Tnscrise; d) distanta dintre cele

mai Tndepartate puncte ale hexagonului; €) aria

hexagonului.

Latura patratului, circumscris circumferintei, este

egald cu a. Aflati latura hexagonului regulat, inscris

in aceasta circumferinta.

Fig.203

Construiti poligonul regulat cu n laturi, daca:
ayn=3;b)n=6;c)n=8; d n=12
Construiti poligonul regulat cu n laturi, cu latura de 2 cm, daca:
ayn=5byn=6;c)n=9;dn=12
Construiti triunghiul regulat dupa raza data R a circumferintei circumscrise,
dacd: h =3 cm.
Construiti hexagonul regulat dupa a) raza data R a circumferintei circumscrise;
b) latura datd; c) perimetrul dat.
Raza circumferintei este egald cu 8 cm. Aflati latura poligonului regulat cu
n laturi, Tnscris Tn aceastd circumferinta, daca:
a) n=3;b)n=4;¢c)n=6;d) n=12
Raza circumferintei este egald cu 8%3 cm. Aflati latura poligonului regulat
cu n laturi, circumscris ei, daca:
ayn=3;b)n=4;¢c)n=6; d n=18.

Latura poligonului regulat cu n laturi este egala cu 4%/3. Aflati raza
circumferintei, circumscrise lui, daca:
ayn=3;b)n=4;¢c)n=6; d n=12

Latura poligonului cu n laturi regulat este egald cu 3%6 cm. Aflati raza
circumferintei, Tnscrise in el, dacé:
ayn=3;b)n=4;c)n=6; d n=18.
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632.

633.

634.

635.

636.

637.

638.

639.

640.

641.

642.

643.

Capitolul 4. Poligoane regulate

Latura poligonului regulat inscris in circumferinta este egald cu 12 cm. Aflati
perimetrul si aria acestui poligon, daca:
ayn=3;b)n=4;¢c)n=5;d)n=6.

Aflati aria poligonului cu n laturi regulat, dacd raza circumferintei, circumscrise
lui este egald cu 6 cm. Cercetati cazurile:
ayn=3;b)n=4,¢c)n=5d)n=6;¢e)n=12

in circumferintd este inscris un hexagon regulat, al carui perimetru este 24
cm. Aflati perimetrul si aria urmatoarelor poligoane regulate, Tnscrise n
aceasta circumferintd: a) triunghiului, b) patrulaterului.

Aflati aria poligonului cu n laturi regulat, daca raza circumferintei inscrise
in el este egald cu 4 cm si:

ayn=3;b)n=4;¢c)n=6;dn=12

De cate ori aria patratului, circumscris circumferintei este mai mare decat
aria patratului, inscris in aceastd circumferintd?

Perimetrele patratului, triunghiului echilateral si a hexagonului regulat sunt
egale cu 36 cm. Care din aceste figuri are cea mai mica arie, Si care - cea
mai mare?

Se da triunghiul regulat ABC. Construiti hexagonul regulat AKBPCT. Cum
se raportd perimetrele si ariile lor?

Se da un patrat. Construiti un octagon regulat, patru varfuri ale caruia ar
coincide cu varfurile patratului dat. Cum se raportd perimetrele si ariile lor?
Folosindu-se de figurile 204-206 aflati laturile necunoscute x siy ale poligoanelor
regulate.

Aflati lungimile diagonalelor octagonului regulat: a) stiind raza R a
circumferintei circumscrise; b) cunoscand latura egala cu a.

Aflati lungimile diagonalelor dodecagonului regulat, daca se stie: a ) raza R
a circumferintei circumscrise; b) latura a

n circumferinta de raza 12 cm este inscris un poligon cu n laturi regulat si
sunt unite succesiv mijlocurile laturilor lui. Determinati latura poligonului
ce s-a format si raza circumferintei circumscrise lui, dacd: a) n = 4;
b) n =6.
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644.

645.

646.

647.

648.

649.

650.

651.

Poligoane regulate si prorpietitile lor 161

n circumferinta de raza R este inscris un triunghi regulat, iar pe latura lui
este construit un patrat. Aflati raza circumferintei, circumscrise patratului.

n circumferinta de raza R este inscris un triunghi regulat, in triunghi este
inscrisa o circumferintd, in care este Inscris un patrat. Aflati latura patratului.
intr-o  circumferintd este inscris un hexagon regulat cu latura a, iar
circumferintei 1i este circumscris un triunghi regulat. El de asemenea este nscris
intr-o oarecare circumferintd. Aflati raportul razelor acestor circumferinte.

Problem& deschisd. in circumferinta de raza R este Tnscris un triunghi

regulat. in triunghi este inscrisa o ... , iar Tn ea este inscris un ... . Aflati
latura

Coarda comuna a doud circumferinte, care se intersecteaza este egald cu 1
si serveste pentru una din circumferinte ca laturd a D ¢

triunghiului regulat inscris, iar pentru a doua - ca
laturd a patratului Tnscris n ea (fig. 207). Aflati distanta
dintre centrele circumferintelor. Examinati alt caz. 0
Latura hexagonului regulat este egald cu 10 cm. Aflati
aria triunghiului regulat echivalent cu el.

Avria hexagonului regulat, circumscris unei circumferinte A
este egald cu 7273 cm2 Aflati aria triunghiului regulat o J
circumscris acestei circumferinte. J
Aria octagonului regulat Tnscris Tntr-o circumferintd,
este egald cu 162v2 m2 Stabiliti corespondenta K
dintre poligoanele regulate (1-4), inscrise in aceasta _
circumferinta si valorile ariilor acestor poligoane (A- Fig.207
E).
1 Triunghi A 2432y/3
2 Patrulater
3 Hexagon B 243
4 Dodecagon c 24372
4
D 162
£ 243>/3
4

Insarcinare practica

652.

Un mare interes fatd de constructiile geometrice au manifestat pictorii renumiti
in toatd lumea: Leonardo da Vinci, Alibreht Diurer, Salvador Dali, Mauriti
Eser. Cu ajutorul constructiilor geometrice corecte ei au izbutit sa reprezinte
perfect spatiul.
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Examinati schita lui Leonardo da Vinci la a lui ,,Cina cea de taind” (fig.
208), in care, printre altele, este reprezentatd constructia octagonului regulat,
inscris Tn circumferinta, dupd latura lui.

a) Demonstrati ca asa o constructie asigurd determinarea corectd a centrului
circumferintei, circumscrise ocatgonului regulat cu latura data.

b)  Construiti cu asa un procedeu un octagon regulat, a carui latura este egald
cu 2 cm.

Fig.208

653. Céte diagonale are poligonul cu 75 de laturi regulat?

654. Aflati unghiurile poligonului cu 30 de laturi regulat.

655. in ce raport Tmpart unghiul diagonalele hexagonului regulat, care ies din
varful acestui unghi?

656. Diagonalele rombului sunt proportionale cu numerele 3 si 4, iar aria este
egald cu 12 cm2 Aflati perimetrul rombului.



Lungimea circumferitei si a
arcului de circumferinta

in clasele primare lungimea circumferintei se determind cu ajutorul firului de
atd (amintiti-va cum aceasta se face). Dar ata nu este notiune geometrica, si pe
langd aceasta masurarea lungimii circumferintei cu ata ne da numai rezultate
aproximative. De aceea vom examina aceasta intrebare din punctul de vedere al
geometriei.

S& ne imaginam ca In circumferintd este inscris un decagon regulat, apoi un
icosagon regulat, un poligon regulat cu 40 de laturi s.a.m.d. Perimetrele lor P10
P20, P40, « tot mai putin se deosebesc de lungimea a
circumferintei date. Daca cantitatea de laturi a poligonului
(n) de o marit infinit de mult, atunci Pn - se apropie
de C. Se poate spune astfel: lungimea circumferintei
-acesta-i numarul de care se apropie valoarea numerica
a perimetrului poligonului cu n laturi regulat, inscris n
aceasta circumferintd, la cresterea nemarginitd a cantitatii
laturilor lui.

Sd deducem formula care exprima lungimea
circumferintei prin raza ei. Fie cd avem doua circumferinte
arbitrare (fig.209). Notdm razele lor cu literele R si R', ar
lungimile lor - cu literele C si c. Tn fiecare din aceste
circumferinte nscriem un poligon cu n laturi regulat cu
acelasi numaér de laturi. Daca a,, si dn — sunt laturile

acestor poligoane, iar Pnsi Pj — perimetrele lor, atunci

P, =nm, =n®R sin--sip=n a, =n-2R‘sin-1-§ﬁQ-_
De aici L 2R
p. 2R’

Aceasta proportie este adevératd pentru fiecare valoare a lui n. De aceea, daca
marim nemarginit valoarea lui n, atunci perimetrele P, si Pj vor tinde cétre lungimile
circumferintelor C si C', iar raportul perimetrelor - cdtre raportul C_ Deci,

C_2R c Cc" C
c 2R M RTR

Deoarece 2R — diametrul circumferintei de raza R reiesa ca raportul lungimii
circumferintei cdtre diametrul ei este unul si acelasi pentru fiecare circumferinta.

Acest raport constant este primit de-1 notat cu litera greceasca s (se citeste ,,pi”).
Numarul >keste irational, valoarea lui aproximativa cu precizia de sutimi este 8 =3,14.
La sfarsitul secolului trecut cu ajutorul unei asigurari speciale de programare la
computator au fost gasite un milion de cifre ale acestui numar.
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Asadar, daca C este lungimea circumferintei de raza R, atunci ZCR

C = 2kR.
Aceasta este formula lungimii circumferintei.

n, de unde

De exemplu, dacd raza circumferintei £=150 cm, atunci lungimea ei

C» 23,14 « 150 = 942 (cm).

S& deducem formula pentru calcularea lungimii unui
arc de circumferintd (a unei parti a ei).

Lungimea arcului este proportionald cu masura unghiului

la centru corespunzator. Arcul care corespunde unghiului la

centru de 1° are lungimea — Atunci unghiului
360 180

la centru de n° 1i corespunde arcul cu lungimea de K'n

(fig.210). 180

Asadar, lungimea | a arcului circumferintei de raza R,
masura in grade a cdruia constituie n°, se calculeaza cu
formula:

nRn
180 -
r— PENTRU CEI CURIOSI

Lungimea circumferintei si a partilor ei (cu un anumit grad de aproximatie)
stiau s& o determine Tncd cu 2000 de ani in urma in Egiptul si Babilonul Antic.
Mai tarziu Tn Grecia Antica Arhimede, luand diametrul circumferintei drept
unitate, Tnscria in circumferinta si circumscria circumferintei poligoane regulate.
Afland perimetrul poligonului cu 96 de laturi regulat inscris si circumscris, el
a stabilit ca lungimea circumferintei cu diametrul 1 se afla intre limitele:

371 <11<37—.

Deoarece 3y =3,142857, de aceea ca valoarea aproximativa

anumarului %pentru rezolvarea a multe probleme practice se
lua numarul 3,14.
Pana acum noi am considerat lungimile circumferintelor
si a partilor lor. Afard de ele exista o infinitate de alte linii Fig.211
curbe: parabole, elipse, spirale (fig.211) s.a. Cum de determinat
lungimile a astfel de curbe sau a partilor lor? Din istoria
matematicii se stie cd aceasta a fost o problema foarte
complicatd, care avea denumirea de ,,curba rectificabilda” A
determina lungimea arcului curbei, afard de circumferinta, s-a
izbutit tocmai in secolul XVII. La ora actuald lungimile curbelor
sunt determinate cu ajutorul metodelor analizei matematice.
in practica lungimile a astfel de linii sunt determinate
aproximativ. Lungimea curbei, care nu este parte a )
circumferintei, se poate determina aproximativ, $é§ind pe ea Fig.212
o romnasiil de o Anumita deschizatura (fin 217)
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Intrebari si insarcinari pentru autocontrol

PR

Cum se noteaza raportul lungimii circumferintei catre diametrul ei?

Cu ce este egala valoarea aproximativa a numarului n cu precizie de sutimi?
Cu care formul& se determina lungimea circumferintei?

Cu care formuld se afla lungimea arcului de circumferinta?

Efectuam oral

Aflati diagonala patratului, circumscris circumferintei, a cérei lungime este |.

Notam raza circumferintei examinate cu litera r. Atunci | = 24r, de unde
r= . Latura patratului circumscris este egald cu diametrul circumferintei
(fig.213). AB =KP =2er = Lungimea cautatd a c
. . Y12

diagonalei AC =ABnI2 ="

Aflati raza circumferintei, lungimea céreia este egald cu

o treime din lungimea circumferintei de raza 30 cm.

Lungimea circumferintei mai mici este egald cu D

?-Zn;-SO sau 20n. Daca raza cdutatd este r, atunci

2nr = 20n, de unde r = 10 (cm).

Probleme si exercitii

E fectuati oral

657.

658.
659.

660.
661.
662.

663.

Aflati valoarea aproximativa a expresiilor 10n; 2n; ”2,

Cu ce este egala lungimea circumferintei de raza 1 cm; 1 m?

Diametrul circumferintei este egal cu 2 m. Cu ce este egald lungimea
circumferintei?

Cu ce este egald raza circumferintei de lungimea 2n cm; 10n dm; 2m% cm?
Mai mult sau mai putin de 5 cm are lungimea circumferintei cu raza de Im?
Aflati lungimea circumferintei, circumscrise triunghiului dreptunghic cu
ipotenuza 10 cm.

Cu ce este egala lungimea arcului AB al circumferintei cu centrul Tn punctul
O si raza 3 m, daca ZAOB =120°?
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664.
665.

666.
667.

668.
669.

670.

671.

672.

673.

674.

675.

676.

677.

678.

679.

680.
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Aflati lungimea circumferintei de raza: a) 30 cm; b) 12 cm; c) 25 cm.
Aflati raza circumferintei, lungimea cdreia este de: a) 121, cm; b) 6,28 cm;
c) 40n cm.

Cum se va mari lungimea circumferintei, dacd vom mari raza ei de k ori?
Aflati lungimea circumferintei, circumscrise patratului cu latura de 8 cm si
lungimea circumferintei, Tnscrise in acest patrat.

Diagonala patratului este egald cu d. Aflati lungimea circumferintei Tnscrise.
Aflati lungimea circumferintei circumscrise dreptunghiului, ale carui laturi
sunt egale cu 33 cm si 56 cm.

Latura hexagonului regulat este egald cu 9 cm. Calculati lungimea circumferintei
circumscrise acestui hexagon si a circumferintei inscrise in el.

Latura triunghiului regulat este egald cu 12 cm. Aflati lungimea circumferintei:
a) 1nscrise in triunghi; b) circumscrise triunghiului.

Aflati lungimea arcului circumferintei a carei raza este de 6 cm, iar unghiul
la centru corespunzator este: a) 30°; b) 60°; c) 90°; d) 120°.

Triunghiului echilateral ABC cu latura de 6 cm fii este circumscrisda o
circumferintd. Aflati lungimile arcelor AB, BC si AC.

Punctele M si N Tmpart circumferinta cu diametrul de 20 cm in parti,
proportionale cu numerele 2 si 3. Aflati lungimile arcelor obtinute.
Punctele P si K Tmpart circumferinta de raza 4 cm in doud arce astfel, ca
diferenta lungimilor lor este egald cu 1,4n. Aflati lungimea arcului mai mare.
Pe latura AC, egald cu 6 cm a triunghiului echilateral ABC, ca pe diametru
este construitd o semicircumferintd. Aflati lungimile arcelor, In care laturile
AB si BC impart aceasta semicircumferinta.

Coarda circumferintei este egald cu raza ei. Aflati lungimile arcelor Tn care
aceasta coarda imparte circumferinta, daca diametrul circumferintei este de
36 cm.

Se da poligonul regulat ABC...K (fig.214), a

carui latura este egald cu 18 cm. BK - arcul

circumferintei cu centrul in punctul A si raza AB.

Stabiliti corespondenta dintre masura unghiului

A (1-4) si lungimea arcului BK (A-E).

1 60° A 14n

2 108° B 10,8n

3 140° cen

4 156° D 15n Fig 214
E 15,6n

Pe 0 bobina cu diametrul de 0,6 m sunt 30 de spirale de sarma. Aflati lungimea
sarmei.

Aflati lungimea orbitei satelitului artificial al Pamantului, daca el se roteste
pe o circumferintd la distanta de 320 km de la suprafata Paméntului. Raza
Pamantului este aproximativ egald cu 6370 km.
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681.

682.

683.

684.

685.

686.

687.
688.

689.

690.

691.

692.
693.

694.

b

Imaginati-va cd o sferd cu raza de 6370 km este incercuitd pe ecuator cu un
cerc. Daca lungimea acestui cerc de o méarit cu 1 m, el se va departa de la
suprafata sferei (peste tot la fel) la 0 oarecare distantd. Aflati-o.

Locomotiva Diesel are roata cu diametrul de 0,8 m. Céate rotatii pe minuta
face aceasta roata cand locomotiva se misca cu viteza de 60 km/ord?
Cateta triunghiului dreptunghic este egalad cu a, iar unghiul ascutit aldturat @
Aflati lungimea circumferintei circumscrise.

Cum se raportd lungimile a doua circumferinte, dacd una din ele este
circumscrisa unui triunghi regulat, iar cealaltd este inscrisa in el?

Aflati lungimile liniilor, care marginesc figurile, reprezentate in figura 215.

B C

Fig.215

Latura rombului este egald cu 15 cm, iar unghiul cu — 30°. Aflati lungimea

circumferintei Tnscrise.

g\flagi lungimea circumferintei circumscrise trapezului cu laturile a, a, a i
a.

Coarda comund a doud circumferinte care se intersecteaza este egald cu |

si serveste pentru una din circumferinte drept laturd a triunghiului regulat

inscris, iar pentru cealaltd - ca latura a patratului inscris. Aflati lungimile

acestor circumferinte.

éb\lﬂzgi lungimea circumferintei, care este mai lunga decat diametrul ei cu

4 cm.

Circumferinta de raza 3 cm este indreptatd intr-un arc de raza 9 cm. Aflati
masura in grade a arcului obtinut si masura unghiului la centru corespunzétor
lui.

Unui triunghi, ale cdrui unghiuri sunt proportionale cu numerele 3,4 si 5, i

este circumscrisa circumferinta de raza 6 cm. Aflati lungimile arcelor ei AB,

BC si CA.

Aflati lungimile arcelor, in care circumferinta cu lungimea de 205 este Tmpartita
de coarda, dusa la distanta de 5w2 cm de la centrul circumferintei.
Lungimea circumferintei este egald cu 24n; cm. Aflati lungimile arcelor,

in care aceasta circumferintd este impartitd de coarda cu lungimea de
12-V/3 cm.

Din punctul A al circumferintei cu centrul O sunt duse coardeleAB si AC

astfel, ca AC =6nl2 cm, ZBOC =120°. Aflati lungimile arcelor AB, AC si
BC, dacd lungimea circumferintei este de 12n cm. Céte solutii are problema?
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695.

696.
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Coardaintide arcul circumferintei
cu lungimea I, a caruia masurd
in grade este de n°. Aflati
lungimea coardei.

Aflati lungimea curelei de
transmisie, care uneste doud roti
de curea, dacd razele lor sunt egale
cu 10 cm si 30 cm, iar distanta
dintre centrele lor 001= 1 m
(fig.216).

Insarcinare practica

697.

a) Tn sistemul de coordonate rectangular, in care segmentul unitar are lungimea
de 1cm in intervalul [-2; 3] construiti graficul functiei y =x2 Cu ajutorul
compasului si riglei aflati lungimea aproximativa a acestui grafic.

6) Analogic aflati lungimea aproximativd a unei parti a spiralei de aur,
reprezentata in figura 217. Care deschizatura

a compasului este rational de-o luat Tn acest

caz? Aflati mai mult despre aceasta spirala.

De ce ea este astfel numitd?

P robleme pentru repetare

698.

699.
700.
701.

Aflati suma distantelor de la centrul

circumferintei cu diametrul d pana la laturile

triunghiului regulat, inscris in aceasta circumferinta.

Aflati perimetrul hexagonului, Tnscris in circumferinta de raza R.

n circumferinta de raza 3 cm inscrieti un dodecagon regulat.

Latura rombului este egald cu a, iar unghiul ascutit - cu a. Aflati diagonalele
rombului, aria si raza circumferintei inscrise.

G eometria din jurul nostru

Spirala de aur in naturd



Aria cercului si a partilor lui

Cerc se numeste partea planului, marginitd de circumferintd. Centru, raza,
diametru, coarda a cercului este numit corespunzator centrul, raza, diametrul,
coarda circumferintei, care margineste cercul dat. Poligon, Tnscris Tn cerc este
numit poligonul inscris Tn circumferinta cercului dat.

Partea cercului marginitd de doud raze ale lui, se numeste sector (fig.218,
b). Coarda cercului il Tmparte Tn doua segmente (fig.218, c). in figura 218 este
reprezentat cercul, doud sectoare de cerc si doud segmente.

Ce este aria cercului? Nu este usor de raspuns la aceastd Intrebare, deoarece
teoria stricta a ariilor figurilor, marginite de linii curbe, este destul de complicata;
noi nu vom considera-o. Numai remarcam, ca fiecare cerc are arie si cd aria
poligonului cu n laturi regulat, inscris Tn cerc, cdnd numarul n creste nemarginit,
tinde spre aria cercului. Pe baza acestor afirmatii deducem formula pentru calcularea
ariei cercului.

Fie cd este dat cercul de razd arbitrard R. Tnscriem n el poligonul cu n laturi
regulat ABCD...F (fig. 219).

Daca OH — fTnaltimea triunghiului OAB, atunci
AH =%AB, ZAOH :15%- s OH =R cos +2°

n
A 180° .
Sfﬁ:%—AB-OH :21—ABRcos- Poligonul

cu n laturi ABCD...F este compus din n astfel de
triunghiuri, de aceea aria lui

S =n-ABRcos**=-PRcos"",
1 2 n 2 n

unde P - perimetrul poligonului dat. Fig.219
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Daca numarul n 1l marim nemarginit, atunci perimetrul P se va apropia de
lungimea circumferintei 2nR, unghiul 180° — po 0°, iar cosinusul lui - de 1
De aceea n

S=1R *R ¢ 1=nR2

Aria cercului de raza R se afla cu formula

S =nR2
S& deducem formulele pentru calcularea ariilor sectorului si segmentului.
Aria sectorului, care corespunde unghiului la centru de 1°, este egala cu .

De achgil unghiului la centru de n° 1i corespunde sectorul, a cdrui arie este egald
n
cu

360
Asadar, aria sectorului de cerc de raza R, a carui masura de grad constituie
rr, se calculeaza cu formula nR2n

S
360
De exemplu, daca raza sectorului OA = 9 cm,
lar ZAOB =120° (fig.220), atunci aria acestui sector

i20
Ss=rc-92------ =274 (cm?2).
360

Pentru a afla aria segmentului AMB (fig.221), trebuie de
scazut din aria sectorului corespunzétor aria triunghiului
OAB, daca unghiul sectorului a < 180° (fig.221,a) sau de
adunat aria triunghiului OAB, dac&d unghiul sectorului
a > 180° (fig. 221,b). Sectorul cu unghiul de 180° —
semicerc, aria lui este egald cu jumatate din aria cercului
corespunzator.

Fig.221 Fig.222

Parte a cercului este de asemenea inelul, marginit de doud circumferinte
concentrice (fig.222). Daca razele circumferintelor, care marginesc inelul, sunt
egale cu R si r atunci aria inelului

S =nR2- nr2=n(R2- r2.
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r~  PENTRU CEl CURIOSI  ----r-mmmem-

Din punctul de vedere al geometrie sunt interesante
partile cercului marginite de arcurile a doua circumferin-
te - lentilele (fig. 223) si seceruicile (fig. 224). Ganditi-va
cum se poate determina ariile acestor figuri, stiind, de
exemplu, razele circumferintelor, care le marginesc, si
distanta dintre centrele lor.

Drept exemplu s& examinam o astfel de seceruica,
marginita de semicircumferinta de raza r si de un sfert
de cerc de raza Ml2 (fig. 225). Ariaei

S=rJ = K(rj2f-rA=r2

Aria seceruicii AKBP este egald cu aria patratului
AOO,H. Existd seceruici, cvadratura carora este posibila!
Aceasta a demonstrat in secolul V 1.e.n. Hipocrat Hiosikii
(nu confundati cu mediul antic grec, autorul "Jurdmantul
lui Hipocrat”, care a trdit in secolul 11l 7.e.n).

Cvadraturafigurii - asta-i calcularea ariei ei. Thainte
se spunea, ca cvadratura figurii este posibild daca se poate
construi (cu compasul si rigla!) patratul, echivalent cu
figura data.

Intrebari pentru autocontrol
1. Ce se numeste cerc?
Cu care formula se calculeaza aria cercului?
Ce se numeste sector?
Cu care formula se afla aria sectorului?
Ce se numeste segment?
Cu care formula se calculeaza aria segmentului?
Ce se numeste inel? Cu care formula se afld aria inelului?

Nogakrowd

E fectuam impreuna

in triunghiul regulat este inscrisa o circumferinta de
raza r si tot lui Ti este circumscrisa o circumferinta.
Aflati aria inelului, marginit de aceste circumferinte.

* Problemei i corespunde figura 226, in care OH =,
OC = R Deoarece in triunghiul regulat R = 2r, reiesa ca
aria inelului S =kR2 - Kr2=n(R2- r2) =n(4r2- r2) =3Kr2

171

Fig.223

Fig.225
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O Trei circumferinte de raza r au contact exterior doua cate doud. Calculati aria
Htriunghiului curb”, marginit de arcele acestor circumferinte.

» Centrele circumferintelor date formeaza triunghiul regulat OOtOz cu latura
2r (fig.227). Aria lui este 0

S :_(2r)2Va 4r2V3 —ryf3,

Deoarece Z02001=60°, reiesa cd aria fiecaruia

din sectoarele obtinute este egald cu 6—5‘-! r2.

Atunci aria figurii cdutate este

S =\[Sr2-3. 6—n r2=r2

Probleme si exercitii

E fectuati oral

702. Aflati aria cercului de raza 1 m; 2 dm; 5 cm.

703. Aflati aria cercului cu diametrul de 2 dm; 6 cm; 3 m.

704. Aflati aria semicercului de raza 6 cm.

705. Aria cercului este egald cu 3n m2 Cu ce este egald raza lui?

706. Aflati aria cercului, circumscris unui patrat cu diagonala d.

707. Aflati aria cercului, Tnscris in patratul cu latura a

708. Cum se va schimba aria cercului, daca raza lui de o marit de 2 ori?

709. Cum se va schimba aria cercului, daca vom micsora diametrul lui de 3 ori?
710. Rezolvati rebusul din figura 228.

Fig.228

711. Calculati aria cercului, a carui raza este egald cu 8 cm; 10 cm; 5 cm.

712. Calculati aria cercului, a carui diametru este egal cu 6 cm; 18 cm; 22 cm.

713. Aria cercului este egala cu S. Aflati lungimea circumferintei, care-1 margineste,
daca S este egal cu: a) 12,56 cm2; b) 161, cm2; ¢) 1,440 cm2
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714. Aflati aria arenei circului, lungimea circumferintei careia este de 41 m.

715. Construiti cercul aria caruia este egalda cu 401 cm2, inscrieti Tn el un patrat.
Aflati aria cercului Tnscris Tn acest patrat.

716. Ariile a doud cercuri se raporta ca 4:9. Aflati raportul lungimilor ale
circumferintelor acestor cercuri.

717. Aflati aria cercului, daca laturile dreptunghiului inscris in el sunt egale cu
12 cm si 16 cm.

718. Aflati raportul ariilor ale cercurilor: a) inscris in triunghiului regulat:
b) circumscris aceluiasi triunghi.

719. Catetele triunghiului dreptunghic sunt egale cu 6 cm si 8 cm. Aflati aria:
a) cercului, inscris in triunghi; b) cercului, circumscris triunghiului.

720. Aflati aria inelului, marginit de circumferintele concentrice de razele 2 cm
si 5cm.

721. Aria inelului, marginit de doud circumferinte concentrice este egald cu
63n: cm2. Aflati razele acestor circumferinte, daca:
a) una din ele este cu 3 cm mai mare decat cealalta;
b) ele sunt proportionale cu numerele 3 si 4;
c) suma lor este egald cu 21 cm.

722. Aflati aria sectorului de cerc de raza 12 cm, daca unghiul la centru corespunzator
este egal cu:
a) 40°; b) 60°; c) 120°; d) 270°.

723. Aflati aria segmentului de cerc, dacd raza cercului este egala cu 6 cm, iar
arcul contine:
a) 60°; b) 90°; c) 120°; d) 150°.

724. Dintr-o foaie patratd de tabla au decupat un cerc cu cea mai mare arie
posibila. Cate procente din foaie constituie deseurile?

B

725. Aflati ariile figurilor vopsite (fig.229-231).

726. Suma catetelor triunghiului dreptunghic este cu 10 cm mai mare decét
impotenuza. Aflati aria cercului, inscris Th acest triunghi.
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727.

728.

729.

730.
731.

732.

733.

734.

735.
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Pe laturile triunghiului dreptunghic , ca pe diametre, sunt construite trei
semicercuri. Demonstrati ca aria celui mai mare din ei este egald cu suma
ariilor celorlalti doi.

Latura hexagonului regulat este egald cu 3 cm. Aflati ariile cercurilor: Tnscris
Tn acest hexagon si circumscris lui.

Aria cercului circumscris triunghiului isoscel, este egald cu 100n cm2. Aflati
aria cercului, Tnscris in acest triunghi, dacad indltimea, coborata pe baza este
egald cu 18 cm.

Aria cercului, Tnscris intr-un trapez dreptunghic, este egald cu 144n; cm2
Aflati aria trapezului, daca baza mare a lui este de 36 cm.

Laturile unui triunghi sunt egale cu 13 cm, 14 cm si 15 cm. Aflati aria
inelului format de circumferintele Tnscrisa si circumscrisa triunghiului.
Unui poligon regulat cu n laturi Ti este circumscrisa o circumferintd si tot lui
7i e inscrisd o circumferintd. Latura poligonului este a. Demonstrati ca aria
inelului, marginit de aceste circumferinte nu depinde de numarul n.
Stabiliti corespondenta dintre figurile vopsite (1-4), reprezentate n figura 232
si ariile lor (A-E).

A B C D E
36n 27n 25n 16n on

ntr-un sector de cerc cu unghiul de 60° este inscris n cerc (fig. 233). Aflati
raportul ariei sectorului catre aria cercului nscris.

Aflati aria cercului, inscris intr-un segment de cerc de raza R, a cérui arc are
120° (fig. 234).

Fig.233 Fig.234
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736.

737.

738.

739.

Aria cercului si a partilor lui 175

Aflati raza cercului, dacd aria sectorului acestui cerc este egald cu 201 cm2,
iar unghiul la centru corespunzator este egal cu 72°.

Coarda cu lungimea de 9y[3 cm imparte cercul cu diametrul de 18 cm in
doua segmente. Aflati ariile acestor segmente.

in cercul de raza R sunt duse doua coarde paralele, fiecare din ele subintinde
un arc de 60°. Aflati aria acelei parti a cercului care este situata Tntre coarde.
Aflati aria partii comune a cercului cu diametrul AB si a triunghiului ABC,
daca: AB =BC =CA =a.

Insarcinare practica

740.

Desenati doua circumferinte concentrice de raze
R si r, iar coarda AB a celei mai mari din ele sa
fie tangenta la cea mai micd (fig. 235). Comparati
aria inelului, méarginit de ceste circumferinte cu aria
cercului ce are diametrul AB. Cercetati dacd oare
totdeauna aceste arii sunt egale.

Probleme pentru repetare

741.

742.

743.

744,

Aflati lungimea circumferintei circumscrise triunghiului dreptunghic isoscel
Cu cateta a

Bisectoarea unghiului ascutit a triunghiului dreptunghic Tmparte cateta in
segmentele de 10 cm si 26 cm. Aflati lungimea circumferintei, Tnscrise in
triunghi.

Razele trapezului isoscel sunt proportionale cu numerele 4 si 9, iar perimetrul
este egal cu 52 cm. Aflati lungimea circumferintei, inscrise In trapez.

Aflati cel mai mare unghi al triunghiului cu laturile de 9 cm, 15 cm, 21 cm.

G eometria din jurul nostru*
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Probleme cu desene gata
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Q

Aflati lungimea arcului

ABCD — patrat
AB =a B

AB; AC

c

AB =BC=AC =a
AB; MN

M f

A K

AVN K >>’ c

Aflati ariile figurilor vopsite

MNPK — pétrat

N\

O0i =8

ABCDEF — hexagon regulat

AB =a
C D

: ABCDEF— hexagon regulat,
\ MNPK —

: &ét[\flat_’s /c D

R1=R2=R3=i?4=R

AB =BC =AC =12
B
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Lucrarea independenta 4

1°.

2°.

3*.

1°.

2°.

3*.

1°.

2°,

3*.

1°.

2°.

3*.

Aflati masura in grade a unghiurilor interior si de la centru ale dodecagonului
regulat.

Latura hexagonului regulat este egald cu 8 cm. Aflati lungimea circumferintei
si aria cercului, inscris Tn hexagon.

In circumferintd este Tnscris un patrat cu perimetrul de 24 cm. Aflati perimetrul
triunghiului regulat, circumscris acestei circumferinte.

Aflati masura in grade a unghiurilor interior si de la centru ale nonadecagonului
regulat.

Catetele triunghiului dreptunghic sunt egale cu 18 cm si 24 cm. Aflati lungimea
circumferintei si aria cercului, circumscris triunghiului.

intr-o circumferintd este inscris un hexagon regulat cu perimetrul de 36 cm.
Aflati perimetrul triunghiului regulat, circumscris acestei circumferinte.

Aflati masura in grade a unghiurilor interior si de la centru ale decagonului
regulat.

Diagonala si latura laterald ale unui trapez isoscel sunt perpendiculare si egale
cu 24 cm si 10 cm. Aflati lungimea circumferintei si aria cercului, circumscrise
acestui trapez.
intr-o circumferintd este inscris un triunghi echilateral cu perimetrul 12 cm.
Aflati perimetrul patratului, circumscris acestei circumferinte.

Aflati masurain grade a unghiurilor interior si de la centru ale unui octadecagon
regulat.

Laturile dreptunghiului sunt egale cu 7 cm si 24 cm. Aflati lungimea
circumferintei si aria cercului, circumscrise dreptunghiului.

Perimetrul triunghiului regulat, circumscris circumferintei, este egal cu 36 cm.
Aflati perimetrul hexagonului regulat, Tnscris Tn aceastd circumferintd.
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Insarcinari teste 4

Lungimea circumferintei de raza 6 cm
este egala cu:

Unghiul hexagonului regulat este egal
cu:

Unghiul la centru al octagonului regulat
este egal cu:

R si r - razele circumferintelor
circumscrise si inscrise in un triunghi
regulat. Ce semn trebuie de pus in loc
de ** R * 2r?

Aria semicercului cu diametrul de
10 cm este egala cu:

Latura patratului, circumscris
circumferintei de lungimea 16,
este egala cu:

Triunghiul regulat ABC este inscris
in circumferintd. Aflati lungimea
circumferintei, dacad lungimea arcului
BAC este egald cu 6 cm.

Aflati aria sectorului de cerc de raza 6
cu unghiul la centru de 60°.

Avria cercului este egalda cu 100n cm2
Aflati lungimea circumferintei lui.

Perimetrul hexagonului regulat este egal
cu 48 cm. Aflati lungimea circumferintei
circumscrise lui.

Capitolul 4. Poligoane regulate

a) 3n cm;
b) 6n cm;

a) 110°;
b) 120°;

a) 60°;
b) 40°;

a) >;
b) <;

a) 25n cmz

b) 100n cm2

a) 16 cm;
b) 8 cm;

a) 12n cm;
b) 12 cm;

a) 6n cmz

b) 36n cm2;

a) 100n cm;
b) 50n cm;

a) 16n cm;
b) 960 cm;

c) 12n cm;
d) 3651 cm.

c) 135°;
d) 150°.

c) 45°;
d) 72°.

) 5

d) nu se poate

stabili.

c) 12,50 cmz
d) 50n cm2

c) 4 cm;
d) 4n/2 cm.

c) 9 cm;
d) 4-V3n cm.

c) 91 cm2

d) 2n cm2

c) 20n cm;
d) 2500n cm.

c) 8n cm;
d) 12n cm.



Capitolul 4.Poligoane regulate 179

Probleme tipice pentru lucrarea de control

1°
2°.

3°.

4°,

5%

6*.

T*.

8*.

Aflati unghiul interior al decagonului regulat.

Aflati aria sectorului, a carui raza este egald cu 9 cm, iar unghiul la
centru — 80°.

Raza circumferintei, Tnscrise in patrat este egald cu 10 cm. Aflati raza
circumferintei, circumscrise acestui patrat.

Aria inelului, format de doud circumferinte concentrice, este egald cu 32n cm2
Aflati razele acestor circumferinte, daca una din ele este de 3 ori mai mare
decat cealalta.

Aflati perimetrul poligonului regulat, a carui laturd este egald cu 5 cmi,iar
unghiul cu — 156°.

Latura triunghiului regulat, Tnscris Tntr-o circumferinta B

este egald cu 12 cm. Aflati latura hexagonului regulat,
circumscris acestei circumferinte.

in  triunghiul regulat ABC este Tinscrisd o
semicircumferintd cu centrul pe latura AC (fig.236),
care este tangenta la laturile AC si BC Tn punctele M
si N corespunzator. Aflati lungimile arcelor PM, MN,
NK, dacd PK =4 cm.

Latura laterala si baza triunghiului isoscel sunt proportionale corespunzator
cu numerele 13 si 10, iar Tnaltimea, coborata pe baza, este egalda cu 24 cm.
Aflati raportul ariei cercului, inscris Tn triunghi, catre aria cercului, circumscris
acestui triunghi.

9**  Demonstrati ca mijlocurile laturilor decagonului regulat

sunt varfurile ale altui decagon regulat.

10*\ 1n sectorul de cerc de raza R cu unghiul la centru de

60° sunt inscrise doua circumferinte, care sunt tangente
una cu alta, si au razele care marginesc sectorul (fig.
237). Aflati raportul lungimilor acestor circumferinte,
daca raza uneia din ele este cu 4 cm mai mare decét
raza celeilalte. Cu ce este egala R?

Lumea reald - cea mai buna lume
G. Leibniz
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Poligonul se numeste regulat, daca el este convex, ale lui toate laturi sunt egale,
toate unghiurile sunt egale. Daca poligonul este regulat, atunci i se poate circumscrie
o circumferintd si i se poate Tnscrie o circumferinta. Centrele acestor circumferinte
este unul si acelasi punct - centrul poligonului regulat. Perpendiculara, coborata
din centrul poligonului regulat pe latura lui, - apotema poligonului dat.

Pentru a calcula unghiurile referitoare la poligonul regulat cu n laturi, se aplica
formulele:

Unghiul interior Unghiul exterior Unghiul la centru

180°(n-2) 360° 360°
n n n

Pentru a construi un poligon regulat cu n laturi, se poate deviza circumferinta
in n parti egale si punctele succesive de divizare de le unit cu segmente.
Latura ana poligonului regulat cu n laturi se exprima prin raza R a circumferintei
circumscrise si raza r a circumferintei inscrise prin formulele:
. 180° 180°
an=2R sin . §8 2rtg

in particular,
a,=R\I3, a4 2, a6=R si as=2"3r, ad=2r, ab=r.

Latura hexagonului regulat este egald cu raza circumferintei circumscrise.
Pentru poligonul regulat cu n laturi cu latura a raza circumferintei circumscrise
(R) si raza circumferintei inscrise (r) se calculeaz& conform formulelor.

R . . 180° ST 180°
- g

in particular pentru n =3, 4, 6 aceste si alte marimi se calculeaza cu formulele:

n=3 n==4 1=6
R a-73 av/2 a
3 2
r a-\i3 a arj3
6 2 2
p 3a 4a 6a
S azyj3 a2 3n/3a2

4 2



Principalul in capitolul 4 181

Raportul lungimii circumferintei catre diametrul ei este I
egal cu numarul constant n ~ 3,14. De aceea lungimea
C acircumferintei de raza R se poate determina cu formula
C = 2nR. Lungimea | a arcului unei circumferinte de raza
R, care are n grade, se poate determina cu formula
nRn

~ 180 '

Portiunea panului, méarginita de circumferintd este
cerc. Centru, raza, diametru, coarda a cercului sunt
numite corespunzator centrul, raza, diametrul, coarda
circumferintei, care margineste cercul dat.

Aria S a cercului de raza R se calculeaza cu formula
S =nR2

Portiunea cercului marginitd de doud raze ale lui se numeste sector, iar partea
cercului, marginita de coarda si arcul lui, - segment. Segmentul poate fi mai mic
sau mai mare decat semicercul.

Daca sectorul cercului de raza R are n grade, atunci aria lui se calculeaza cu
formula

sec 360

Pentru a afla aria segmentului de cerc AMB trebuie de scdzut din aria sectorului
corespunzator aria triunghiului OAB, dacé unghiul sectorului a < 180°, si de adunat
aria triunghiului OAB, daca a > 180°. Sectorul cu unghiul de 180° este semicerc,
aria lui este egald cu jumatate din aria cercului corespunzator.

Portiune a cercului este de asemenea inelul, marginit de doua circumferinte
concentrice. Daca razele circumferintelor, care marginesc inelul sunt egale cu R
si r, atunci aria inelului

S =7R2- W2=1(R2- r2.



Modelul geometric, din punctul de vedere intuitiv, este
foarte instructiv si interesant.

Lucrul constructiv al matematicianului, care pentru
prima data a descoperit o teorema, este cel putin tot atat
de valoros, ca si lucrul deductiv al celui, care primul a
demonstrat-o.

FELIX CRESTIAN KLEIN
(1849-1925)

[ustrul matematician, istoric al matematicii Si
pedagog german. Principalele lucrari ale lui se
refera la geometrie, teoria ecuatiilor algebrice,
teoria grupelor, teoria functiilor, topologie.
Lucrarea lui ,,Examinarea comparativa a
noilor cercetari geometrice”, cunoscuta sub
denumirea ,,Programa Erlanghen”, in care se
dadea clasificarea diferitelor geometrii pe
baza grupelor de transformari, a exercitat

0 mare Tnraurire asupra matematicienilor, a
schimbat esential parerile lor despre geometrie
si a dezvoltarii ulterioare a matematicii.
Primul presedinte al Comisiei Internationale
in chestiunile Tnvatamantului matematic,
reformator al Tnvatamantului matematic scolar.



Capitolil 5 Section 5

Transformari Geometric
geometrice Transformations

Transformarile geometrice - unul din cele mai importante capitole ale
geometriei actuale. Tn geometrie ele joaca aproximativ tot asa un rol ca
functiile Tn algebra. Pe baza transformarilor geometrice sunt demonstrate
afirmatii complicate din diferite compartimente ale matematicii i
rezolvate probleme, care prin alte metode este foarte dificil de le rezolvat
sau deloc este imposibila rezolvarea lor.

Transformarile geometrice sunt folosite nu numai de geometri, dar si de
specialistii altor ramuri: arhitectori, constructori, maestrii artei aplicate.

21 Migcarea si Movement
§ proprietatile ei and Its Properties

22 Simeriain raport ~ Symmetry
§ Cu un punct about Point

§ 2 3 Simeria in raport Symmetry

cu o dreapta about Line
§ 2 4 Rotatia Turn
Transport Parallel
§ 2 5 paralel Translation
Transformarea Similarity
§ 2 6 de asemanare Transformation
PROIECT DE INVATAMANT EDUCATIONAL PROJECT
"Ornamente si transformarile “Decorative Patterns and

geometrice" Geometrical Transformations”



Pentru ce se studiaza transformarile
geometrice?

Geometria ajuta mai bine de studiat mediul inconjurator
sa fie examinate nu numai stdrile (diferite tipuri de figuri,
dimensiunile si formele lor), dar si procesele.Pentru aceasta
cel mai bine se potrivesc transformarile geometrice.

Cine are necesitatea folosirii transformarilor geometrice?
fnainte de toate Invatatii, inginerii, arhitectorii, constructorii,
pictorii si altii.

Transformédrile geometrice - o parte
considerabila a unui limbaj specific, pe
care 1l folosesc intre ei creatorii de idei
si  muncitorii, inginerii. Tnainte de-a
confectiona un oarecare mecanism
constructorii elaboreazd desenul.

Fizicienii, mecanicii, inginerii si alti specialisti se
Tndeletnicesc cu figuri asemenea simetrice, in raport cu
0 dreaptd sau cu un punct. Chiar bijutierii, pictorii si

—brodezele au treaba cu transformarile geometrice.

Transformarile geometrice voi le folositi pentru construirea
graficelor si cercetarea proprietatilor functiilor, pentru
studierea diferitelor procese in fizica si legaturilor de valenta
n chimie, pentru caracterizarea organismelor vii in biologie,
pentru infrumusetarea si construirea imbracamintei si altele.

Un rol important transformarile geometrice 1l joaca
in computatoare. Rotirea figurilor cu diferite unghiuri,
transportul paralel al lor - totul acestea-s miscari. Marirea sau
micsorarea figurilor si a caracterelor - exemple de transformari
de aseménare.

Mai unde sunt folosite transformarile geometrice?
Aduceti exemplele voastre.
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Sd examindm cum sunt create ornamentele, care sunt folosite pentru infrumusetarea
tapetelor, covoarelor, Tmbracamintei, bijuteriilor si ale altor obiecte de uz casnic. La
inceput se alege elementul de baza al ornamentului (motivul) - partea modelului
care se va repeta de multe ori (fig. 238). Cel mai simplu ornament in forma de
rand se poate obtine, daca mutam motivul in directia aleasd si repetdm aceastd
operatie de cateva ori (fig. 239).

O 00000

Fig.238 Fig.239

Deplasand motivul ornamentului Tn diferite directii se pot obtine multe ornamente
diferite cu ajutorul unuia si acelasi motiv (fig.240).

QROQY OO0O0O

Fig.240

Dacad punctele figurii F de le mutat cu un oarecare procedeu, atunci obtinem o
figura noua Fv Daca concomitent diferite puncte ale figurii F trec (se aplicd) in
puncte diferite ale figurii Ft, atunci se spune despre transformarea geometrica a
figurii F Tn figura Ft. Totodatd figura Ft este numitd imaginea figurii F, iar figura
F - preimaginea figurii Fx

in figurile 241-245 sunt reprezentate exemple de transformari geometrice ale
figurilor Fn figurile Ft. Atrageti atentia ca Tn rezultatul primelor patru transformari
(fig. 241-244) distantele dintre punctele corespunzatoare se pasteaza: AB =
AXBX in al cincelea caz (fig.245) distantele dintre punctele figurii F si punctele
corespunzatoare ale figurii Fxnu se pastreaza: AB pA>Bv

Fig.241 Fig.242 Fig.243
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Transformarile geometrice, la care se pastreaza distantele dintre puncte se
numesc deplasari (sau miscari).

in cele ce urmeaza noi vom considera tipuri separate de deplasari: simetria In
raport cu un punct (fig. 241), simetria in raport cu o dreaptd (fig. 242), rotatia
(fig.243) si translatia (transport paralel) (fig. 244). Initial vom atrage atentia la
proprietatile generale ale miscarilor. S& ne amintim, cd punctul B este situat Tntre
punctele A si C atunci si numai atunci, cand B - punct interior al segmentului
AC, adicd cand se indeplineste egalitatea AB + BC =AC.

TEOREMA 12

Daca punctul B este situat intre punctele A si C, iar miscarea le aplica pe ele
corespunzator in punctele B-, Alsi Cn atunci Bneste situat intre Al si Cn

DEMONSTRATIE.

Daca punctul B este situat intre punctele A si C,
atunci AB + BC =AC (fig.246). Latranslatie distantele
dintre puncte se pastreaza: AB =AXBX BC =BIiC%,
AC= AjCj.inlocuind aceste valori in egalitatea AB +
+BC =AC, obtinem: AB1+ BIXC1=AjCj. lar aceasta
si inseamna ca punctul B 1se afld intre Axsi Cx O
Fig.246

TEOREMA 13
Miscarea aplicd segmentul pe un segment egal cu el.

DEMONSTRATIE.

Fie AC — segment, iar B - a lui punct interior
arbitrar (fig.247). Sa considerdam o miscare arbitrara,
n virtutea teoremei 12 fiecare miscare trece punctele
A,C si B In astfel de puncte Ap C, si  ca punctul
Bj este situat intre punctele Aj si CP Asadar, aceasta
miscare fiecare punct al segmentului AC il transfera
ntr-un oarecare punct al segmentului AjQ.
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Sd mai consideram un punct arbitrar X 1al segmentului AW Depunem pe
AC segmentul AX egal cu AXX x Deoarece la miscare distantele dintre puncte
se pastreazd, reiesa cd punctul X al segmentului AC se aplica pe punctul X 1al
segmentului A 1CV

Asadar, fiecare punct al segmentului AC la micasre se aplicd pe un oarecare
punct al segmentului AjCj si totodatd la aceastd miscare fiecare punct al segmentului
A ICleste obtinut dintr-un oarecare punct al segmentului AC. Aceasta si Tnseamna
ca miscarea aplica segmentul AC pe segmentul AjCV Totodatd AIC1=AC. O

Din cele doua teoreme anterioare rezultd, cd miscarea transferd: dreapta
in dreapta, semidreapta - Tn semidreaptd, unghiul - in unghiul egal lui,
triunghiul - in triunghiul egal cu el.

Aplicand notiunea de miscare se poate introduce notiunea generalda de egalitate a
figurilor geometrice arbitrare.

Doua figuri se numesc egale, daca ele se aplica una in alta cu o miscare.

Din aceastd definitie reiesa:

1) daca figura F este egala cu figura F,, atunci si Fleste egala cu F;

2) daca figura F este egala cu figura F,, iar F, este egalad cu figura F2 atunci
F este egala cu F2

Definitiile egalitatii segmentelor, unghiurilor si triunghiurilor, cunoscute voua
din clasele anterioare, nu contrazic definitiile generale noi ale egalitatii figurilor.

Din rationamentele premergétoare rezulta urmatoarele afirmatii:

1) orice miscare transfera o figura oarecare intr-o figura egala cu ea;

2) daca doua figuri geometrice sunt egale, atunci exista o miscare care apica
o figura in alta.

PENTRU CEl CURIOS|---rmmrmmmrmmmrmnena-

Imaginati-va ca fiecare punct al circumferintei w a fost
proectat pe dreapta a (fig.248). in consecinta s-a format
segmentul AB. Oare poate fi consideratd asa o aplicare a
circumferintei pe segmentul AB transformare geometricd
a circumferintei date? Nu, deoarece la o astfel de aplicare
doua puncte diferite K si P ale circumferintei s-au transferat
intr-un sigur punct T al segmentului.
Transformare geometrica a figurii Fin F: se numeste o
astfel de aplicare, la care:
1) fiecdrui punct al figurii F1i corespunde un singur
punct al figurii F,;
2) fiecare punct al figurii F, este imaginea unui oarecare punct al figurii F;
3) punctelor diferite ale figurii F le corespund diferite puncte ale figurii
fii-
Miscarea figurii pe plan se poate imagina ca schimbarea pozitiei acestei
figuri pe plan, dar mai bine - in forma de miscare a intregului plan in
acelasi timp cu figura din el.
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Intrebari si insarcinari pentru autocontrol

1. Care transformari geometrice se numesc miscari?
2. Tn ce figurd trece miscarea:

a) segmentul; b) dreapta; c) unghiul; d) triunghiul?
3. Formulati definitia generala a egalitatii a doua figuri.
4. Ce proprietati au figurile egale?

E fectuam impreuna

Demonstrati cd miscarea trece unghiul intr-un unghi, egal cu el.

» Fie cé este dat unghiul ABC (fig. 249).
Unim cu un segment doua puncte
arbitrare A si C ale laturilor lui, obtinem
aABC. Acest triunghi este aplicat la
miscare in i A/5,6°, care este egal cu
aABC (deoarece AB=ABLAC=AL]
BC =BiCj), iar unghiul dat ABC —in
unghiul AjBjCj. Deoarece unghiurile
corespunzadtoare ale triunghiurilor egale
sunt egale, rezulta ca ZA,B,C, =ZABC.
Dar aceasta si trebuia de demonstrat.

Probleme si exercitii

E fectuati oral

745. Oare corect exprima corelatia dintre
miscari si transformarile geometrice
diagrama, reprezentatd n figura 250?
746. Céate existd puncte care sunt situate Tntre
punctele A si B?
747. Oare este adevarat cd orice transformare
geometricd aplicd segment pe segment?
748. Oare este adevdratd cd orice miscare
aplica segmentul pe un segment?
749. Oare poate transformarea geometricd sa aplice segmentul cu lungimea de
2 cm intr-un segment cu lungimea de 3 cm?
750. Oare poate miscarea aplica segmentul intr-un segment neegal cu el?
751. Poate oare miscarea aplica circumferinta pe cerc? Dar cercul - pe circumferintd?
752. Oare poate miscarea aplica triunghiul isoscel in triunghiul echilateral?
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753.

754.

755.

756.

757.

758.

759.

760.

761.

762.

763.

764.

765.
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Oare exista miscare care aplica triunghiul in
patrulater? Dar patrulaterul - in triunghi?
Oare sunt egale figurile reprezentate in figura
251?

Fig.251

Sunt date segmentele AB =3 cm, CP =5 cm si KM =5 cm. Demonstrati
cd exista miscare care trece segmentul KM in CP, si nu existd miscare care
trece CP in AB.

Triunghiul ABC — echilateral. Oare exista miscare care aplicd segmentul
AB in segmentul AC, unghiul A Tn unghiul B? Argumentati raspunsul.
Demonstrati ca miscarea aplicd triunghiul in triunghi egal cu el.

Aflati unghiurile triunghiului, daca exista miscare, care aplica triunghiul, unul
din unghiurile caruia este egal cu 30°, intr-un triunghi, unul din unghiurile
caruia este egal cu 50°.

ntr-un triunghi este unghi de 100°, iar in altul - unghi de 120°. Oare
existd miscare care aplica un triunghi in altul? Oare pot sa fie egale aceste
triunghiuri?

Stabiliti tipul triunghiului , dacd exista miscare , care aplica fiecare laturd a
triunghiului pe alta latura a lui.

Se da un triunghi dreptunghic isoscel. Demonstrati cd exista miscare care
aplica o catetd in alta. Oare exista miscare care aplicd cateta in ipotenuzad?
Stabiliti tipul patrulaterului, dacd existd miscare, care aplica fiecare laturd a
lui pe alta latura.

Masurile Tn grade a doud arce sunt egale. Oare pot sa nu fie egale lungimile
lor? Oare existd totdeauna miscare , care aplica unul din aceste arce pe altul?
Perimetrul patratului este egal cu 28 cm. Oare existda miscare care aplica
patratului dat in:

a) patrat cu aria de 49 m2

b) dreptunghi cu perimetrul de 28 cm;

) patrat, circumscris circumferintei de raza

35 cm;

d) romb cu diagonalele 4 cm si 23 cm?

Miscarea trece linia frantd ABC in linia franta

KPT (fig. 252). Construiti punctele, in care

trec la aceasta miscare punctele X si Y.

Fig.252
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766.
767.
768.

769.

770.

771.

772.

773.

774.

775.

776.
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B

Demonstrati cd miscarea trece circumferinta in circumferinta.
Demonstrati ca miscarea trece dreptele paralele in drepte paralele.
Miscarea trece aaBc Tn akpPT. Demonstrati ca aceastd miscare trece:
a) medianele primului triunghi Tn medianele celuilalt;

b) bisectoarele primului triunghi in bisectoarea celuilalt;

c) inadltimile primului triunghi in Tndltimile triunghiului al doilea.
Lamiscare punctul Otrece Tn punctul 0”-4; 5). Scrieti ecuatia circumferintei
cu centrul Tn punctul Ov daca (x - 2)2+ (y + 3)2 = 17 este ecuatia
circumferintei cu centrul in O.

Problema deschisa. Miscarea trece circumferinta .. Tn circumferinta
cu centrul Tn punctul .. . Aflati
Sunt date punctele A (-3; 2), B(1; 4), C(-5; -1), D (-1; -3).Demonstrati

ca:

a) existd miscare care trece segmentul AB Tn segmentul CD;

6) nu exista miscare care sa treaca segmentul AC in segmentul BD.
Rombul ABCD cu perimetrul 20 cm si unghiul 60° este trecut de o miscare
oarecare in patrulaterul MNPK. Aflati diagonalele si aria acestui patrulater.
La miscare aaBc (zc =90°) cu catetele 5 cm si 12 cm trece in ak M N .
Aflati sinusurile unghiurilor ak m N .

Daca diagonalele unui romb sunt egale cu diagonalele altui romb, atunci
astfel de romburi sunt egale. Demonstrati.

Dacd diagonala si latura unui dreptunghi sunt egale corespunzdtor cu
diagonala si latura altuia, atunci asa dreptunghiuri sunt egale. Demonstrati.
Formulati si demonstrati un criteriu oarecare de egalitate a paralelogramelor.

Insarcinare practica

777.a) Copiati Tn caiet figura 253 si construiti figura in care trece circumferinta

datd Tn urma miscarii, care aplicd aanBc Tn akPT.
6) Copiati In caiete figura 254. Reprezentati figurain care trece circumferita
in urma miscarii, care aplica linia frantd ABC in linia frantd KPT,
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Fig.253

Probleme pentru repetare

778.

779.

780.

781.

Sinusul unuia din unghiurile triunghiului dreptunghic este egal cu 0,4. Aflati
sinusurile altor doud unghiuri ale triunghiului.

Prin extremitatea diametrului unei circumferinte este dusa coarda care este
de doud ori mai scruta decat diametrul. Aflati unghiul format de coarda si
diametru.

Dreptele a si ¢ se intersecteaza si fac unghiul a. Ce unghi formeaza dreptele
X si y la intersectie, daca:

a) a|x si c\\y; b) a_Lx si c_Lz/?

Aflati unghiurile triunghiului daca doud unghiuri exterioare ale lui sunt egale
cu 100° si 120°.

latd asa miscari diferite



O N n Simetria in raport
8 Cu un punct

Punctele X si X xse numesc simetrice in raport cu punctul O, daca O este
mijlocul segmentului XX x (fig. 225). Daca in raport cu punctul O fiecare punct al

figurii F este simetric cu un
oarecare punct al figurii Fx si
invers, atunci figurile F si F1sunt
simetrice in raport cu punctul
O (fig. 256). O astfel de aplicare
afigurii F in figura F 1se numeste
transformare de simetrie n
raport cu punctul O.

TEOREMA | 14

Simetria Tn raport cu un punct este miscare.

DEMONSTRATIE.

Admitem ca simetria in raport cu punctul O
transferd punctele arbitrare A si B ale figurii F in
punctele Ax si Bx ale figurii F1 (fig. 257). S&
demonstram caAB =AXBX

Punctul O — mijlocul segmentelor AAlsi BBX
de aceea OA = OAxsi OB =0OBx

Daca punctele A, b si O nu sunt situate pe o
dreaptd, atunci unghiurile AOB si AXOBxsunt egale,
deoarece sunt verticale. Dupa doua laturi si unghiul
facut de ele triunghiurile ABO si A0 sunt egale,
de aceeaAB =AB1

Daca punctul B, de exemplu, se afla intre A si

O (fig. 258), atunci AB =0OA - OB =0OAx- OBx A B O Bx AX
=ABX Fig.258
Daca punctul O este situat intre A si B (fig.259),
atunci AB = OA + OB =OAx+ OBx=ABX f 4 £ E2 1
Asadar, dacé punctele A si B sunt simetrice cu A Bx O B AX
punctele A, si Bxin raport cu punctul O, atunci Fig.259

totdeauna AB =AB X De aceea simetria in raport
Cu un punct este miscare. O

Deaoarece simetria Tn raport cu un punct este miscare ea aplicd dreapta In
dreaptd, semiderapta - in semidreaptd, segmentul - in segment egal cu el unghiul

- In unghi egal lui si in general - orice figura Tn figurd, egald cu ea.
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Simetria Tn rapoart cu un_punct (sau transformarea de simetrie in raport cu
un punct) deseori este numitd de asemenea simetrie centrala.

_ Seintampla uneori ca simetria in raport cu un punct transfera figura F in sine
insasi.

Daca transformarea de simetrie in raport cu un punct oarecare o transfera
figura F Tn sine Tnsdsi (adica tot in aceeasl figur?, atunci asa o figurd se numeste
central simetrica, iar punctul O - centrul ei de simetrie. De exemplu, fiecare
paralelogram este figura central simetricd. Centrul de
simetrie al paralelogramului este punctul de intersectie al
diagonalelor lui.

Fiecare punct X al paralelogramului este simetric in
raport cu punctul O unui oarecare punct X t al aceluiasi
paralelogram(fig. 260). De ce? Punctul O este numit
de asemenea centrul paralelogramului. Figuri central
simetrice sunt: circumferinta, patratul, hexagonul regulat s.a.

Exemple de figuri central simetrice, care se intalnesc
in natura, tehnica, in viata zilnicd, sport sunt reprezentate

in figurile 261-263.

Fig.261 Fig.262 Fig.263

— PENTRU CEl CURIOS |----rrnmmmemmmmemmmmeem e

Sa examindam proprietdtile importante ale poligoanelor central simetrice. Daca
poligonul cu n laturi are centrul de simetrie O, atunci numarul n este par,

deoarece fiecarui varf al lui 7i corespunde varfiil opus simetric Tn raport cu O.
TEOREMA 15

Laturile opuse ale poligonului central simetric sunt paralele si egale.

DEMONSTRATIE. A B

Fie ABC...KPT... —poligon central simetric, iar O -
centrul lui de simetrie (fig. 264). Ducem diagonalele AK
si BP. Dupa doua laturi si unghiul facut de ele rezulta
cd aABO =aKPO. De aceea AB =KP si ZBAO =ZPKO.
Aceste unghiuri sunt alterne interne fatd de secanta AK
si dreptele AB si KP. De aceea AB |KP. O
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Teorema este adevdratd nu numai pentru poligoanele convexe central
simetrice, dar si pentru cele neconvexe (fig. 265).

Daca figurile central simetrice sunt marginite, atunci
ele au numai un sigur centru de simetrie.

Figurile nemarginite pot avea infinit de multe centre
de simetrie. De exemplu, curba nemarginitd Tn ambele
extremitati, reprezentata Tn figura 266, are infinit de multe
centre de simetrie. Unde ele sunt amplasate?

Reteaua nemarginita din toate partile constituita din Fig.265
patrate egale de asemenea are infinit de multe centre de
simetrie. Ele sunt: centrele tuturor patratelor, toate varfurile si mijlocurile tuturor
laturilor ale acestor péatrate (fig. 267).

Fig.266 Fig.267

Intrebari si insarcinari pentru autocontrol

1. Care puncte se numesc simetrice in raport cu un punct?

2. Oare este miscare transformarea de simetrie in raport cu un punct? Demonstrati.
3. Formulati proprietatile simetriei n raport cu un punct.

4. Care figuri se numesc central simetrice?

5. Aduceti exemple de figuri central simetrice.

E fectuam impreuna

Construiti triunghiul, simetric aABC in
raport cu punctul O, care este situat in afara
triunghiului (fig. 268).

e Prin varfurile aABC si punctul O ducem
dreptele AO, BO, CO si depunem segmentele
QAj =0A, OB1=0B, OC1=0C. Unind punctele
Alt Bu CZ, obtinem aAjEjCj, simetric aABC
n raport cu punctul O. Fig.268
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0 Pe 0 dreaptd sunt date doua segmente egale. A B 0 K p
Indicati centrul lor de simetrie. o ! ! !

Fie segmentele egale AB si KP situate pe o dreapta.

Sunt posibile diferite cazuri de repartizare alor A K o B P

(fig. 269), Tnsa totdeauna centrul lor de simetrie

punctul O - Tmparte in jumatate distanta dintre :
N < Fig.269

cele mai indepartate puncte ale segmentelor date.

Este dat punctul A(a; b). Aflati coordonatele punctului B, simetric punctului

A in raport cu punctul M (m; n).

Dacd punctul B(x; y) este simetric cu punctul A (a,b) Tn raport cu punctul
M, atunci punctul M (m;n) - mijlocul segmentului AB. Deci,
m, -----2— n, de unde, x =2m - a, u=2n - h.
2 Yy
Asadar, avem punctul B(2m - a; 2n - b).

Probleme si exercitii

E fectuati oral

782.
783.
784.
785.
786.
787.

788.
789.

790.
791.

792.

Punctele A si B sunt simetrice in raport cu punctul M. Aflati rapoartele:
a) AM :AB; b)AM : MB.

Pe dreapta de coordonate sunt date punctele A (-2), 6(-1), 0(0), C(l), D(2).
Care din aceste puncte sunt simetrice in raport cu altele?

Terminati formularea afirmatiei adevarate: ,,In raport cu punctul de intersectie
al diagonalelor paralelogramului fiecare varf al lui este simetric cu..., fiecare
laturd a lui este simetrica cu..., fiecare diagonald a lui este simetrica cu...».
Numiti cateva figuri geometrice care au centre de simetrie.

Oare exista figuri care au infinit de multe centre de simetrie? Aduceti exemple.
Cate centre de simetrie au doud drepte paralele? Dar doud drepe care se
intersecteaza?

Oare are centru de simetrie triunghiul sau pentagonul?

Oare are centru de simetrie graficul functiei y = x3?

Reprezentati doua figuri care au centru de simetrie.

Sunt date punctele A si O. Construiti punctul Au simetric punctului A in
raport cu punctul O.

Se da segmentul AB si punctul O. Construiti segmentul AXB X simetric
segmentului AB Tn raport cu punctul O, dacd: a) OiAB; b) OeAB;
c) O — mijlocul lui AB.
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793. Construiti figura simetrica cu dreapta a Tn raport cu punctul O, daca:
a) Oga; b) Oea

794. Construiti un triunghi arbitrar si triunghiul, simetric lui Tn raport cu punctul
O, daca:
a) O e situat in afara triunghiului;
b) O este situat pe latura triunghiului;
c) O - varful triunghiului;
d) O - punctul de intersectie al medianelor triunghiului.

795. Se dau punctele A(2; -3), B(4; 2), C(-3; -3), D(-5; 1).Aflati coordonatele
punctelor, simetrice celor date n raport cu:
a) originea de coordonate;
b) punctul M (1; ).

796. Tn raport cu care punct sunt simetrice punctele:
a) A(1; 2) 5i B(5; 6); c) E(2; 6) si C(-8; 3);
b) M (-1; 0) si H(3; 6); d) P(9; 0) si K(6; 8)?

797. Demonstrati ca punctele A(a; c) si B(-a; - c) sunt simetrice Tn raport cu
originea de coordonate.

798. Se dau doud drepte paralele. Construiti locul geometric al centrelor de simetrie
ale lor.

799. Se dau doud segmente egale si paralele. Construiti centrul lor de simetrie.
Demonstrati ca punctul construit este centrul de simetrie al segmentelor date.

800. Desenati un patrat, romb, dreptunghi si paralelogram. Notati cu altd culoare
centrele lor de simetrie.

801. Demonstrati cd centrul de simetrie al rombului este punctul de intersectie al
diagonalelor lui.

802. Demonstrati ca doud drepte central simetrice sunt paralele.

B

803. Anexati latriunghiul dat figura simetrica acestui triunghi in raport cu mijlocul
uneia din laturile lui.

804. Anexati la trapezul dar figura simetricd acestui trapez in raport cu mijlocul
uneia din laturile laterale.

805. Construiti hexagonul central simetric: a) convex; b) neconvex.

806. Doud circumferinte de raze egale sunt tangente exterior in punctul M.
Demonstrati cd M - centrul de simetrie al acestor circumferinte.

807. Demonstrati cd patrulaterul care are centru de simetrie este paralelogram.

808. Pentru care valori ale lui x siy punctele M (-1; y) si N(x; 3) sunt simetrice
in raport cu punctul K(2; -1)?

809. Scrieti ecuatia circumferintei care este simetrica circumferintei (x - 2)2 +
+ (y + 3)2= 20 in raport cu:
a) originea de coordonate; b) punctul M(3; -2).
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810. Stabiliti Tn raport cu care punct sunt simetrice circumferintele (x - 1)2+ (y -
-5f =6si(x +7f +(y- 9)2=6.

811. Scrieti ecuatia dreptei care este simetrica cu dreapta 2x+y-6=0 in raport cu:
a) originea de coordonate; b) punctul K (1;1). Construiti dreptele date si
demonstrati ca ele sunt paralele.

812. x + 2z/+I1l1 =0si2x-z/+7 =0 sunt ecuatiile dreptelor carora le apartin
laturile patratului, M (-2;-2) - centrul de simetrie al acestui patrat. Scrieti
ecuatiile ale celorlalte doua laturi ale lui. Calculati perimetrul si aria patratului.

813. Se da ZABC si punctul M in interiorul lui. Construiti un astfel de segment
cu extremitatile pe laturile unghiului, ca punctul M sa fie mijlocul lui.

814. Stabiliti corespondenta dintre figurile (1-4) si coordonatele centrului de
simetrie al lor (daca el existd).

1 Segmentul AB, dacdA(-I; 3), B(5; 7) A (0,5; 4)
2 Patrulaterul ABCD, dacdA(-2; 6), B(0; 4),C(3; 2), B(2; -4)
D(1; 4) C(0; 0)

3 Triunghiul ABC, dacdaA(-2; 2), B(3; 3), C(2;-2) Dnu existd

4 Circumferinta (x - 2)2+ (y + 4)2=9 E(2; 5)

815. Copiati n caiet septagonul, reprezentat in figura 270.
Ispraviti de construit la el septagonul simetric in raport
cu mijlocul laturii:

a) AB;
b) BC;
c) CD;
d) AK.

Fig.270

Insarcinare practica

816. 1 Decupati din hartie coloratd doud trapeze dreptunghice egale de culori
diferite si repartizati-le pe masa astfel, ca sd iasa la iveald ca ele sunt simetrice
n raport cu:

a) unul din varfurile trapezului (4 cazuri);

b) mijlocul uneia din laturi (4 cazuri);

€) un punct arbitrar al celei mai mari laturi;

d) un punct arbitrar situat in afara trapezului;

e) punctul de intersectie al diagonalelor unuia din trapeze.

2. Pe baza rezultatelor a Tnsarcindrii 1 desenati un ornament, al cdrui motiv
este trapezul dreptunghiular.

Fotografiati ornamentul creat si faceti-1 cunoscut apropiatilor vostri, colegilor
de clasa.
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Probleme pentru repetare

817. Rézorul are forma octagonului regulat, inscris in cercul de raza 5 m. Se
prevede cd octagonul va fi plantat cu plante de flori multianuale, iar restul
cercului - cu iarba de gazon. Cata iarba pe gazon trebuie pregatird pentru
acest strat de flori, dacd Tn mediu la un 1 m2de sol se seamana 9 g samanta
de iarba?

818. Oare exista miscare care aplicd o laturd a patratului in latura opusd? Dar in
latura vecind?

819. Catetele triunghiului dreptunghic sunt egale cu 7 cm si 24 cm. Aflati sinusul,
cosinusul si tangenta celui mai mic unghi al lui.

820. Aflati unghiurile rombului, daca perimetrul lui este de 4 ori mai mare decét
una din diagonalele lui.

Simetria Tn raport cu un punct in lucrarile lui Maurita Eser



Simetria in raport

q q r
fc O cu o dreapta

e
9

Punctele X si Xj se numesc simetrice in raport cu dreapta
I, dacd aceasta dreapta este mediatoarea segmentului X X x
(fig. 271). Daca punctul x apartine dreptei I, atunci el se
considera simetric cu sine Tnsusi Tn raport cu dreapta |

Transformarea figurii Fx la care fiecare punct al ei se
transfera Tn punctul simetric lui Tn raport cu dreapta |, se
numeste transformare de simetrie Tn raport cu dreapta 1
Daca n aceasta transformare figura F se aplica Tn Ft, atunci

aceste doua figuri se numesc simetrice in raport cu dreapta 1

TEOREMA 16

Transformarea de simetrie in raport cu o dreapta este miscare.

DEMONSTRATIE.

Fie cd punctele arbitrare x si Y ale figurii F se transferd la transformarea de
simetrie in raport cu dreapta I, in punctele X xsi Y 1ale figurii Fx (fig.272, a). Sa
demonstram ca X Y = XXi-

Fig.272

Daca K si P — punctele de intersectie ale segmentelor X X, si YY, cu dreapta
|, atunci aXKP=aX IKP (dupa doud catete). Deci, XP =X ¥ si AL=A2, de
unde AXPY = AXPYL Deoarece PY =PY1, reiesdca aXYP=aX I¥1P, de aceea
XY =X11

Daca punctele X, Y, X 1 si Y, apartin aceleiasi drepte (fig.272,b), atunci
XY =\KX- KY\=[KX1-KYIl=EXJV

Asadar, in ambele cazuri XY = Xx{yu adica transformarea de simetrie in
raport cu o dreaptd pastreaza distantele dintre puncte. Aceastd transformare
este miscare. O
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Din teorema demonstrata reiesa ca transformarea de simetrie Tn raport cu o
dreaptd transferd dreapta in dreaptd, orice figurd Intr-o figurd egald ei.

Daca la simetria in raport cu dreapta | figura F se transferd in sine Tnsasi, atunci
asa o figura se numeste simetrica In raport cu o dreapta |, iar dreapta | - axa de
simetrie a figurii F. De exemplu, trapezul isoscel este simetric Tn raport cu dreapta
care trece prin mijlocurile bazelor lui (fig.273). Rombul, deosebit de patrat, are
doud axe de simetrie (fig.274), patratul - patru (fig.275), iar circumferinta - o
infinitate. Poligonul regulat cu n laturi are n axe de simetrie. Ele toate trec prin
centrul lui. Figuri, simetrice in raport cu o dreapta, deseori se intalnesc in naturd
(fig.276), tehnica (fig.277) si artd (fig. 278).

Fig.276 Fig.277 Fig.278

PENTRU CEl CURIOS|--msnmmmmmmmemmmemme e

Doua figuri simetrice in raport cu o dreaptd sunt egale si sunt situate In
acelasi plan. Oare totdeauna translandu-le numai in acest plan putem face ca ele
sa coincida prin suprapunere? Nu. De exemplu, doua triunghiuri dreptunghice
neisoscele ABC si , simetrice Tn raport cu o dreapta, sunt egale. Insa ca ele
sa coincida prin suprapunere, trebuie ca pe unul din ei de-1 Tntors cu alta parte,
iar pentru aceasta de-1 scos din plan in spatiu (fig.279).

v
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v

Fig.279 Fig.280

Se spune ca astfel de triunghiuri sunt egale, insd orientate nu la fel. Daca
varfurile A,B,C ale primului triunghi pot fi inconjurate unul dupa altul in directia
miscarii acului orar, apoi varfurile corespunzéatoare ale triunghiului/1,6,0, —1n
directia opusa (fig.280).

Asadar, simetria Tn raport cu o dreapta schimba orientarea figurilor.

Intrebari si exercitii pentru autocontrol

. Care puncte se numesc simetrice Tn raport cu o oarecare dreaptd?
Care transformare se numeste simetrie Tn raport cu o dreaptd?
Demonstrati ca simetria Tn raport cu o dreaptd este miscare.

. Care figuri se numesc simetrice Tn raport cu o dreapta?

Céate axe de simetrie are: a) rombul; b) patratul; c) circumferinta?
Oare are axa de simetrie: a) triunghiul; b) trapezul; c) paralelogramul?

o UAWN R

E fectuam impreuna

Construiti  triunghiul simetric
triunghiului ABC, in raport cu dreapta
/, situatd in afara triunghiului (fig.281).

e Prin varfurile aABC ducem dreptele
AAU BBX CCZ perpendiculare cu
dreapta I, si punem pe ele segmentele
AjA2=AA1 BB2=BBUCrC2=CC,.
Unind punctele A2, B2 C2obtinem
aA2B2c2, simetric triunghiului ABC

n raport cu dreapta .
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O Punctele A si B sunt situate de aceeasi parte a dreptei |. Gasiti pe aceastd
dreapta asa un punct K, ca sa fie suma AK+KB cea mai mica.

e S& notdm punctul Br, simetric lui B in raport cu |
(fig.282).
Punctul K de intersectie al dreptelor si | este cel
cautat. intr-adevar, daca Kt este un oarecare alt punct
al dreptei |, atunci

AK!+ K,B =AK1+ KB1>AK + KBI=AK + KB.

Suma AK + KB este mai mica decat orice suma
AK!+ K B.

Probleme si exercitii

E fectuati oral

821. Care din figurile, reprezentate in figura 283, au axe de simetrie?

Fig.283

822. Care din literele aduse mai jos sunt simetrice in raport cu o dreaptd: A, A,
A BCDEFGHYMNOPZRSSTTUVW,X

823. Oare este adevdrat cad bisectoarea unghiului este axa lui de simetrie?

824. Cate axe de simetrie are: a)segmentul; b) dreapta; c) circumferinta?

825. Oare poate sa aiba axa de simetrie linia frantd, care are 4 laturi? Dar 5 laturi,
n laturi?

826. Cate axe de simetrie poate avea: linia frantd deschisd; b) linia franta inchisa?

827. Figura consta din doud circumferinte egale care se intersecteaza. Cate axe de
simetrie are aceasta figura?

828. O figura consta din trei circumferinte egale care sunt tangente doua céte
doud. Céte axe de simetrie are aceasta figura?

829. Care patrulatere au numai o singurd axa de simetrie?
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830.
831.
832.

833.

834.

835.

836.

837.
838.

839.
840.

841.

Construiti punctul, simetric cu punctul dat A in raport cu dreapta I.

Sunt date doud puncte. Construiti dreapta in raport cu care ele sunt simetrice.
Construiti figura simetricd cu segmentul dat AB in raport cu dreapta data .
Examinati cateva cazuri (fig.284).

a b c
Fig.284

Construiti triunghiul simetric cu triunghiul dat in raport cu dreapta datd |.
Cercetati diferite cazuri (fig.285).

a b c
Fig.285

Construiti figura simetrica circumferintei date, Tn raport cu dreapta, care:
a) nu are cu circumferinta puncte comune;

b) este tangenta la circumferinta;

c) intersecteaza circumferinta.

n interiorul unghiului AOB este dat punctul M. Punctele M, si M2 sunt
simetrice cu punctul M in raport cu dreptele OA si OB. Aflati masura
unghiului M XOM2, dacda ZAOB =a.

Circumferintele cu centrele O si Ox se intersecteaza in punctele A si B.
Demonstrati ca punctele A si B sunt simetrice Tn raport cu dreapta OCfi.
Demonstrati ca triunghiul care are axa de simetrie este isoscel.
Demonstrati ca triunghiul care are doud axe de simetrie este echilateral. Cate
axe de simetrie are triunghiul echilateral?

Demonstrati ca bisectoarea unghiului apartine axei lui de simetrie.
Construiti punctele A(-3; 1), b(4; 5), C(-2; -6), D(0; 3), E(2; 0), K(I; 1)
si punctele, care le sunt simetrice celor date Tn raport cu: a) axa OX; b) axa
OY. Scrieti coordonatele acestor puncte.

Stabiliti tipul triunghiului ABC, dacd A (-4; 2), b(3; 6), C(2; -2). Cate axe
de simetrie are acest triunghi?
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842.
843.
844.
845.
846.

847.

848.

849.

850.
851.
852.
853.
854.

855.

856.

Capitolul 5. Transformari geometrice

in patrulaterul ABCD AB =AD si CB =CD. Demonstrati c& dreapta AC —
axa lui de simetrie.

Diagonalele patrulaterului sunt axele lui de simetrie. Demonstrati ca acest
patrulater este romb.

Se da dreapta |, a cdrei ecuatie este y = 2x + 3. Scrieti ecuatiile dreptelor,
simetrice lui I Tn raport cu: a) axa x; b) axay.

Scrieti ecuatiile axelor de simetrie ale patrulaterului ABCD, dacd A(-5; 1),
B(~3; 5), C(1; 3), D(-1; -1).

Doua segmente sunt simetrice Tn raport cu dreapta a. Demonstrati ca
mediatoarele acestor segmente tot sunt simetrice in raport cu dreapta a
Demonstrati ca suma distantelor de la orice punct al bazei unui triunghi
isoscel ascutitunghic pé&na la laturile laterale ale lui este egald cu Tnaltimea
triunghiului, coborata pe latura lateral.

Segmentele AB si CD sunt simetrice n raport cu o oarecare dreapta I. Scrieti
ecuatia acestei drepte, dacaA(-1; 4), B(2; 3), C(-3; 2), D(-2; -1). Faceti desenul.
Cate axe de simetrie are figura, care este reuniunea circumferintelor:

a) (x - 22+ (y + 3)2 16 si (x +4)2+ (y - 1)2= 16;

b) (x - 32+ (y + 4)2 9si (x - 3)2+ (y~ 1)2=4

c) x +4)2+ (y - 2f 9si (x - 2f + (y~ 2f =9?

Faceti desenul.

Determinati tipul patrulaterului ABCD, dacdA(-3; -1), B(-5; 3), C(-I; 5),
D(I; 1). Cate axe de simetrie are el? Scrieti ecuatiile lor.

Printr-un punct interior al unghiului dat duceti o dreapta care taie pe laturile
lui segmente egale.

Se da un unghi, al carui varf este inaccesibil. Construiti un unghi de doua
ori mai mare decat cel dat.

Vérfurile A,B si C ale triunghiului sunt inaccesibile. Construiti segmentele
egale cu AB, AC si BC.

Punctele A si B sunt situate de parti diferite ale dreptei I. Gasiti pe dreapta
| asa un punct, ca bisectoarea unghiului AMB sa apartina acestei dreptei.
Un patrulater convex, care are numai o singurd axd de simetrie, care trece
prin doua varfuri ale lui, se numeste deltoid. Desenati un oarecare deltoid
si examinati proprietatile lui.

Fiecare din figurile (A-E) are axd de simetrie, care este datd de o oarecare
dreaptd (1-4). Stabiliti corespondenta dintre dreptele (1-4) si figurile (A-E).
1l y=x+1 A Patrulaterul ABCD, dacdA(-I; 1), b(1; 4), C(4; 4),
=-x - 2 D(4; 1)

Triunghiul ABC, daca A(2; -1), b(-1; 8), C(8; 5)
Circumferinta (x - 3)2+ (y + 5)2= 16

Patrulaterul ABCD, dacd A(0; 1), B(l; 6), C(6; 7),
B (5; 2)

E Unghiul AOB, dacd A(5; 5), 0(0; 0), B(3; -3)

oOw
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857. Faceti o prezentare pe tema ,,Geometria din jurul nostru” Afard de altele
(geometria Tn naturd, viata de toate zilele, tehnica, sport, artd, militdrie s.a),
aratati, unde, cand voi personal utilizati simetria si proprietatile ei.

Probleme pentru repetare

858. Construiti un patrat cu latura de 3 cm si patratul simetric lui Tn raport cu
un oarecare punct O. Aflati perimetrul si aria patratului construit.

859. Perimetrul triunghiului este egal cu 2p. Aflati laturile lui, daca ele sunt
proportionale cu numerele 3, 4 si 5.

860. O parcela care are forma de cerc cu diametrul 90 m, trebuie ingraditd cu plasa
nervurata. Cati stalpisori sunt necesari pentru aceasta ingradire, dacé distanta
dintre stalpisorii vecini (pe arcul de circumferintd) trebuie sa fie de 90 cm?

861. Aflati raza circumferintei circumscrise unui triunghi dreptunghic ale carui
catete sunt egale cu a si b.

Palatul Mariinsk din Kiev



Rotatia

Fie ca se da punctul O si figura arbitrara F (fig. 286). Rotim punctul X al
acestei figuri in jurul punctului O cu unghiul a n directia miscarii acului de
ceasornic. Totodatd punctul X se aplicd in asa un punct X u cd masura unghiulard
a arcului XX 1cu centrul O este egald cu a (OX si O Xt - raze egale). Daca cu asa
un procedeu de rotit in jurul punctului O cu unghiul a fiecare punct al figurii F,
atunci obtinem figura Ft. Se spune cd rotatia Tn jurul punctului O cu unghiul a
transferd figura F in figura Ft.

Fig.287

Punctul O se numeste centru de rotatie, iar unghiul XOX,- unghi de rotatie.
Se poate efectua rotatia atat in directia miscarii acului de ceasornic, cat si impotriva
miscarii lui (fig. 287).

TEOREMA | 17

Rotatia Tn jurul unui punct este miscare.

DEMONSTRATIE.

Admitem ca la rotatia figurii F1n jurul punctului
O cu unghiul a punctele A si B ale acestei figuri se
transferd in punctele A 1si B, ale figurii F, (fig. 288).
Atunci OA = OAt, OB = OBtsi ZAOA1=ZBOB1
Daca punctele A, B si O nu apartin unei drepte,
atunci aAOB =aA 10B1 (dupa doua laturi si unghiul
facut de ele, deoarece ZAOB =ZAfiB”. Deci, in
acest cazAB =AB1

Fig.288
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Daca punctele A, B si O sunt situate pe aceeasi
dreapta (fig.289), atunci

AB =\OA- OB\=\0Al- OB1FAB1

Cazul céand punctul este situat intre A si B, Fig.289

examinati-1 de sine statator.
Agadar, totdeauna AB =AB1 O

Dupé cum vedem, rotatia este unul din felurile de miscare. De aceea la rotatie
dreapta trece In dreaptd, orice figura - Tn figura egald Tnsasi ei.

Exista figuri, care la rotatia Tn jurul unui punct se aplicd in sine Tnsasi.
Din capitolul precedent voi deja stiti cd unghiul la centru al unui poligon

o

regulat cu n laturi este egal cu -3%9- De acea orice poligon cu n latri regulat

trece in sine nsasi la rotatia in jurul centrului sdu cu unghiul de ----- :
De exemplu, trec Tn sine Tnsusi triunghiul regulat, patrulaterul si octagonul regulati
(fig. 290).

Atrageti atentia!
Rotatia cu 180° Tn jurul punctului O - simetrie Tn raport cu acest punct
(fig. 291).

Fig.291

Este adevaratad si asa o definitie. Simetria in raport cu un punct este rotatia
cu 180° Tn jurul acestui punct.
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PENTRU CEI CURIOSI

Notiunea geometricd rotatia trebuie deosebitd de rotatia
fizicd. Rotatia fizica aceasta-i un proces care este determinat
de timp, viteza unghiulard, acceleratia unghiulard s.a.
Rotatia poate fi uniforma sau neuniforma, sa se efectueze
cu un unghi oricat de mare intr-o directie sau alta. De
exemplu, daca roata de curea (fig. 292) va executa doua sau
zece rotatii complete, se spunea cd ea s-a rotit cu 720° sau
3600°. Rotatia ca transformare geometricd nu este legatad
cu timpul sau viteza, da este transferarea unei figuri in alta,
egald cu ea. Mai sus s-a spus despre rotatia figurii. Tnsa Fig.292
invatatii mai des examineaza rotatia intregului plan. Rotatia
planului se poate da univoc, indicand centrul ei O si unghiul a, unde 0 <a < 180°.

Pa)
~

Nntrebari si insarcinari pentru autocontrol

1 Care transformare geometricd se numeste rotatie?
2. Oare este rotatia miscare? De ce?
3. Formulati proprietatile rotatiei Tn jurul unui punct.

4. Care rotatie se numeste simetrie in raport cu un punct?

E fectuam impreuna

Sunt date doua puncte diferite M si O. Construiti punctul
M t, in care trece punctul M la rotatia in jurul punctului
O cu 90°.

* Ducem semidreapta OM si construim semidreapta OX
astfel, ca ZMOX =90° in directia miscdrii acului de °
ceasornic. Pe semidreapta OX de la punctul O punem
segmentul egal cu segmentul OM. Obtinem punctul Mt
(fig. 293).

O Se da dreapta a si punctul Oga. Rotiti dreapta a in
jurul punctului O cu un oarecare unghi a 1n directia
miscarii acului de ceasornic.

* Primul procedeu.
Coboram perpendiculara OA pe dreapta a (fig.294).
Rotim aceastd perpendiculard in jurul punctului O cu
unghiul a n directia miscérii acelor de ceasornic. Pentru
aceasta construim unghiul AOB = a si pe semidreapta Fig. 294
OB punem segmentul OB=0A. Prin punctul B ducem
dreapta b, perpendiculard pe OB. Dreapta b este aceea care trebuia construita.
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Al doilea procedeu.

Notdm doud puncte arbitrare A si B ale dreptei a si rotim fiecare din ele cu
unghiul a Tn directia miscarii acelor de ceasornic. Daca totodata ele vor trece
in punctele A 1si Bt, atunci dreapta AtBt este aceea, care trebuia construita.
Faceti desenul de sine statator.

Rotatia cu unghiul a n jurul punctului O trece dreapta 180°-a
a in b. Aflati unghiul fi format de aceste drepte.

Daca dreptele a si b se intersecteaza Tn punctul P,
iar OA si OB sunt perpendiculare pe dreptele a si b,
atunci ZAPB =180°-a. Dacd unghiul a este ascutit
sau drept, atunci fi = a (fig. 294). Daca unghiul a este
obtuz, atunci p = 180° - a(fig.295). Fig.295

Probleme si exercitii

E fectuati oral

862.

863.

864.

865.

866.

867.

868.

ABCD - patrat (fig.296). Cu ce unghi trebuie rotita dreapta

AB 1n jurul punctului A, ca ea sa treaca prin punctul: a) C;

b) D; ¢) B?

Cu ce unghi trebuie rotitd dreapta AB in jurul punctului

C, ca nou-obtinuta dreapta sa fie: a) perpendiculara pe AB; Fig.296

b) paralela cu AB?

Indicati coordonatele punctelor in care trec

punctele A, B, C, D, E, B(fig. 297) la rotatia in A

jurul originii de coordonate cu unghiul de 90°: E
a) Tn directia miscarii acului de ceasornic;
b)impotriva miscarii acului de ceasornic.

in jurul carui punct si cu ce unghi trebuie de

rotit una din dreptele paralele, ca ea sa coincida D B

cu cealaltd dreaptd? 1 0 "

Doud circumferinte egale sunt tangente in punctul

A. Cu ce unghi trebuie rotitd una din ele in jurul

punctului A pentru ca ea sa coincida cu cealalta 01°

circumferinta?

Fig.297

Se dau punctele O si A. Executati rotatia punctului A n jurul punctului O
cu unghiul de 60° Tn directia miscarii acuiui de ceasornic.

Se da segmentul AB si punctul O, ce nu apartine dreptei AB. Rotiti segmentul
AB in jurul punctului O cu unghiul de 45° Tmpotriva miscarii acului de
ceasornic.
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869.

870.

871.

872.

873.

874.

875.

876.

877.

878.

879.

880.

881.

882.

Capitolul 5. Transformari geometrice

Segmentul AB la rotatia lui cu 60° n jurul punctului A s-a aplicat in segmentul
ABj. Aflati distanta BBt, dacd AB = a.

Rotiti triunghiul dat ABC in directia miscarii acului de ceasornic cu 90° n
jurul: @) varAdui A; b) mijlocului laturii BC.

Patratul ABCD I-au rotit in jurul punctului A astfel, ca varful lui B a trecut
in D, iar C - In Cj. Aflati distanta CCZ, dacd AB=a. Cu ce unghi s-a realizat
rotatia?

Sunt date doua drepte perpendiculare. Aflati locul geometric al punctelor
in jurul carora se poate roti una din drepte ca ea sa se suprapund pe prima
dreapta.

in jurul cdrui punct si cu ce unghi trebuie de rotit triunghiul echilateral ca
el sa coincida cu sine Tnsusi?

Care patrulater poate fi rotit Tn jurul unui oarecare punct O cu 90° astfel, ca
el sa coincida cu sine Thsusi?

Un poligon regulat cu n laturi la rotatia Tn jurul centrului cu unghiul fi in
directia miscarii acului de ceasornic trece in sine insusi. Aflati cel mai mic
unghi fi ( ®0) pentru: a) n =5;b)n=6;c)n=9;d)n=10; ) n =K.
Se dau punctele A(-2; 5), B(3; 6), C(4; 1). Construiti triunghiul AjBjCj, in
care va trece triunghiul ABC la rotatia lui Tn jurul originii de coordonate cu
unghiul de 90° Tn directia miscarii acelor de ceasornic. Aflati perimetrul si
aria triunghiului ACT

B

Punctul A(2; 3) la rotatia in jurul originii de coordonate a trecut in punctul
B(3; -2). Cu ce unghi s-a executat rotatia?

Aflati m si n, daca:

a) punctul M(m; 1) trece in punctul N(n; 4) la rotatia in jurul punctului
0(0; 0) cu 90° in directia miscarii acului de ceasornic;

b) punctul .E(-4; m) trece in punctul F(3; n) la rotatia in jurul punctului
P(I; 4) cu 90° Tmpotriva miscarii acului de ceasornic.

Sunt date doua circumferinte egale. Aflati locul geometric al punctelor n
jurul carora se poate efectua rotatia uneia din circumferinte ca ea sa coincida
cu cealalta.

Triunghiul AB,C’i — imaginea triunghiului regulat ABC la rotatia lui in jurul
punctului A cu unghiul de 60°: a) in directia miscarii acelor de ceasornic;
b) Tmpotriva miscdrii acelor de ceasornic. Aflati BCU daca AB = a.

La rotatia hexagonului regulat ABCDFF n jurul centrului lui cu 90° n directia
miscarii acelor de ceasornic s-aobtinuth e xagonul Aflati AAt
ABUACUADL1

Pe laturile AB si BC ale triunghiului ABC sunt construite in exterior triunghiurile
echilaterale ABP si BKC. Demonstrati, cd AK=PC. Aflati unghiul format de
dreptele AK si PC.
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883. Patrulaterul A B XICID1— imaginea patratului ABCD, obtinuta la rotatia In
jurul punctului A cu 45°. Aflati BCXsi BDt, dacd AB = a. Examinati doua
cazuri:

a) rotatia Tn directia miscdrii acului de ceasornic;
b) rotatia impotriva miscarii acului de ceasornic.

884. Se dau doua segmente egale (fig.298). Aflati punctul, rotatia Tn jurul caruia

transferd pe unul din aceste segmente in celdlalt.

B

Fig.298

885. Pe segmentele succesive AB si BC ale dreptei AC de aceeasi parte a ei sunt
construite triunghiurile regulate ABK si BCP. Punctele M si H - mijlocurile
segmentelor AP si CK. Demonstrati ca triunghiul BMH este regulat.

886. Pe laturile AB si AC ale triunghiului ABC Tn exterior sunt construite patratele
ABMH si ACPK. Demonstrati cd& mediana AE a triunghiului ABC este
perpendiculara pe segmentul HK si este egald cu jumatate din el.

Insarcinare practica

887. Taieti din hartie in patratele un
patrat si vopsiti-1 asa cum se
arata in figura 299. Cu ajutorul
rotatiei cu unghiul de 90°si a
simetriei axiale ncercati sa creati
ornamentul, reprezentat in figura
300. Cu care transformare trebuie
de Tnceput? Care alt motiv si alta
transformare se poate utiliza Fig.299
pentru a obtine un ornament
asemanator?
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Probleme pentru repetare

888. Laturile unui triunghi sunt proportionale cu numerele 3, 5 si 7. Aflati laturile
triunghiului asemenea lui, daca perimetrul lui este egal cu 3 m.

889. De pe o salupd ntr-un oarecare moment se vede farul sub ughiul de 30° in
directia de miscare a navei, iar cAnd salupa a parcurs cu acelasi curs 20,4 km,
farul deja se vedea sub unghiul de 135° in stdnga cursului navei. De aflat
distanta de la salupa pana la far in fiecare din momentele, cAnd se masura
unghiul.

890. Catetele triunghiului dreptunghic se raporta ca 2:3. Calculati sinusurile,
cosinusurile si tangentele unghiurilor ascutite ale lui.

891. Triunghiul dreptunghic, o catetd a carui este egald cu n, este Tnscris in
circumferinta de raza r. Aflati perimetrul triunghiului.

Rotatia Tn diferite domenii de activitate umana



Transport paralel

Unul din exemplele de transformari geometrice este
transportul paralel (deplasarea de translatie).

Admitem cd se da figura F (fig.301). Daca fiecare
punct al ei de-1 mutat Tn una si aceeasi directie la una
si aceeasi distanta X X x(sau cu vectorul X X 1), atunci
obtinem figura in acest caz se spune cé transportul
paralel (deplasarea de translatie), care transferd punctul
X n Jj, aplica figura F in

Aceleasi desene, care periodic se repetd pe tesaturi, panze, tapete, pe camasile
brodate (fig.302) pot fi executate cu ajutorul transportului paralel. Tot aceeasi se
poate spune despre etajele identice ale blocurilor de locuinte, sectiile ingradirii
(fig.303), sectiile parchetului de podea, placile la aeroporturi, piete (fig. 304) s.a.

TEOREMA 18

Transportul paralel - miscare.

DEMONSTRATIE.

Dacd segmentul X I¥ 1— imaginea segmentului XY la transportul paralel cu
vectorul X X1, atunci segmentele X X 1si Y'Y 1sunt egale si paralele sau sunt situate
pe aceeasi dreaptd. Dacd aceste segmente sunt egale si paralele atunci patrulaterul
XXjYjY ----- paralelogram. Deci, XY =X J, (fig.305,a).

Daca segmentele egale X X xsi Y'Y lapartin aceleasi drepte (fig.305,b), atunci

XY =|XX, - YX, |=|YY1- YX |=XY,.

Asadar, in ambele cazuri XY = XjYj. La transportul paralel se pastreaza

distanta dintre puncte. De aceea transportul paralel este miscare. O
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Fig.305

Transportul paralel transferd dreapta pe o dreaptd paraleld cu ea, orice figura
- n figura egald ei. Rezolvand probleme geometrice sau demonstrand teoreme,
uneori se efectueaza transportul paralel separat al unor parti ale figurii. Tn acest
caz se vorbeste despre metoda transportului paralel.

I N 2 U 3 = o1 U] = [ 1 e ————

Pand acuma noi am considerat tipuri aparte de miscari: simetria in raport
cu un punct, simetria in raport cu o dreapta, rotatia, transportul paralel.Merita
atentia a lor compozitii - executarea succesiva a doua sau a catorva din ele. De
exemplu, daca transportul paralel transferd figura Fin Fu iar simetria n raport cu
o0 dreaptd trece figura F, Tn F2 atunci se spune ca figura Fin F2 este transferata de
compozitia transportului paralel si de simetria in raport cu o dreapta. Compozitia
transportului paralel in lungul dreptei | si a simetriei Tn raport cu dreapta | se
numeste simetrie glisantd. Deoarece simetria in raport cu o dreapta schimba
orientatia figurilor, iar transportul paralel nu o schimba, reiesa ca simetria glisanta
schimba orientatia figurilor.

Corelatia dintre miscarile examinate poate fi reprezentatd cu urmatoarea schema
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n
~

ntrebari si insarcinari pentru autocontrol

1. Care transformare se numeste transport (deplasare) paraleld?

2. Aduceti exemple de transport paralel din mediul inconjurator.

3. Formulati si demonstrati teorema despre proprietatea transportului paralel.
4 Oare se pastreaza egalitatea figurilor la transportul paralel?

5. Care figura este imaginea dreptei la transportul paralel cu un vector nenul?

6. Ce se numeste metoda transportului paralel?

E fectuam impreuna

Construiti triunghiul, in care trece triunghiul ABC la transportul paralel, care
transferd punctul A in Aj (fig.306,a).

Cr

Fig.306

* Ducem segmentul AAX Prin punctele B si C ducem drepte, paralele cu AAt,
si punem pe ele segmentele BB1=AA1si CC1=AAX Unim punctele Alt Bu
C, cu segmente. Triunghiul AB tC, este cel cautat (fig.306,b).

O La transportul paralel cu vectorul a punctul A(l; 3) se transferd in punctul
AX-2; 5). Aflati coordonatele imaginii punctului B (-4; 7) la acest transport
paralel.

o

» Sd aflam coordonatele &, la care s-a executat transportul paralel.
a=AAx=(-3; 2). Fie, cd imaginea punctului B (-4; 7) va fi punctul Bxx\ y).
Atunci BBX=(x +4; y-7). Deoarece BBX=a, reiesa cax + 4=-3,y - 7=
=2, de unde x =-7,y =09.

Deci, Bi(-7; 9).
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Probleme ti exercitii
E fectuati oral

892. Aratati coordonatele punctelor, in care trec i
punctele, reprezentate in figura 307 la transportul
paralel, care punctul O (0;0) 1l trece in punctul: B
a) D(3; 0); b) JST(-1; 0); c)A(2; 2). A
893. Sedau doud drepte paralele. Céate exista deplasari =
paralele, la care una din ele trece in cealaltd?
894. Doud segmente egale sunt situate pe aceeasi
dreaptd. Cu care deplasare paralela se poate trece
unul din segmente in celdlalt?
895. Oare exista deplasare paraleld care transferd una E
din laturile trapezului n celalaltd laturd?

Fig.307

896. Notati punctele A, si B. Construiti punctul, Tn care trece punctul B la

deplasarea paralelda cu vectorul AAr

897. Se da segmentul AB si punctul K. Executati deplasarea paraleld a segmentului
AB in asa un mod, ca mijlocul lui sa treacd in punctul K.

898. Construiti figura in care trece triunghiul dat ABC la deplasarea paraleld, care
transfera punctul A n punctul C.

899. Construiti figura, In care trece paralelogramul dat ABCD la deplasarea paraleld

cu vectorul AC.
900. Executati deplasarea paralela a dreptei date AB astfel, ca punctul ei A sa
treaca in punctul dat C. Examinati doud cazuri:
a) CeAB; b) CeAB.
901. Executati deplasarea paraleld a circumferintei date
(fig.308) astfel, ca centrul ei sd treaca in punctul
dat: a) Or; 6) 02 B) 03
902. Aflati punctele care sunt imaginile punctelor
M(4; -2), P(6; 0), K(-7; 4) la deplasarea paraleld
cu vectorul a=(l; -3).
903. La deplasarea paraleld cu vectorul a imaginea
punctului A(l; -6) este punctul A,(-7; 2). Aflati
coordonatele vectorului a.
904. Oare exista transport paralel care transfera punctul A(1; 5) Tn punctul
Aj(4; 2), iar punctul B(-I; 3) in punctul: a) BT3; 1); b) BA2; 0);
c) B3-4; 6)?
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905.

906.

907.

908.

909.
910.
911.
912.
913.
914.

915.

916.

917.
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Se dau punctele M (-3; 7), N(-1; 1), P(1; 2). La transportul paralel mijlocul
segmentului MN trece in punctul P. Faceti desenul si indicati coordonatele
punctelor, in care trec punctele M si N.

Triunghiul KPT este obtinut Tn rezultatul deplasarii paralele a triunghiului
ABC. Demonstrati cd medianele corespunzatoare ale acestor triunghiuri sunt
egale si paralele. Dar bisectoarele?

Executati transportul paralel al circumferintei a carei ecuatie este (x -
2)2+ + (y + 5)2=19, 1n asa un mod, ca centrul ei O s& treacd in punctul
0,(3; -2). Scrieti ecuatia circumferintei obtinute.

La deplasarea paraleld dreapta a, a carei ecuatie este 2x +y =5, trece in
dreapta |, care trece prin punctul: a) A (-1; -1); b) B(2; 5). Scrieti ecuatia
dreptei 1.

La deplasarea paraleld imaginea punctului A (-I; 3) este punctul Aj(5; -2),
iar imaginea punctului B(x; -3) — punctul L>i(-2; y). Aflati x siy.
Punctele AX2; 9), 072; 5), CfI5; 5) sunt imaginile punctelor A(O; vy),
0(0; 0), C(x; 0) la transportul paralel. Aflati x siy si perimetrul triunghiului
AOC.

Demonstrati ca unghiurile de la baza trapezului isoscel sunt egale.
Demonstrati ca diagonalele trapezului isoscel sunt egale.

Demonstrati ca deplasarea paraleld se poate realiza, utilizand doud simetrii
in raport cu axe paralele.

Punctele A (-2; 1), b(2; 5), C(4; 3) — varfuri ale paralelogramului ABCD.
Aflati imaginile punctelor A, B, Csi D la transportul paralel cu vectorul AC.
Pe laturile AB si CD ale paralelogramului ABCD sunt construite patrate
cu centrele O si Oj. Demonstrati, c& mijlocul segmentului OO, — centrul
paralelogramului.

De aceeasi parte a unui segment rectiliniu de cale ferata se afla doud sate A
si B. in ce loc trebuie de construit peronul KP ca
suma distantelor AK, KP si PB sa fie cea mai mica?

Unde trebuie de construit podul KP, perpendicular
la malurile raului, ca drumul AKPB intre punctele
A si B s& fie cel mai scurt (fig.309)?

Fig.309
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918. 1). Liniaza o parte a foii din caiet in patratele mai mici si transferati pe ele
figura 310 sau 311. Folosind deplasarea paraleld, faceti reprezentarea broderiei
de doud ori mai lunga.

Fig.310 Fig.311

2) Elaborati o broderie sau ornament propriu.
Probleme pentru repetare

919. Oare se deosebesc notiunile ,,triunghi regulat” si ,triunghi echilateral”?

920. Aflati laturile triunghiului dreptunghic, daca cea mai mare din ele este egald
cu 20 cm, iar sinusul a unuia din unghiuri este egal cu 0,2.

921. Aflati catetele triunghiului dreptunghic, daca ipotenuza lui este egald cu c,
jar aria cu S

922. Se da triunghiul cu laturile 2cm, 3cm si 4cm. Aflati triunghiul asemenea cu
el,al carui perimetru este de 27 cm.

Deplasarea paralela si agricultura



/1 Transformarea de
cO asemanare

w O

in viata cotidiana noi deseori ne intalnim cu obiecte care au aceeasi forma,
insd au dimensiuni diferite. in plan acesta-i tabloul si copia lui, planurile aceluiasi
obiect, facute la diferite scari, literele si cifrele, culese la computator cu acelasi
caracter, Tnsa de dimensiuni diferite.

Geometrie Coeficent
Coeficent PUNCtEe Echivalent
echivalent Geometrie Puncte

Puncte Transformare  echivatent

Transformarea figurii F in figura Fu la care distantele dintre puncte se schimba
de unul si acelasi numar de ori k, k > 0, se numeste transformare de asemanare.
Aceasta inseamna: dacd punctele arbitrare A si B ale figurii F la transformarea de
asemanare trec in punctele A, si Bt ale figurii Fu atunci AB1=KkAB. Numarul K
se numeste coeficientul de asemanare.

Coeficientul de asemanare totdeauna este pozitiv. Daca k= I, atunci transformarea
de asemanare este miscare.

TEOREMA 19

Transformarea de asemanare transfera trei puncte, care apartin unei drepte,
in puncte, care sunt situate pe aceeasi dreapta si pastreaza ordinea repartizarii
reciproce a acestor puncte.

DEMONSTRATIE.

Fie cd punctele A, B si C apartin unei drepte astfel, cd punctul B este situat
intre punctele A si C. Atunci AC = Ab + BC. Pe baza definitiei a transformarii
de asemanare pentru punctele Au B 1si Cu care sunt imaginile punctelor A, B si
C, se realizeaza asa egalitdti: A B1=kAB, BIC1=kBC, A fit = KAC. Din ultima
egalitate avem:

Afii = KAC = k(AB + BC) = kAB + kBC =Afii + Bfii,
sau Afii =AiBi + Bfii.

Din ultima egalitate reiesd cd punctele Au Bt si C, sunt situate pe aceeasi
draptd si punctul Bxse afla intre punctele Arsi Cj. O
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Se pot demonstra si mai asa proprietdti ale asemandrii. Transformarea de
asemanare transfera segmentul Tn segment, semidreapta - in semidreaptd, dreptele
paralele - Tn drepte paralele, unghiul - in unghi egal cu el (incercati s& faceti
aceasta independent).

Pentru orice transformare de asemanare cu coeficientul k exista transformarea
inversa care este transformare de asemanare cu coeficientul de asemdnare A

Doua figuri se numesc asemenea daca ele se transferd una Tn alta printr-o
transformare de asemanare. Daca figura F este asemenea cu figura Fu atunci se
scrie FARA
Relatia de asemanare a figurilor are urmatoarele proprietati:

1) totdeauna F m]>

2) dacd F™FU atunci si F F;

3) daca F™F1si Fx~ F2atunci F™MF2

in clasa a 8-a ati facut cunostintd cu aseméanarea triunghiurilor. Acum relatia
de asemanare poate fi extinsd asupra oricaror figuri geometrice. De exemplu,
se poate demonstra, ca doud poligoane sunt asemenea, daca laturile lor sunt
proportionale, iar unghiurile corespunzatoare sunt egale. De aceea doua patrate
totdeauna sunt asemenea. Totdeauna vor fi asemenea si doud segmente, doua
circumferinte, doua cercuri.

Voi deja stiti ca raportul perimetrelor triunghiurilor asemenea este egal cu coeficientul
de asemanare. Aceastd proprietatea este adevarata si pentru alte figuri geometrice.

TEOREMA 120

Raportul perimetrelor ale poligoanelor asemenea este egal cu coeficientul
de asemanare.

DEMONSTRATIE.

Fie ABC..M siABIXC1..M1— poligoane
asemenea cu coeficientul de asemanare k
(fg.312), adica AB1=kAB, BIC1=kBC, ...,
MjAj=kMA. Atunci P1=AB1+BIC1+ ... +
~-MAj=kAB H-bkBC + ... + kKMA =k(AB +
BC+ ..+ MA)=kP, deunde P1:P =k. O

TEOREMA 121 Flg312

Raportul ariilor ale poligoanelor asemenea este egal cu patratul coeficientului
de asemanare.

DEMONSTRATIE.

Sa demonstram mai Tntdi aceasta teorema pentru triunghiuri (fig.313). Fie
aABC aA B IClcu coeficientul de asemanare k, adicd A B 1=kAB, A IC1=KkAC,
ZAl1=ZA.
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Atunci SaABG= AMBre-AX1sinAl= kAB®ACEINA =
=k2” ABACmin A j=k2m6iABC de unde SiAHG :SiABC=k2.

Fig.313 Fig.314

Sa demonstram teorema pentru poligoane arbitrare. Fie ca sunt
date doud poligoane asemenea, al caror coeficient de asemanare este
k, iar ariile S si S'. Tmpartim poligoanele date n triunghiuri cu

|'agonaIeJ care po varfurile, corespupzagoare (fig.314), Atunci
SIS IS TR MR 5k

Deci, S' .S —k2.

Se poate demonstra, cd asa 0 proprietate au ariile oricaror figuri asemenea, dar
nu numai poligoanele asemenea. De exemplu, figurile F si Ft,care sunt reuniuni ale
patratelor si semicercurilor sunt asemenea (fig.315). De aceea ariile lor se raporta

ca patratele elementelor liniare corespunzatoare:
S:§,=a2:c2

Fig.315 Fig.316

Figurile A si B reprezentate in figura 316 tot sunt asemenea, de aceea ariile lor se
raporta ca patratele distantelor dintre punctele corespunzatoare ale acestor figuri n si

m: SA:SB=n2:m2
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B N = S e = 1] =] 0 1 e —————

Fie ca se da punctul O si fgura F (fig.317). Ducem printr-un punct arbitrar X
al figurii F semidreapta OX si notam pe ea un astfel de punct A), ca OX,: OX=k.
Daca ntr-un astfel de mod de construit punctele corespunzdtoare pentru fiecare
punct al figurii F, atunci obtinem figura noud F,.

Asa o transformare a figurii F in F1se numeste omotetie in raport cu punctul
O si coeficientul k. Se spune de asemenea cd figura F, este omotetica figurii Fn
raport cu centrul O si coeficientul k.

Dacd k > 1, arunci omotetia transfera figura data in una mai mare: fiecare
distantd o mdreste de k ori. Dacd 0 <k < 1, atunci omotetia fiecare distanta o
micsoreaza de k ori. Daca k=I, atunci omotetia transfera fiecare figura in tot
aceeasi figura.

Pentru ki 1 omotetia nu pastreaza distantele dintre puncte. De exemplu, daca
k =2, atunci punctele X si Y sunt transferate de omotetie Tn asa puncte X si Y, ca
XY, = 2XY. Deci, XY, pXY, de aceea omotetia nu este miscare. Dar la omotetie
se pastreaza raportul distantelor dintre puncte. De exemplu, daca la omotetia cu
coeficientul k patrulaterul ABCD trecein AAA Ab atunci fiecare din raporturile

AH  B(] fiA Afi  BA este egal cu k (fig.318).
AB BC’' CD’' DA’ AC’' BD

Din definitia transformarii de aseméanare rezulta, ca fiecare doua figuri egale
sunt asemenea. Dar nu fiecare doua figuri omotetice sunt egale. Analogic,
fiecare doua figuri omotetice sunt asemenea, insd nu fiecare figuri asemenea
sunt omotetice. Cu ajutorul diagramei aceasta se poate reprezenta in felul

urmator (fig.319 si 320).

Fig.319 Fig.320
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T

Oare existad transformari geometrice, deosebite de miscari si transformdrile de
asemanare? Exista. Asa sunt comprimarea si extensiunea. De exemplu, daca fiecare
punct a(x;y) al planului de coordonate se transferd in punctul A (x;ky), atunci se spune
despre comprimarea acestui plan catre axa x cu coeficientul k. Daca coeficientul k > 1,
atunci astfel de comprimare se numegte extindere. Tn figuri este reprezentata: reteaua
cu celule hexagonale regulate (fig.312,a) si reteaua, care este comprimata catre axa x

(fig. 321, b).

Fig.321

Transformarea geometricd interesanta este inversia - simetrie specificd in raport
cu circumferinta. Multimea punctelor, situate Th domeniul interior al circumferintei,
aceasta transformare o transferd in punctele domeniului exterior al acestei
circumferinte, si invers. Inversia este examinata in cursurile superioare de geometrie.

Intrebari si insarcinari pentru autocontrol

o abhwhE

Care transformare geometrica este numitd transformare de asemanare?
Ce proprietdti are transformarea de asemanare?

Care figuri se numesc asemenea?

Numiti proprietatile figurilor asemenea.

Cum se raporta perimetrele figurilor asemenea?

Cum se raporté ariile figurilor asemenea?

E fectuam impreuna

Perimetrele a doud poligoane asemenea sunt proportionale cu numerele 2 si
5. Aflati ariile acestor poligoane, daca diferenta lor este egalda cu 42 cm2

Dacd perimetrele sunt proportionale cu numerele 2 si 5, atunci ariile
S : 2 =4:25 Fie ca coeficientul de proportionalitate este x. Atunci S2= 4x,
S2=25x. Conform conditiei problemei 25x- 4x = 42,de unde x = 2. Atunci §
=8cm2 =50 cm2
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O Seda patratul ABCD. in triunghiul ABC este inscris
patratul MNPK (fig.322). Oare sunt asemenea aceste
patrate? Cu care coeficient de asemanare?

» Doud patrate totdeauna sunt asemenea. Sa aflam

coeficientul de asemanare. FieAB =a, atunci AC =aV2.

OJAMN —isoscel dreptunghic, deocarece ZAMN =90°,

ZNAM =ZANM =45°. Atunci AM =MN. Analogic )

KC =PK. Fig.322

ay[2 MK anl2 _nl2
Asadar, MK =-AC = de unde k -
§ lll“ bl u AB 3a 3

Probleme si exercitii

E fectuati oral

923. in care din cazurile, reprezentate in figurile 323-326, patratele sunt asemenea?

Fig.326

924. Oare totdeauna sunt asemenea doud hexagoane regulate?

925. Numiti figurile care totdeauna sunt asemenea.

926. Oare totdeauna sunt asemenea doud romburi? Oare sunt asemenea romburile,
daca unul din ele are unghi de 55°, iar altul — de 125°?

927. Raza unei circumferinte este egala cu diametrul alteia. Aflati coeficientul de
asemanare.

928. Ariile adoua poligoane asemenea se raporta ca 9:16. Cum se raporta perimetrele
lor?

929. Laturile dreptunghiului sunt de 2 cm si 6 cm. Aflati aria si perimetrul
dreptunghiului asemenea, dacéd a) k = 2; b) k = 0,5.

930. Perimetrul poligonului este de 10 m. Aflati perimetrul poligonului asemenea,
daca k=0,2.

931. Doua figuri sunt simetrice in raport cu o oarecare dreaptd. Oare sunt ele
asemenea? Cu care coeficient de asemanare?

932. Diagonala unuia din péatrate este latura altuia. Cu ce este egal coeficientul de
asemanare al acestor patrate?
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933. Segmentul paralel cu bazele trapezului, Tmparte acest trapez Tn doua trapeze.
Oare este mdcar unul din ele asemenea cu cel dat??

934. Linia medie a trapezului 1l imparte in douad trapeze. Oare sunt ele asemenea?

935. Cum se raportd lungimile circumferintelor:
a) inscrisa Tn patrat si circumscrisa lui;
b) Tnscrisd intr-un triunghi echilateral si circumscrisa lui?

936. Aflati raportul ariilor partilor, in care este Tmpartit triunghiul de cdtre linia
lui medie.

937. Copiati tabelul In caiet si completati-1, dacd P,, P2, Su S2sunt perimetrele
si ariile a doud figuri asemenea, k - coeficientul lor de aseméanare.

k Pi P2 S s*
2 5 16
12 3 48

5 90 10
0,6 10 72

938. Aflati laturile patrulaterului cu perimetrul de 88 cm, dacad el este asemenea
cu patrulaterul care are laturile de 3 cm, 5 cm, 6 cm si 8cm.

939. Perimetrele a doua poligoane asemenea se raporta ca 2:5, iar suma ariilor
lor este egala cu 232 cm2 Aflati aria fiecaruia din ele.

940. Laturile unui dreptunghi sunt egale cu 5 cm si 9 cm. Aflati laturile
dreptunghiului asemenea, daca aria lui este egald cu 180 cm2

941. Diagonalele rombului sunt egale cu 10 cm si 24 cm, iar latura rombului,
asemenea cu el este egald cu 26 cm. Aflati aria celuilalt romb.

B

942. M - mijlocul laturii BC a paralelogramului ABCD, O - punctul de intersectie
al dreptelor AC si MD. Aflati aria amocC, daca S JO)=12.

943. Prelungirile laturilor laterale AB si CD ale trapezului ABCD se intersecteaza in
punctul M. Aflati aria trapezului, daca AB :BM =2 : 3, iar aria triunghiului
BMC este egala cu 18 cm2

944. Aflati razele a doua cercuri, care sunt tangente exterior, daca ariile lor se
raporta cu 4:25, iar distanta dintre centrele lor este egalda cu 14 cm.

945. AM si BN — medianele triunghiului ABC. Aflati aria patrulaterului ABMN,
daca aria triunghiului ABC este egald cu 48 cm2.

946. Formulati si demonstrati criteriile de asemanare: a) a douda romburi; b) a
doud dreptunghiuri.

947. Demonstrati ca patrulaterele sunt asemenea, daca diagonalele Tmpart unghiurile
ascutite in unghiuri egale corespunzator.

948. Demonstrati c& doud trapeze isoscele sunt asemenea, daca unghiurile ascutite
ale lor sunt egale, iar diagonalele sunt bisectoarele acestor unghiuri.
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949.

950.

951.

952.

953.

954.

Capitolul 5. Transformari geometrice

Sunt date inele (fig.327). Razele unuia din

ei sunt de 1 cm si 2 cm, iar ale celui de-

al doilea - 2 cm si 3 cm. Oare sunt inelele

asemenea? Cercetati si stabiliti pentru care

conditie doud@ inele, marginite de

circumferinte concentrice, sunt asemenea

O - punctul de intersectie al diagonalelor

trapezului ABCD (BC\\AD). Aflati aria

trapezului, daca ariile triunghiului AOD

si BOC sunt egale respectiv cu 90 cm2si

40 cm2

Aflati raportul lungimilor a doud circumferinte cu centrele 0 1si 02 daca
tangenta exterioard comuna a lor intersecteaza linia centrelor in punctul P
si POr : 0\02=2:7.

In interiorul pentagonului convex ABCDE a fost luat un punct arbitrar O.
Au Bu Ci, D,, E1—puncte simetrice cu punctul O in raport cu varfurile
pentagonului. Aflati aria pentagonului ABCDE, daca aria pentagonului
ABICD E leste egald cu 100 cm2.

n interiorul patrulaterului convex, a carui arie este egala cu S este luat un
punct arbitrar si el este transferat simetric in raport cu mijlocurile tuturor
laturilor. Punctele obtinute sunt consecutiv unite. Aflati aria patrulaterului
obtinut.

in triunghiul ABC, a cérui arie este de 45cm2, sunt duse inaltimile AN si

BM. Aflati aria patrulaterului ABNM, dacd cosC=" .

Insarcinare practica

955.

Alegeti citeva citate despre matematica si cu ajutorul computatorului faceti
un nor de cuvinte, si ca pe el sa fie imagini asemanatoare si neasemanatoare.

P robleme pentru repetare”

956.

957.

958.

Demonstrati cd mijlocurile bazelor trapezului, punctul de intersectie al
diagonalelor lui si punctul de intersectie al dreptelor, pe care sunt situate
laturile laterale ale trapezului se afla pe aceeasi dreapta.

Cea mai scrutd mediana a triunghiului dreptunghic este egala cu 5 dm, iar
una din catete - cu 6 dm. Aflati aria triunghiului.

intr-un triunghi mediana dusa la o latura face cu ea unghiul de 60°, iar
celelalte dou laturi sunt egale cu 7 cm si \IT9 cm. Aflati latura necunoscuta
a triunghiului.
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Probleme cu desene gata

LL P
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Lucrarea independenta 5

1°. Construiti un triunghi arbitrar ABC si executati transportul paralel astfel, ca
varful A sa se transfere in C.

2°. Construiti patratul ABCD fiind data latura lui AB=4 cm si rotiti-1 cu 60° n
jurul mijlocului laturii AB Tmpotriva miscarii acului de ceasornic.

3*. Paralelogramele ABCD si ABICD1 sunt simetrice Tn raport cu dreapta AC.
Demonstrati cd segmentele BD1si BtD sunt egale si paralele.

1°. Construiti paralelogramul arbitrar ABCD si efectuati deplasarea paraleld a lui
astfel, ca varful A sa treaca in C.

2°. Construiti rombul KPMT dupa latura KP =3 cm si unghiul K =45° si rotiti-1
cu 60° Tn jurul mijlocului laturii KP Tn directia miscarii acului de ceasornic.

3*. Dreptunghiurile ABCD si ABCD1 sunt simetrice in raport cu varful B.
Demonstrati ca segmentele AC1si A,C sunt paralele si egale.

Varianta 3

1°. Construiti dreptunghiul arbitrar ABCD si executati transportul paralel a lui
astfel, ca varful A sa treaca in mijlocul lui BC.

2°. Construiti triunghiul dreptunghic cu catetele de 3 cm si 4 cm si rotiti-1 cu
45° in jurul mijlocului ipotenuzei Tmpotriva miscarii acului de ceasornic.

3*. Patrulaterele ABCD si AXB)XCD sunt simetrice in raport cu dreapta CD.
Demonstrati ca segmentele AA1lsi BB1sunt paralele.

Varianta 4

1°. Construiti paralelogramul arbitrar KPMT si efectuati deplasarea paralela a lui
astfel, ca varful T sa treaca in mijlocul lui PM.

2°. Construiti dreptunghiul ABCD, in care AB =3 cm, BC=4 cm si rotiti-1 cu 60°
in jurul mijlocului O al diagonalei AC in directia miscarii acului de ceasornic.

3*. Rombii ABCD si A BIXCD1sunt simetrici in raport cu varful C. Demonstrati,
ca segmentele ABXsi AtB sunt egale si paralele.
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Insarcinarile teste 5

Care din transformari nu Tntotdeauna
pastreaza distanta dintre puncte?

Punctele A si B sunt simetrice Tn raport
cu punctul 0. Care semn trebuie de pus
in loc de * AB *2 AO?

aABC la rotatia in jurul punctului A
cu unghiul de 60° a trecut in gA4CH
Aflati ZBAC, daca ZBIAC1=85°.

Care din figuri are numai 4 axe de
simetrie?

Punctele A (-4; 6) si B(-2; 2) sunt
simetrice in raport cu punctul M. Aflati
coordonatele lui.

Punctele P si K sunt simetrice in raport
cu dreapta I, Ce semn trebuie de pus in
loc de * PK *7?

La deplasarea paralela punctul

A(-3; 5) a trecut in punctul B (-1; 3).
in care punct s-a transferat mijlocul
segmentului AB?

Care din figuri nu totdeauna sunt
asemenea?

Ariile a doud semicercuri se raporta ca
4:9. Cum se raporta razele lor?

Care din poligoanele regulate sunt
central simetrice?

229

a) rotatia;
b) simetria central3;

c) transformarea de asemanare;

d) simetria axiala

a) >; c) =
b) <; d) ¢
a) 85°; B) 95°
6) 145°; r) 35°.

a) circumferinta; c) rombul;
b) patratul;

a) I c) L
b) € d) =
a) (-2, 4); c) (1; 1)
b) (-4; -6);  d) (0; 2).

a) doud circumferinte;

b) doua patrate;

c) doud triunghiuri regulate;
d) doua romburi.

a) 16 : 81; cl:15;
b) 2 : 4,5; d2 : 3.
a) triunghiul;

b) pentagonul;
¢) hexagonul;
d) septagonul.

d) dreptunghiul.
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Probleme tipice pentru lucrarea de control

1°.

2°.

3°.

4°,

5*.

6*.

.

8*.

9+,

Se da segmentul AB si punctul OgAB. Construiti:

a) segmentul simetric segmentului AB in raport cu punctul O;

b) punctul O,, simetric cu punctul O in raport cu dreapta AB;

c) segmentul care se obtine la rotatia segmentului AB cu unghiul de 60° in
jurul punctului O n directia miscarii acului de ceasornic;

aABC este simetric cuaAM C in raport cu dreaptaAC. ZBCA =20°, ZMAC =45°.
Aflati restul unghiurilor ale acestor triunghiuri.

Paralelogramele ABICD 1si ABCD sunt simetrice in raport cu un oarecare
punct O. Aflati laturile paralelogramelor, daca perimetrul lui ABCD este egal
cu 30 cm, iar BXC1= 10 cm.

Aflati coeficientul de asemanare a doud dreptunghiuri si ariile lor, daca laturile
unuia din ei sunt de 5 cm si 8 cm, iar perimetrul celui de-al doilea - 52 cm.

O — punctul de intersectie al diagonalelor rombului ABCD. La deplasarea
paraleld punctul A trece in punctul O, punctul C - in C,. Aflati AC,, dacd
AC =5cm.

Pentru care valori ale lui a si b punctele A(a; 4) si B(3; 2b) sunt simetrice in
raport cu punctul M (-1;6)?

BM — mediana triunghiului ABC (fig.328). Pe B
laturile BC si AC sunt punctele P si K astfel, ca BP:

‘PC=MK :KC =2:1. Aflati aria patrulaterului

=MBPK, daca aria triunghiului ABC este egald cu

54 cm2

Scrieti ecuatia dreptei Tn care trece dreapta y=2 la
rotatia in jurul punctului M (1;-1) cu unghiul de
90°:

a) n directia miscadrii acului de ceasornic;

b) Tmpotriva directiei de miscare a acului de ceasornic.

Gasiti pe axa OX punctul de la care suma distantelor pana la punctele
M (-2;5) si N(4;4) sa fie cea mai mica.

10**. Demonstrati ca daca latura si diagonala unui paralelogram sunt proportionale

cu latura si diagonala altui paralelogram si unghiurile formate de ele, sunt
egale, atunci paralelogramele sunt asemenea.
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Daca punctele figurii F de le stramutat, deplasat cumva, atunci obtinem o
figurd noua FhDaca totodatd diferite puncte ale figurii F trec (se transferda) n
diferite puncte ale figurii Fu atunci se spune despre transformarea geometrica a
figurii F in figura Ft. Totodatd figura F1se numeste imaginea figurii F, iar figura
F - preimaginea figurii Fx

Cele mai importante transformari geometrice - miscarile si transformarea de
asemanare.

Miscarea se numeste asa o transformare geometrica, la care se pastreaza distantele
dintre punctele corespunzatoare.

Miscarea transfera: segmentul - in segmentul egal cu el, dreapta - in dreapta,
semidreapta in semidreaptd, unghiul - Tn unghiul egal cu el, triunghiul in triunghiul
egal cu el.

Doua figuri se numesc egale, daca existd o miscare, care trece o figurd in
cealaltd. Fiecare miscare transfera orice figura in figura egald cu ea. Dacd doud
figuri geometrice sunt egale, atunci existd o miscare care transferd una din ele In
cealalta.

Cele mai importante miscari ale figurilor Tn plan: simetria Tn raport cu un
punct, simetria in raport cu o dreaptd, rotatia, deplasarea paralela.

Punctele X si X 1se numesc simetrice Tn raport cu punctul O, daca O - mijlocul
segmentului | 1 j Daca in raport cu O fiecare punct al figurii F este simetric unui
oarecare punct al figurii F1si invers, atunci figurile F si F1sunt simetrice in raport
cu punctul O. O astfel de transformare a figurii F in Ft se numeste transformarea
de simetrie n raport cu punctul O.

Punctele X si X 1se numesc simetrice in raport cu dreapta
I, daca aceasta dreaptd este mediatoarea segmentului X Xx
Daca punctul X apartine dreptei |, atunci el se considera
simetric cu sine Tnsusi in raport cu dreapta |.

Transformarea figurii F, la care fiecare punct al ei se
transferd in punctul simetric lui in raport cu dreapta | se
numeste transformarea de simetrie in raport cu dreapta
| Daca la aceasta transformare figura F se transfera in Ft,
atunci aceste doud figuri se numesc simtrie in raport cu
dreapta I.
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Fie cd se da punctul O si o figura oarecare F. Rotim
punctul X al acestei figuri in jurul punctului O cu
unghiul a Tn directia miscdrii acului de ceasornic.
Totodatd punctul X va trece in asa un punct Xu
ca masura unghiulard a arcului XXxcu centrul O
este egald cu a (OX si OXt - raze egale). Daca cu
asa un procedeu de rotit in jurul punctului O cu
unghiul a fiecare punct al figurii F, atunci obtinem
figura Ft. Se spune ca rotatia in jurul punctului
O cu unghiul a transfera figura F in figura Ft.
Punctul O se numeste centrul de rotatie, iar unghiul
XOX, - unghiul de rotatie.

Daca fiecare punct al figurii F de-1 stramutat,
deplasat in una si aceeasi directie la una si aceeasi
distantd X X x(sau cu vectorul XX,), obtinem figura
Fx Tn acest caz se spune cd deplasarea paraleld, care
transferd punctul X in Xbtransfera figura Fin F..

Transformarea figurii F in figura la care
distantele dintre puncte se schimba de unul si acelasi
numar de ori h, h > 0, se numeste transformare
de asemanare. Aceasta Tnseamna c& atunci, cand
punctele arbitrare A si B ale figurii F latransformarea
de aseménare trec in punctele A 1si B xale figurii Fx
este adevaratad egalitatea A B 1=kAB. Numarul Kk se
numeste coeficientul de asemanare. Coeficientul
de asemanare totdeauna este pozitiv. Daca k = 1,
atunci asemanarea este miscare.

Principalul in capitolul 5

Doué figuri se numesc asemenea, daca existd transformarea de aseméanare care

transfera una din ele Tn cealalta.

Transformarea de asemanare transfera fiecare figurd in figurd asemenea cu ea.
Raportul perimetrelor a doud figuri asemenea este egal cu coeficientul de

asemanare k:

Raportul ariilor ale figurilor asemenea este egal cu patratul coeficientului de

asemanare:

Ariile figurilor asemenea se raporta ca patratele elementelor liniare corespunzatoare:

S:Si=a2:c2
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Proiectul de invatamant 1
Curbe interesante

Clasa se imparte in trei grupe: ,,istoricii’, ,,matematicii”, ,,designii de computator”.
Fiecare elev poate participa la lucrul uneia sau a doud grupe de proiect. Elevii se
organizeaza Tn grupe si lucreaza individual sau Tn perechi asupra uneia din temele
propuse.

"Istoricii” cerceteazd, care curbe au constituit obiectul studierii de catre
matematicieni in diferite timpuri, examineaza particularitatile folosirii acestor
curbe, clarificd provinienta denumirilor lor, fac cunostinta cu viata si activitatea
matematicienilor care au examinat aceste curbe. Se poate propune elevilor sa
cerceteze istoria studierii, deja cunoscute lor, curbelor (a parabolei, hiperbolei,
elipsei, circumferintei) sau a acelor, pe care le vor studia in clasele superioare
(sinusoidele, tangenosoidelor). Afard de aceasta mai pot fi, de exemplu, si asa
curbe:

* spirala lui Arhimede;;

* lantisorul;

* bucla Aniezi;

* cicloida;

* Foaia Descartes.

O ,,Matematicienii” studiaza diferite sisteme de coordonate si regulile de
construire in ele. Afla cu care formule sunt date curbele cunoscute lor de noile
sisteme de coordonare. Clarifica prioritétile si neajunsurile acestor sisteme de
coordonate si metodele de folosire. Construiesc
curba sa si o definesc analitic si grafic in cateva
sisteme de coordonate.Se poate de le propus
elevilor sa faca cunostintd amanuntitd cu una
din urmatoarele sisteme de coordonate:
 sistemul de coordonate rectangular in plan;

* sistemul de coordonate rectangular in spatiu;
* sistemul de coordonate polare;
* sistemul de coordonate sferice.
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O ,,Designii de computator” studiaza unul din
procedeele de programare accesibile (Excel,
GeoGebra, Gran s.a.) pentru construirea comoda
acurbelor. Cu ajutorul procedeului de programare
ales se construiesc curbe care sunt dificile de
construit cu procedeul traditional.

Temele pentru activitatea asupra proiectului se
anunta elevilor la sfarsitul lui septembrie.
Rezultatele lucrului asupra proiectului este
de dorit de perfectat in formad de portofoliu cu
prezentare la computator.
Apararea proiectelor este rational de o petrecut la o masura extrascolara,
invitand elevii altor clase, profesori, parinti.

PROIECTUL DE INVATAMANT 2

Metoda vectoriala de rezolvare
a problemelor

Acest proiect este rational de-1 indeplinit individual. Elevilor li se propune
sa prelucreze materialul paragrafului 12 si sd@ gaseasca informatii suplimentare
referitoare la utilizarea vectorilor.

Metoda vectoriala de rezolvare a problemelor este bazata pe folosirea proprietatilor
vectorilor. Particularitatea acestei metode constd in aceea, ca in procesul rezolvarii
problemelor nu apare necesitatea in examinarea configuratiilor geometrice complicate.
Uneori cu ajutorul metodei vectoriale problema este foarte simplu de o redus la
problema algebricd, care este mai usor de-o rezolvat decat problema geometricad
initiala.

Problemele care se rezolva cu ajutorul vectorilor se impart Tn afine si metrice.
Primele se rezolva cu utilizarea numai a operatiilor liniare: adunarea si scaderea
vectorilor si inmultirea vectorului cu un numar. Problemele metrice, afard de altele,
se refera la aflarea lungimii segmentului si a masurii unghiului, de aceea in procesul
rezolvarii lor se folosesc afard de operatiile liniare si produsul scalar al vectorilor.

Elevii trebuie sa inteleagd regula-reper de rezolvare a problemelor metrice
cu metoda vectoriald. Sa ilustrdm regula-reper pentru determinarea lungimii
segmentului cu metoda vectoriala pe un exemplu concert.

Pentru calcularea lungimii segmentului este necesar:

* de ales in plan doi vectori necoliniari (de bazd), ale caror lungimi si unghiul

format de ei se considera cunoscuti.

» vectorul lungimea caruia este egald cu lungimea segmentului cdutat, de-1

descompus dupa vectorii de baza;
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de calculat lungimea segmentului cautat, ca modulul vectorului cu formula:
\a\ =yja
Problema. Pe ipotenuza AB atriunghiului ABC este luat punctul D, care satisface
conditia: BD:DA =3:1. Exprimati lungimea segmentului CD prin lungimile
catetelor: CB =a, CA=h.
Rezolvare. Fie cd de baza sunt vectorii CAsi CB, A

ZC =90° |aj=a, |b|=fc Exprimdm vectorul CD
prin & si b si afldam lungimea lui.

Din triunghiul CAD CD=CA+AD =b+AD;
ADTIAB, AB =4-b;

Aé :lﬂ_?: _a____k_) i = +_§_:p: __S_f_e__-t_a_ B
J 7 1 ED =1 A i
= \VO&2+
Deoarece \CD\=4cD , reisa ﬂcd|=., I(3b4+a_f batfe + a2
Conform conditiei atb, de aceea ab =0. Deoarece a2=a2, b2=b2 avem ca

cD = She+a2

Deci. cD = Y19P2+a2

Cu metoda vectoriala este rational de rezolvat urmatoarele probleme geometrice:

» problemele la demonstrarea paralelismului dreptelor si segmentelor;

* problemele lademonstrarea a celui fapt, cd un oarecare punct imparte segmentul
intr-un oarecare raport;

» problemele la demonstrarea apartenentei a trei puncte unei drepte;

* problemele la demonstrarea perpendicularitatii dreptelor si segmentelor;

* problemele la demonstrarea dependentelor dintre lungimile segmentelor;

* problemele la aflarea marimii unghiului.

PROIECTUL DE INVATAMANT 3
Trigonometrie cunoscuta si necunoscuta

Clasa este impartitd in trei grupe: istoricii”, ,,matematicienii”, ,,practicienii”. Fiecare
elev poate participa In lucrul uneia sau a doua grupe de proiect.

Elevii se organizeazd Tn grupe si lucreaza individual sau Tn perechi asupra uneia
din temele propuse.
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,Istoricii” cerceteazad aparitia trigonometrici si dezvoltarea ei in anumite
perioade:

* aparitia trigonometrici in Grecia Anticg;

* dezvoltarea Tnvataturii despre marimile trigonometrice in tarile Orientului;
* dezvoltarea trigonometrici in Europa.

Ptolomei Abuli-Bafa Regiomontanus

Rezultatele lucrului asupra proiectului elevii din grupa ,,Istoricii” in perfecteaza
in forma de gazete de perete si portfoliul de grupa cu prezentare computerizata.

A

»Matematicienii”” insusesc material teoretic suplimentar, referitor la geometrie.
Acest material poate cuprinde , de exemplu, asa Tntrebari:

* procese periodice si functiile trigonometrice;

 graficele functiilor trigonometrice;

« teoremele adunarii si formulele unghiurilor multiple.

Rezultatele lucrului asupra proiectului elevii grupei ,matematicienii” le
definitiveaza Tn forma de portfoliu individual..

O ,,Practicienii” cerceteaza unde si cum se utilizeazd cunostintele din
trigonometrie.
Trigonometria a aparut ca mijloc de a masura distantele si dimensiunile
corpurilor. De aceea cel mai frecvent era folosita in astronomie, geografie si
navigatia maritima. Initial se foloseau de instrumente de madsurat primitive:
distantele erau masurate cu sfoara, unghiurile - cu astrolabele, echerele,
eclimetrul. Cu timpul instrumentariul este Tmbunatatit si teoria Tmbogatita,
au introdus functiile trigonometrice.
Mai tarziu au descoperit ca functiile trigonometrice de minune descriu oscilitatile
armonice si diverse procese periodice, de aceea mai ales des erau folosite in
fizica, mai ales acolo unde are loc trecerea miscarilor circulare in liniare si invers
(diverse tipuri de bield-manivele). La ora actuald trigonometria este folosita in
astronomie, geodezie, topografia minierd, fizicd, cristalografie, chimie si alte
stiinte, in care se examineaza dimensiuni liniare si unghiuri, de asemenea, in
stiintele care studiaza procesele periodice.
Rezultatele lucrului asupra proiectului elevii grupei "Practicienii" le definitiveaza
in forma de prezentatie.
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PROIECTE DE INVATAMANT 4
Acoperirea planului

Tema pentru acoperirea planului este largd si multilateralda. Ea contine multe
probleme simple, accesibile elevilor din clasele primare si suficient de completare,
cu care nu toti studentii se pot ispravi.

Elevilor din clasa a 9-a se poate de le propus asa teme:

Parchete si fasii.

Pavarea planului cu poligoane regulate.
Acoperirea planului cu poligoane semiregulate.
Pavarea planului cu hexagoane egale.

Pavarea planului cu pentagoane egale.
Parchete pentru constructii.

Mozaicuri tematice.

. Pavarea planului cu poligoane colorate.

Aducem céteva exemple de mozaicuri tematice.

N~ WNE

Pavarea planului cu poligoane colorate imita reprezentarea volumicd sau
reprezentarea suprafetei reliefate.

Este bine, daca in procesul lucrului asupra proiectului elevii ar putea sa creeze
parchete sau mozaicuri interesante proprii. in acest caz este binevenitd petrecerea

concursului al lucrdrilor de creatie.
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PROIECTUL DE INVATAMANT 5

Ornamente si transformarile
geomerice

Elevii clasei se organizeazd in grupe mici a cate 2-3 persoane. Dupa dorinta
elevilor se poate realiza activitatea individuald asupra proiectului. Fiecare grupa isi
alege pentru activitatea asupra proiectului una din temele propuse mai jos.

* Ce este ornamentul. Cand si unde au aparut primele ornamente.

» Felurile de ornamente.

» Trasaturile caracteristice ale ornamentelor la diferite popoare.

Ornament din Turkmenistan Ornament norvegian

» Ornamentele culturii tripoliene.

» Ornamentele si broderiile tinutului meu.

 Felurile transformarilor geometrice in broderiile ucrainene.
 Felurile transformérilor geometrice in broderiile romanesti.
 Felurile transformdrilor geometrice in ornamentele gravate pe lemn.
» Tehnologia crearii ornamentelor.

» Crearea ornamentelor pe baza transportului paralel.

» Crearea ornamentelor pe baza simetriei centrale.

o Crearea ornamentelor pe baza simetriei axiale.

» Crearea ornamentelor pe baza rotatiei.

» Crearea ornamentelor pe baza asemanarii.

» Crearea ornamentelor pe baza compozitiei transformarilor geometrice.
» Ornamentele indragite ale familiei mele.

Crearea ornamentului cu ajutorul computatorului.

Este de dorit cainsarcinarile pentru activitatea asupra proiectului de le comunicat
elevilor Tnaintea studierii temei "Transformari geometrice". in procesul studierii a
unei transformari geometrice concrete la lectie sau Tn afara lectiilor elevii ar putea
arata rezultatele activitatii lor asupra proiectului. Dupa studierea temei este rational
de petrecut o expozitie-conferinta.
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Probleme de dificultate sporita

959.

960.

961.

962.

963.

964.

965.

966.

967.

968.

969.

970.

971.

972.

973.

Demonstrati c& in triunghiul dreptunghic cu unghiul ascutit de 15° produsul
catetelor este egal cu jumatatea ipotenuzei la patrat.

Catetele triunghiului dreptunghic sunt egale cu a si b. Aflati lungimea
bisectoarei, dusa la ipotenuza.

Cateta triunghiului dreptunghic este egala cu a, iar diametrul circumferintei
inscrise cu d. Aflati ipotenuza.

Catetele triunghiului dreptunghic sunt egale cu 5 cm si 12 cm. Aflati distanta
dintre centrele circumferintelor Tnscrisa si circumscrisa lui.

Demonstrati cd perimetrul triunghiului dreptunghic este egal cu diametrul
circumferintei, care este tangenta la ipotenuza si la prelungirile catetelor lui.
Bazele trapezului sunt egale cu 3 si 7, iar laturile laterale - cu 2 si 23?7 Aflati
ughiurile trapezului.

Demonstrati ca suma catetelor triunghiului dreptunghic este egalda cu suma
diametrelor circumferintelor circumscrisa si Tnscrisa.

Punctul de tangentd al circumferintei inscrise Tn triunghiul dreptunghic
imparte ipotenuza n partile de 4 cm si 6 cm. Aflati raza circumferintei.
Construiti triunghiul, stiind a lui mediana, bisectoare si inaltime, duse din
acelasi varf.

Problema lui Napoleon. Folosindu-se numai de compas impartiti circumferinta
datd cu centrul notat in patru parti egale.

Latura hexagonului regulatABCDEFeste egald cu a. Aflati raza circumferintei
inscrise Tn triunghiul ACD.

Aflati coordonatele varfurilor unui triunghi, daca coordonatele mijlocurilor
ale laturilor lui sunt: K(I; 2), P(3; 4), T(5; 1).

Sunt date punctele A(w,; a2, B(bX b2 si numarul n. Aflati coordonatele a
unui astfel de punct P al segmentului AB, ruo AP : PB =1 :n.
Demonstrati ca aria triunghiului cu unghiurile a, fl, y si raza R a circumferintei
circumscrise este egald cu 2i?&in asin flsin y. B

Pe laturileAB, BC, CA ale triunghiului echilateral

(fig.329) notdm punctele Cu Au Bxastfel, ca
ACi:CB =BAXAX =CB1:BA =1:2. Cum

se raporta ariile:

a) triunghiurilor ABC siA"C ,;

b) triunghiului ABC si a triunghiului AB2ZC2,

marginit de dreptele AAUBB 1si CC,?
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974. Un patrat cu aria de 64 cm2elevul 1-a tdiat in patru parti si a format din ele
dreptunghiul, ale carui laturi sunt egale cu 5cm si 13 cm (fig.330). De ce aria
dreptunghiului nu este egala cu aria patratului?

Fig.330

975. Punctu M este amplasat in interiorul patratului ABCD astfel, cd ZMAB =30°,
ZMCB =15°. Aflati unghiul AMB.

976. Aflati unghiurile patrulaterului convex ABCD, ale carui laturi: AD =4,
DC =2, CB=5-V3, AB =5V2, diagonala AC =2yl7.

977. in patrulaterul convex ABCD sunt cunoscute unghiurile: ZBAC =20°,
ZBCA =35°, ZBDC =40°, ZBDA =70°. Aflati unghiul format de diagonalele
patrulaterului.

978. Aflati unghiul facut de latura AD a patrulaterului convex ABCD si diagonala
lui, daca ZCAE =50°, ZABD =60°, ZzDBC =20°, ZCDB =30°.

979. Pe laturile BC si CD ale patratului sunt notate punctele M si K astfel, ca
perimetrul triunghiului MKC este egal cu jumatate din perimetrul patratului.
Aflati unghiul MAK.

980. Pe laturile opuse ale paralelogramului, ca pe laturi sunt construite n afara
lui, patrate. Demonstrati cd dreapta care trece prin centrele patratelor, de
asemenea trece prin punctul de intersectie al diagonalelor paralelogramului.

Demonstrati afirmatiile 981-986.

981. Daca circumferinta Tnscrisa in triunghi este tangenta la laturile lui AB, BC
si CA n punctele Cu Au Bu atunci AAUBBU CC1se intersecteaza intr-un
punct.

982. Daca circumferinta, al carui centru este situat pe latura AB a triunghiului,
este tangenta la laturile lui AC si BC Tn punctele Bu A u iar dreptele J4ALsi
BB 1se intersecteaza Tn punctul P, atunci CP Z AB.

983. Produsul lungimilor segmentelor, care unesc centrul circumferintei, inscrise
in triunghi cu varfurile triunghiului, este egal cu 4Rr2.

984. Daca O este centrul circumferintei circumscrise triunghiului ABC, iar | —
centrul circumferintei Tnscrise, atunci

AO BO CO_ R2

~Al'~BI'~Cl~~Al*'
985. Daca patru drepte, intersectandu-se doua cate doud, formeaza patru triunghiuri,
atunci patru circumferinte, circumscrise acestor triunghiuri, trec prin acelasi

punct, iar centrele lor sunt situate pe aceeasi circumferintd, care de asemenea
trece tot pin acelasi punct.
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986.

987.

988.

989.

990.

991.

992.

993.

994.

995.

996.

997.

998.

999.

Laturile triunghiului sunt egale cu a, b, c, iar In varfurile lui se afld centrele
circumferintelor, fiecare din ele este tangentd cu altele doud. Aflati razele
acestor circumferinte , si de asemenea raza circumferintei, care este tangenta
cu fiecare din aceste trei circumferintei. Examinati toate cazurile.

Laturile triunghiului Tnscris Tn circumferintd sunt egale cu r, rV3, 2r si
taie segmente, ale caror arii sunt egale cu Su S2, Ss. Demonstrati cd aria
triunghiului S =S;- S2- St.

Pe diametrul AB sunt luate punctele arbitrare C, D si pe segmentele AC, CD,
DB, ca pe diametre, sunt construite circumferinte mai mici. Demonstrati ca
lungimile celor trei circumferinte mai mici Tn suma sunt egale cu lungimea
celei mai mari circumferinte.

Prin punctul circumferintei de raza r trec doud circumferinte mai mici,
tangente la ea, si care Tmpart cercul, marginit de circumferinta de raza r in
trei figuri echivalente. Aflati razele circumferintelor mai mici.

n circumferinta de raza r sunt inscrise trei circumferinte egale intr-un astfel
de mod, cé fiecare din ele este tangenta interior la circumferinta datd si este
tangentd exterior la cele doud circumferinte egale cu ea. Aflati ariile a sapte
figuri, in care circumferintele inscrise Tmpart cercul dat de raza r.

Pe raza OA a circumferintei, ca pe diametru, este construita o circumferinta
micd. Fie B si C - punctele, Tn care sunt intersectate circumferintele mica
si cea mare de o semidreaptd arbitrard, dusd din punctul O. Demonstrati ca
lungimile arcelor AB si AC sunt egale.

Dintr-un punct al circumferintei sunt duse doud coarde egale AB si AC, care
impart cercul, mérginit de aceastd circumferintd, Tn trei figuri echivalente.
Aflati masura unghiului BAC.

Punctul P se afla la distanta 2r de la centrul cercului de raza r. Prin P sunt
duse doud semidrepte, care impart cercul in trei parti echivalente. Aflati
masura unghiului format de aceste semidrepte.

n sectorul de cerc cu unghiul de 60° este inscris un cerc. Aflati raportul
ariilor ale sectorului dat si a cercului nscris.

Se da aABC. Pe dreptele BC, CA si AB sunt date punctele Au Brsi Cj
corespunzator astfel, cd ACX=aCtB, BBt=\iAtC, Cb, =yb,A. Demonstrati
cd dacd punctele AL Bu C, sunt situate pe aceeasi dreapta, atunci «fly =-1.
Oare este adevératd afirmatia inversa?

Prin varful C al paralelogramului ABCD este dusa dreapta I, care intersecteaza
dreptele AB si AP corespunzétor in punctele M si N. Demonstrati ca daca
DC =kAM, BC=IAN, atunci k + 1= 1.

n care raport imparte latura AC semidreapta, care porneste din varful B al
triunghiului ABC si trece prin mijlocul medianei duse din varful A?
Mediana AM ade punctele K si M este impartita Tn trei parti egale. in care
parti este Tmpartita latura AB de semidreaptele CK si CM?

Aflati aria triunghiului S @) dup@ mediana lui masi unghiurile B, C; b) daca
sunt date medianele lui ma, mh, mc,

1000. Cunoscand unghiurile triunghiului, exprimati unghiul format de mediana

si inaltimea, ce pornesc din acelasi varf.
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1001.

1002.

1003.

1004.

1005.

1006.

1007.

Anexe

Mediana -media proportionald a laturilor, care pornesc din acelasi Varf.
Aflati unghiul triunghiului din acest varf.

Aflati pe mediana triunghiului asa un punct prin care se poate duce numai
0 singurd dreaptd, care imparte aria triunghiului dat Tn raportul 1:2.
Aflati ariile figurilor, in care cercul de raza r este divizat de coardele AC si
BD, care se intersecteazd, cand arcele AB, BC, CD si DA au corespunzator
150°, 30°, 90° si 90°.

hu h2 h, — Tnédltimile triunghiului, iar r — raza circumferintei nscrise.
Demonstrati, c& 1 1 1 _1

hy h, K r
Pe laturile unui triunghi dreptunghic, ca pe

diametre, sunt construite semicercuri (fig.331).
Demonstrati ca suma ariilor Sfsi S 2ale seceratelelor
formate este egala cu aria S a triunghiului dat.
Problema lui Arhimede. De aceeasi parte a dreptei
AB sunt duse semicircumferinte cu diametrele de
AC, CBiAB (fig.332). Dreapta CM, perpendiculara
pe AB, intersecteaza semicircumferinta mai mare in
punctul M. Demonstrati, ca aria figurii marginita
de aceste semicircumferintei, este egald cu aria
cercului cu diametrul CM.

Problema Iui Ptolomeu. Demonstrati ca in
patrulaterul Tnscris Tn circumferintd, suma
produselor a laturilor opuse este egala cu produsul

diagonalelor. Fig.332

Probleme pentru repetare

La capitolul 1

1008.

1009.

1010.

1011.

Catetele triunghiului dreptunghic sunt egale cu 5 cm si 12 cm. Aflati
sinusurile, cosinusurile si tangentele unghiurilor ale triunghiului.
Calculati unghiurile trapezului isoscel, daca sinusul al unuia din ei este egal

Calculati:

a) sin236° +c0s236°-tg 245°;

b) cos60° sin 30° - sin 60° cos 30° +cos 120° tg 135°;
c) tg 135°tg45°-sin30°cos 120°;

d) 2cos45°sin 45° - sin260° - c0s260°.

Aflati cosa si tga, dacd sina= , 90°<a<180°.
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1012.

1013.

1014.

1015.

1016.

1017.

1018.

1019.

1020.

1021.

1022.

1023.

1024.

Aflati sina si tga, daca cosa ,
Simplificati expresiile:
a) sin2a +cos2a - cos2fi;

b) sinasin(180°-a)-cos acos(180°-a);

¢) sin2(180°-a) +cos2a+ om @
cos2(180°-a)
d) cos (180°-a) sin a
cos(90°-a) sin(90°-a)

O — centrul circumferintei, inscrise Tn triunghiul ABC. Aflati:

a) ZB, dacd ZAOC este egal cu ;

Jo 2
b) ZAOC, daca sinE :"é"

Bazele trapezului isoscel, Tn care poate fi Tnscrisd o circumferintd, sunt
proportionale cu numerele 3 si 11. Aflati sinusurile unghiurilor ale trapezului.
Construiti triunghiul isoscel cu latura lateralda de 6 cm si unghiul de la baza,
al carui cosinus este egal cu

3

Construiti triunghiul isoscel, daca Tnaltimea dusa la latura laterald este egalad
cu 4 cm, iar tangenta unghiului de la baza este egald cu 3

Cosinusurile unghiurilor ascutite ale trapezului sunt egale cu 0,8 si 0,6 .
Cu ce sunt egale sinusurile, cosinusurile si tangentele unghiurilor obtuze
ale lui?
AK, BL, CM — medianele aABC. Aflati coordonatele punctului L, daca
A(-3; -1), B(-2; 1), K(Z1; -1).

Segmentul MN cu punctele K si P este Tmpartit Tn trei parti egale (MK =
=KP =PN). Aflati coordonatele punctului N, dacd M (2; -4), P(-6; 2).
Aflati laturile si aria aABC, dacaA(a; b), B(-a; b), C(-a; - b) si punctul A
este situat Tn cadranul Il

Se da aABC, n care A(7; 5), b(4; 1), C(-4; 7). Aflati lungimile medianei,
inaltimii si bisectoarei, duse din varful B.

Folosind conditia problemei anterioare, scrieti ecuatiile medianei, inaltimii
si bisectoarei, duse din varful B.

Punctele A(2; -5) si C(2; -1) sunt varfurile patratuluiABCD. Scrieti ecuatia
circumferintei inscrise Tn acest patrat, si a circumferintei circumscrise lui.
Aflati varfurile necunoscute ale patratului.
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Pe axa absciselor aflati punctul M, care este echidistant de originea de
coordonate si de punctul P (2;3).

Scrieti ecuatia dreptei care trece prin punctele A(l; 4) si B(-2; 1). Aflati
aria triunghiului, pe care il taie aceasta dreapta de la axele de coordonate.
Scrieti ecuatia dreptei care trece prin centrele a doud circumferinte:
X2+ y2- 4x + 2y =0 i X2+ y2+ Ax - 6t =3.

Demonstrati ca triunghiul cu varfurile A(3; 4), B(6; -2), C(-3; 1) este
isoscel. Aflati aria lui.

Stabiliti tipul patrulaterului ABCD, dacd A(3; 1), B(4; 6), C(9; 7), D(8; 2).
Aflati perimetrul si aria lui.

Scrieti ecuatia circumferintei circumscrise triunghiului ABC, daca A(1; 8),
B(2; -4), C(-3; -2).

Oare se poate circumscrie o circumferintd patrulaterului ABCD, daca
A(-4; 3), B(-1; 6), C(4; 1), D(-1; -2)? Oare exista circumferinta inscrisa
in acest patrulater? Scrieti ecuatia circumferintei daca aceasta este posibil.
Construiti circumferinta datd cu ecuatia:

a) (x+2)2+y2=9;
b) (x-4)2+(z+2)2=16;
C) x2+(z/-3)2=4.

Aflati aria triunghiului, care s-a obtinut la intersectia dreptei AB cu axele de
coordonate, dacd A (2;-3) si B (6;3). Scrieti ecuatia circumferintei, circumscrise
acestui triunghi.

Demonstrati ca linia datd cu ecuatia x2+6x +y2=0, este ecuatie a
circumferintei. Oare va fi segmentul AB diametrul acestei circumferinte,

dacd A(-5;V5), & (-1;-yE)?

La capitolul 2

1035.

1036.

1037.
1038.

o

Construiti trei vectori arbitrari &, b, c. Construiti vectorul d asa ca:
a) d=d+ 2b;

b) d =2a-3b;

c) d=0,5d-3b + 2Zc;

d) d=a+0,5b- 2c.

Oare sunt egali vectorii AB si CD, dacd A{1; 6), B{3; 2), C(0; -1),
D(2; -5)?

Aflati modulul vectorului p =2a-3b, daca a=(1;3), ®=(-2;0).

Pentru care valori ale lui x vectorii a=(x; - 2) si b=(-4; 2x) sunt coliniari?
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Aflati coordonatele vectorului AB, daca:

a) A(1; 3), B(-2; 4);

b) A(-6; 8), B(1; -3);

c) A(0; a), b(a; 0);

d) A(m; n), B(-m; n).

Se dau punctele M (-1; 4), N{2; -3), A(-2; 1). Aflati coordonatele a unui
astfel de punct B, ca AB=MN.

Aflati coordonatele vectorului a, coorientat cu vectorul p=(3;-4), daca
la] = 15.

Demonstrati cd punctele A (-1; 3), B(4; 5), C(19; 11) sunt situate pe aceeasi
dreapta.

Aflati produsul scalar al vectorilor (m-2n) si (2m+n), dacd |/n|=n| =1,

Pentru care valoare a lui p produsul scalar al vectorilor a=(3; p) sib=(-4; 3)
este egal cu 6?

Latura triunghiului regulat ABC este egal cu 2 cm. Calculati AB AC,
ABBC, AC BC.

Demonstrati ca diagonalele patrulaterului ABCD sunt perpendiculare, daca
A{-5; -4), B(-4; 2), C(l; 6), B(l; -1).

Pentru care valori ale lui x vectorii p={2x) si s=(x;x +3) sunt
perpendiculari?

Aflati modulul vectorului m=a+2b, daca |a|=2, |fd=I, ida;b =60°.

Aflati cosinusurile unghiurilor ale triunghiului ABC,dacd A (-1, 2),
B(3; 5), C(2; -1).

Pentru care valori ale lui aunghiul format de vectorii m =(6; a) si b (-5; a - 1)
este obtuz?

Aflati unghiul format de vectorii a si b, dacd vectorul a+2f este
perpendicular pe vectorul a-2b.

Aflati coordonatele vectorului p, daca el este perpendicular pe vectorul
77i(1;-3) si |p|=3Vi(h

Se dau punctele A(4; -2) si B(2; -5). Scrieti ecuatia dreptei care este
tangentd la circumferinta cu diametrul AB Tn punctul A.

Scrieti ecuatiile tangentelor, duse din punctul A(5; 0) la circumferinta
X2+ y2=09.

Fie ca O - punctul de intersectie al medianelor triunghiului ABC. Exprimati
vectorulAO prin vectorii AB =a si AC =b.

Fie punctele P si K - mijlocurile laturilor BC si CD ale paralelogramului
ABCD. Exprimati vectorii AP, AK, PK prin vectorii AB =a si AD =b
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Aflati laturile necunoscute ale aABC, dacé:
a) AB =3 cm, BC =8cm, ZB =60°;

b) AB =6 cm, AC =4 cm, cosB:%;

c) AC - AB =6 cm, BC =8 cm, ZB =120°;

d) AC =6 cm, BC =14 cm, ZA =60°.

Laturile triunghiului sunt proportionale cu numerele 7, 8 si 13. Aflati cel
mai mare unghi al triunghiului, daca perimetrul lui este egal cu 56 cm.
Diagonalele paralelogramului sunt egale cu 12 cm si 32 cm, iar una din
laturi 14 cm. Aflati perimetrul paralelogramului si unghiul facut de diagonale
lui.

Laturile triunghiului sunt egale cu 11 cm, 23 cm si 30 cm. Aflati lungimea
medianei, duse la cea mai mare latura.

in sMNP MN =12 cm, sin N =0,4, sin P =0,6. Aflati MP.

in pBABC AB =BC =6 cm, sin A = 0,4. Aflati distanta de la punctul
de intersectie al medianelor triunghiului p&na la centrul circumferintei
circumscrise triunghiului.

AL — bisectoarea triunghiului isoscel \ ABC (AB =BC), BL =a, ZA =2a.
Aflati laturile triunghiului si lungimile bisectoarelor lui.

BM — mediana aABC, BM = m, ZABM =a, ZCBM =3$. Aflati AB.
Bazele trapezului sunt egale cu 6 cm si 24 cm. Aflati razele circumferintelor
nscrisa si circumscrisa.

Pe laturile AB si BC aABC sunt luate punctele K si T Tak, astfel,
cdAB=10cm,AX =2cm, BC = 14 cm, TC =9 cm. Aflati aria patrulaterului
AKTC, daca SaBC=28 cm2

Perimetrul paralelogramului este egal cu 52 cm, iar aria lui 60 cm2 Aflati
laturile si Tndltimile paralelogramului, dacd unghiul lui ascutit este de 30°.
Doua laturi ale triunghiului sunt egale cu 6 cm si 8 cm, iar indltimea dusa
din acest varf, — 4 cm. Aflati raza circumferintei circumscrise.

Bazele trapezului isoscel ABCD sunt egale cu 11 cm si 21 cm, iar latura
laterald are 13 cm. Aflati razele circumferintelor:

a) circumscrisa trapezului;

b) inscrisd in aABC\

c) inscrisd aACD.

in trapezul ABCD bazele BC si AD sunt egale corespunzator cu 9 cm
si 14 cm, iar AB =8 cm. Aflati CD, dacd ZA = 60°.

Aflati Tnaltimea trapezului, dacd diagonalele lui AC si BD se intersecteaza
in punctul O si AC=10 cm, BD =6 cm, ZAOC = 120°.

Una din laturile triunghiului este cu 6 cm mai lunga decét alta, iar unghiul
fomat de ele este de 30°.Aflati aceste laturi, daca aria triunghiului este egala
cu 40 cm2

Aflati razele circumferintelor inscrisa si circumscrisa triunghiului cu laturile
de 13 cm, 20 cm, 21 cm.
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1075.
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Aflati Tndltimile triunghiului, daca laturile lui sunt egale cu 6 cm, 25 cm,
29 cm.

Trei circumferinte de razele 6 cm, 7cm, 8 cm sunt tangente doua cate
doud. Aflati aria triunghiului ale carui varfuri coincid cu centrele acestor
circumferinte.

Centrul circumferintei Tnscrisd in triunghiul cu laturile 11 cm, 25 cm si
30 cm, este unit cu varfurile triunghiului. Aflati ariile triunghiurilor, care
totodatd s-au format.

Aflati aria trapezului daca bazele lui sunt egale cu 4 cm si 25 cm, iar laturile
laterale au 13 cm si 20 cm.
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Aflati unghiurile pentagonului convex, dacd ele sunt proportionale cu numerele
3,45 17,8

Unghiul la centru al unui poligon regulat cu n laturi este de 4 ori mai mic
decéat unghiul interior al lui. Aflati n.

Desenati circumferinta de raza 6cm. inscrieti Tn circumferinta si circumscrieti-i
poligoane regulate cu n laturi si calculati perimetrele lor, dacé:

ayn=3; c) n = 6;

b) n =4; d) n =12.

Aflati unghiurile poligonului regulat cu 12 laturi.

Oare exista poligon regulat, in care fiecare unghi este egal cu 145°?
intr-un triunghi regulat este Inscrisa o circumferintd, iar in circumferinta
este inscris un patrat. Aflati latura triunghiului, daca ea este cu 5 cm mai
mare decat latura patratului.

intr-o circumferintd sunt inscrisi un patrat si un hexagon regulat. Perimetrul
patratului este egal cu 24 cm. Aflati perimetrul si aria hexagonului.

Unei circumferinte i s-a circumscris un triunghi regulat, iar Tn circumferinta
este Tnscris un hexagon regulat al cdrui perimetru este de 18 cm. Aflati
perimetrul si aria triunghiului.

Se d& un hexagon regulat cu latura de 4 cm. De aflat Iatimea si aria inelului
format de circumferintele Tnscrisa si circumscrisa hexagonului.

in sectorul de cerc AOB, cu raza OA = 10 cm este inscrisa o circumferinta.
Aflati raportul ariilor sectorului si cercului, dacd S non=25>/3.

intr-o circumferinta cu lungimea de 245 cm este dusa coarda del2\/2 cm.
Aflati lungimile arcelor, In care aceasta coarda imparte circumferinta.

in circumferinta, lungimea cdreia este egald cu 36a cm, la distanta de
9 cm de la centru este dusa o coarda. De aflat lungimea celui mai mic arc
din arcele formate.

Aflati aria sectorului de raza 6 cm, dacd masura Tn grade a lui este egald
cu 150°.
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intr-un sector circular cu unghiul la centru de 120° este inscris un cerc.
Aflati aria acestui cerc, daca raza cercului dat este egald cu R.

Unui patrat cu latura de 10 cm i s-a circumcris o circumferintad. Tn unul
din segmentele formate este inscris un patrat. Aflati aria acestui patrat.
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Aflati coordonatele punctului, care este simetric cu punctul A(3; -5) in
raport cu punctul Q(-I; 4).

Oare are aABC, la care A(-6; -1), B(-3; 5), C(3; 2), axd de simetrie?
Dacad are, atunci scrieti ecuatia ei.

AC —diagonala patratului ale carui laturi sunt paralele cu axele de coordonate.
Scrieti ecuatiile axelor de simetrie ale acestui patrat, dacd A(Z1; 2), C(5; 6).
Circumferinta de raza 3 este tangenta la axele de coordonate in | cadran.
Scrieti ecuatia acestei circumferinte si a circumferintei simetrice acesteia n

raport cu:
a) originea de coordonate; c) axa ordonatelor;
b) axa absciselor; d) dreapta y = 2x.

Oare pot sa fie triunghiurile ABC si MNP simetrice in raport cu un oarecare
punct? Tn cazul raspunsului pozitiv aflati coordonatele acestui punct, daca
A(1;-3), B(5;-2), C(3;1), M (-3;1), N(-7;0), P (-5;-3).

Determinati tipul patrulaterului ABCD si scrieti ecuatiile axelor de simetrie
ale lui, daca A (-2;2), B(6;2), C(6;-4), Z>(-2;-4).

Sunt date triunghiurile ABC si ADC. Demonstrati ca punctele B si D sunt
simetrice in raport cu dreapta AC, dacd AB =AD si BC =CD.

La deplasarea paralela cu vectorul a circumferinta (x -2) +(y +5) =16trece
in circumferinta (x +2) +(y+2) =16. Aflati coordonatele vectorului &.
Aflati cel mai mic unghi la rotatia cu care pentagonul regulat trece in sine
inSusi.

Construiti patratul cu latura de 4 cm si rotiti-1 in jurul punctului de intersectie
al diagonalelor cu unghiul de 45°. Cate varfuri are poligonul cu n laturi
care s-a obtinut? Dar cate axe de simetrie?

O — punctul de intersectie al medianelor triunghiului echilateral ABC. La
transportul paralel punctul A a trecut in punctul O. Executati deplasarea
paralelda aABC. Aflati perimetrul triunghiului construit, dacd S non=s j 3.

Se dau romburile ABCD si MNPK. ZA=50° ZN =130°
AC :BD =4:5. Aflati diagonalele rombului MNPK, dacd aria lui este
egald cu 40 cm2

Dreapta MN, este paraleld cu baza AC aABC, si il Tmparte Tn doud parti
- Intr-un triunghi si un trapez. Ariile acestor figuri sunt proportionale cu
numerele 1 si 3. Aflati perimetrul aABC, dacd perimetrul aMBN este
egal cu 7 cm.

Prelungirile laturilor laterale AB si CD ale trapezului ABCD se intersecteaza
in punctul P.Aflati aria trapezului, dacdAD:5C =5:3 si SIBRC=27 cm.
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Testul pentru antrenament nr.1

Q Aflati coordonatele punctului A*, simetric cu punctul A (-1; 3) in raport cu
originea de coordonate.

A B C D

(i; -3) (i; 3) (-i; -3) @3 -1)
| Aflati aria hexagonului regulat inscris in circumferinta de raza 6 cm.
A B C D

KO8n/3 cm2 9-V3 cm2 54\/3 cm2 36 cm2

Q Aflati aria cercului, circumscris aABC, dacd AB =10 cm, iar ZACB =45°,

A B C D
2008 cm?2 509 cm?2 10V2>kecm?2 1008 cm2

Q Scrieti ecuatia circumferintei cu centrul in punctul 0(-3; 2), care este tangenta
la axa ordonatelor.

A B Cc D

(x +3)2+ (x +3)2+ (x +3)2+ (x +3)2+
+ (¥~ 2)2=3 +(y- 2)2=2 + (Y~2)2=4 + (Y~2)2=9

Q Pentru care cea mai micd valoare a lui a lui vectorii m(a; 3) si n(-2a; 6) sunt
perpendiculari?

A B Cc D
3 9 -3 -3V2

Q Determinati tipul triunghiului, daca laturile lui sunt egale cu 2 cm, 5 cm,
6 cm.

A B Cc D

ascutitunghic obtuz dretpunghiular nu se poate afla
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| Se d& punctul M (-3;5). Determinati corespondenta dintre transformarile
geometrice (1-4) si coordonatele imaginii punctului M (A-E) la aceasta
transformare.

1 Deplasarea paralela cu vectorul & =(I;3) A (
2 Simetria Tn raport cu axa absciselor B (
3 Simetria Tn raport cu punctul B (-1; 3) C (-2; 8)
4 Simeria in raport cu dreapta y =X D (
E

Q Sunt date punctele A(-2; 0) si b(4; 0).
1) Scrieti ecuatia locului geometric al centrelor circumferintelor, care trece
prin punctele A si B.
2) Scrieti ecuatia circumferintei, care trece prin punctele A si B, daca raza ei
este egala cu 5.

Q Aflati unghiul format de vectorii a si b+c, daca a=(3;3), #®=(3;5),
M -3:;7).

AN Aflati imaginile punctelor A(-2; 3) si b(4; 7), daca la transportul paralel al
segmentului AB imaginea mijlocului lui este punctul M (3;1).

Ll Aflati ipotenuza unui triunghi dreptunghic, dacé centrul circumferintei Inscrise

este Tndepadrtat de la extremitatile ei cu 4 cm si 2y[2 cm.

m  n triunghiul regulat aABC, a cdrui arie este S, este inscris rombul AMPK
(M eAB, PeBC, KeAC). Aflati aria patrulaterului AMPC.

Testul pentru antrenament nr. 2

Q Punctele A(2; -3) si A'(-4;5) sunt simetrice in raport cu punctul M. Aflati
coordonatele punctului M.

A B C D
M(-2; 2) M (-1; 1) M (-10; 13) M(8; -11)
| Aflati raza circumferintei circumscrise trapezului, daca latura laterala a lui este
egala cu 10 cm, iar diagonala face cu baza mai mare unghiul egal cu 30°.

A B C D
10 cm 20 cm 5cm nu se stabileste

Q Care din ecuatii este ecuatia medianei BM a triunghiului ABC, dacd A(l; -3),
B(3; 4), C(7; 1)?
A B C D
y=-2x + 10 y =-3x + 13 y =-6x + 14 y =-5x + 19
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Q Caéte laturi are poligonul reglat cu n laturi, dacd unghiul de la centru al lui
este egal cu 30°?

n==6 n=10 n=12 n=15
Q Care este cea mai mica valoare a lui a pentru care modulul vectorului p =(a; 5)
este egal cu 13?

A B C D
-9 -12 12 13

Q Un patrat si un hexagon regulat sunt Tnscrisi Tn aceeasi circumferintd. Aflati
raportul perimetrului hexagonului cétre perimetrul patratului.
A B C D
6n/2 :1 2n/2 3 3n/3 :8 3:2\f2
| M si N - mijlocurile laturilor AB si AD ale paralelogramului ABCD. Stabiliti

corespondenta dintre figurile (1-4) si ariile lor (A-E), daca aria paralelogramului
este egald cu 120 cm2

1 tAMN A 45 cm2
2 aNDC B 30 cm2
3 PatrulaterulMBDN C15 cm2
4 Patrulaterul ABCN gg cm2

E 90 cm 2

Q Sunt date punctele A(-3; 5), 0(0; -1) Si 11(4; 1).
1) Stabiliti tipul triunghiului AOB.
2) Aflati aria paralelogramului ABCD, dacad O - punctul de intersectie al
diagonalelor lui.

Q Perimetrul triunghiului regulat ABC este de 6 cm. Aflati produsul scalar al
vectorilor AB siBC.

A Doud laturi ale triunghiului, care fac unghiul egal cu 60° se raporta ca 5:8.
Aflati perimetrul triunghiului, daca a treia laturd a lui este egald cu 14 cm.

L Circumferinta cu centrul O de raza R este circumscrisa aABC. Aflati raza
circumferintei circumscrise aAoC, dacd ZB =60°.

m Tntr-un cerc este inscris un hexagon regulat cu latura a. Aflati aria celui mai
mic din segmentele, a cdrui baza este latura hexagonului.
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Fragmente din istoria geometriei

Geometria este una din cele mai vechi stiinte. Dupd cum marturiseste denumirea

ei (geo - pamant, metreo - masor), initial ea era legatd numai cu masurarea loturilor
de pamant. Cu timpul cunostintele geometrice au Tnceput sa se aplice la masurarea
inaltimilor, adancimilor, diferitelor distante.
La inceput oamenii masurau distantele si unghiurile nemijlocit
sau folosind proprietatile figurilor asemenea. Fales din Milet (sec.
V 1.H) cu asa un procedeu determina distantele pana la obiectele
inaccesibile, a masurat inaltimea uneia din piramidele egiptene.
Eratosfene Chirensikii (sec. 11.1. H) a determinat dimensiunile
aproximative ale Paméantului. Heron din Alexandria (sec. I. 1.
H) a scris cartea ,,Dioptrica”, care se poate considera ca prima
lucrare din geometrie., de asemenea a construit un dispozitiv
pentru masurarea unghiurilor in diferite plane, care a devenit
prototipul teodolitilor contemporani.

Cu rezolvarea triunghiurilor Tnainte vreme se ocupa o stiinta
matematica aparte - trigonometria (grecescul xpiycovov —triunghi,

(rexpe’ro — masor). Matematicianul si astronomul grec antic

Ghipparh inca in sec. 1l T.H a elaborat tabelele coardelor cu ajutorul carora a
determinat distanta de la Pamant pana la Luna si a rezolvat multiple alte probleme
aplicate. El primul a introdus coordonatele geografice - lungititudinea si latitudinea.

Un mare aport in dezvoltarea trigonometrici l-a facut matematicianul,
astronomul, geograful Ptolomei Clavdir (aproximativ aa 100-178) - creatorul
teoriei heliocentrale a lumii. Lucrarea lui, tradusa in limba arabd sub denumirea
»Alimaghest”, un timp indelungat a servit ca manual de trigonometrie. Ptolomei a
inventat astrolabul, a compus de asemenea tabelul sinusurilor ai unghiurilor ascutite.
Pentru dezvolatarea trigonometrici ca stiintd nu putin a facut mai tarziu astronomul
indian Bhascara Bramagupta (sec. V1), si de asemenea invéatatii arabi, in particular
Alibattani (sec. IX). Indienii au introdus termenii sinus, cosinus, iar arabii - tangenta.

Teorema sinusurilor primul care a demonstrat-o Tnca in sec. Xl a fost savantul
si poetul din Asia Mjlocie al Biruni (973-1048), iar teorema cosinusurilor -
matematicianul francez Francois Viete (1540-1603). Tn sec. XVI logan Miller din
Kenigsberg ( sau cum 1l mai numeau Regiomontanus) a alcatuit tabelele precizate
pentru toate functiile trigonometrice ale unghiurilor ascutite.

Notarea simbolicd sin a, cos a si sistemul strict de studiere a functiilor
trigonometrice le-a elaborat academicianul din Sanct-Petersburg Leonard Euler
(1707-1783).

Poligoanele regulate le studia Tncd Pitagora si elevii lui. Ei au demonstrat ca se
poate acoperi planul cu poligoane cu n laturi regulate si egale, de parca ar fi parchet,
numai cu conditia, cand n este egal cu 3,4 sau 6. Au examinat elevii lui Pitagora si
poligoane stelate regulate (neconvexe), mai ales pentagrama, care poate fi formata
prelungind toate laturile pentagonului regulat. Se considera ca asa un semn aduce
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fericirea, de aceea, salutandu-se pitagoreicii
desenau pe nisip pentagrama. Din punctul
de vedere al geometrie pentagrama intr-
adevar este destul de interesanta figura
(fig.333). Punctul K realizeaza ,,sectiunea de
aur” a segmentului AC, L - a segmentului
AK s.a.m.d.

Constructia poligoanelor regulate este
strans legata cu Tmpartirea circumferintei
in parti egale.

In céate parti egale poate fi Tmpartita
circumferinta, folosindu-se numai de
compas si riglad? incd matematicienii Greciei
Antice analizau asa o problema. Ei stiau
s& imparta circumferinta Tn 2, 3 si 5 parti
egale, si de asemenea, fiecare arc puteau Fig.333
s&-1 imparta Tn jumadtate. De asemenea stiau
cum, folosindu-se numai de compas si rigld, de Tmpartit circumferinta Tn 2", 3
2', 52" si 35«2 parti egale, unde n - numar natural arbitrar.

in decursul urmatorilor aproape 2000 de ani matematicienii ai multor tari au
cercetat in cate inca parti egale se poate imparti circumferinta, folosindu-se numai
de compas si rigld, insd nimic nou asa si n-au inventat. Nu stiau chiar dacad se
poate, folosindu-se numai de compas si rigla de Tmpartit circumferinta in 7 si 9
parti egale.

Numai marele matematician german Cari Gauss (1777-1855), fiind inca student a
demonstrat, cd cu ajutorul numai a compasului si riglei se poate imparti circumferinta
in 17 parti egale, insd nu se poate - in 7. Mai tarziu dansul a demonstrat teorema
generald. Folosindu-se numai de compas si rigld, se poate imparti circumferinta
intr-un numar impar m de parti egale, atunci si numai atunci, cand m este
prim si este egal cu 2+ 1 sau cu produsul a catorva numere prime de asa
tip. Numerele de tipul 22'+ 1 se numesc numerele lui Fermat, ele sunt radacinile
ecuatiilor de un anumit tip si joacd un rol important in teoria numerelor. in asa
fel problema geometrica despre constituirea poligoanelor regulate si Tmpartirea
circumferintei in parti egale se leagd cu algebra si teoria numerelor.

Din vechime cu poligoanele regulate erau legate problemele la determinarea
lungimii circumferintei si a ariei cercului. Savantii babilonieni si egipteni considerau
ca raportul lungimii circumferintei cdtre diametrul ei, care acum se noteazd cu
litera 5, este egal cu 3. A

Arhimede adat o apreciere mai exactdaacestui numar: 3— < <3y . Matematicianul
chinez Tu Ciuncigi (428-499) a ardtat cad 3,1415926 < a < 3,1415927. Matematicianul
si astronomul din secolul XV iranian al-Casi a calculat ca s = 3,1415926535897932.
Fa ora actuala se stiu peste un miliard, Tncepand cu primele semne zecimale, ale

numarului -. Fa sfarsitul sec. XIX s-a determinat cd numarul s este irational.
Sistemul coordonatelor geografice pentru prima data 1-a propus n sec. |

1.H savantul grec din vechime Ghipparh din Nichei (180-125 i.H).in sec. XIV

matematicianul francez Nicola Oresme (1323-1382) a construit un sistem de
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coordonate analogic Tn plan, folosindu-1 pentru cercetarea unor dependente dintre
marimi. insa Tn loc de actualele abscise si ordonate el a folosit termenii geografici
longitudinea si latitudinea.

Mai tarziu ideile lui N. Oresme le-au dezvoltat si imbogatit matematicienii
francezi Pierre Fermat (1601-1665) si Rene Descartes (1596-1650). Fermat mai
devreme de Descartes a introdus coordonatele, a introdus notiunea de ecuatie a
dreptei, circumferintei, elipsei, parabolei, hiperbolei si a publicat cercetarile sale
in lucrarea ,Introducerea in teoria locurilor plane si spatiale” (1636) Descartes
metoda de coordonate a sa a descris-o in lucrarea ,,Geometria” (1637). insa el aici,
examinand variabilele independente si dependente a pus baza teoriei despre functii.
Mai tarziu cel mai simplu sistem de coordonate I-au numit cu numele lui Descartes.

Pe langd aceea ca Descartes este matematician el mai este si filozof, intemeietorul
cartezianiei, recunoscut Tn toata lumea.

Descartes si Fermat au considerat sistemul de coordonate numai in plan. in
sec. XVIII lohan Bernoulli (1667-1748) si Alexi Clairaut (1713-1865) au extins
sistemul de coordonate si asupra spatiului tridemensional: fiecarui punct al spatiului
tridiminsional i se punea Tn corespondentd un triplet ordonat de numere reale.
Sistemul de coordonate Tn spatiu se studiazad n clasele superioare.

Transformérile geometrice intrau Tn geometrie si mai lent, decét coordonatele.
Unele tipuri de simetrii in raport cu o dreaptd si in raport cu un punct la multi
oameni le erau demult cunoscute: pe ele ei le-au vazut pe diferite plante, fiinte
vii, de aceea pictorii creau reprezentari simetrice. De exemplu, sumerii cu aproape
5 mii de anii in urma reprezentau pe vase desene simetrice. Pe frescele palatului
lui Darii din Suza infdtisarea arcasilor persani este realizata parca cu ajutorul
deplasarii paralele. Scitii, care au trait pe plaiurile Ucrainei actuale, Tnca cu peste
2 mii de ani In urma fdceau roti, simetrice in raport cu un punct si in raport cu
axa, confectionau bijuterii simetrice. Nu putine astfel de reprezentari au ajuns la
noi inca din timpurile antice. E clar ca creatorii acestor reprezentari stiau multe
despre simetrie si deplasarea paraleld, mécar ca nu foloseau termenii geometrici
corespunzatori.

Elemente ale invatdturii despre simetria figurilor pentru prima datd au aparut
n cartea ,,inceputurile geometriei” a matematicianului francez Andrien Legendre
(1752-1833). in geometrie transformarile geometrice (ca analogie a functiei) au
intrat tocmai Tn sec. XX. Matematicianul german Felix Klein (1849-1925) accentua:
»Transformarile geometrice sunt nu altceva decéat generalizarea notiunii functiei”.
Functia numerica trece o multime numerica in alta, iar transformarea geometricd - o
multime de puncte in alta.

A introdus vectorii in matematica tocmai in sec. XIX matematicianul scotian
Uliam Hamelton (1805-1865). El a introdus termenul ,,vector”, ceea ce Tnseamna
in traducere din latind ,,acel ce duce” Notarea "A" a propus-o in anul 1853
O. Caughy (1789-1857). Prima lucrare , Teoria calculului vectorial” a tiparit-o in
anul 1887 profesorul Universitatii din Kiev UP. Ermakov (1845-1922).



Fragmente din istoria geometriei 255

Vasili Petrovici Ermakov (1845-1922) - doctor in matematica purd, profesor
emerit al Universitatii din Kiev (1890), membru corespondent al Academiei de
Stiinte din Petersburg (1884).

Dupa ce in anul 1868 a terminat Universitatea din Kiev pe Vasilii Petrovici l-au
ldsat ca stependiat pentru a fi pregatit sa activeze ca profesor. Dupd ce a aparat
disertatia de magistru Tn anul 1873 a lucrat la Universitatea din Kiev (docent,
profesor extraordinar, profesor ordinar, profesor emerit). Din anul 1899 este
profesorul si primul administrator al catedrei de matematica superioara a Institutului
Politehnic din Kiev. A publicat un sir de cursuri si manuale
la disciplinele pe care le citea, printre care: ,,Teoria vectorilor
in plan” (1887), ,,Geometria analitica” (1899,1900,1918,1920)
si altele.

Vasili Petrovici Ermakov a fost un savant foarte cunoscut
si a avut 0 mare autoritate in mediul Tnvatatilor. A fondat
si editat ,,Jurnalul matematicii elementare”. A fost unul din
organizatorii Asociatiei fizico-matematice din Kiev. A adus
un aport ponderabil Tn dezvoltarea invatamantului matematic.

in Ucraina au facut cercetari Tn domeniul geometriei de Mihailo Egorovici
asemenea M.E. Vascenko-Zaharcenko, B. la. Bubreev, O. S. Vascenko-
Smogorgevsikii, M.J. Kovantov, Pogorelov s.a. Zaharcenko

Mihailo Egorovici Vascenko-Zaharcenko (1825-1912)

s-a nascut in satul Makiivka, tinutul Poltava. Si-a facut studiile
in Kiev si Paris, a fost profesor al Univeristatii din Kiev. A
cercetat intrebarile istoriei dezvoltarii geometriei, a tiparit
cateva manuale de geometrie, a tradus Tn limba rusa
»~inceputurile” lui Euclid.
Boris lakovici Bukreev (1859-1962). S-a nascut Tn Lvov.
A terminat Universitatea din Kiev din anul 1885 a lucrat in
ea, un timp Tndeplungat a condus catedra de geometrie. Unul Boris lakovici
din fondatorii Asocieatiei fizico-matematice din Kiev. Bukreev
Principalele cercetdri se referd la geometrie, analiza si teoria
functiilor. A scos de sub tipar lucrarile ,,Geometria diferentiald”,
»Geometria neeuclidianad in expunere analitica”.

Olexandr Stepanovici Smogorjevsikii (1896-1969) s-a
nascut Tn satul Lisove Tn tinutul Vinnita. A facut studii Tn
Nemirov si Kiev, a fost profesor la Institutul politehnic din
Kiev. A examinat chestiunile legate cu constructiile geometrice,

a publicat cateva manuale si lucrdri metodice, Tn particular,
manualul referitor la bazele geometriei pentru studentii
universitatii. Lucrdrile lui sunt traduse n limbile engleza, Olexandr

bulgard, japoneza si Tn altele. Stepanovici
Smogorjevsikii
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Mykola Ivanovyci Kavantov (1924-1988) s-a nascut
in regiunea Saratov, si-a facut studiile in Kazahstan. Din
anul 1950 a trdit si lucrat Tn Institutul pedagogic din
Zaporojie, adminsta catedra de geometrie a Universitatii
din Kiev T.G.Sevcenko. A creat scoala stiintificd in
teoria politipurilor liniare. A fost presedintele comisiei
disciplinei de studiere a matematicii pe langa Ministerul
de fnvatamant. A tiparit multe manuale de geometrie
pentru asezamintele superioare de Tnvatamant: ,,Geometria
proiectivd”, ,,Geometria diferentiald”. Este interesantd lucrarea
lui ,,Matematica si romantica”; in care M.l. Kovantov scria:

,.Dragi prieteni! Din copilarie fiecare din voi studiaza

Anexe

Mykola Ivanovyci
Kavantov

matematica. Cineva - cu interes, iar cineva - fara tragere de inima”

Se poate indragi stiinta pentru concordanta strictd a adevarurilor ei, pentru
puterea si multilateralitatea ei, se poate, invers, de-a nutri nu dragostea de ea pentru
a ei pedantism si complexitate. Tnsa aceasta dragoste si aceasta lipsa de dragoste are
sa fie ceva superficial si nedurabil, ceva intdmplator si neobligatoriu, daca de la voi
va aluneca aceea, ce se putea numi sufletul stiintei, mintea ei si al ei intelect,
frumusetea ei dihovniceasca si a ei subtilitate armonioasa. Noi anume ne-am folosit
de termenii caracteristici pentru aprecierea personalitdtii umane, deoarece anume
asa o personalitate, integra si infinit de interesantd, ar trebui sa apara inaintea
voastra stiinta, ca voi s& simtiti cu adevarat ce ea cu sine reprezinta.”

Olexei Vasilievici Pogorelov (1919-2002) - cunoscut
specialist in domeniul geometriei, academician al AS a RSSU
(1961), academician al AS a URSS, lider emerit Tn stiinta si
tehnicd a Ucrainei. Si-a facut studiile la Universitatea din
Harkov (1937-1941) si Academia Militaro-Aeriand M.S.
Jukovskii (Moscova, 1941-1945). in anul 1947 dupa apararea
disertatiilor de candidat si doctor obilitat a revenitin Harkov
si mai tarziu a condus catedra de geometrie a Universitatii
de Stat din Harkov.

O.V. Pogorelov este autorul a peste 200 lucrdri, dintre
care 60 de monografii si manuale pentru asezamintele de
invatdmant superioare si medii, editate Tn limbile ucraineana,
rusd, engleza, germana si spaniold. Lui Olexei Vasilievici

Olexei Vasilievici
Pogorelov

Pegorelov i s-au decernat multe decoratii si titluri. Dumnealui a primit premiul
international M.l. Lobacevski, citeva premii de stat si premii de vaza ale Academiei

Nationale de Stiintd a Ucrainei.
Lider emerit Tn stiintd si cavaler al decoratiilor de stat.

Se dezvolta stiinta geomerica si acuma. Geometria continua sa serveasca oamenii.
latd ce a scris unul din cei mai cunoscuti arhitectori ai sec. XX Le Korbiuzie:
»Niciodatd pand Tn timpurile noastre noi n-am trdit intr-o astfel de perioada
geometrica... Lumea Tnconjuratoare - asta-i lumea geometriei, curata, adevarata,

impecabild Tn ochii nostri. Totul imprejur - asta-i geometrie”
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Cunostinte din cursul scolii de baza

Triunghiul dreaptunghic

S =iab; Slz—ch;1 S=—hcsina; R - C; r- a+b—c
2 2 2

Triunghiul echilateral

Triunghiul arbitrar

Teorema cosinusurilor Teorema sinusurilor
a2="b2+ c2- 2bc cos . a b c
sina sinp siny
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AL — bisectoare AN, CM — mediane
1) Z1=22; AO :ON=2:1.
BL AB
4c~"c'

Cicrcumferinta

AM2=ME sMF;
ME sMF =MP mMK;

FC CB =KC *CP. ZACB =—(AB - MN),

Patratul
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Paralelogramul

AC =BD;
P =2(a + b);
S =ab;

S :?dZSin(p; R =?d

Rombul

P =4a; L
S =ah; £ 2

S =a2sin a; S

S :?d, cL

Trapezul

a+b=c+d;
h =2r.

259
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Poligonul regulat

Suma unghiurilor: 180(n - 2); P =na;
N =180b-2> ZBOC=3601

n n
8=Lam; 8§=1g% sn300.
2 2 n
an=2rtg 15:10 a,,=2R sin 15?10

Coodronate in plan

x _ XI+X2.  yl+y2 | N
2 -y 2 A(X 1) cx; y) B(x2 i1
AB = yj(x2-x 1f +(y2-yif

X2+ y2=R2— ecuatia circumferintei cu centrul 0(0; 0) de raza R.
(X - a)2+ (y ~ b)2=R2— ecuatia circumferintei cu centrul O(a; b) de raza R.

Ecuatia dreptei

ax + by + ¢ =0 — ecuatia generald a dreptei;

= ecuatia dreptei care trece prin punctele A{xZ1; zfj) si B(x2; y2);
*2-*i ¥%-Yi
y =kx + b — ecuatia dreptei cu coeficient unghiular.
Pentru dreptele y1=kx + blsi y2=kX + b2
hl =k2— conditia paralelismului;
klek2=-1 — conditia perpendicularitatii;

ax0+by0+c\
| , y —I1 — distanta de la punctul M (x0; y0) pana la dreapta

ax + by +c=0.
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Vectorl
B
c
A c 0
AB +BC =AC — adunarea vectorilor OA +OB =0C — adunarea
conform regulii triunghiului vectorilor conform regulii
paralelogramului
AB-AC =CB — diferenta vectorilor ab =|d|-|felcosa — produsul
scalar al vectorilor & si b,atO,bO.
ab
cosa =, , .
lal-l&l

in formd de coordonate:
Daca punctul A (X" yr) —originea, iar B (X2, y2 — extremitatea vectorului, atunci
AB = (x2- x1y2- #j) — coordonatele vectorului AB;

\ab\ = J(x2-Xj)2+(y2- yt)z — modulul vectorului AB .

Dacd & = (Xjj ynsi b =(x2 y2, atunci & + b ={Xr+x2, yr+y2 — suma
vectorilor a si b;

a- b =0 - x2 yr- y2 — diferenta vectorilor a sib;

a *b = XjX2+ y¥2— produsul scalar al vectorilor;

XjX2 + yiy2= 0 — conditia de perpendicularitate a vectorilor nenuli a si b;

X. .
YZZXjZ — conditia de paralelism a vectorilor nenuli & si b;
lal=va®.

a b=0 — conditia de perpendicularitate a avectorilor a si b.
a=Xb — conditia de coliniaritate a vectorilor a si b.
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Aria triunghiului 170

Asemanarea figurilor 220, 232
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Centrul cercului 24
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Centrul poligonului regulat 148, 180
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Coordonatele vectorului 68
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vectorilor 62

Criteriile de egalitate ale vectorilor 62
Criteriile de perpendicularitate ale
vectorilor 89

Cosinusul unghiului 10,105
Cvadratura figurii 171
Descompuerea vectorului 82
Diametrul cercului 169

Diferenta vectorilor 75, 104
Distanta dintre puncte 33

Dreapta de coordonate 24
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Ecuatia dreptei 44

Ecuatia dreptei cu coeficient
unghiular 45

Egalitatea figurilor 222

Egalitatea vectorilor 62
Extremitatea vectorului 68

Figura central simetrica 193

Figuri asemenea 222

Figuri nu la fel orientate 201
Figuri omotetice 222

Figuri simetrice Tn raport cu 0 axa 200
Formula ariei triunghiului 180
Formula lui Heron 257

Formula lungimii circumferitei 164
Functii trigonometrice 9
Identitatea trigonometrica fun-
damentald 18

Identitati trigonometrice 18
Tnmultirea vectorului cu un numar
105

Fungimea circumferintei 164
Fungimea vectorului 61

Masura unghiulara a arcului 232
Metoda coordonatelor 26

Metoda deplasérii paralele 36, 213
Miscarea 185, 61

Modulul vectorului 68, 104
Omotetia 222

Originea de coordonate 24
Originea vectorului 61

Ortul 82

Planul de coordonate 24

Poligonul regulat 147, 180



Produsul numarului cu vectorul 105
Produsul scalar al vectorilor 105, 83
Proprietatile miscarii 185, 213
Proprietétile omotitiei 222
Proprietatile operatiilor cu vectorii
74,75

Proprietatile poligonului regulat 154
Proprietatile produsului scalar al
vectorilor 83

Proprietatile rotatiei 206
Proprietatile simetriei Tn raport cu o
dreapta 199

Proprietatile simetriei in raport cu
un punct 192
Proprietatile
asemanare 219
Proprietatile transportului paralel 213
Raza circumferintei 142, 155
Regula triunghiului 74

Regula paralelogramului 75
Reolvarea triunghiurilor 9

Rotatia in jurul unui punct
Scaderea vectorilor 75

Secerdtica 171

Segment de cerc 169

Segment orientat 61

Semicercul 170

Simeria Tn raport cu o dreapta

199, 231

Simetria in raport cu un punct

192, 231

Simetria glisanta 214

Sinsul unghiului 10

Sistemul de coordonate 24

Suma vectorilor 74, 75, 104
Tangenta unghiului 10

Teorema cosinusurilor 109

transformarii de
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Teorema despre coordonatele
mijlocului unui segment 25
Teorema produsul scalar

al vectorilor 88

Teorema despre suma patratelor
diagonalelor paralelogramului 110
Teorema despre raportul ariilor poli-
goanelor asemenea 220

Teorema despre raportul perimetrelor
poli-goanelor asemenea 220
Teorema distantei dintre doua puncte
37

Teorema sinusurilor 117
Transformarea de asemanare 219
Transformari geometrice 185
Transportul paralel 213
Trigonometria 108

Unghiul de rotatie 206

Unghiul facut de vectori 83
Utilizarea vectorilor %4

Varful poligonului 147

Vectori coliniari 75

Vectori coorientati 62

Vectori egali 62

Vectori liberi 63

Vectori opusi 62

Vectori orientati in sens opus 62
Vectorul aplicat 63

Vectorul nul 62, 68

Vectorul unitar 62
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Raspunsuri

s IT
20. a) 0; b) -~ 2L a) 0; b) - - - 23. ZA=135% ZB=15% ZC=30".

25. 1D; 2B; 3A: 4E. 30. 15°: 15°: 150°. 31. 30°: 30°: 120° sau 15°: 15°: 150°.

4.3 4,12 5 12 2 cosa—-\-/-T-“f'-
5' 5 3 Y 1303, T 4
VI5 ny A

tga = tga=n/3. 54. a) cosa= tga=- —

15

b) cosa =- ?; tga =- e 59.-0,25; 4 60.0,7; JO,51. 62. IC; 2A; 3E; 4D.

63. 1D; 2A; 3B; 4E. 64.2) 1;b) 0: ) -1. 70.2) |2 b)

3 5 5 2

74. a) = b) 1;¢c)tg2a; d) — 8;. (2; -3). 90. (0; 0); (0; 5); (5; 5); (5; 0).
91. (-3; 0); (0; 5); (3; 0); (05 -5) sau (-5; 0); (0; 3); (55 0); (0; -3). 92. (2,5; 4).
94. M(3; 3). 95. B(3; -10). 96. C(10; -5); B(2; 2). 97. M(l; 3); D(3; 9).
98. (0,5; 4,5); (3; 5); (1,5; 2,5). 99. A(-14; 10); B(6; -6). 100. K(3; 1,25);
P(4; -0,5); T(5; -2,25). 101. M(3; -8); K(-9; 6); B(-15; 13). 102. a) a =-11;
B=6;b)a=1b=0;c)a=13;, b=3. 103. (4; 3); (-2; 1); (2; 7). 106. D(-3; 7).
107. (2; 1) sau (6; 3), sau (0; 5). 108. M(6; 0); N(5; 2). 109. (1; 3). 110. (-7; 2).
114. 24 cm2 115. 2R2sin a cos a. 116. 125 cm2 126. 12V10. 127. 5; n/iy; VIO.
128. 7,5. 129. 13 si 17. 134. B(5; 3); a ® 18°. 135. a) x = 2; h) x = #8;

c) x =-3 abo x = 1. 136. a) (-1; 0); b) (O; 4); ¢) ~-I|-; -1~j. 137. (3; 6).
Jo7 o\/97
142.Da. 143.1:3.145. 2.146. 26.147. BL =—-§--; CL=— 3 151.A(-7; -12).

152. 1D; 2E; 3A; 4C. 160. a) (x + 2)2+y2=18. 161. a) (x + )2+ (y - 4f =16;
b) (x + D2+ (y ~ 4)2=1. 162. a) X2+ (y - 5)2= 25 sau x2+ (y + 5)2= 25.
164. (x + 1)2+ (y ~ 4)2= 25. 165. x2+ y2=25. 166. (X - 2)2+ (y - 2)2=4 sau
(X - 2)2+ (y+ 2)2=4. 168. (x + 1)2+ (y- 4)2=25. 169. (x + )2+ (y - 2)2=16;
x+ D2+ (y- 2f =8. 170. (x - 1)2+y2=9. 172. (x - 5,5)2+y2=16,25 sau
(X_17) +H2=~ ~ " 175-a)(_1;0)’i1=1;d)(5;_1)" ~ =2-\/5. 176. a) 5; 6) 10.
177. a) Se intersecteaza; b) sunt tangente. 178. a) (X - 1,5)2+ (y + 2)2= 6,25;

1%
B)(X + 4)2+ (y + 0,5)2= 6,25; C) X2+ 1y +—1 =-— . 179.a) (x - 3)2+ (y - 3)2=40;

b) (x- 3)2+(y- 4)2=10. 181.a) (x - 1)2+ (y +2)2=136; b) (x - )2+ (y + 2)2= 16.
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182. Pentru a € (—e0; - 4) U(-2; 2) U(4; +°°) — puncte comune nu sunt; pentru a = +2 —
tangenta exterioard; pentru a = 4 — tangenta interioard; pentru ae (-4; - 2)U(2; 4) —
se intersecteazd. 183. a) a=2saua=-6; b)a=4saua=-8. 198. Xx =2;y = -4.
200. (0; 2); (3; 0). 201. (-5; 2). 202. a) 3y - 2x =0; b) y =-x; ¢) y = -3X;
d)y=0,5x.203.a)y=4- x;b)y=X+3;c)by- 4x =20;d)y- 6x =-23.
205. a) 135°;, b) 45°; ¢) 30°; d) 150°. 206. a) y = 2X - 8; b) y =X - 6;
c) y =-3x + 2;dy =-0,5x - 3. 207. a) y = 2X - 8, b))y = -X + 1
c)x+2y+1=0;d)2x + 3y=0.208.a=-2.209.6=1.210. 4:y=-x; 2:y=1;
B:Xx=-2,:y=X+2,5:y=0,5x-2.212.y=-X +5;S=125sauy =X + 3;
S =4,5. 214, (AB): 3y - X = 12; (AC): 5y + 4x = 3; (BC): 2y + 5x = 25.
215. y =Vyj3x +2y3; y =-y/3x +4\/3; y=0;x=1; 3y =n/3x +2n/3; 3y =—j3x +Ay[3
sauy =-yj3x-2n/3; y=YI3x-Ay[3 ;y=0;x=1; 3y =yi3x -A\[3; 3y =-y/3x-2y/3.
216.x =2; x + 9y - 14=0;8x +9y - 28=0; 2x -y +2=0; 3x - by + 22 =0;
3y + 2y - 16 = 0. 217.y =X + 5,y =x - 5,y =-x - 5 218. y=*Bx +5;
f=—73x+5;, i/=V3x-5; y=-V3x-5. 219. (1; 6); (-3;-2); (6; 1). 220. (1; 4);

(7; 3); 221. 1C; 2D; 3A; 4B. 222. a), b), d) - se
intersecteazd, b) nu au puncte comune. 223. 4x +y - 8 = 0; x + 2y - 5 = 0;
2x - 3y + 2=0; y-j. 224. a=1;, b=-2.225. a=+ " . 246. IA;

2D; 3C; 4E. 257. 25 cm. 258. 2 cmsi 3 cm. 271. BA={-5;-3); DC=(4; -6);
NM =(-3; 2). 272. MN =(6; 2); NK =(-2;-6); M~ =(4;-4);
Im A|=2vl0"; W 1 =2n/i0; 1/INel =472 . aMNK —isoscel. 273. a) Da; b) nu.
274. (3,5; 1). 275. Da. 276. AB=(4;2); AD=(4;-2); BC=(4;-2);
CD=(-4;-2). 278. a) B(3; 8); b) B(-3; -4); ¢) b(-10; 1); d) B (-II; 8).
279. D(9; -1); B(3; 1); X(2; -1). 280. a) x =48; b) x =9 saux =-7; ¢) x = -8
sauXx =6;d x=4saux=-2.28l.aym=0saum=1b)m=4;¢c)m=-1.
286. 1A; 2B; 3D; 4E. 304.a) x =3; b) x =-11. 305. a) x =-7; y=1;b) x =2
y =-8. 308. a) AD; b) MP; ¢) PK; d) AN; e) NK. 311. a) d=(5, —3);
b) d=(3;5); d) d=(1,5; 2,5). 312.a) C(2; 3); b) C(-I; 5). 313. a), c) circumferinta
cu raza de 10 cu centrul A(-4; -2); b) circumferinta cu raza de 10 cu centrul B(2; 6).
326. a) 8a-b; b) -4m-9n; c¢) 17c; d) 0,6b-c. 328.a) 2/1; b) 1; c) 30; d)

VI85. 329. x=2; p=(6; 8) saux=-2, p=(-6; -8). 332.a) m =8; 6) m =----- ;

¢)m =+6; d) m =+3. 333. AM =—a NB =a AB=2a BP=-—a MP =a

MA =~ & . 334. AO:’;L(a +b); DB=b-4; AM =a+ib' MD :’;Lb-a—. 335.

a) N(-3; 10); b) N(0; -0,5). 337. AK =\—: 2 : AB =10 .5 338 AB =3x;

BE=3h Ac=3a1°b BD=Sh-3a: AD=2(3a 2% amMm =34+—b;
% 3 _
AN=-3 +b. 340. D341 b=(3:-4), 342. IC; 2E; 3D; 4A
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343. [3]=5  [6]=5>/2; [c|=2v5; M=6. 3AF a:—ég; §=—§g.

345. a) m=-204a-1lb; b) m:-9c-—3 d. 354. a) 40°; b) 130°; c) 140°.

356. a) 16; b) 48. 357. a) " ; b) -\j/l__:-; c) Vi ; d) “Vio 358. a) 45°; b) 135°;
io io io

c) 45°; d) 30°. 361. a) 72; b) -72. 362. a) x =0; b) x =-3; c)x =-2,4; d) x = L.

K OV¥T
363.a) cosA :?; cos B :"5—; cosC=0.364.135°. 365.135°. 366. a) Z>(-2; 0);

b) Dy0; - —J. 367. 1=-5.368.a)m=-3; b) m=43; ¢c)m=6 saum =-0,5.

370. a) 3; b) -1,5; c¢) -1, d) 5,5. 371. 135°. 372. a) V2 si V2; b) V29 si V29;
c) V3 si 1; d) VI3 si V37. 373. 22. 377. 108 cm; 432 cm2 386. 1 : 2.
387. AM =(5;1); |Am |=V26. 388. (-2; 5).389.x - 2y +5=0; 8x - 5y + 1=0;
4x + 3y - 19 = 0. 390. 5x + 2y - 13 = 0. 391. 9 un. p. 399. C(-2; -2)
sau C(-5; -5). 400. 2x - y - 1 =0; x + 2y - 3 = 0. 401. V3 '3 )
419.a) 7cm; b) 2yf39 cm. 420. a) 2yl3 cm;b)V29* cm; c) 2cm; d) 13 cm. 421. a) 60°;
b) 120°. 423.16°. 425.60°. 426.120°. 427. 5cmsi VI09 cm. 428.4 cmsi 4VI3 cm.

429. 4Vv37 cm. 430. 6 cmsi 7 cm. 431. 11 cmsi 7 cm. 432. 9,5 cm. 433. 12 cm.
434. 10 cm. 435. 24 cm. 436. 90 cm. 437. 20 cmsi 12 cm. 438. ~ 5,3 min. 439. 1B;

2D; 3C; 4E. 440. 7cm; 7cmsi V7 cm. 441. V57 cm. 443. 11 cm; 23 cm; 30 cm.
444, 120°. 410 4V3 cmsi 4}/;] cm. 447.3 cm sau V73 cm. 448. 60°. 450. T

2a0c0s— i( b ;
452, e 2 . 453. ——-1. 467. a) 8nl2 cm; 3y/(T cm; ¢ 2 cm.
Tih - o ) ) 3y/l( ) 8yl
468. a) 10V2 cm; b) 5n/6 cm; ¢) 18V2 cm. 469. c) 45°. 470. a) 60°; b) 30°.
472, dsina dsinB, 473 1D 2C: 3B: 4A. 474. 6 cm. 475. 43 cm.

sin(a+p)’ sin(a+p)

476. 5V2 cm. 477. 60° si 75° sau 15° si 120°. 478. 60° si 90° sau 120° si 30°.

479.1i|‘u.4’8’1.a5i”P5i”(a +P) ; asinPcos(a +P) ; asinF_>'482._r_r]_s__i_n_P_s__i_ni;
sina sina sina sin{a-P)
msinpcosa” msinp A dsinp _ dsin(2a+p)> dsina
sin(a-p) * sin(a-p) ~ sin(a+p)’ sin(a+p) * sin(a+p)
484 . psina psinasinp psinasiny
sina+sinp+siny’ sina+sinp+siny’ sina+sinP+sin7
485 2msinpsin(a+p) 4gg (a-fe)sinp> (a-b)sina 4gy b

. . i i a
sinasin 2 +P sin(a +p) sin (a +p) 2cos
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488. 2r sin a sin p. 489. 45°;, 60°; 75° sau 45°; 15°; 120°. 490. 2,510 cm.
491, lSné‘ .492. ) ®13 m; b) ®32 m. 504. ~41-20~2 ®3,6 cm. 505. ®37 cm;

» 66 cm. 506. 65°. 507. ®61,3 m; 80 m; ®67,6 m. 509. 18,3 cm; 19°; 29°.
510. ~6,3 cm; « 15,2 cm. 511. «3,7 cm; « 7,6 cm. 512. « 12 cm; « 13 cm; « 8 cm.
513. 51°; 129°; 147°; 33°. 514. ®29 m; ®40 m. 516.AB ®7 cm, Bc ®8,5 cm.
517.AaB =7,1 cm; Bc ~ 11,6 cm; Ac ~ 13,4 cm. 518. = 10,2 cm; « 18,9 cm;
«19cm.519.=7,6 cm; « 13,4 cm; « 13,4 cm. 520. =21,5 m. 523. = 16,8 km/ora.
524. ®12,6 dm. 540. s =9u/3 cm2; r =s CcM; R = 2yi3 cm. 541. 24cm. 542.16¢cm.
543.10 cm; 10 cm; 103 cm. 544. 8 cm; 8 cm; 11 cm. 545. 56 cm. 546. 9n/3 cm;
8n/3 cm. 547. 65n/3 cm. 549. 3 cm; 6,25 cm. 551. 5n1/3 cm. 552. 68n/3 cm2
553. 45 cm2 555.30°; 150°. 556. ad sina. 557. 12n/3 cm; 12n/3 ¢cm2 558.468 cm2.

559. 10 cm2, 12 cm?2 560. 15-T3 cmz 150/3 cmz; IS};/?’ cm2; 15\/3 cm2

2 "4
561. 31 cm2 563. 6 cm2;, 25 cm2;, 29 cm2. 564. 2,5 cm. 565. 15 cm; 15 cm; 7 cm
a2sinasinp

566. 4V10 cm; a4Vio cm; 5 cm. 567. )
2sin(a +p)

. 569. 21 cm2 63 cm2

571. 22 cm2 572. 16 cm: 24 cm. 573. 624 cm2 574, 225N aSIND 595 5. 6.
sin(a +P)

8; 9; 10; 12. 593. a) 15; b) 12. 594. 5 cm; 572 cm. 596. 1D; 2B; 3A; 4E.

yj4R2-a 2 nl4r2+a?2

597. ) 598. ) . 599. 2yir2-r2. 601. a-33; 2a; aV3.

602. 3 607. 3™ 608. a(V2 -1). 610. 1:2. 611. 72°. 628. a) 8n/3 cm;

d)syj2-s cm.629.a)48 cm. 634.a) 12V3 cm; 12n/3 cm2b) 16yi2 cm; 32cm2

636. 2. 643. a) 12 cm; 6~2 cm; b) 6>/3 cm; 6>/3 cm. 644. 645.

646. 1 : 2. 648. 1(3+~ sau 649. 10n/6 cm. 650. 108y/3 cm"

ndyj2

651. IE; 2D; 3A; 4B. 667. 8\[2n Cm; 8n CM. 668. 669. 651 cm.

670. 18n: cm; sn cm. 671. 4y/3n cm; 8y[3k CmM. 672. @) n cm; b) 210 cm; c) 3n CM;

d) 4n cm. 673. amis cm. 674. sn cm; 121 cm. 675. 4,70 cm. 677. 6n cm; 300 cm.

na

678. IC; 2B; 3A; 4E. 679. ®56,5 m. 683. c 684. 2:1. 685. a) 4n + 20;
osp

b) 8n; ¢) 7,3 n. 686. 7,50 cm. 687. 2na. 690. 120°. 691. 3n; 4n; 5n. 692. 50 cm;
150 cm. 693. 81 cm; 16a cm. 694. n cm; 3n cm; 8n cm sau 50 cm; 3n cm; 41 cm.
716. 2 : 3. 717. 100n cm2 718. 1 : 4. 719. 4n cm2, 250 cm2 720. 21n cm2
721. 9 cm si 12 cm. 722. a) 16n cm2, b) 24n cm2; ¢) 48n cm2; d) 108n cm2

723.a) 3(2n-3T3) cm2b) 9(n- 2)cm2 724. 21,5%. 726.25n0 cm2.728.9n CcmM"



268 Anexe

3201

Ak cm2 729. 44(il-2Tio) cnr 730. 648 cm2 731. 64 n cm2 733. IC;

2A; 3D; 4B. 734. 3 : 2. 735. kf; 736. wis cm. 737 2/ (47-31/3)

27(8jt3Vv3) 1 2( + 789. A a +3T3) 30° 50° 100°
4 6 24

759. Nu. 764. a) Da; b) nu; c) da; d) nu. 769. (x + 4)2+ (y -5)2= 17. 772. 5 cm;

6T3 cm; 12,53 cm. 773. E; T3; 1. 795. a) Aj(-2; 3); Bi(-4; -2); C"3; 3);

D(5; -1); b) A'(0; 5); B'(-2; 0); C'(5;5); D'(7;1). 796. a) (3; 4); b) (1; 3);
c) (-3; 4,5); d) (7,5; 4). 808. x =5; y=-5.809.a) (x +2)2+ (y - 3)2= 20;
b) (x - 4)2+ (y + 1)2= 20. 810. (-3; 7). 811. a) y =-2x - 6; b) y =-2x.
812.y =2x - 3; 2y + x + 1=0; P=8%E S =20 un.p. 814. IE; 2A; 3D; 4B.
835.22. 844. y =-2x - 3; y=-2x +3.845. x - 3y+8=0;y +3x + 4 =0;
y-2x-6=0;x+2y-2=0.848.y=-x +1.849.a) 2, b) 1, c) 2.

851. Duceti prin punctul dat dreapta, perpendicularda pe bisectoarea unghiului dat.
852. y = -x + 1. 854. Construiti punctul B 1t simetric punctulului C in raport cu
dreapta Zsi duceti dreapta A B 1. Dacd A B x| 1, atunci problema nu are solutii. 856. 1D;
2C; 3B; 4E. 869. a. 871. 2a; 90°. 872. Doua drepte, carora le apartin bisectoarele
unghiurilor formate de dreptele date. 873. Cu 120° in jurul centrului triunghiului.

875. a) 72°; b) 60° c) 40°; d) 36°; e) 876. P=V26 (2+V2); S = 13.
877. 90°. 879. Mediatoarea segmentului care roieste centrele circumferintelor date. 880.

a) aj3; b) a. 881. Aat=Aapx=an/2; acr=aAB1=ayj2+J3 . 882. 60°. 883. a)

BCnayJ3; BBl=an/2+X; b) BCl=a(V2 -1); BD1=a”r2-"~2.902.M,(5;-5);
Pj(7; -3); k .i-6; 1). 903. 4 =(-8;8). 904. a) Nu; b) da; ¢) nu. 905. M,{0; 5),
N,(2; -1). 907. (x - 3)2+ (y + 2)2=09. 908. a) y =-2x - 3; b))y =-2x + 9.
909. x =-8; y=-8. 910. x =3; y =4. 914. AX4; 3); 578, 7); CMO; 5); DK®;
1). 917. Realizati asa o deplasare paraleld a punctului A, la care punctul K se transfera
in P. Punctul obtinut uniti-1 cu B. 933. Nu. 934. Nu. 938. 12 cm; 20 cm; 24 cm; 32
cm. 939. 32 cm2; 200 cm2. 940. 10 cm; 18 cm. 941. 480 cm2 942. 3. 943. 32
cm2 944. 4 cmsi 10 cm. 945. 36 cm2 950. 250 cm2 951. 2 : 9 sau 2 : 5. 952.
25 cm2 953. 4S. 954. 40 cm2 959. Aratati cd cea mai mica iniltime a triunghiului

i - +
este egala cu jumatate din ipotenuza. 960 abyj2 961. az-ad +d2 962. V16,25

cm. 964. 30°; 60°; 120°; 150°. a+bh a-d

966. 2 cm. 967. Initial construiti triunghiul drptunghic ale carui ipotenuza si cateta
sunt egale corespunzator cu mediana si Tnalfimea data, si puneti Tn el segmentul

care este egal cu bisectoarea datd. 968. Divizati circumferinta Tn 6 parti egale si
considerati c& ("2f =w f -1. 969. ?(n/S—i). 970. (3; -1); (-1; 5); (7; 3).

971. x= 1+na‘ , y="2+nci2. 972. Considerati cd a = 2R sin a, b = 2R sin

+n +n
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<$=0,5ab sin C. 975. 75°. Construiti triunghiul echilateral m m p si aratati ca punctul
M coincide cu punctul m . 976. 45°, 45°, 150° si 120°. Cu ajutorul teoremei cosinusurilor
aflati unghiurile B si o, examinati triunghiul dreptunghic isoscel cu ipotenuzaas. 977.
75°. Prin punctele A, B, c duceti o circumferinta si aratati ca punctul D - centrul acestei
circumferinte. 978.30°. Construiti pe AB triunghiul echilaterala 8 m . Daca drepteie A M Si
B C se intersecteaza Tn punctul K, atunci triunghiul DMK - tot este echilateral. 979. 45°. 987.
Avratati ca triunghiul dat este dreptunghic, iar una din laturile lui - diametrul circumferintei.

988. Daca 2r1+ 2r2+ 2r3= 2R, atunci 2np +2nr2+ 2nr, = 2nR. 989. rx= 3 r,

r2= ~ -r. 990. 3r2(7+4-V3 )(>/3 —\ trei cercuri, aria fiecaruia din ei este

si trei figuri curbilinii egale, ale cdrora arie este a cate (Bn/3a7-a-6-T3).
6(7 +4-vi3)

991. Fie oA = r, atunci raza circumferintei mai mici ora = —. Dacd zAoc = a,

24r Ar ar o
zaom =2a AC=<2 & JB=-94.1_22 4. ungimile acestor arce

360 180 2 360 180°
sunt egale. 994. 1,5. 997. 1:2. 998. Sunt proportionale cu numerele 2, 3 si 5.
999. ml sin (B+C): (sin2B +sin2C- 0,5sin2(B +C)). 1001. cosA=(4cfe - b2 c2: 2hc.
2 2 2 2
1003. — (3a+2n/3 — (3a-2n/3 — (6a+n/3 — (a->/3). 1004.
12(s'-| n/3), 12(;1 nl3), 12(;1 n/3), 1 (a->1/3)
Arétati cd laturile triunghiului sunt egalee cu 2<S : hilt 2S : h2, 2S : hs,
iar semiperimetrulp =S :r. 1006. Fier si R — razele celor doud semicircumferinte mici.
Atunci CM =2Rr. 1009. 60°, 60°, 120° si 120°. 1010. a) 0; b) 0. 1013. a) sin23;
b) 1. 1014. a) 60°. 1020. (-10; 5). 1022. ) ; 2>/5; 3 1027.y=1-x.

1038. x = 2. 1047. x =0; x —5. 1048. 2>/3. 1050. a€(-5; 6). 1052. (9; 3);
(-9; -3). 1054. 3x + 4y - 15=0; 3x - 4r/- 15=0. 1057. a) 7 cm; b) 6 cm sau

31 cm. 1058.120°. 1060. 10 cm. 1062. 5.9 cm. 1064.2918d8 20 cm2
3 sin(a +P)

1067. 20 cmsi 6 cm; 3 cmsi 10 cm. 1068. 24 cm2. 1069. 106— cm2 1070. 7 cm.
1078. 60°, 80°, 100°, 140°, 160°. 1079. 10. 1085. 18n/3 cm3; 27n/3 cm.

1094. y =-3x - 4. 1096. (X - 3)2+ (y - 3)2=9; a) (X + 3)2+ (y + 3)2=9;
d (x- D2+ (y -5) =9. 1103. 6n/3B. 1104. 8 cm si 10 cm. 1105. 14 cm.
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Coordonatele carteziene in plan

Formula distantei dintre doua Coordonatele mijlocului
puncte segmentului
=7 fxll- xi f +H(pa-i - . Ti+1a
A£=r{xll- xi f +(pa-i]r PV,
Ecuatia generala a dreptei Ecuatia circumferintei

(x- a)2+ (y - b)2=R2
unde M(a; b) — centrul circumferintei,
R — raza circumferintei

ax + by =c, unde a2+ b2®0

Vectorii si operatiile cu ei

Coordonatele Modulul Vectorului

vectorului
\a=4371]

Adunarea vectorilor

Daca a = &) si&=(";ja), atunci £+&=("+a"& +ja) si a-b =(" -x"i &
Aa= ( f unde k — numar arbitrar, ab =j<” +pgaa
a-b =|a] |blcosMb |,i|="IN"L
sau a=Kb — conditiile coliniaritatii nsi b,
N7

X2+ ¥¥, =0 sau a-b= 0 — conditiile perpendicularitatii 24(i).



Functii trigonometrice

Valorile functiilor trigonometrice ale unor unghiuri

Z 0° 8° 45  60° 90° 120° 135° 150°  180°
inz o 1 VMa M , M M 1
2 2 2 2 2 2
wsz 1 M M1 1 Va4 Va
2 2 2 2 2 2
tgZ O \5'5 1 \a Na 1 \f‘ 0

Identitati trigonometrice

anlQ+co”EX= 1 an(ISO0-a) =sinCt; cos(IS0°-a) =-costt;
sin(YN°- a)=cosa g cas(900-ct)=sin ck

Corelatiile dintre laturile si unghiurile triunghiului

dreptunghic arbitrar
A
a2_+ b? :ZCZ a2=b2+ c2- 2bc cos Z — teorema
a =csin cosinusurilor
b=ccos Z 2 b e
a=btgz — teorema sinusurilor

sinet sin(l anf



Patrat

S - aha

Ariile figurilor plane

Dreptunghi

Paralelogram

o

a
S - absinZ

Triunghi

Romb

d2
di

s=Y Al Tiy

£ =—ai-aiil
2



Unghi interior Unghi exterior Unghi la centru

180°(a-2) 360° 360°
7t n n
Latura ana poligonului n-laturi regulat » = 2JiKan 18;:} ] 1??
Raza circumferintei
circumscrise
K =
rt
n=3 n=4 n==6
R aja" a*j2 a
3 2
r a onts
6 2 2
p Sa 4a 6a
S a2 3saMIlr



